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TEORU GRUP LIEGO w ZJ.STOSOWJ.NIU DO RÓW!UŃ 

RóżNICZKOWYCH CZ4STKOWYCH 

·1. wstęp 

Od swego początku teo~ia cią;głyeh grup prze1tsztiil.~~, inaczej 
gxoup Lie_gc J:P.erozerwal.nie wiąZała się z · r6wneniami czą$tkóW31U. ~o 

· właśnie na badaniu układóW r6Wnań różniczkowych o określozcych włas-
. nościach opiera si~ ~a teoria struktUrY .· srup skotlczonych /zależ
Dych od skończonej li~zby parQtet.rów/ [19] oraz teoria gru;p nieskotl-

. czollłch /zależilych takte od !'Ullkcji dowolnycb/ . [29] • Z drQgiej stro
ny . ~ed.Y lD.aiilY 4,o czynienia z koJlk;retnym Układem równań ~ąstkowych 
można .zapycywać . o takie przekształcenia prz~st:t"Zeni argumentów i · 
!un.kcji, które· przeprowad.z$ją rozwiąz8li1a układu znowu l)B. · jego roz
wiązania. Jak się okazUj.e rodzina ·takich przekszt-.lceń stanowi g:&;·u-

. pę, kt6.rą po je~ wyznaczeniu można na wiele sposobów spozytkOVIać 
albo do poszukiwania rozwiązań szczególnYch W7jśeiowego układu albo 

.. te;,; . do rozszczepie~& ·ogólnego p;robleau celkow&Ilia Układu M zagad~ 
. nienia prostsze. · o _: ile je(lnak sama teoria . grup Li ego Q.oczekała · się 
głębokich uog6l.nien; .. od str®Y · sJ.gebraiczno-topologicznej jako teo
ria grup topo;Logicżeych a od . ~trony IJ.D8.lit.ycznej jako teoria Carta
na s~liry grup skończonYch . i ·nieskończonych, to zastosowania: do 
r6Wl).S.ń vząstkotiych pozostały .na uboczu i od końca ubi~głego wieko. . 

ukazało się niewial• prac z tego zakresu /np. [ 5] t [3J l. 
Ostatnio_ jed.n.-k w zwi~ku z posz~wan;ia nowych. metod anali

tycznych; zwłaszcza dla potrzeb hyą.ro~, sięgnięto po dobne 
wypracowany jeszcze ~a czasów Liego aparat. W znanej książce Birk
ho!:fa [1} aż ·dwa rozdziały są poświęcone rozlicznym powiązaniom 

· teorii grup przekształceń i hydroclynandki, przy . czym główną uwagę 
zwrócoi!.o tu na powiązariia. teorii grup i analizy wymiarowej, stąd 

http://rcin.org.pl



~ 1-

też zala.'es przedątawiozqeh met.oci nie w-yczerp,wal wszyattich możli-
.wości ·zastosowan;ia te'?rU gnp. . . . . 

· PrzelomQwe zne.czer;iie. uiial;rw tym: z..Uesie prace- Owsiallllikowa 
[26 ·- . 29] · 1 _jego ucznióW, pod.Ś~ane· następni.• w monogratii · [30], · 
która niestety . z powodu Dlalego nak:ladu należy do bibliofilskLej 
~zadkości. Wypracowany prze~ OwsiSmU.k~a . algorytm wyz.n.acŻania 
grupy . podstawowej oraz ·kons~;ji romąz&ń azczegól.DJ'ch oraz pod
stawione przez niego_ zasS.~eXJ.i~ - kl&s~ikac;Ji · _okażaiy się • . pełni 
apra1fll1lll ~strument~ pn_y . b&~u -konkretnych uklad6w r6wnań) z któ
rymj. 1llŚ.my do czynienia w fi~yce . matematycznej .. . ·. 
. . Praca niJli.ejsza ma u. c~lu ~ożliri·~· peine· zapoŻm&nie . czytelni- . 

kl. z ·tym ~goeytmem i krę.~ęm: _stawianych p:t:zy ~· zagadnień. _ ~ę 
stronę algorytm;Lozn4 mając . przede wszystkim na wadze stusalem . się 
Zillierz-.ć do . c e~ u najp~si;szYJZii ·ś~odlwli, . co może · być . nie bez zDa• 
czeuia. dla czytelnika pń.gnącego przyn:oić sobie aparat bez szcze
gółowego wnikania ... t1'Udl:le dz~aq matematyki. ;jak np. te orla grup . 
topologicząch; o4 których właś.ciw~e należalo ·by zaczyna.ć. Z tego 
też względu z~zygna;wałeia ze . zbyt peda;Ltycznego ~el)iania zalo
żeńlprz7 których można· przeprowadzać· występujące tu rachunki. Nie
~one zbieżności z monogra:tią ·ewsimi:nl.kowa staralą się rekoa~ 
penaoWać przez rozbudowę ley&'tfpu;J~&c;rcb. _tu algQrytaQw_: na prsypadek 

· grup n;Leskończonycb. · . . . . 
· Z Dielicznymi. · wyjąt~ .Unikałem ilustronhia prz,-kła.dami tyCh 

zastosowaA, :!:'tóre latwo ZJ;laleźĆ ·mota& • przytoc•onej na końcu bi • 
bliogratii. Poz_ostale· · przykład1 wynjJay z . moich obliczeń • . 

W. calej p;ttacy z ąjątkia,L punktu 4.6 jest itonąekw•n:tn.ie stosc
. wana komrenc ja sumacyjna . ugl.odem powt~~ających sił · _dol.J:cy'~ om 

górnych wskaźników wzgl.ędnie ich zeepolÓw ~. 
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2. GrupY. Li. e są przeltsstelc~ ciągf1ch. hsedluże.Di.e 
· p~ekształceń ·pu.IlktOwo-pUXlktow:ch na pochodne czą.stkowe 

2.1 • Gru;pa jednopa.rametrowa. Operator . WiJU. tezllJl&].ny. l na
sz1D}l rozważśniach E .q{j) btdz1e oZaaczać I- · wym.i~ą. przestrseń 
eukli~SOWih ktći'e;J . ~ ma.3łl •spóU'ztdne y - · {?1· . · 1 ~ : • 

~alożeme, że E.H . · jest :Przestr&eniłl euklidesoq Die jest istotne 
i większość stwierd.zeil 1 konetr'\lkc~i od;tl.osi się ogólnie do roaai~ 
tości różniczkowych,· ala zach.owuaew je dla więks~ej poglądoliości 
rozw~ań. Pole wekto~owo ~('f)==.{~~)_, ... ~~ :r?j)) klas1 r_e.t. 
wyzna.cza w E,;y (~) · loltaJ.:;I4 kongru~ję lirlii p~, określOllll 
ukladea rówt;)ań ~ótniczkowych · 

. /2 .. 1/ . 

Kongruencja K l.W~ pola powstaje .z przecięcia się rod.zizq' 
powierzchni 

/2.2/ ~ (yJ- G J ••• , efy_.~. (y)= ~-.t.~ 
gdzie <Z(j).J . :. J ~-.t.(j) aą to flłllkc,-~e Jliezaletue calld 
pierwsze ukł&du /2.1/. . . 

Z .. kongruencji K · mo ZW.: . zwi4Zać ciągl' r~ przeltsżtaleeil. · 
punlttowO-punktO'Iey'ch ·. przestrze~ ~ o tej wl.asności, że dla Q.an&-

. go punktu p€ EAI jego obrazy p . zajmują poloże~a D.a linii 
pola poprowadzonej przez /> ., iml~ · slowr pons~aJą sit .po tej 

. linii jako po 1;rajektorii. W t,...n .celu obok ukladu /2.1/ roz1ra~ 
uklad następ~ący: · 
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/2.4/ 

lla podstawie /2.2/ ~związauie ukladu/2.3/ aa poeta~ 

. . . 

~rp,.;~&JJ. •· ., ~.zrp-~1WJ 
Jć(y-J•7e~)+'C. · 

·wzo%"1 te uat&la;Ją odp~edniość .. gOllli~~ p1XQktaai.· )~)t.~ i .. 
. plinktlllli Pr (i_) . . o wspólrsędlQ'cll jt . •. ·. Ła.two aprawdz:1ć, . :te od- . 
wzorc>wania · ·?; . m&jłl w lasuości ~sttplijąoe:· · · 

. . 

/2.6/ 
. ~o~=~+~ .~ · .J; ==Z~ --L .. . . / ~- T r: . -r. 

. oraz te superpozye;Ja.p;-zekaztał.oeń jest d.zial.anta ląc~ 111. 
Rodzina 7; · stenOWi więc ci~ "' p:z:zeb~t&lcefl~ zależną od · 
· jednego . parametru z: • · 
. . Jak: . widzilą, każde ddstatec~e re$Ui~· po~· wektorowe ~w 
w przestrzeni -E__,y genęruje jed.noparametroW' Sl'UPł prsęk&ztaleeń 

~.1. · • . Równocześnie · możemy p~.ed.iieć, ~e grupt ·9.2.. . . generuje. ·. 
lil::Lio\ły operator r9biczkoif1 pierwszego rzt.du ~~.A ·~~~ · , 
gdzie J~ == d/J~~ J nazywany' t.:i operatorem infinit&'z~ gru.
PY % . Za takim u;)tciem p~wia s jedne~ strony· to, ie w geo
metrii rąuaitości różnic~kowej wektor . koD.tra~ariantą .jest def.i.;.. 

. · niowaDl aksjomatycżilie jam lini0117 . operator różnicżk()ą oras t~, 

--- ·--- ........ 
11wlasno6ci /2.6/ sta3ą sit jeszcze bardziej Widoczne jeśli obrać · 
~.) ~~ . .. ., .;Y.r-..t J .;t- jako nowe współrzędne .p~estr$en1 ~ 
wtedy bowieta /2.5/ zapisze sit ~akQ · . . . 

e%=~) ... ~ ~2 ~~-~ _, X:a.;r-~c-
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te uklad /2.1J ~est. r6wnowa$.D: st:ow~zyszo:p.eau rÓiri:lBJliu cząstko
·. wemu piemrs~ego ~tdu · 

/2.7/ 

. Z drl.lgiej strow rola operatora dl: .. :1.-"if.J ~ przy generowa-. 

ni u ~;.t: staje lłię ;leszcze ~:!.e ;l widoczna, jeśli. $&lo
żywszy. ·• ·. ~yczność poJ,a Jl (/J . zapiueJą rĆ1rlJ.8Zlia /2.3/ w pos-
taci · · 

/2.8/ 
. . dy-d . . ~ . 
·. al-· =d(/) 4=1;, ...... /;- . 

_oraz rozwiążemy je przy warunku /2.4/ p.rzez rozwiDitcie f..J • sze• 
. . · reg pot~gowy względeia T , którego w:sp6łcz·ynniki obliczamy prżez 

różnic~kowa.uie /2.8/ i Rodstawienie ·T -.e o • Otrzyma.DlJ' wówczas 
fomall:le roninitcie 

/2.9/ 

czyli w: aapiaie s,mbolicU111 

' /2.10/ 

. . ?rzeltsztalcenia skończone grup1 ~ mo żga noc otrz:7JDA6 
w postaci szeregu pottgowago, któ~ego wspólcsynniki otrzy.auJe sit 
przez kolejne 1 teracje operatora. . 17lfW tez~ego ~ dZiala;j,
ce na y~ /szereg Liego/. Z ·dokła@ością. do wyrazÓW rztdu ·drugie
go wzSJ.tdem r. JDaJJi1 · · 

/2.11/ ;t-4-y~~r~t)V=)I~d{jJr. 
. . 
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Z tego pGwoQ.u c.2" /a dokładnie-j pol.e ~ l D&i,wuq także 
prz$_ł~satałceniem intinitez~ gru_pj ~- • · 

Odw:rotnie, każdej . jędnopar~trówej ~ie przekaztalceń 

~- : x~=: y-1ry, ~') ... y-dry,o./-Y.~ odpowiada operator illfinitez1Jil8.].-
• · 1q ·a~ "z-:) d-:1 . , Pl'ZY · CZJ'm jego_ 1!spó1rztd:a.e oblicz~ wg · wzo-

rów . . 

·/2.11/1 
. /l-<(yJ · . ::.1-lo 

· ap-&.ra.torom ·· ~~1t~ ~ · oraz. cĄ~ d.z.~ ~~ . aoieę przypo~~ 
koiraĆ . operator ~L 

' . 

=-[~ (rł;) -Ą (t]:t~j~·=-(df ~ tł;- :~; d.f, ł:) d-1 l . • . 

/2.12/" 

2"--j ==-LJ. ··~Y. . . 

.. . Pr$,-por.ądkoqnie to, o~~Elce w ·dalsJ1JI _ciągu watlulrolt, 
DU1ft . sit il~czynea Liego . albo kollutatona operatoróW · ~1, ~ • . 

Jest· ono . · 

. ·antzs:ymetr:rczna 

/2.1;/ . ~ . 

l.iniowe· ngiędem . obu o.żlDJlików · 

. t2.14/ .. (oi X+fiX., ~)=-oćcX~~J~(~~2';)) .· 
. _ ~Jfi- J"lo~ 

. oras apełnia tołsamoś6 Jacobiego 

/2.15/ . (X,,{:Xs, ~J~ (.Z,_,(~, X}) 

-r-(d;j ·(~J X)) . (). 
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2.2. Grupa r-~arametrowa. Algebra Liego operatorów infinite
zyma1nych. Bezpośrednimuogólnieniem jednoparametrowej grupy prze

. kształceń jest po~ęcie lokalnej r-parametrowej grupy ~r definio
wanej jako rodzina przekształceń przestrzeni l:Ąr , zależna w spo
sób istotny od r parametrów a...: ... ., cz. ."... 

- Ą ·r--...-1~ :t. /Y: .:t. - ) 
/ = r- (1 J • • • J Y ./ a .J · · · ~ t:z / J -1 = :t~ · · ·.~Y 

i spełniająca następujące warunki /ąla skrócenia iah zapisu ozna

czamy y = ( j'! .. - ~ Jth/.J a = (a; . .. "' a...-)_, F= (,z::;-.. _ _, ;c~ 
jiJ = (p=:, ... " f'7 :J= . 

1. Zawiera się w niej przekształcenie to~sam.ościowe; istnieJe 
a.= e., ze 7Z=(y/e)= !!· ' . 

2 .. Super.poz::_ja :_rzeks~tałceń nal_:ży do rodziny; jeśli '?;-€ r.,... 
~ar. ~t r~ _; ~:t ='TrJ·o/J 7j: l'= iC(ji -t) J i to 

/G' o~ = ~== fO(aJt) -E 0/r-J c~yli__f= ~P:(f)o/./ t) ::r(y./j/)(0 ~j). 
3. Jeśli przekształcenie /a.. należy do rod.zi:D,y, to przekształ

cenie odwrotne 7- 2 istnieje i te~ Daleiy do rodzilcy', czyli 
a. 

/2.17/ 

;. Funkcja 9 {a/ th".( fa) są analityczne w peWil3Jil otoczeni~ 
e a funkcje ~c-)';a) są dostatecznie regulaxne w pewnym obsza

rze E,y i analityczne w pewnjm. otoczeniu e względem zmiellllYch 
Q~J: •. J Cl..,.... . 

OmówimY bez przytaczania dowodów stwierdzenia składające się 
na treść trzech podstawouch twierdzeń · Li ego o r-parametrowych 
grupach· przekształceń [ 19, 4, 30] • . · 

Grupa ()t,.. zawiera oo -r- podgrup jednoparametrowych genero
wanych prze;( ~peratory 
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/2.18/. 

Operatory /2.18/ tworzę lin.ion_p.rzestrzetl ~."... o liniowo 
IQ,ezaletn.ych /względom stałych wsp6lc~~ów/ operatorach bazy 

~ • ;;; ( rtJ ;)~ , 7- ~~ · . . J r określo~ch przez pochodne . 
,ł; ~ ('dt=.Yaa 7)/tr==e. - i•mkp1fi§ wzgltdem iloczynu Liego, poniewai 
zachodzi 

/2.19/ 

k" 
gdzie Ct 7 otmaoza.ją stale. wap61cs;mnki t tzw. stale struktu-
ralne grupy .0/;,- • Prz. e&rtrzen. 'fr .· stanowi .'tzw •. algebrę Li.ego 
gruw t;.,.. . fft~e strakt11ralno gru;p;y cz;,D1..ę sadość związkom . 

/2.20/ I .,. ""=:f~ .. r 
J .-."/ J" J ~~ . 

oraz 

/2.21/ 
L r- · r C C...; -f- r_ l... ( w • +l" L.c S . 0 . iJ .7. ..t:L,.f= 

lS JK -. .7S '-.1(/ ~..,.;.,.,.,.. !.7 ._ . .J . ".... = :L.···~,.,..... . 

/tożsamość Jacobiego, pozoat&.j\e& . w ścisl;vm związku z łą~znością 
superpozycji przekształceń w grupie/. · 

Funkcje F-1J , określające p~eltsztalceDia skoncze»1e grupy · 
f r speW.ają następu~ąc1 uklad równań cz~owycl:u 

/2..22/ 
- ~=-:f~ ... ·JĄ-

..7.: <=LJ··· .. r 
" 
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/2~23/ . 

z warunkiem. początkow.ym. jt)(e.J a) : ~ • 

Warunki calkaw~ści układu /2.23/ m&;11.\ postać 

/2.24/ 

.odwrotnie; jeśli w.r;ldzielDJ' od stalych s~ch grupy, · 

tj. od układu stałych spełniającrch /2•20/ i /2.21/, i · rozpatrzł
JJq l.i.l1iowy Ultl&d · 

/2.25/ 

o niewiadomych. ftlllka;lach -&[ • pr.:.;r w~· ·&ji(-taj.~=;o, a . 

następnie prztjmiemy. ?f;Z(a) -&j(~ a)/~=-? . . , __ to otrzyma.- . 
my- uk1ad fUDltcji pomocaiozycą spełniających. /2.24/ B. t311 samym;, 

ponieważ zapisanJ" przy ttQh f'Ullkcjaeh uklad /2.2.}/ będsie ea?.ko-
walliy, :f'Uiikcje kompoz;rcyju y:; · . . . 

Z kolei · rozważając p~ alge?rę Liago gt.,.. opera,;.orów Wi.;. 

llitezy.mal.J:cych przeatrs·elli b_,y d.aJul przez; cuę c..~) -~ • .; ~: , speł
niającą /2.19/ /st~le. c..~~ . spełniać bę~ /2.20/ i /2.21/ Da mocy 

. /2.1 '31 i /2.15/ i powtarzaj4e prz7toczoll4 konstrukcję d.la stałyCh 
st~ch tej . algebry Liego oraz eałkując następnie Układ 
/2.22/ /wa.runk:iem. całkowalności ·są akurat związki ·;2.19/ l p~y · 
waru:nm =t:~=e::-l dojdziemy do sltończonyell przeltsztalc·eń grupy · 

. . 9Jr , której ą.J.gebra L.iego pokrywa· . się /jest izQm.orficżna/ z _al-

gebrą . ,.,. ·' stanatriąQ4 ~ wyjścia • . ·.. . . . . 
. w praktyce, aby znaJ.~ść. skończonę p~ekszte.łcenia. ~PY &-]'.,...._ . 

danej przez. układ jej operatorów illfinitez~ch, sz11lca.JJQ' nAj
pierw odpowiedzdch grup. jedllopUa.metrowych generowanych · przez . te 

. op~ratory. Jeśli wię_c· ~7 ~. f /j= ~ ~(y..,· ćl;) t to. pneuztałee-
l'lia skończone fj'r- można DS.pisać w p~staci 

. /2~26/ 

http://rcin.org.pl



- 9-

Par~etry a :1. :1 ••• ; a,_ są przy t,m parametrami kąnoniczn:ymi 
d:rtlgi.ego rod.Żaju o/~ f,. . Inny sposób polega na calkowaniu ukłaau 

/2.29/ ::l"'= Ą:;;7Ą(f)' ?' :.0···- ,._ •d, ... _ _.,-

przy ,warunku początk~ y ~o= Jl.., . oraz na przyjęciu •en-
DJ'ch T;/ 1- .. " 7: .,4 r jako parametrów grupy. . · · · 

· Przytoczone stwierU.zenia sprowadzają badanie lokall:lych grup 

przekształceń Li ego do badania odpowiednich . algebr Li ego operato
rów infinitezymalnych. W szczególJ).ości is1;llie;)e odpowiedniość 

struktur algebraicznych gro.py ~r · i jej algebry~"_ • ~ak 
więc, dla przykładu, podgrupie ~ grqpy ~ odpowiada. ·. 
podalga bra !J algebry p.,.. , tdtiel.tl.ikowi .uorm&lnemu 1t c cJ!..;.. 
odpowiada i.8e~ · f, algebry tt,_ · , a . grupie ilorazowej -algebra 
residw-ów algebry ,..,... wziiodem odpowiedni.ego ideału itd. · . 

Funkcje eJ [t.~! ... J j'#J ni~ ulegające zmianie :p:rey :przek!:' ztałce-
. niach grupy frr- /inwarianty' ·gru.py/ czyli spel:mające tożsam.os- . 

ciowo względem ·/ i _.a._ związki · 

/2.28/ 

spełniają równimia 

/2.28/' 

o czym łatwo przekonać się pr~ez różniczkowanie ;2.28/ względem 
a .(' i podstawienie a.- = e. • Odwrotnie t kaide rozwiązanie 
/2.28/ jest niezmiennikiem - inwariantem ~ grupy ~~ /por.wz6r 
/2.26/ l .Wobec /2.19/ układ /2.28/ · ;jest ukladem. zupełl:l;Vm, a licz
ba funkcyjnie niezależnych rozwiązań [8] czyli liczba niezależ

nych inwariantów grup~ wyiJ.OsijJ -K-~d.[?t~:. 
Rozmaitość . ~ przestrzeni ~. 

/2..29/ ~:. 

http://rcin.org.pl



-· 10 -..... 

/2.30/ 

/Symbolu (~Ą) . UŻ~ dla .PO<i.kreślenia, że l'ÓWnOŚĆ zacho-
dzi tYlko dla t.1 · ape~a;jąąch /2.29/, tj .tylko na 1'0aaitosci 

c.L% . r t' . 
Jeśli ro~tość Diezaifłlmicza jest .. Dieosobliwa, to jest 

jeśli w jej- pt1llktac~ rsąd me,cierz7 L-:.1,;] Ilie ulega zmniejaae-
niu i jest taki sam jalt liczon.: dla dowolnych ;t z obszaru, 
gdzie ~ S\ dane, to j-.It dowodzi sio, [4 , 5o], moZn& Ją. zapi
sać • postaci 

gdzie;;~; ... , ~"" są Zliezala~ i.uwariaUrtaai grupy 
{/ './~ . 

2. 3. .Przedłużanie przeqzta.lefń punf:towo- Punk'tOWXcłt na .. po~ 
chodne cząstkowe · 

2. 2~ 1. Rozważmy fi przestrse.u.i .Ę.y- rozmai-tość · n ~arową 
~- , przy czym dla wygod:; oznacZJą współn.ędne 2:;1-- jako 

· ...,.. ~ .,... }J · u~ . o m . __ A- i ni. ech 
~ .... . .) .-;. J .... .J .. .l~ . ~ J1+,,·- . 

/2.32/ c..--&( ,• . u Q/- .• , .v<."r.x " -v " ! 
~ t . ..) ............. ./ . 

r-n 
J' . • l , 

,;?(' = .z.J · · ·..~ · -?'t 

różniczkowalne doatateezq liczbęrasy .. 
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Obraz~ pod działaniem 7' oznac~ przes . Ą.•?~ 
czyli 

/2.32/~ .~ .. r= u''''/.x", ztr.xJJ • 
.Ue~ ·można opisać także sa · pomocą ~,- przez odwrócenie /2.?;2/ 1 , 
a· tym saucym11ożna ustalić odpowiedniość po.eh.od:a;rch;óŻ- f7iTot:/;;;.z,-

oru pt= 'dtt~~'pnez .u-óżniczkonnie /2.}2/ uględa .X.<,. ' po 
uprzednim odwróceniu /2.;2/1 , CZ711 · 

A~ r?. t'~-'- ~r.,./~ D<.. • 
- /:1(/ • ._z . -= III'C/. • q 

' (:/ • . . dl . . 

przy czym operator pomocniczy 

/2.33/' . .0~-v3: ;) . ..;.. /)~d. ·;i·- ~ d~==~ . 
,- #-" r ~ ':fi · :f' ...,... 5;;7 ". ...... ·. a Z<'-. 

~est operatorem r(>Qiczkowan:i.• · slipeblego wz.ględem .Z;· 
· Jeśli W=/~·:X(~o · , to 12.;31 .po roDi~azp.u. względe!li . 
P 't prowadzi . do f~muł ,7r.:::. J;_~(.z.~~./J) • Dołflczając j.e do wzo;rów · 
określa~ąc;ch T otrzy.rnuiy prze)Fsztalcenie przestrzeni ź.;,-t'l~,v~J.. 
rrQ~?t+;m.":.7t.m.J 

/2.34/ 
,_.._, r. 1'.~ ·r"' .. 

.X'=-= :Z'(~ ... ~J 

;; M 2C i; o< {:Xo~«;} 

A~--AE"'rx ... thf.J.J 

nazywane przedł~em przekształcę:ll.a T na pierlr$ze ~ochOdne. 
zt"" . względem ..z,-· • Kształt · Tr'; Die .zależy od ko~t;~j ~-

postaci rozmaitości . ..LI,... . a ·jedynie od postaci ·. 7 . ~ 

.Analogicznie, odwracając /2.}4/ 1 , podstawie,jąc do ·/2.;4-/ 2 · 
a .potem do /2.34-/3 i różniczklljąc względem ~ 1{ otnJ'ID8lllY <h'ugie 
przedłużenie 

/2.35/ 

gdzie 

postać 

/2.36/ 

gdzi:e 

::::::::{J:-) 
'j . .. . 

>' będzie miało · 
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/,2.37/ ~(Jł)-=-;)~+L)~~dl:l(. +Ar'! b+-'·+ ./J,~ .. · .P ;, 
<(" ~-· -c; ' C:~"'~ J 1 ~-1" ~::-,t-a---

' ... .. " ·~ 
. - - -- ~,...,} 
oru '~-+···+'-n.~Y-~ • W clalas,a clJ&gu z~ ozu.c:&enia ; .. ·. · 

o\ - - Ol (~) ~ .l 
~(.. ,(/i.. J.. ,_ 

Przekaztalcenia T q prs~aa acug6~ prsekas'tal
ceń st)"cmościow.rch. 't~. takicD. pnek.u'talcań 

p:rzeatrzw E(~~" jJ-) które sac.AOiłłL'k aeronnia U. !om róS.. 

niczk~cA · 

/2.39/ 

cz7l.i dla ~órych sachodzi w .. _ o ( M.t:J<t'C43~-_ o i • .:.4· 410( •tor:tq' 

uztałtu /2 •. 39/ .., zmiemqc.h x , ~ J·.T ł e:7l1 ~ ~- ąu~ifd.x~ · 
Dowodz:i si~, że dla m.~ 2.. prze.ltsz'talcen;i.a stycznoael.on apro-o. 
wadsaj4 się dO prsedł.uimqch prsekas:tai.cć plmktowo-pUDktowych 

[2S]. . . 
Do noróW /2.;?;/ .Oma . dojść "te i nanęp~,co. Dope~ T 

. wzo~ . fJ 
1 
!'f'=-7/"(z ,(1 tf") i.. ~d.a.ą, żeb7 tak OU"Z'1JIIAD8 prseuz-cał

ceDie p1'Sestl:sei t; (x~ q-0) ~a~alo zel'Oir&Die al.t foDlw.-< •. 

w anal.OgicZDY ·sposób :aotoua. doaśe dp prsedlllżeń W1'żazego rstdu. 
Od r(JI-~} . j)rzechodsią do. =rr~J pr.&u doł4cHD:l.e tomnl 

f>4~ .. [y =J:~ _ .(żJuJirq .. ~r~~-,!)1 ~·, !łeb7 pont&łe przekastal
cenia. p:zes'trz~Di . z::l'r,"1 (;,u,jlr~~1/z~ ... ·/(IIJ) · zachowalo zeron-
nie sił f om · 

-/2.40/ 
· .r..fJJ-~) /.,_A. _ _/ o( . llł' . 

LU - C..V - - d/J- - - t:J - - • • .J._ .J . '~···'-~t. r-~.~ ... "-- r(,f· ·· t.y q:...,~ . 

Przy takim u~tciu .latwo sprawdsić, Jak zac:.howujłl się P1-z7 
przedłużeniu prseksztalcenia tożaamościowre prse~eni i: H' oru 
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· aape~oęc~a ~ ·~ cbroCh pa~cc ·~o-~ 
· prse&tilSeDi ~/Y .. . IIML ~cle: ·. . · . · . · . · . . 

. . 1. hsedliiieDie .I M p.rseastaloeJiia . tos8aaościongo I . 
prseatrsenl r,y ~n prsekfttalOeDiea toiaaości.óQD. .z(~.l 

. . . .~ (. . · . ttJ '"-'') - li. :;t r.,_; --r<~') . 
·pne.-trsiiDi 7;;;~''/ .x.~oJ/'. .~ ·· - ~/".(' . , CZJ ... ~.. • . 

2... . . 

/2..41/ {;7: o?; )Nt-v . ~l"ł!) ._(,.,.) 
., 1/ . -.: /,i 10 l;_ . 

. ~ .osta'tlli uór •. h-sekuw.o.n1e 7; ('!) ·. ar~Qe !v-
. wJ c;;u.l j ••• ,J w (li-~ aod.ul.o fal.':ą CeJ,;;)wC~ ;-·,~~<"'-:~' a 7:'1».) 

aer\Qe· foi:lili. ~ .. .'Z)r~ . . ~(;"f~J-.t! Jl.o~o toziQr 6.:>j ··· . ·~ G:jrlł~~.J ~- • 
· Wo'be~ tego tf1t)e ~~~< · . Wimież se~e fo:27 C:->.:." GjtaJ-:Q · lllOdW.o 

c.;, .•. J "1~-,J :• ten OS1ia1;Jń _.~ je~t ·~ det~c;ią{~c/r) .... r,;J 
· IP"Wl"'i miią, · łe · (/;c 7;)-t~ .. · 4ZU1.& po · 4Wóeb · pi.enaż7Ch wapol-

JStcląch ~J ~ . . ~ameni 1F#',~ Cz.,il_;;ry ... ~,(~ ·iJak .i; o~ 
D& E",..(.x"~.t; • .. . ·· . . _: . . . . . .· .- . . 

W -.c~g6lDoac1, wy~ H WSQft 'r-2_c7'=I ,i pz'S~ · 
-~ąc dó podlodqcb fttdu )1 . 't .... - ~· /2..41/ 

(T-:J ... 'J.T_1»~zr»?~'iJAd po pGIDlOż.-u ~~ obu atrcm 
.prsu(7' r'.lj-.z. o~t1111 . . · . · 

. /2.42/ 

lsoą . /2..41/ ·1/2.42/ . ~· · suadsie ~ 'tmiollkiea /a · 
właściwie -.,razem/ z re!llły laiLcueb.olre~ obUCs~a .po~ch . 
~\JDkc~ zlot~ 1 ~unkc~i -odwrot;QCh. . .. · . ... 

. . . . 1 p~adlm trUP1 przekaZtalceń ~ prseUllieiiia ~ (11} 

~e~ elaentów ?; -E ~ także ze.leż' od ~~ .f7- , pr:r;t · 

ero,. radsi.~t. prze~c:.h pneksztd.celi z ~ja& 1 ·.·mu /2.41/ · 
1 /~.42/ ~a.zu mial& wbaności 

(?;)~(JJ)-= z t"~- . . . . 

J~.II,.'!J/ {7;-c?;)...,(lł~(:Z: ~ · 1...,1r1L~ r,;;= ?;''; 7f'V 
. . . . . . . :lo/4 r././ . /' _fiJ/#,tj ~ . ~ - . 

· . · ;;-r--'1~ (7: J~r)lj · -~ r.,i · /i;=r.v.) ;-~ 
. \l«. l A.{a)_ --= / A..t«i - ( / • ../' ·. . 

· .iodsi.Da Jll.'S~ prżekutalcen ~··t UfC ~~- wzsltclea 
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superpozycji i odnacania pnekszte.łceń, a 't1m aauq.m i;wo~y grupę 
. . . --'(iJj . . . - 7JJj 

przedłUżorLą .9-r , przy CZJ'Dl stmtura fr i ~r jest tak& aa- · 
1118.. 

. Wynika stąd mi.ędzy i:Dn;V~Di, że dla Q,anej grq.py (/Jr przestrżeń 
·. d.zialallia można powiększyć co do 1Q11liaru bez ll&Z'USZailia· strUktury . 

p:rzez rozpatryw$Ilie ~ przedłużonych. 
2.3.2. ·StwierdZenia ' pO"tf'Yż~e są oczmście tya• b~iej ważne 

• . przypadku grup jednoparametrawych. Po ·pierwszym przedlużeniu gru
py. ~ednoparametro\łe~ . (!f· otrzymamy ~~· przedłużoną ~ .• Ale 
jak wiency z p.2.1 . każ~ grupie ~drioparametrowej odpowi..!_da opera
tor iil.finitez~. Dla grupy· r[J · ·-oznaczamy go przez d:. 1 :r;w;y

wamy pierwszym przedl,utenicm op~atora .:)[. • Korzystając se wzoru . · 
. , . . . . . . . . 

/2.11/ oraz /2.;?;/ /l.ub co na jedno tqe]:l.od.zi ... ~rozwijając w szereg 
/2."53/ .,ł.. korzystając z /2.11/ oraz porówn.ując współczynniki przy'!' l 
widZimy, . że j~śll f}'_.· ~ • .t i{.:ł:~ ~.);;;t + ? ""(::r:J u) d..c_ to · . . . 

/2.44/ ·1: .X & S '(:;c, llF?: .;- f"'(.:c,u) 4c T [;;-""(r.r4_/>);,," = ;20 >"Q!"'-

przy czym Składowe · . S::,~ · części (~* operat~ra X działającej 
na pochodne /e~ wyt?ażaj' się poprzez .f c- i ? ->< jak .p.astępuje 

/2.45/ 

gdZie jak i poprż.ednio operator pomoenicz.y 2,·• ~-+_A~do< . 
W analogiczny sposób otrzymuje się przedlz~enia operatora~ 

na w;yższe pochO<tle, P:r-"ZY czym jeśli jf: ~iłiiiE.t"'~-+- ?...:;;~ 
oraz 
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/2.46/ 

oraz 

tO .r~.) d . . - « Ci' 
C/ .at e~· +).i 0'..:-+ ~.t -. -. --+ ... .r A_« - -;;; 

~ . ~~ ~, · · · <-y a.J~ - , r,., ... ,Ą... 
/·= t) .. . J n~ l.,+···t' (;;. = V-fJ ~(~'l"~- ~ft! 

Przedłużanie ope~tor6w inf~tezY;IJlalnych ~-!~przedstawialne 

2, ilocz:vneD! ~ego operatorów. Jeżeli ~. i ~;. dwa--d-;;~~ ·~pe-_ 
ratory illfini tezJlll&l.u•, to zachodzi. 

- Niechv=.t"' d;:~f'/~·r?td<><- oraz .~~ .:tz.(.·;;ł..-+ ?!l.~~ · • Operator;y 

przedłużone ma.Ją postać ~-= ~ ~ ~"'"" , .Z = 2;..,.. .~ *" , gdzie 
d!;~~S;i ./.. 1 X....,s.s::z.· ~_2_ • Oblicza"'ąc i. locz~ Liego l2l8lą 

:r't" -'"' ' c. ~~ tł. 

(:2, .. ~=(a;r2;~ ~ ... z_j}~ 
=(-Z; .. Z)·~.Z .. 2;,j)+(~~~).,~-(_z~~j)= 

= 2;.tJ +~(Z~-...:t;fX1+(d;~ -2;.~ 

ponieważ :;;t'X)=O oraz ,Z.,y.(..:l"z)=tJ. Po~eważ wyraz po prawej 
stronie daje operator 2;2. , pozostaje do wykazania, że pozostała 
część działająca na pochodne pokrywa się z .2';

2
.1(- · obliezorcytn na pod-

stawie wzorów /2.45/. Ponieważ%;- ~f?:z./-~lp;'J, t-;;_-::X,~-:;.)-<:.~(~:/) 
/por./2.12//, pozostaje do udowodnieziia tożs.Ość 

~1(1;_?)-~(~7J=t;:Z =-

= .0(·/.Z, r[_:)-Xz((';)} -I;;~2J~[~rs;,~J.-~ (~~jJ~ 
którą łatwo ·można sprawdzić, żmud.nym wprawdzie, ale element~· 

rachunkiem. Dla wyższych przedłużeń dowód prz.ebiega indukcyjnie. 

Banalny rachunek. wykazuje, że także ma miejsce 

oC~ .:. stałe. 
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Jeśli więc ~ ..... . ..., ~..,... · rozpinają aliebrę Liego $'" gru

py ty,_ , to przedłużając obustronuie /2.19/ 1 korzystając z 
/2.~7 l 1 /2.48/ widzimy, że · 

/2..49/ 

._, (11) --' (P.J 

Zatem ~ . ... .:.:..; J xr . rozpinają algebrt Liego -p:P) grupy roz-
. szerzonej tf}!r(vJ •. Fakt ten wynika także bezpośz-ednio z końcowych 
uwag punktu 2.3.1. 

2.4. Inwarianty różniczkowe . grup_y ~;.. • R6m=,ępi a . definicY.j~ 
.ruL~-· Funkcje określone w przestrzezu t=.A,.(J),(-2~ v .... ~ '~~~ . . . _, /J f'J} 

• . • . • . rr "/-.J(p) . l • 
~ niez~enna przy przekształce~ach grupy ~ noszą nazwę ~a-
riantów różniczkowych rzędu V dla grupy 6"r . Funkcje takie 
są rozwiąz~w rÓWDań różniczkowych /por./2.28// . . ~ 

/2.50/ 

Odwrotnie, każde rozwiązanie tego ukladl.\., jako niezmiennik grupy 
przedłużonej jest inwariantem różniczkowym grupy tJ~r . .A.nalogicz
nie jak rozmaitości niezmiennicze określa sit Diezmiennicze roz- . 
maitpści różniczkowe l'ZłdU li , to jest jako hiperpowierzclmie 
w -J.- /..;r u. h (.t,) •• • -A rw J · · kt6'T"VCh P''""'lr-f-ow pod działaniem · 
~ A/'fP) ( ~ ..1 ..1/· ~ ,. , ,..- / ł -tl ._...Wf/ . 

przekształceń o;:"J nie wychodzą poza tę hiperpowierzcbnię. Dowo-
dzi się również, że Dieosobliwe niezmiellllicze rozmaitpśei róŻJlicz
kowe dadzą się zap;i.sać przy pomocy inwariantów różniczkowych. 
Liczba _?cv; niezależnYch inwariantów różtLiczkow.ych rzędu ·)) ... 
-;cv) · ·· ·rr:J wynosi KJ(v) =ArfPJ_rząd[:i:twJ 11 gdzie 

ct-1... J r:Jj('.J J J .-.J . ...... . 

[ 1_~~ J_] oz~eza macierz współczynników operatorów :;r,r~.. . . :;(/li.). 
Ponieważ ·rząd ten nie może dla tJ1 r być wyższy niż r , przeto 
biorąc co raz to wyższe przedłJ.nia f.,- /tj powiększając licz

bę zmiennych niezależnych w układzie /2.59/ i pozostawiając bez 
zmiany liczbę równań/ dojdziemy do nieograniczonego ciągu inwa -
riant6w różniczkowych grupy. .Ue nie tylko dyspon'tljemy tu rzędem 
inwariant~~~~ko!Yc.h. Jeżeli ~.,... dziala w -t:.;rt;y.) możemy 

~/Układ /2.50/ jest zUpełny na mocy /2.49/~ . 
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zmieniać n otzoz~jąc w ten sposób różne ciągi inwariantów 
w zSJ.eżności od w:ymiaru rozmaitości .....4"-'l. /2.32/, która stanowiła 
podstawę do wyprowadzenia wzorów na przedłużanie przekształceń 

. . 

na pochodne cząstkowe. Nie wyczerpuje to jednak wszystkich możli-
wości, ponieważ smxcym przedłużeniem można nadać rozmaity ....sens, 
różnie ustalaj~c względem czego liczymy pochodne obrazu~zmaitoś
ci ~~· 

I. Przedłużęnie na po~o~ w:~gl.ędq WJJPółrzędnych wlec~.o~ 
gr~~ 

Niech T btdzie przekształceniem punktowo-punktowym prZestrzeni 

-En. {jJ , czyli 

/2.511 T: 

Rozmaitość ~ wymiaru ~ zapiszemy w postaci paramet~cznej 

Jic : f 4
= )/"/o-~ ... J 6" t; 

Obraz ..../~ = T(~ ) rozmai ~ości ~ 
dzie mial p~edstawianie parametr)"cZDa 

/2.52/ 

~ 
prz~ przeksztalceniufbę-

.Przy te;j parametryzacji p'Wlkt /.>-E-~ i jego obraz 7--(;.. ~ 
IDĄją. jednakowe wartości wsp6łrzędJJ;rch l są to więc tzw. ~ąp_gl:rzęd~ 

ne wleczone na rozmaitości 4e l. Ozmcza"'s:ac b:-1= :.z:J .. T-4=. 'dij_ "' 
- - ------ -- d~ l ,f - ;}J"") l,/ ';)J.j-J 

oraz różniczkując obustronnie 12.52/ względem s" otrzymamy od-
powiedniość po~odl:qch · 

/2.53/ 
s;t=IJ ... ,_Ar 

(..- = ~ ···~ t. 

Wzory te są znane w analizie jako transformclcja pochodnych przy 
wprowadzaniu_nowych . funkcji niewiadomych do wyrażeń różniczko~ 
wych. Do tych samych · zależności doszlibyśmy przez roz:pa~rzenie 
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w przestrzeni E,r.;:.e {j) !J) przekształcenia specjalnego tyPu. 

i powtórzenie rozważań z początku p.2.~.1 kładąc przy tym ~ 
zamiast ..:t.. oraz 'j zamiast u . • . 

Uwaga ta pozwala stwierdzić, że przy tym rodzaju przedłuze
nia pozostają ·na mocy wszystkie stwierdzenia jakie w poprzednim . 

i na początku obecnego punktu byly wypowiadane o przedłuieniach 
i inwariantach r6żnl;ezkowych 1/. W szczególności biorąc ..]E; d~)~ 
otrzymamy na podStawi_e /2.44/ i /2.45/, kladąc '?~ ::1) O ..... f 

/2.55/ 

II·. ~-~-~użetiie pa~~l:}.o4D.e ni~zmi~~ funkcji. Niech 
jak i poprzednio T dzieła w :t: l)r • . Dopełnijmy l; h"" przez L 
nowych .zmieiJnYCh ·~ ~ . · .. , r?C . e i rozciąg:aijmy T' · lla tak powstalą 
przestrzeń -t=ł.+.tY r~-1) jak na.sttpuje 

/2.56/ 
J =l. ,..,/Y 

·Niech Jt , ~· ""=-~~"r;'J btdzie ,Ą/"" ~ymiarową rozmaitością przes-

trzeni ~..-.q- (~J ,?-J . • Pod działaniem ~ rozmaitość ta i7rans-
for.muje się na · 

/2.57/ .///_ .. . /Y 

1/ . Dopeinienie .t!/".. transformac ją O:'= o-' wg /2.54/ sprowadza 
. się do rozpa'ir'zenia grupy~&;.I w przestrzeni~®~ 
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Obierając j 'J j_ako parametry ~ rozmaitości ...LI~~-'" , O:t'aZ o zna-
• ,,~ -;>R' . 'dx' 

cza;)ąc ., .-
3

u.., , )':J' = :;._o/-'J i .różniczkując obie strony 
· /2. 5?/ 1 wzgl{<iem j 1 otrz~ następującą. odpowiedniość pochod-
nych . 

którą też można otrzy:a1ać w rSJD&Ch schematu p.·2·3·1· kładąc . ~ . za
miast u · i' . ; zamiast · x oraz 7i zamiast wyst.~pującego 

·tam T . W szczególności, biorąc ~ ·-=.4YyJł, . otrzymamy .na 
podstawie /2.44/ i /2.45/; kładąc cym razem" ł.o+f.O..:;'Z • ·odpowied-

. lii.e pnedłużeiU.e 9pera:to~a · infi;lite·zyu.lneso n& pochodne niazmiell- · 
nych funkcji , 

Łatwo otrzymać ooa ·rodzaje pnedl.użeui llJ1 poc!l.odne wyższego 
rzędu. Będą one między i.r:mymi prowadziły do nieograniczonych cią
gów ~ariantów :r6ż.niczkowych wyznaczs.nych z równań zupełnych 

__,(Vj ~,1':;) . . . . . 

z X.~ 7- O . i F ~':j ... : -= O odpowiednio, w :przypadku . 

przedłużania . algebry .Jr- operatorów. illtinitez~ch • . · . 
Podkreśl.my przy sposobności, ze aby znaleźć inw~aJJ.ty rzędu 

zerowego /zveykłe Ul-warianty/ i inwuia.nty I-6wczkowe pny każdylll 
· ze sposobów . .Przedłużania /sp.osób przedstawiony w p.2.3,1 będziemy 

.c.a.z-ywali dalej - Q~ ·wys~arczy . znać algebrę,.... jej opera
torów ~i.o.itez~lnych /a właściwie jej bazę ::f1 J .•. • • d:; 
Te ciągi inwariantów/;t~ ~· (:1}.,, (J.} /przy :p~edlużeniu ogól- · 
· rJ:3fiJ) dzielą się na serie, w Źależności od wartości t w ciągach 
{1 ]t; ) [ 1]JI i 1\- w ci~..t ( 1 }· Jak s.ię okazuje w każdej_ . 
§~ri~. i.ll,wą.r._:ł,.~~QW:_j.~tzll_ę_j_ę_ ~upe.ip;y_ ulelad inwariantów, z ~9r~gQ 
"!!.ą.zy~ki_ę_ . ~warianty :rqiuicz~owe. _WJ'Ż$Zego . rzędu tej· .serii_P-owsta_
ją_ .. p:rzęZJQ~,p.;i.._cJi~OWalliL Twierdzenie to, podu.e przez Liego f 21) , 
udowodnił Tresse [47] • Ma ono liczne zastosowania w teorii rów
nań defińicyjnych grup ciągłych oraz w tych zastosowaniach grup _ 

do równań różniczkowych, któJ'."3IILi jeszcze zajmowali się Lie oraz 
Medolagb.i [24 J i Vessiot [50] 1 [51] • Dowód twierdzenia opiera 
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się na fakeię, że nieograil.iczony co do · rzędu ciąg równań różnicz

kowych . cząstkowych może tylko wtedy mieć rozwiązanie, jeżeli jest 
ciągiem powstałym przez ró~niczkowanie pewnego skończonego ukł.adu 

równań. Stąd już prosto wynika istnienie układu zupełnego inwa
riantów różniczkowych w danej serii, jako że biorąc odpowiednią 
rozmaitość analityczną i obliczając dla. niej wszystkie inwarian-. 
ty se.rii, · popadlibyśmy w sprzeczność z poprzednim stwierdzeniem, 

.. gdyby wszystkie tak otrZYl!l8ll8 róWllSJlia by.ły niezaleŻJie wobec ~ÓŻ- . 

niczkowania. . 
W teorii grup prz,ekształceń pne$trzeni E

1
v(fl) · wa~ rolę 

odgrywają układy żupełne inw~ian.tów serii ~~tV w 9bu ciągach . 

{ d-fx i f '1)71 • W punkcie 2.2 przytoczylismy ultlad /2.22/, 
któremu zadość -czyiną fUllkc je ·'7'(f/./ a ; określające przekształce
nia . skończone grupy ej,..- . • Do opisu grupy ~~r . za pomocą ·ró~ 
różniczkowYch można jednak .podejść inaczej. Potraktujmy /2.16/ · 
jako całkę ogólną pewnego układu, v.r któryin y · bę4ą zmie.nn.ymi nie-

. ~ . 

zal.eŻicymi a t: · · fu:akcjęi szukany:ni. Układ te:c. można otrżymać 
~rzez różn.iczkowa.ni.e /2.16/ i wyrugowanie parametrów 
z /2.16/ i otrzymanych Żwiązków. Ot~zymamy wówczaa układ róWnań 

/~.60/ 

. gdzie -A_ · oznacza ze•pól lewych stron tych rómwl, a .-P- ~ząd 
najwyższej pochodnej. Nazywamy ten układ równaniami definic;yjny

llli pr7.ekształceń skończonych gx-u.py ?Jr i oznaczam~ (~)f(Ą 
lda. on nB.~Jtępujące własności: · . . 

(o~ 1. Jest zupełnie całkowal.Jly, co oznacza że każde równa
nie różniczkowe rzędu niższego· lub równego p.- jakie 
można otrz;yi!lać z /2.60/ przez różniczkowanie i rugowa- . 
nie - w;yzi1ka za pomocą samego rugowania; 

2. Jeśli · . 7;(,)" fi(yJ są dwo~ szczeg6lnymi rozwią-
zaniami {i>/_r<A · , to i~h supen>ozyc~a ~{j)= ?;"(Ęf?J) 
też je·st roz~ązaniem ~~ /ponieważ ~:2.- :należy 

do rodziny -rt1J-a) , z której /2..'60/ powstało przez 
eliminację ~ l; 

3. Układ (fi}~ jest spełniony przez przekształcenie toż .. 

samościowe ~{l)=;t oraz przez przeksztalcenio 

http://rcin.org.pl



-21-

odwrotne do danego, czyli ·jeśli r=r:(,) jest rozwiąza
niem, to obliczając y w funkcji . -F 1 kładąc następnie 

F 7 y .· y ~ F znowu dosta.Iliem7 rozwiązanie o 

4. Rozwiązanie ogólne· ukladu zależy od r stałych dowolnych 
/stopień swobody albo ~owo~śei rozwiązaQia ogólnego/. 

· Zauważmy, że przy elaminacji parametrów · a; przez różniczko
wanie otrzymaliśmY ostatecznie jako ..L.(-··) wyrażenia zawierające 

pochodne . czą~tkowe 7= względem. y. , Występujący tu proces róż-
niczkowania można łjraktować jako przedłużanie grupy eJ.,... według 

. schematu I /albo II/ :przy czym .t -c/)/" • W istocie wite· późniejszą 
elemillację parametrów · .::v można traktować ·jako eUminację :Qara-. · a0 ~~ 
me,;rów w przekształceniach sk,ończo111ch grupy r.~ ,;. · l ~bo ~fi-.,... l. 
Zatem .... /L(. ···/. są inwariantami różn,icz.kow;ym.i rzęd~ · .""t-;... grupy ~,-
i . można je wyrazić · jakQ furikc;je ·. pełJ:lego . ukladu inwariantów rzędu 

,/L' . • Po rozwikłaniu względem tych imrariantów otrz~ równa
nia · (J~~ w postaci Li ego 

/2.60//. ;O /:.t r;r ;::-(o -~,,... / .~J .. !! = .S(_~· ) oi....J -._ :r·'., ..J ..,. J · - .,.~ - - v 

gdzie funkcje .$, (;;J są .to "wartości" in'i'&riant6w ~ na przeksz
tałceniu tożsamoŚcio1cylll ::;::: J··"" !li 

Ponieważ inw~ianty grllpy są rów:uiet inwariantami je~ podgrup,

dla :podgrup j.edlloparametrowych z~w~~ w.., grQpie cy- . 1 gen~ro-
wa.nym operatorem · i.nfini tazymalnym ~ 5F ;) J" powinno zachodzić 

/2.61/ . 

-..J(p.J 

gdzie ~ oznacza przedłużenie '* na pochodne rzędu fo<. we-
dług $Chematu ·I /albo II/ przy t= IY • Ponieważ /2.61/ milsi za
chodzić dla każdej podgrupy jedxloparametrowej zawartej w ~otrzy
mujemy tym samym, traktując jako funkcje szukane )?(y/, . . " .14JyJ . · 
liniowy 1 jednorodny układ r6wnań rzędu ~c. o Układ ten· nazywamy 

równaniami definicyjnymi przekształceń infinitezymaln;ych grupy 

i oznaczymy (~) ,;.._;. • Ma on własności następujące: 
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(l))~ 1 o .• · J ~st zupełnie całkowalll.y 
2°. ~Kombinacja liniowa /ze st_alymi współczJlUl,ikami/ rozwią

zań szczagól.Żlych też jest rozwiązaniem /jako konsekwen
cja liniowości i jednorodności układu/; 

3° • . Jeśli . :X?=- ł/ (y) ~ . x2 :a;;:_ (;t) d) są rozwiązaniami t 
to ich iloczyn. Liego .~2 ~(;;/~~;_ _ 4;-;t-1./) d-1 też jest 
rozwiązaniem, co ~ka ze wzoru /2.4?/ i ogólnej włas
ności iloczynuLiego {X/~! X(~!,)J'=X.((:Zr";.l--..,f'?-2.'/1 skąd 

. =-'-fł."J ' ~c.') o;; / 1 ;z. - •. • 

jeśli d 1 'f-O i ~"'*'=-o to równiet ,_..,~-,.~~/~7".;,_ 0 • 

4 °. Ro~wiązanie. og6lzl,e zależy . od . ..,- stałych: dowo]J:J.ych, 
'inaczej mówiąc jest -r -wymiarową ~rz.estrz_ę.P.i'-ljniową 

/~_ąl!!lfiD.&-1.4:. względem iloczynu Liego wobec własności 3°1. 
. Własności ~adu (/)_)~ pozostają. w ścisłym związkll z włas-
nościami 1 - 4- układu ( 2>)~ • Okazuje 3ię ~ że odwrotnie, jeśli 

dany jest układ równań spełniających warunki 1° - 4 ° ,. czyli defi
niuj~cy. algebrę Liego ?."- operatorów i:afini tez~ch przestrze
ni i; /Y( y) , to można zDaleźć równania (1>.,.~ grupy tJ.,... przekaz
talceli ·. ~ ;y-(~) , któr.e j algebra Li ego pokrawa si' z .;t_ , . p.t'Zy 
czym (l;)~;.. fnajdu.je się przez . całkowania układów zupełrlych. Nie 
jest konieczne przy tym calkolranie ( ~)~ . • ·,vażne to stwierdzenie' 
doktórego powrócimy w p~cie n.astępziylli 3prowadza badanie wszel
kich możliwych gr11p prze'ltszta.Lceń w -t::-r-<ł; i icil s-cruktury do 
konstrokcji wszelkich możliwych układ~ .? t/:~ i stosownej ich 
klasyfikacji [19] . 

, "\..,' 

2.5. Nieskońc;zone grupy prze.kaztąłceń !.)'"'O • Grupy przekształ-
ceń wyodrębniają się zę zbioru wszelkich mozliwyc.b. p~e.kaztałceń 

EIY(y-) przez jakiś warunek niezmieim.iczqści., wymagający Qd tych 
przekształceń zachowaxda, czy to pewr13'ch tworów w ~~ czy też ich 

okre~lonych własnościt co pociąga od raz.u za sobą, że do wyodręb
nione:j rodziri.y wchodzi przebztałcenie tożsamościowe /jako że nic 
nie zmieniaJ superpozycja przekształ~eń· i. przekształqenie odwrotne, 

· , wyvclr-,l(:uu_~~ )~e J:lf ..:~.r<t"c. . · 
o· ile istnieje. Jeśli więc we:xtmek:fw post;aci zwi ,lttsW różniczkowych 
wiążących przekształcenia skończone grupy albo jej przekształcenia· 
infinitezyma.J.ne, to możemy od .razu stwierdzić, że spełnione będą 

. warunki 2, 3 (D)F~ oraz · 2°, 3° (iJJ~-_t. • Warunki 1 i 1t7 łatwo 
można spełnić p~ez dołączenie do o~r~JmSDYch związków /równań/ 
różniczkowych warunków całkowal.n.ości. Oo do stopnia· swobody roz-
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wiązania ogól.xlego może on być różny. W przn>adk:u, gdy rozwiązanie 
ogólne zależy od skończone~ liczby stałych dowolnych będziemy mie
li do czynienia z grupą zależną od - skończonej liczby parametrów• 
W ?rzeciwnym przypadku, kiedy rozwiązanie ogólne zależy od :fUilk

cj~Ó.owolnyeh powiadamy, że (];)fo-.. /albo (.J);;f l defi.Jliują gru- · 

. pę nieskończoną l)/ t)Q · • W tym przypadku więc zamiast w~ów 4 

i 4° będziemy mień .warunek . . . . 
4010)łozwiązanie ogólne sależy nie tylko od stałych dowol.Iiych 

·ale i od funkcji dowol.Dych • 
. · Przykładem o/~ · jest .grupa przekształceń konforęmnych 

płaszczyzny okreś!ona układem Cauchy-Rie!l18Illla_ Zl.r.riJ=C.~ ':Y- tix.""'O • . 
Dla _grup nieskończonych nie. me. opisu przy pomocy równań wią

żących przestrzeil -parametrów i przest.rzeil działania jak /2.22/ 
dla n sko1lczo:cych. Dlat~go też przejście do róWnań (lJJr.;.. · f C~ .. ~.~,.:: 
·przeproWadzone w poprzednim punkcie ~ozwoliło na latwe uchwycenie 
szersz_ej klasy g:t"U;) przekształceń. ~eoti.a ciągłych, ~eskończoz::ych 

~ przekształceń l a w szczególności badanie ich struktury i kla
syfikacje/ opiera. się lUl ba~u r6wnań definicyjn.,-vch ( Zl_,.:~;.. i 

(Z;J,,;~ ["20], [2}], [49] • Niezbędne w tych badaJ+i,ac.h i nasuwa~ 
jąc~ ~poro trudności ok:re.ślanie stopnia d011rolnoś~i rozwiązań /wa
runek 4c:>c> l prz~iodło w pracach E.C~8llS [ 2] do innego ujęcia. 

· Zastępując rówrulnie., (JJ) A- · układem P!a:!fa • C~azi wykażal, że ks.i

dą gru;l~ nieskończoną określoną pnez(l> ),~ · mo~ traktować jako 
grupę niezm.iermiczości foxm r9żniczkowych · o określonej stl'Uktu:rze, 
zapisującej się pr_:z.ez pochodne Żewnętrme tych form. 

Przy stosowaniu grup nieskończonych do równań oząstkoW1ah 
często wynika konieczność znalezienia. jej il::nra.riantów różniczko -
wyeh. Podajemy tu algorytm [ 20 J, [ 21] oparty na. równaniach ÓJ)~ 
mający zastosow~a przy .każdym ze sposobÓW przedłużania przeksz~ · 
talceń in:fW tezyma.l.nych. Dla ·znalezienia inwariantów rz~du Y 

1 l 
-piszemy symbol przekształcenia _infinitezymal.nego :;c'•J/)(1} J-\1 
przedłużamy w odpowiedni sposób na poellodne rzędu v i porząd-

k:u.jemy według pochodnych rl((')~ ; .. ' a "?;t) ' czyli 

/2.62/ . 
.::::;;.r)l);_ .....y "J. -,r_A-t+ 'Jz. ,~A-i~- "r"J 1., i1'·-·~ 
c.:c - c.;c + ~" TTr '=t ~ rr . r··· -r o /f ·A . "t [ .. ::t, ... ~ . _oj .) 

;;-- -...)(v) ot . 
· 

1 Czyli f -unkcji takich, że X d"= O na · każdym rozwiązaniu 
ukudu (ZJ) ~ • · 
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(• .... J 

gdzie -A_, · liniowe operatory w przestrze~ pochod.l:cych 
p("~ ... -' ;:: (.Y) • Następnie przedłużamy p.rzez różniczkowanie 

układ (LJJ~ aż d.o pochodnych rzędu V • Z o~rzymanego, nadal 
liniowego układu równań motna wyliczyć część pochodnych a 
w funkcji pozostałych t :.parametrycznych pochpdnyeh -;{··,". .1'" ·, 

. . . .., •.• f.... . 

Podstawiając wyliczone pochodne do /2.62/ i porządkując względem 
::y.tY) "'\*'- J.!J - • (~)'f' - t: 7'-

~0ChOdnyCh para,metryCZIJ.Ych otrz~c..t: -~_,7 _ .Ą1;. ... + 'J. ~ ;j~,j ?" ~'*': 
~ r,..~ ""'" f.......,; 

Ponieważ pochodne parametryczne. . ~"'(.l są dowolne, r6wnanie · ~("J"t-= 0 
!'ozszczepia ~ię 1la układ . · . et' 

./ 

/2.63/ A-;::.-..,.~ Q 
'?'1'".; .;:' ~ . J • • • .J 

Wykaźemy, ~e jes"ti to ukł~d zupełny. VI tym celu rozpatrzmy dwa do
wolne operatory infi.t:U.tez~e - 3;~ ~ ::?/ J'j , ~ ~ :;;2.~ ~ f ich 

.iloczyn : ·2~~ X)=2";.z. = -1,~J~ • Przedłużamy ~J ~~. Zz i po
rząd.klljem;y nględem pochodnych :;.,, · ,;~.,_, :1,-z. · • Następnie liczymy 
: .. ·:X _,· ,;; ~Y r ~. · ) · ,. Jak wiemy zachodzi tezsamość 

-'-/ -' _. .l,.. _; . . . 

/2.64/ 

.ro lewej s-cron:ie wystąpi suma wszelkich iloczynów Liego opera.to
::.·6w t:'t- • .Prawa stroiJ.S. jest kombinacją . liniową operatorów -A ze 

współczynnikami, ll."tóre są pochodn']!Ii.i r~.~ = _;;.,t:Jt:;:;;"- . :;=--t~ J/ . Dobiera
jąc odpowiednie A;, J: można więc wyrazić posżczególne iloczyny 

..,..;.. jako kom.b~cje liniowe tych operatorów. Jeśli teraz ZJ~ 
będą dwoma. dowolnJ')Jti . ra?twiązaniami układu (IJ J::j /przedlużoneg.o 
na pochodne rzędu J) l to DS. podstawie związków jakie równania 

te narzucają-~ pochodne -l/ /i odpowiednio .:1=-"' l zarówno 
,._;{,t"/ jak i ,/,(;_··v; rozłożą się na sumę operatorów A . , a· lewa 

strona /2.64/ będzie zawie~ać wszelkie mażliwe iloczyny operato-
~ . ~ (~ . 

rów 4 . ile _że iloc~yn dwóch. rozwiązań (iJ)~ jest też .rozrlą-
:taniem /taką bowiem własność posiada ().)~ _ . l prawą stronę 
/2.64/ moŻ!l& wyrazić jako sumę operatorów /f ·• Przez odpowiedni 
dobor wartości pochod.rlych param.et:cycznych . .f/ i .12.1 otrzymamy 
rozkład iloczynów Liego operatorów /f na kombinację liniową 

tych operatorów. 
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'O'dowodnio~ zupełność układu /2.63/ odgrywa istotną ~olę 
w przejściu od (LI)"'-.; do ( ~)~ w przypadku nie~kończonych al

gebr Liego (J0o /określonyCh przez (/;.J~ , {20] ·, [2.'5] • 
Postać · rówDS.ń definicyjnych przekształceń skończonych odpowied
niej l7'..c · znajduje się przez całkowanie układu /2.651, otrzymane-

. go pr/y przedłużeniu I gdy .t -/r' do rzędu .. )J • Operatory · Ą-
powstale przy ty.m przedłużeniu mają tę własność, że same tworzą 
skończoną - s.lge·orę Liego r a odpowiadająca •im grupa. skończona i1 
odgrywa waŻIJ4 rolę przy badaniu stra.ktury i klasyfikacji grup 
nieskończonych [23 J. 

:; • G~f.- podstpowa danego układu rówrjąń :różnicH.KQ.~ 

gą~~ 

3.1. O~śleńie i równapia definicyjne grupy podstawowej. 
Rożważmy kwazil;niowy układ równań ·różniczkowych pierwszego rzędu 

/3.1/ 
/(. } 

1 '-/ 
11;1>\. 

gdzie · Z/ al funkeje s~llkane, 
rÓWllall l. /J ~· -. :?i 11". 

l' ' c::r.x.~ 

.z.:. zmienne niezależne, o liczba 
• Powia.d.amy, t& 'Układ ten dopuszcze. 

przekształcenie punktowo-punktowe . 

T: 

p:t>zestrzeni -E ;r-(.z.~uJ" .-Y""= n~m_ , jeżeli T przeprowadza każde 
rozwiązanie (~) D& rozwiązanie tegoż ukł;adu (..S9 • Widać wprost 
z definicji, - że zbiór wszystkich przekształceń dopuszczalnych sta
nowi grup;, zawiera się w nim b~wiem przekształcenie tożsamościowe 
a superpo~ja dwóch przekształceń dopuszczalnych też będzie 
przekształceniem dopuszczalnym. P.rzejd~ do analitycznego zapisu 
warunku dopuszczalności T . N_!eeh .Lin. : ut><=u-<{.:i:j będzie roz
wiązaniem układu /'!/) • Obraz ..LI~~.. rozwią-zania d/Ą , .,/11\.=7~). , 

powinien jako rozmaitość lf,;(= Zi..<r.z) spełniać {J) , przy 
ezym wartości pochodnych trzeba obliczyć przez różniczkowanie Zip( 
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względem ~c.: , czyli. powinno zachodzić 

13.3/ 

Warunek /mod ( .J') l oznacza, że wypisane obok równanie ma być 
spełnione dla .;.~(..,_ powstałych z przekształcenitl.it rozwiązań (S) 

Pochodne /f 
następująco 

. g; ~V"" 
są jednak związane z · pochodĄymi;; ,-""~ · 

/por. /2.33// 

gdzie 0,_- a: 'd,--r-4~ J . Warwiek /3.3./ można więc traktować 
l(. - . 

("'-.../ 

jako żądanie, aby transformacja T, powstała z przeriłużenia T 
na pierwsze pochodnef/ · zachowywała (.,J/) pojmowęne jako (,y-t'!.. d-

. /'. 

-wymiarowa rozmaitość przestrzeni E~TJ c~~uyJ.J, /)""<"'1= .~~~~-?t.m. 

Inaczej ~ówiąc T będzie dopuszczalne jeżeli {;J7
/ będzie niezmien

niczą rozmaitością różriiczkową T , czyli niezmieniliczą rozmaitoś--.. . . -
cią T • Wobec tego podsta.wJilY do /3.3./ ,.ó c;"'. obliczone 

/ 

Równość ma zach9dzić na rozmat toś ci (..f"). Z równań /3.1./ można 
wyrazić ezość pochodnych p (pochodne główne )za pomocą pozostałych · 

tzw parametrycZl'Jych pochodl::cych, które oZDacz&ą przez :z, , a 
któr,reh wartości . na rozmaitości (.S} mogą być dowolne. · Podsta
wiając gl6:wne pochodne w :f'unkcji1do /3.5./ otr~y w;rrażenie, 
które musi być ~pełnione tożsamościowo · względem. . z, zt i · 9 • A: ~ e _._, 
.x. i u. są argumentami szukanych .flmkcji z= :Z{~-u..J , il=~z.d~.J

Wobec dowolności :U współczynniki rozwinięcia tego wyrażenia 
w szereg względem 1j powinny być tożsamościowo równe zero. Z uwa

gi na algebraiczny charakter zależnościf'f=;bt(~.~.~~..;. ~z /(L./ 

i/ Przy ogólnym schemacie przedłużania 

.po~ w p~ 2~3.1. 
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prowadzi to 'do Skończonego ukł~du równań różniczkowych cząstko
wych pierwszego rzędu 

" (lł%: 

-A.~" "' ., hr -, - ... -.. . -- 7>~-:, ;;;;;.,..., J · (- ":·.,.X ~q., ...• q' -l:.-· ··-~, uJ ... ,v ... a.;; ... ·.··J a~v .... /"= O 

Są to równania definicyjne grupy przekształceń dopuszcz~ych 
dla układu /'5.1/, czyli grupy podstawowej układu. Będą one 
spełniały w~ 2,'5 /str. .tO l dzięki temu, że dopuszczal-

ność jest własnością grupową., co podkreślaliśmy na początku tego 
punktu. Warunek l można spełnić przez dołączenie do /3.6./ 
wszystkich wa.runków całkowalności tego układu. 

Praktyczne wyznaczanie . {.i))~~ grupy podstawowej dla 

prostych nawe~ układów (..J') nastr~cza wiele trudności rachunkowych. 
Do tego układ · ( .P)~ jest na ogół ~dokreślony i bard.zie.j 

skomplikowany od układu wyjściowego. Dlatego też przy badaniu 
własności układów równań z punktu widzenia teorii grup posługu
jemy się znacznie prost~zymi równani~ definicyjnymi przekształ
ceń izlfini tezymalnycb. grupy podstawowej. Równania (l;)~ 

l 

latwo otrzymujemy z wa.ru.Dlol, że (_J') jest niezmienniczą rozmai
tością różniczkową grupy przekształceń Q.opus~czalriych, czyli 

/3.?./ 

gdzie . ;;( jest pierwsz,m przedłużeniem operatora Winitezy-

mainego 35 s. .f"'f".:x~u)dt-+ 7 #('(.:r.-tt.J;}~ generującego jednopa-

rametrowe podgrupy grupy podstawowej l por. /2.4-5/ l 

!5! .- §"Yx~t~)d,- .,L ?7"t.x· ,u)a..t -f- · ..S.../liĆ,-2' v,A/.2_ "· . ~.~ ( . , -r-# ?;(; ~ ' . . ·' v /3.8./ 

~-"'"=~}'!!!_.);~-f~ ~-~ ?:-rĄ~~ 

Rozpisując warunek /3.?./ otrzymamy 

Xk+ 71-:C~ di?«-"1'(~.,.?«~ +~~ ~?fl-~x ~-!="~t~-

- ?ł~ ~~~)Dt= o ( mod r.J';/} 
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. Po. wyrażeniu pochod.eych gl6wnych przez pochodne parametryczne f6 
z układu{<5') 1 podstawieniu do 13.9.1 !)trzymamy układ niejedno-

. . - . . 
rodnych form kwadratowych względem z . Wobec dowo~ości pochodnych 
parametrycznych współczynniki te - liniowe i jednorodne wyrażenia 

względem§Y~_,uj 1 'fot(x.~ uJ. i ich pochodnych 'd,-§~·~s{~·?':'~(':" 

-muszą być równe zero. W ten sposób warunek 13.7.1 rozszczepia 
się na układ równań posiadających własności 2°' 3°' i po dołą
czeniu warunków całkowa.lliośc·~ - : własność l 0 

· l str. :l/& l. Są 

to równania {i!J)~ dla gru;py podstav/owej układu. ( .J") • Układ 

(l))~ b~dzie zawierujs-{).';..t)!r-r~r6'fi1J.8iJ., gdzie K liczba 

pochodnych parametrycznych. Utrudnia ~o dyskusję swobody roz-
wiązSllia ogólnego układu {l))~ przes proste przeliczenia. 
można pr~ekoilać sit, że llawet dla prostych i · ·spotykanych prak~ 
tyc·znie . tikł.adćw liczba równań układu (o}~ jest znaczna. T;ym 

między i.Imymi objaśnia się fakt, że w badaniach z tego zakresu 
nie ma tak ogólnych teorii ~ jakimi maiicy'. do cZynienia przy 
twierdzeniach o istnieniu i jednoznacznGści rozwiązań układów 

cząstko~h. Dla konkretnych Układów na,. ogół nie wszystkie rów-
. nania otrzymane z rozszczepienia warunków 1-,.7.1 są- niezależne, 

a stopień dowolności rozwiązań można znaleźć wprost w trakcie 

rozwiązywania (lJ) e:"; jeś~ znajdziemy całkę ogólną tego 

układu (lJ)t;y- • W niektórych zastosowa.D;iach jak np przy grupowej 
klasyfikacji zbiora. wszystkich rozwiązań układu ( %) , którą 
omówimy w p. 5 nie ma potrzeby rozwiązywania {lJ )~ 1 wys
tarcza .sama znajomość tego układu. 

Rozważania te łatwo uogólnić na przypadek dowolnego 

układu rzędu JJ: 

r, (l>) • :r-~ ~ n f "'b(~.) . ..6 (J)} )-:;::s O 
/3-.10/c.S:).,.,,~1ft.. · rC:~J···J.XJIL ... ···..~zt -~r J • • ..,,- '"./ • 

Określenie przekształceń dopuszczalnych przestrzeni ~..y(.:Y., u) 

pozostaje oczywiście bez z~any. Przy w.yprowadzeniu@JF. 
. . ...-....J{JI) 

trzeba posłużyć się przedłużeniem / , . a przy wyprowadzaniu 

(~} e:ij - przedłużeniem . ~()l) , co w obu przypadka~h pro-
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wadzi ó.o :-6wnEill !'zędu :-,; . • Inny Sposób polega na ąprowadzeniu 
układu (g ) ó.o równań kwazililliow,ych • . co za~sze można uczynić . 

_p~~-.J;'ó~_g_~~ ('};') . i .. ~G.ze~:. nćwycb; ~~~ 
zamiast :pochodnych n1ższego rzędu. Sposób ten jest na og~ łat
v.'ie j szy t a komp likae je · ·rachunkowe w;yllikle z wprowadzetua więk
szej liczby fu.Ukcji s~anyeh q rekompensowane łatwiejszym 

· rozszczepieniem 1l'al"1lllku /3.8./ dla r6~ kważillniowych. Grupa 
podstawowa .otrz,m.ana ostat~ ~o.sobem będzie przedłużeniem 

grupy, do której dOchodzi . sit pi$rwszym ze spcsQbów, . co oczy
wiście jeśli chociżi c· Ńmą ~~· grup7 :po·~tawowej . Prowadzi 
do jednakowych ~ÓVi. 

. . . 

· '}.!,. .· Przykła$1 wyznacz~& · ·~ . podstawowej. 

· • 3~2.1.; . Dla \llladu r~ ~6Zniczkowych · zwyezę.~ch w 
postaci ncrmaJ.nej 

l l',.... , . :;.lO/ t ~ ·.' · 
. . ... ./ ~~ "._ 

~ • N.:zju..'l- -f?P.~ .. a~tąd ~;._ ~~?~1.11~1);".:.&-~/-;.;"' . 
,,..._; 

Wa.I'UD.elt dopriaze zalliości ;;t! prŹyj:mie postać . · 

.2.2:+ /J .4 ~7 p(_ A Ot' 21" --~~ ./3 .;; .t_ ..-:v /~o r.m.oo/ {'.Jjl 1_ 
~.x. / ćiktfi / ~.Je. ·; r ;;;-;;;;, .:;r::,r c , (ę..// 

. Podstawia.ją.c ,J _..r-_/~o/ ·OtrZ~ 
/ / 

<?..J,;y: 
/?>.ll/ C??"":""".ĘZ.."" ~,'!_ ;;.t ~:=.2!. . ,/JA. '-;tJ.:: ~.:;L-' .P~e'#l( 

dX- ;;.tt/3 r- -,~ ?'- · · "ih,,4~"'- r- · ..... er .-.c.. · ~ !' ~~..-<S ., 

e<-~-··~~. 

Łatwo · sprawdzić, że układ ten ~dzie spełni o~ przy dowo~ 

f" jeśli jako r IX. przyjmiemy . 7b"" ~/~.f . t ·co oznacza 

że (%} dopuszcza grupę hie.skończo:oą o operatorach .~ ,_ t-4 
r. 

gdzie -c:;! opera'tor stowarżys~o:ny 'z 1lltładem /;.10/ 

• Poni.ewat (Z;)~ ;jest liniO'f/1 
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i . jednorodny ~-;;Jf'_;_ ;;G'C też jest rozwiązaniem{)_)~ • 

Oznaczając 7 ~ ?oe>t-&Y..:l'/1{}1 podstawiając do /3.11/ otrzymamy 

na flmkcje -ćf~(.xJu) układ równań 

/3.12/ 

Rozwiązanie ogólne tego układu można skonstruować następującoo 

Weźmy pod uwagę rówll8Ilie; -17- O 1 oznaczmy 

przez ~ ~ . . . --' 'jf' ~ pełny układ rozwiązań funkcyjnie nie

zależnych. Fonieważ równanie to nie może lllieć nietrywialnych 

rozwiązań, które nie zależały by od U f, o •• , l/"'-, przeto rząd 
macie~~ L r~;s~.J ,gdzie ~#,_. ~ <>< wynosi .m_ • 

Oznaczając przez ~ rX- element macier~ odwrotnej 

JÓ:~Jff....ft=cJ.~ 
c/1. Y /.J 

/3.13./ 

--;-.fi • 
możemy łatwo sprawdzić, że _?tf-y- są. rozwiązaniem układu /3.12/ 

przy ustalo~ r . łi samej rzeczy' działając operatorem --1 
na l 3.131 co prowadzi do związków J~;;« J y /+ Jlr: J Jb';/~- O 

oraz rótniezkują.c -j }Jr-~ 0 otrzymujemy .J~k-~- 3!_~/r- .,<_ 
f" .fi ?tt_/$ r r 

skąd ?J;. g(.(;f 'f0Y-:f;.r ?!f/.. dj=O ~ Tak więc rozwiązanie ogólne 
/3.121 ma postać 

/3.14/ -(f~- 'Pfi~ p JJ 

dowolne rozwiązanie rćwne.nis. ·~f!= O. 

Ale, że ~ład stowarzyszoxcy -:f5"- -o z układem 
/3.10/ j~st równoważcy z układem wyjście~, pełoo grupa ~ 
układu~ nie może być wyzne.czona bez znajomości. rozwiązań 
układu wyjściowego. Tym niemniej znajomość, nawet jednego ope-

ratora inf:i.nitezymalnego ~==-&{.x/td ;)o<. grupy podstawowej 

f
20 

układu {%)4 ,n_ ułatwia jego całkowaniea 
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Istotnie niech ~=-&"'~.~~:-< btdzie dopuszczaley dla 

układu (g). Obier~ jako nowę współrzędne l!rzestrzeni E IY (.x~ , 

•••• , ..z: "-.) ll) / 1 inwarianty~ J •• • ./ Jm -L grupy gt.· ~"' 
oraz rozwiązanie /t równania ~/!:=..f ; którego wyznaczenie 
sprowadza się do kwadratury, jeśli JI~.J ..... /~-.L są znane; pozos
tawiając bez zmian współrzędną ::t:.. , co daje układ 

/3~15/ ~=JrfiJ 
~Jt = -:1/t'. 

Prawe s:troey w tym układzie zalet~ t,-lko od~..~ • . . ~_/--L ponieważ 

~(dc#)-~.JJ..b,f0ostmua równość wynika z zależności 

~l:.J)=X/&s-1 świadczącej o tym, że grupa Jl : cZ 

generowana przez operatory Z -=f'(.:r)-1. jest dzielnikiem normal
nym ogólnej grupy c!opuszczalnych przekształcań. Wobec tego szukane 
funkcje~ .... .,~ -L Spełniają. układ m- :L początkowych równań 
układu /"?;.15/, a rozwiązanie ostatniego równania sprowadza się do 
kwadratury. 

3.a.a. Podobnie teł niesk:ońcaoną grupę · przekształceń 

dopuszcza zupelą układ o funkcji niewiadomej u(.xf . .. J ..:c") 

.lby to wykazać pokażemy, że układ ten dopuszota nieskończoną 
grupę przekształceń postaci U=~ .Z~=X "{.z~ .. . .) ~".) • Zapisując 

- d 
operator 1Dfinitezymal.uy w postaci ~=..f'~}~.: otrzymamy 

~ . 
po przedłużeniu :;?6 =:;;§-A4 · ·"J.fl 2--. .. ~ .. · =-~ o Warunek 

. ~(l "dx" 'CJJ;- t/- ~<-
dopuszczalności ma więc postać / ' 
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Ponieważ ma być on spełniony tożsamościowo na rozmaitości ~ 

a układ ten jest z założenia zupełny, operatory (..3!;4_) powinny 

rozkładać się na sumę operatorów L·~.J . .. ~L~ czyli 

/3.18/ {_z)_)~ . "! 

(~L.;><_)= t((:;»:JL
8

. 

W szczególności warunek ten jest spełniony przez operatory postaci 

~c=",...c. ~..x.JL~ - gdzie ".-c ;;l<(.x..J dowolne funkcje -=r.:~ . . . "" =c? 

Operatory ~ nie należące do tej trywialnej części dopuszczal
nych operatorów mają tę własność, że pozwalają generować nowe roz
wiązania układu (S) ze znanego . rozwiązania tego układu, jak łatwo 
bowiem sprawdzić z rozkładu /3.18/ jeśli Zlc(.x./ spełnia /3.17/ to 

też jest rozwiązaniem /3.17/ 

3.2.3. Większość nieliniowych układów równań spotykanych 
w teoriach fizycznych dopuszcza tylko skończone grupy przekształ
ceń. Na przykład dla ~owpąp Eulera występujących w dynamice gazów 

/3.19/ 

·~ ? d ~ 
~/O .i& tYir.f;; -,.e~~Q-~- wo.r! 

~? ;;c -z!. 2.. + .:X 2._ + ~ 2... +.Z -L. 
~ ~~7 ćJz... ' 

RóWDall.ia Eulera dopuszczają więc grupę (Jf.,-1' zależną. od 11-tu 
parametrów. r;r-, 
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Są jednak· w hydrodynamice równania nieliniowe dopuszcza
jąc• grupę nieskończoną~ Należy do nich układ opisujący tzw. 
fale krótkie w dynamice gazów 

~-= Vy -.:!~ -.2,(v-.x}t/ż.,--2i-v--=O~ 
/3.21/ 

~= ~-;-ll;.=o.. ;/-= ~. 

Zapisując .operator intinitezymal.DJ" w postaci 

;;r=J"~~+(C?}+~~ -r?Zd_ +7/j~Jj:_~J:clV funkcje ~J~-1-JvJ~· 
~ 

po rozszczepieniu warunku niezmienniczości .z{J'J==O otrz,mujemy 

następujący uklad równań definicyjnych 

(JJ)hY : . 
Jt-~ rv--=-0.~ pu=O., ?u-:.0., s;=~§r--0 ... ~-=O~ 

1;.221 zz; -;-,2~ -..ź'b!} -~7{: -.2( cr-.x_) ~ -2~Y=- · ó.J 

(zr-~J(Zfu -~ +f;c._-"K.)-r-4 +J--V= OJ 

2L:- +L( u--z_) (K +px) -r~ -;..t p~=~ 

1;f + .2iu-K -rZ/x .. -2 .1-u- 7.x.- = ~ 

~(rF-.xJ(K -px)-fj +Z& =S 

Z4" -~ +q-fx.=O/ 

t4 -l/; +f; -?;d: ~ 

~l{"-~--27a:-=O/ ~~-rs)=o 

Ogólne rozwiązanie tego ukladu zależy od dwóch stałych i od 

trzech funkcji dowolnych jednego argumentu 1 ma postać 

gdzie 

o ras 

r;.2;1 

~== c?~-rcz~~z~;~~J 

~-.7;, d;=-~+?; -;-3q;; r2.<r;!_ 

z(~j'jL)-=f-1}-;-;J:iG-r;L; r 
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We wzorze tym ~ J 1 L. - dowolne l dostateczną ilość razy 

~óżniczkowalne/ funkcje.,-/- ..; ~ ~,. (f/~IZ.~(..l."..f);j-~;/) . 
· Zbi~r - operatorów ~~J~1Jjest liniową przestrzenią, zam

kniętą względem iloczynu Liego; prócż tego zachodzą , związki 

{2;Jz0f,,tJ}=Z{/!;.~~J.)~j ~&0)'~~))=-~ (/;~.~ 3~J . 
Zatem .Z~;~LJ generuje podgrupę d"[ , btdącą dzielnikiem 

normalnym grupy podstawowej tfJ ~ układu /3.21/ · . . ·· . 

Ponieważ r jest inwariantem?{, przekształcenia skończonE 

. grupy .?t możemy zn,aleźć przez scałkowanie układu_/ 
"da; !- - · cLi;= lr-/ - .Z/rro-= ~ 

·~=.ro~~-6tZ;;)J, .... -r::-= v,., (~fo-t-.~;;,;;)., -:j · ·-- · 
q.z- ~ CJC.C" . . '?z; =- v-
gdzie fi..~ p.,.~·:-"~ współrzędne op.eratara ;C(/);·,~) • o~nacza.sąc 
znowu dowolne funkcje1przez /iJ" ~ otrzymuje~ 

~: x-= x.-~jt-;i//~~J 
/3.24/ ·;f-= yr-~ 

-7: 7!-

u= u+f7f/;J:z-~~?'~<o/-/~~ --/frr-.< 

v~ v--(//.r/_:)7 --:!,/1/~/:J/~ 

Reguły kompoz~;ii przekształceń grupy ?{ są nastę- · 
pujące. Niech . 

/3.25/ ~.2. =fi?'~ 
~= l'.,~'7+$~fo-,4,7:/ 

~?L=~~~r-~7J.,-r?~~/-r#~:<,~,.t;;:_~ 
. . - ~(h~~)~~y.~~~/2-· 

Łatwo też sprawdzić, że /(" 40"q) jest przekształceniem tożsamoś-

ciowym grupy l( oraz, że ze związkul.:ift?';p;Z/c/~.0 wynikają 
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poZII&l.ające .,-znacąć przekszt&lcęnie odwrotne do .danego. 

Przekształceniai.i -skończonymi -- grup,- ?(_- można posłużyć 
sit dla skonstruowania klasy ścisłych rozwiązań z danego rozwią~ 
HDia układu /"5.21/. Poddaj,c _ rozwiązanie ~..:,., v..PJj6f.h~-=l/;r~,y,z9 

uk1:.adn /3.2l/. ogólnemu . przekształceniu · grup,- Jt otrzymamy 
wyrażenia ' .. 

~(z-;j,lfJ== u.(~.~~-tt.J-4-'~~x-j'~~~ . 
-ru~;--/c4/:J/--//o:.r~.,~llj~~ 

tr(:.Ętf,-t.J~ tr.. (:c.,~~J.-(/~/·VJ'-

. - - ~/a~~:l+,9/~ ;~ . 
które po ..-,rażeniu z"y:-t . • funkcji_ ~;;f ' na podatąwie . 

trzech pierwsz~h norów /3.24/ ~- X: r-/y-~//~J. 
Y =a. ji" -~ . btdzie prm datawiało k:lut rozwią2:ań /3.21/. 

Oua ta klasa jest t&ż rozWiązaniem. przy dowolnych. tunk:cjach 
j. J" ~ • !f.Jm s. otrzymujemy z~ćznie szerszą klasę. razwiązSit 
Dii rozwiązanie - wyjściowe. · . . 

Dla zUustrowania postaci, którą. przybieraj~_ ró~a 
dafiDicyjne {iJ )F· pr~ekształe~fi sko~zo~ych uleładów ~azili-
Dioęch DS.Szkicujemy algorytm r.oższcżepienia warunku/"~.;./ na _ 
prękładzie układu :fai krótkich /3.21/. Wpro.wadzając oznaczenia 

Q~-.D(~ ~-A V:r.=:f"~-~.) - U~=,t6.~v;:~ · 
otrzp111jeą z układu /3.21/. 

"l' ~ .2-lu--r~../3 +.2/~~.J_/./
·~-=--il 

. . 

CQ11 ~fi~JJ - są pochodllpi .parametr,ycznYlid. Z warunku /3.4./ 

o1;ręlmjeę nasttpującą ·odpowiedniość pochodnych /przekształce-

Dia przedłuż~~_ _ ~ ';)~-;i;;9J - ··._:t_ ~i'i7.~YJ 
. A== _t_ 'd~~JL .. zt) J · J-."'PjTr?;(:,:'J',~.J "'/3 . lY;?}(x~T!.J . 

. r 1Y $l}(.:JC_.,y"~.J . - ---
LL= ~ ';JR;~y} Q ==r:.. d(r.,Z,;;)~ lf=::.f.J~;i.J 
,- Jr.;(){.:r~ .. h J:,A../ I"V "2(:i_,yir.J · -~~--r.J 
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gdz~e 0~("' ·"' J itd oznaczaj, w,Yznaezniki zbudOwane s _pocl1ocbQch. 
. . .... ) 
zupeliO'ch funkcji Występujących w 11liczniku" wzgltdem za:iem;;;,-ch 
wyst~pujących w "lilianowniku". W~ek . /?;.')/ dO}łuszcz&l.ności 
pr:&ekształctiui 

· . · - _ _ . · ;;- i7(x.~?,~u,.-_.) 

.:t=.:r{~.;J" ~ v, v-), y c j"r;c_~,t! v,fl:},_~ ,..f • i{:r'j'J -6 e/. o;); ;; _ ir C ;;c?'~, u,r..) 

u. postać 

'CJf-i'..~ _ ~J .e ~t;,:~.YL~tv..:~J ;;&~J - :2G 'iJt'B;?J 
.0(~,~-t) '!<J(.::r .. ~r.J '!<J(.x .. y,"t) . i?J(".:r,y;l/ ==g 

/?;~2.8/ 
. "df6~ v} . -;;f:E:lZg) . 
~ .. · + - ~o . ~~ra.zv..J. 
-v('::c .. _y;'(;) . 0(~,y;z') t' -:/· 

.Ue na rozmaitości /3~2l/ ~ n.a. pod~awie /3.27/ 

/3~29/ .. ~~- -~ +;ł ~4( +/"~u-

.0)' = ?~fL~v+~fl+~(u--~'d.,- ,;t~u~ 

~~ iiiii ~-6-+« ~- + vB ~u- . 

i r6wność l 3.28/. p~ podstawieniu _/3.29/ . w1rm.a zachodzić tożsa-

mościowo przy dowoJ.riich wartościach ~fi, ;} , _,M- , _co sprowa-

dza sit do ż'dani.a ab7 znikały współczynniki ·:ro~ęcia otr:ą
ma.Il,e~ równości wzgltdem potęg Pt'; fi, ;11 ",u- • 'f sp6łczynn:iki ·te RUQ
duj~ przez r6żnic$ltow8Jlie /;.28/ s uwzględnieniem /?J.291 -i 

wzięcie pochodąch prży seroąch wartościach «".~.fl. ;J 1 _"u • Ko-
rzystając z tego. że poChodna Wyznacznika ;jest S1lJI4 ęmacsn:lk6w, 

w· których występują. kolejno pochodne wierszy /lub kolUIID/ -o~ 
· uwzglłdniająo /2~~/, widz~ że po zróżniczkowaniu i ~odst~.-
lliu «= ..fl ~ ił- ~,;tt = O ·odpowiednie 1f7Zll&CZnik1 zamienią sit na 
nyltl:.e Jeltob18Il1"• W. ten _sposób każdej potvdze CI(~~. :/ 1~ :aoina 

- prz:n»orządkowa6 formalW operator, który prowadzi do odpowied-
_. ni.ego ~6wnania (~ }~ · po pomnożeniu przez symoblicZIQ' 

. zapis lewych stron /2.28/ -

~.,:a ;;J(~~ii)-~ 'a~t;:;~jJ~-t(t7-~)JI'l;~-21~Jt-lxjJ." .. 

. 3.2. = 'dl~.~ ;;;J+ '?f~-: U:~}-
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W nasąm przypadltu: niezerowe operatocy formalila mają post~ 

Przy działaniu ich na /3.30/ .1 wymno~enia symboli ?J( ~ ~.) sto
jących w /3.30/ s ·odpari~dnimi symbolami · 'd (:. J) ., w mi~ownikach 

operatorów dt,J · ··:')t~ p,owstaną odpowieQ.ni.a . Ja:,kobiany . szukazcy-ch 

. f\mltcji x.j~-f: ~ v wzgltdem zmiennych niezaletnych =r:..J1~~ u,v- , 

a przyrównanie do zera .Jt ~-<=1Qx•t ... ,.f., oh•~ z. prowadzi do układu 
'· · . . . ~ . . . 

(2' )~ zawierającego 16 równań •. Z ukl·adu .(7;) ~ latwo można . 
otrzy;mać (qJ )~ kładąc . . 
~ =- .x +.f at0 . ?E= ·lic;,. ZZ dr 
. . . -y=-Y""?olf: ~=-t.;.~dt.-. . . ) 

i pomijając wyższe potęgi di:'" • 
~' - · i/=zr+ Vct'r 

Uwaga. Jak wiemy z punktu 241- i końcowych uwag pUilktu ·2·.5. 
lewe stroni równa:ć. d. efinicyjn_.lch są inwar.iantami różnic:zkowymi 

grupy qj- określonej przez(2>)~ .przy pierwszym sposobie: 
przedłużania przekształceń. Nasz~c.owany algorytm prowadzi więc 
od niezmienni czyeh ro;maitqści różzdczk;QWyQh /tu układ/3.21/ .J1Q_ 

: · inwariantów r6żniczko!llch ~Pl fi.- · prą pi,erwszym przedłużeniu. 
~akt ten wykorzystuje się do konstruowania za pomocą różnicZko
waili.a inwariantów wyższych rzędów, kiedy są dane inwariancy-

rzędu n1ższego. Istotnie jeśli cf- jest .. _ !~wariantem ·.~. to 
równanie 

/3.32/ ~-;t· ...:. o 
·:Przedstawia niezmienniczą rozma".tość różniczkową grupy pj .• Wyni..; 
ka to z tożsamości · . · · . · 
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zachodzącej dla dowolnej funkcji 11. ·Skąd w szczególności dlac:l 

·otrzymamy· XJ4-J=-~-()'~,~J i . . X~J zeruje się 

na roz8lii;itości ~-;'--=C . • Układ równań /3,.32/ dop:_szcza Więcj' 

1 algorytm wyznaczania a>Jfo'- grupy podsta"!"owej ~ tego układu 

prowadzi do inwariantów różniczkowych fi* ~ - .Ponieważ t!/ C o/~ , 
a inwa:ri&Xlty grupy są też inwariantami jej .. podsruP. Te:n sposób 

tworzenia i.nWa.riantów l czyli metoda tzw parametrów różlliczkowych/ 
wykorzystu·je się przy w,-znaczaniu zupełnego · układu inwariantów 

. gro.py .[4':+-] . /por. str~ tg l. ·. 

;.2.4. Illll1 !)I"zykład nieliniowe_go :równania cząstko
wego, dopuszczające!o grupę llieskotlczolUl Stanm.rt x-6\manie opisu_. 
jące Ri'Z~Płl!t 9kołodżwiekqwe 

/3.34/ 

gdzie 

. . . . . . ~ ~ 
Wprowadzając: oznacżenia :-=t~.x .. ~2.,...~ -~d.~ .. .x+-~_/;:=~~ .. tfPfJ· ~ił:.x<~~ 

zapiszem;r uk:lad . /3~}łl-/ jako 

/3.341
1 ($) .' 

/j,·J)i~ ).t~ -1-tif.. -'pochodne _?arametrycme/. Biorąc· operato·r infini

t(tzy.maln;r w postaci "Sl!•.t~~JfO)~~' -t-fPijll} ;;'? znajd.ujeą pierwsze 

i drugie przedłużen;i.e . . c: 
· ~c-o ..-y-.. · ,s-..2...... ~~~:& 2---
;)! 35 c.A; +~~~.l .. . . ·. . ~~~-.łt 

,J-. . ()t..(.Z.) (.2) ~ 1'7\{:2.) ""'\ ~ń ""'\ . ~ """' 
~~i = ~- ~ -A~-~- s · · &~Ut~ . .. ,. 'fi." -r /i/"~' "' 

· · a ~ępnie z wartmku · 

r;.;r:;t 
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LJ!' -~p~=-=·0# 
. .&..f~-~.!" :r.+?~ -r~?~-o .. 

..e,-4::..?~-o.~ 4~--}~=ą, ~s-4~=ą. 

S'::-;./=:/'_;..,!,;; :z,=~ ~~,-~~-~-Q 
~;t, ~~ ~.c, ~ ~ 'o. 

S".z +7 -~ Jj -J~- • 

RoBi~• ogólne a p~ustać 

.s:-
. ,3.371 · ~~Jd. ~d;~ z~~)IJ·,t'_) 
gdzie 

z~~~-?~.,;J 

. -~.,-2%~+~~+~~+4-.JP? · ,. 

2'"..r-tft-'~+.t~·~~~..x.+.3?',_""3t'-G~"' Er~~- 3?'.~! 
~-- ~ d,x. +3y~+ 3~d~ +J""?dr- -. 3_j:'"..r . 

~ .. 9r . . 
o ras 

~fdA -v.:/)~ Rcy+~ r~~+J!J.~~ + ·;; ~ ·~~·~- o~-

. ~ ffllt]+~r:t~+"t~J).z +r'~z~-t':J/~ . 

t.unke~a jedneg_o ugumen.tu -r·J a funkcja ~(::G~~.J 

jest dowoll:cyDi rozwiązaniem r6wnania A/= ~{,?0:,Y7;Ur4J.z.,.. yt~.J) 
Zbiór .operatora. Zr ;;~J·v.;.,t') jest prsestrzenią liniową,. zam- . 

knittą względem iloczynu Idego; jeśli z~=J!(::ł.,J/-1~ Jl~j~i $:2..: 

~~ ~)~2Jliz.::h)to (~J z:z.) = Z(łT2J/-l':LJ łi~:J.j~z) 
gdzie / ;}12. =o~. _"P.,z =-0 oraz 

P,~ -~. <:,". d.,./_ .. -;l·' .·/~,"' -,;P, / . l :l:z.· rl:t./ ·'/_,u~· ,.,U::../~ 

. /,-:~..-; 'd_/r;rl,j~ ~' /;/;~,/~ j:J/'y~~,'.z 
· ::Y l~ ..:l:a./' azf.~ ...u~/ '/.:;"' , . 2.)' .;- .,P,c, z 

skąd .4 h.z ,._ ~ ~ .. ~~ 
Operatory z(4~.,.u,v;/) genem~ą. dzielnik norms.l.l'q d{ grupy 

podstawowejgtDt:l·równani.a./3.34/. Przekęztęłc.enia skońc~one n:_ 
· znajdujemy przez calkowanie układu . 

_$~ dz= t:F.E dsT· - = dż-
;; ~ ,(y+/'/~+ v f'A;y.;._,a'$+JJ~.%+/fY;Lr_j 
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n: ~-~:1 
[:7.".~ 

,Z· - X-t~-,U~ , . . . . . . . 
.% .. ~ 7" .;;~:.;.",u~..,. fr~~~~.,a~.,. ~ 

j!J- Jl' + /"11~+~~7'JI"+;t.l4/l'-hD~~z~~~~~~ 

gdzie ;?,,.,ull) dowolne funkcje -t-.. a flmkcja /~.:z~l'J jest dowolnym· 
rozwiązani_em równania · 

. .4~-- 2-LĄt~~_;ao~+~r:..-!/~ 

+ d"4"+_.;«~"~4d-'l.J_~-~~{~.) . 

Reguły -kom:po~ycji przekaztalcen sJcol\cz()il1Ch ·grupy /r mają 
postać& _ 

7'f4~.~~a.J ?':.a;fo.)o 7't:i~~A.) :P&;,e)~_ 7'?7u.),P:ah Jl:,; /M) 

gdzie · __ :12,~ .:l2.-r;l.,
1 

,.,u~ -,.A',,..,.q,,~ 

· . " ./;J., ;:;;!-/ · ·%'#' Afjt 
~,-- ":l.+J!,-;;;;"' """' -x,~_. . .o_ ~ - · & ~ ~~ ~~, · . 

~ ==;;;:;:yz.rAiJI:fz ~~tj,;.:t~~z~~;..i~)?';L;if-;t,_t!).,.. · · 

Podobnie jak dla. r~ f8J.· krótkich przekształcenia 
skończone· grupy ?(__ · · pozwalają budować szersze·- khsy' rozwiązań 
z danego rozwi.ązania ft (z~ z1-t) -~ · równai:lia /3.34/. 

;~;. Grupo~a kia;ytikacja równań i układów. 

J~żell w wyjściowym ukladz;e równań(%) istnieje pe~ien rodzaj 
nieokreśloności, przejawiający sit występowamem . parametrów 

lub f'unkc ji, . które nie są 1r pełni określone, t'o nieoheślonoilć 
~a przeno_si się także IlB. l'Ćwnania (iJ);,t i~· rzutuje na stopień 
dowolności rozwiązania ogólnego tego układu, przy czym . 1m więk

sza nieokreśloność{~) tym mniejsza jest swoboda rozwią~ania 

. ogólnego ÓJ )o/ . •. Dyskusj~ wpływu nieokreśloności(.['/ na . roz

wiązanie o~ólne~)~ prowadzi tym sa.myttL do rozbicia (.J") na 

klasy dopuszczające coraz to szersze grupy podstawowe przy cz.y.m 
~a tych klas układów (..!'/stopień niedookreśloności ·jest coraz 
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mniejsz.y. Jak zobaczymy w następnym punkcie znajomość grupy 

· podstawowej może być spożytkowana do łatwiejszego wyznaczania 

p e\\: ych szczególnych rozwiązań układu (f) , d!atego grupową 

klasyfik:ac ja układu prowadzi do odpowiednich klas rozwiązań. Ich 

zasób będzie ogólnie mówiąc tym większy im więcej parametrów 

ma grupa podstawowa /w przyPadku, gdy jest . ona skończona/. 

Przykłady zastosowania grupowej klasyfikacji równań różniczko-

wych można znaleźć w· pracach [29l Lll] i w p~acach przytacza-

nych w p. 4.4. 

tnnym czynnikiem rozszerzaj_ąc;Jm- grupę dopuszczalnych 

przekształceń . są wszelkie procesy aproksymacji układu wyjścio-, 
wega •. Np równania. /3~21/ i /3.34/ są pewnymi aproksymacjami 

układu Eulera /3.19/ dopuszczającego grupę skończoną, a same 

dopuszczają grupy nieskończone. Nasuwająca się tu idea oparcia 

na pojęciach teorii grup Liego raąjonąlnej teorii aproksymacji 

wymagałaby jednak algorytmów pozwalających na uc:tlwycenie struk

tury grup nieskończonych co przy operowaniu Układami (J;)~ 

i (iJ),;y nie jest możliwe. Pewną perspektywę otwiera tu po-

dejście Cartana do struktury grup nieskończonych, naszkicowane 

w uwagach końcowych tej pracy. 
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4. Zastosowanie grupy pod!ltawowe;J do konStruk<:;)i · 
rozwiłlZań szczegó]Jcyca. · n!Slfikac;Ja .pełnego zbio
rU rom~• 

4.1. Rozwiązania niezmiennicq wz&t<l_g_p~ grupy podsta
wowej. li'akt znajomości grup;r poo..tawowej, a •ldcine jej algeb1"7 
Liego ·, 017 też naw~t saJqeh równań de:Cinicy.j:Q1ch (])) ~ 

przekszt-ałceń infillite~ch. 110że. ~- na różne S?o•o~ Śpo
~kOW&.IlJ, cą to do konstrukcji rozwi~@ szczegć~ch, cz;r 
teł . do ;r:'8dukcji zagadnienia całkowania wt;1ściowego układu (..f) ~ 
W pierwaZ7Jil prą.padku poSttpąjamy następująeo. Bierze.,. okreś-

. lollll uo1lczoi1Jl podgt:upf~ 8r'UP7 podatawonj. Niech ~ J 

;t!.;:: . bta4 generatorlUli tej podgrupy, czyli 

(.
""'"V" 'V')- C K X J. I" 2 A"'= ~ .. ..... :;: 

/4~1/ · . ...xz • ...;x; ~ .1.7 -t" . · 

-~ 
gdzie c.77 atale strUkturalne podgrupy~ 

. ·· Rozwi~jąe uklad ztJP&l~ ~- ~-O ~najdu-

~-eę pelą . utlad funkcyjnie . niesal,eżnycb. _ inwgiantćw cmw ~ . ' 

cz;rli ~_?J .· : ~ : • ?o:_ -
./ gdsie 7=- ff- ~ . , a ~ jest to . 

rzfld macierzy wspólrzt~h operat~6w d5'o . . . .. d!'-r 

ZakładaJlit dodatkowo, że 

. d"' . ~Ze] /4.2/ rZłld [ rl1 J ••• " . - ·111-
Cłu-'- . ou"' 

. . . Rozwiązanie ~"- ukladu /~.l/ D.S.Z11'& się ronią-
. zaniea Diemliennic z;yia . nglodem podgrupy ~ grg:p:y . podstawowej fj-
jeżeli jest ono ~eosobliwą. rozmaitością ,!liezudennicza grup:y~ , 

czyli jeże~ daje sit zapisa6 w sposób uwikł~ /por. /2.31/ l · 
uatt:Pu~ępo 

. . . rJf(d:j ··-·.~&J=~ 
. . . . . . . . .· . - .. .. 

fi)~ C?;; ... J ?J== o. 
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4.2~ Zaaadnicze twierdzenie o roZwiazaniach niezmiemii.;. 
cz;yeh. Z przytoczonej definicji nie 1eyll.ika jeszcze istnienie 

. rozwiązań niezmiermicz,ch i generalne roz8trzygnitcie :tej kwe~ 
tii nie może wchodzić w rachubf. Tym niemniej, jak pokażemy ich 
w.rzna.czanie jest prostsze nJ.ż eał;]cowanie ą~8ci~egn nkiadu.(J') . 

W tya celu, aby · ZDaleźć ukł8.d, które& W'inny". cz,n:Lć za

do*ć flu*e3e l2i, f!" ... }'rJ oblic...ą pocllo4ae . ron14zania prsez 

rożiliczkowanie/4.3•/ co prowadzi do mriązlcćw 

z lttóryQh łf7ZDB.C"""'fh':'.:F-.lff ~ ~·(.r .. v.J i podstawiaJą do /3.1/. 

Pome·•at ·grupa 1-. ł''-' .zc&eJ.Da cUa · ukła<m { .J') motna go 
zapisać jako · · · · . 

/4~5/ 

• funkcji 1nwariant6w ; ·· i ~iantów · różn1czkowycl:L ~ (~J · · 

grupy~ /ę.lącZ&IDJ' a ronażań .Prz:pe.Q.ek kiedy ?f/ j~8t oaobliwfl, 
niezmienniczą . rozma:L to&ciłl róiniczkoq gnpy ~ • Po . tym · . . . 
podartanemu lewe strony rćnrnań ( _J' J btclll inWariant~ gru.py 1-. 
~by to wy.k&żać ~starczy dowieść, te inwarianty ~ót~zkowe 

;tr'p.,u~) grupy~ po podatawiciu h~= Jl;·"' p.~tt/ . stają 
sit zwyklymi inwariantami grupy sJ- 1 cąli te zachodzi. równość 

:X ;t('(2> .V, Wf;;r,'g)- ;;t' ;t(~ d ;t!'.J d! r: :" = o 
. ~ 

.Ue 

/4.6/ 
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Dsialając operatorea · ;)5 na / '+.4/ zna .jdu:jem;y 

/4.7/ 

Z drugiej strony !ISII1j" na podstawie tożsamości /3 ~ 5 3/ i rówtlali 

/4.6/ ~ /4.4/ związek, :X--2,.: /;z!~).;_~ O _; lttór,y po ro~isaniu 

i porównan.iu lne j strony z lewą stroną /4.7/ p.rowadzi do azu

kane j róWności ~'?6: :-<:::- ·:;... :. 
t. ,..) ~ . 

Ostatecznie wite uk:lad, z którego wyznaczamy rozwiąza-
nia niezDlienniez.e daje się zapisać jako u.k.!.ad, w ńo:cym:::. azu.ka.., 

~ fUnkcjami ·~ ~-·•11' • ) 7 '.-_ a. argumentami _:·)·;,. -:----):- " 

i szczególności zapisując /4.3/ w postaci rozwikłane j· względem· 

inwariant-ów 

/4.7/ t"~. -i - ""/ / ">" y_ ; tT ,_ - J'- :J!!.I · .:7' . .ht. l"- f_; •. • ·' /-./'; / 
;;.;:.·· '"' .( . 

dojdzieą do ukladu, w któr:rmi ni.ewiadotąmJ. będą inwarianty 

liQliejszy od liczby argUmeat6w uJUadu w;r·jściowego ,-· <~~/ " W 
szezeg6lno6ci roswiązania o indeksie l ~znaczają się z układu 
równań różniczkowych zw.yezajD1Ch, a rozwiązania indek~ 2 
sprowadzają się · do dyskusji r~ w dwóCh zmiennych niazależ~ 
nych, dla kt6ryeh 1 m.etocy matema~yczne /rrp .metoda charakter,vs-

/!'/ l,/ /J 
jeśli ( -.)// ~ 

l :/ 

oraz numeryczne ~~ dostatecznie dobrze ~ozw4nięte. Re~cja 
jeat układ~ hiperboliczn~i 

liezb;r zmienn,eh niezależn..yeh jest podstawowy& 11Chwytem" :-,t 
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rozwiąz.ywaniu równań, stąd też uświadomienie sobie jaką rolę od
grywa przy tym grupa podstawowa. układu(.SJ ma ważne znaczenie 
zarówno dla systematycznego, racjonelnego, poszlikiwania ta-
kich zredukowanych układów (S) /'1r jak i dla dyskusji, jaki 

jest charakter ograniczeń narzucanych na rozwiązania. 

Można postawić ogólnie zagadnienie jakie ogra.aiczenia 
/warunki wyodrębniania/ można narzucić na rozwiązania, tak aby 

układ wraz z tymi ograniczeniami pozostał nie sprzeczny i miał 

rozwiEtzanie ogólne o maksymalnej /najlepiej funkcyjnej/ swobo
dzie, pozwalającej tym samym traktować dostatecznie szeroką 
klasę warunków granicznych. Badapie warunków zgodności prowa
dziłoby tu w szczególności do wyznaczenia grupy podstawowej 
układu (S) . ·Takie ujęcie zagadnienia poszukiwania rozwiązań 
szczególnych nawet przy prostych układach(~1prowadzi do bardzo 
żmudnych rachunków i chociaż w zasadzie og61niejsz,ehe od 

metody opartej · na wykorzystaniu warunków typu /4.3/ nie ma jak 

dotąd wypracowanej jasnej i przejrzystej strony algorytmicznej. 

4.;. Kla&yfikacja rozwiązań niezmiemączych.~ 
ma.lny układ pod..gru~. Konstrukcja zasobu rozwiązań niezmienni
czyeh układu { .S'')1 dla którego grupa podstawowa Oir jest znana 
w postaci odpowiedniej alge"ory r operatorów fntinitezymal.nych 

z?.) ... -- ~,_ 
zaczyna się od wyznaczenia wszystkich podgrup ·~-r danego 
rzędu 7= • czyli do wyznaczenia wszystkich podprzestrzeni 

/4.8/ 

przestrzeni p.,- , zamkniętych względem iloczynu Liego. 
Przy badaniu struktury podgrup grupy ry,_ tzw grupy podobne, 

takie że od jednej do drugie :: przejść można za pomocą automor
fizmu wewnętrznego grupy nie f4 rozróżniane. Podo bnie rzec z ma 

17 Dla podgrup jednoparametrowych f · ;;t~.f"'Jc-+ /' tX Jo( 
dopuszcza.ll:J;rch przez {.S) indeks wynosi 7L- -:L , llBJDY więc 
redukcj~ liczby zmiennych niezależnych o l. 

http://rcin.org.pl



- 46 .. 

się rozwiązaniami niezmienniczymi na podgrupach podobnych. Jeże-

li ... ~~T >j. T- 1 gdzi·e T jest pewnym elementem # ,_ , to 

rozwiązanie fZ5 niezm.iennicze względem ~; ~f21' = }i!f , pod dzia-
łaniem tego samego automorfizmu wewnętrznego przejdzie na roz-
wiązanie niezmiennie ze względem ~ +.... co wynika z równości 

r:L*= T~T-~ ~j6"'= 7~ 7-?r~r-~= T"?~T-b 
= 7 ~.T-t:.z: rzf-#-

Nie ma więc w zasadzie potrzeby traktowania rozwiązań 
niezmienniczych na podgrupach podobnych jako różnych. W takim 

razie zadanie sprowadza się do wyznaczenia łJO jednym przedstawi
cielu z kl~sy podgrup podobnych /optymalny układ po~grup/ i do 
skonstruowania rozwiązań niezm~ennic~ch na tych przedstawicie
lach. W ter~ch algebr Liego należy więc utożsamić odpowied

nie podprzestrzenie /4.8/ odpowiadające podgrupom podobnym. Jak 

wiadomo automor:fizmom wewnętrznym grupy J/'.v- odpowiadają 
automorfizmy wewnętrzne algebry d':" v, ta zaś ostatnia 
grupe może być zastąpiona przy ko~rukcji optymalnego układu 
podgrup grupą dołączoną ~ · algebry ~r • 

Operatory infinitezymaJ.ne algebry dt--" grupy c_'t' mają postać 11 

/4.9/ 

można je więc WJPisać, jeśli utworzymy tabelkę komutatorów 

bazy d:.) , .. J d'.,... algebry g .... 
Znajdując DB.stępnie przekształcenia. skończone grupy 

dołączonej w parametrach kanonicznych drugiego rodzaju /przez 
całkowanie odpo~~ednich równań dla przekształceń skończonych 
generowanych przez poszczegćlne operatory~ /, utożsamiamy 
te podprzestrzenie /4"'8/' które wiążą przekształ~a.- grupy r;r. 
1/ Grupa {Jt dział.a na wektory w przestrzeni~~ 

· jako grupa odpowiednich przekształceń liniowych. 
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oraz wybieramy po jednym przedstawicielu z tak powstałych klas 
-7- wymiarowych podprzestrzeni rozpiętych na z.} ... _, c"?r- -

Sprowadza się to do nadania postaci kanonicznych bazom tych 

podprzestrzeni, nie..--prz;ywiedlnych przy przcltształceniach grupy (Jt_ 
Następnie należy wyodrębnić te podprzestrzenie, które są zam

k/.nięte względem iloczynu Liego. Warunek ten 

/4.10/ c~!:iJ YJ =-c&(;~ 
~-r l po uwzględnieniu l C a-<:.~ stałe struktu.ralne grupy 

równań strukturalnych alg e bry :!i.- przyjll:ie postać 
t--' 

/4.11/ 

Jest to nadokreślony układ r6wnan algebraicznych o niewiadomych 

C crcl. • Aby układ ten miał rozwiązanie >~tu.si zachodzić wa-

runek 

r .... z 'JClc ;tK7 -r 
rząd _ /(_ a t1 ~ 1] 1 .-< _, -

/4.12/ 

Warunek ten powouuje cstateczne rozdzielenie renrezentantów 
' . tf - ~·~r. 

klas równoważności względem Ó t-- na przed.stawicie.Lirop-c:fnl.9J.nego 
układu podgrup . Zagadnienie konstrukcji optymalnego 

układu podgrup /a właściwie odpowiadających im algebr Liego/ 

może być przeprowad~one także na podstawie samych równań {1JJ;;,y. 
grup:y {Jj r- [19], [ 23] 8 [49]. A że przy koncu punktu :2 

-podkreśf'aliśmy, że także wyznaczenie inwariantów grup. Iii.e wy

maga obowiązkowo znalezienia jej algebry Liego, cały proces 
badanialf rozwiązań Diszmienniezych może być w zasadzi~ prowa

dzony przy po111ocy równań (.J) 4 grupy podstawowej ukladu(..[1. 
·' 

4.4. Przegląd zastosowań. Od pierwszych prac Owsianni

kowa [26], [27], [28] do chwili obecnej zgromadził się ok-
l/ To jest jeśli chodzi o konstrukcję odpowiednich układów{Sf,?-
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reślony zasób informacji o przydatności przedstawionej metody 
i sSlllych uzyskiwanych rozwiązań szczeg6ln'V'Ch. przy czym pamię-
tać należy, że rozwiązanie I!l.atematycznie 
nie zawsze jest przydatne w fizyce. 

nawet poprawne 

Początkowe prace [34], [}5] korzystające z tej meto
dy dotyczyły równań hydrod.,vne.miki i wniosły nie wiele wyników 
nowych dla mechaników. Prace późniejsze objęły zakres równań 
stosunkowo mało zbadanych, poczynając od meteorologii [9], 
~o] t [11], poprzez teorię wiązki elektronów [43, - 46], do 
teorii plastyczności [l?], [isJ. Na szczególną uwagę zasługuje 
ta ostatnia praca, w której zostały połączone wszystkie do
tychczas omówione zastosowania, jak grupowa klas,yfikacja ukła
du, konstrukcja optymalnego układu podgrup grupy podstawowej 
dla kaj;dego stopnia jej swobody, oraz konstrukcje i dyskusje 
rozwiązań odpoWiednich układów (:SJ/fJ • Rozważany układ (S) 
opisuje zagadnienie plastycznego płynięcia metali pod wpływem 
temperatury. Metody teorii grup Liego pozwoliły tu na skons
truowanie klasy rozwiązań przy fizycznie nięistotnycb i dosyć 

ogóln:;ch ograniczeniach, wynikąych z grupowej klasyfikacji 
wyjściowego układu, na współczynnik przewodnictwa cieplnego 
i na zvdązek pomiędzy naprężeniem ścinającym a prędkością de
formacji. Wszystkie te prace, łącznie z pracą [7] i [38] wy
kazały, że metody teorii grup mogą być mocnym narzędziem ba
dań analitycznych. 

Inne możliwości wykorzystania grupy podstaVTowej pole
gają na konstruowaniu rozwiązań częściowo niezw.ienniczych, to 
jest takich które są zanurzone w niezmienniczej rozmaitości 
grupy~ • W tym przypadku zamiast /4.3/ należy wziąć iii ~ "'-

związków pomiędzy inwariantami Jo -.. ,~ J.T . Przy tym jednak 

w u,kladzie (S)j~ następuje fmniejszenie liczby szukanych 
funkcji, a tym samym należy dclaczyć do układu warunki zgod-

ności. Do rozwiązań częściowo niez.m.ienniczych należą zna-
ne w teorii równań hiperbolicznych fale proste i fale pod-
wójne układów postaci -Ąo;i(ll) 911~ =-=- O • Opartą na 

v- ~X' 

poj~ciach teorii ~ klasyfikację fal podwójnych w dynamice 
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gazów można znaleźć w pracach [31], [32]. 

4 .• 5. Rozwiązania prostsze geometrycznie. Z puoktu v;idze-. 
nia konstrukcji rozwiązań szczególnych sporo należałoby oczekiwać 
od niezmienniczej, czy jak się niekiedy mówi, tensorowej postaci 
układów równań ~7stępujących w fizyce. Ponieważ· postać tych rów
nań wyraża określone postulaty o równoprawności dopuszczalnych 
układów współrzędnych przestrzennych, niektóre podgrupy gru.py 

podstawowej powinny być widoczne z samej budowy równań, c~yli 
powinny tkwić w ich strukturze geometrycznej •. Poza polami~
szukiwanymi /jak pole prędkości itp/ w równaniach tych występują 
pewne pola absolutne, jak pole tensera met~znegQ.., pole obiek
tu koneksji afinicz~ itd. Nazwijmy grupą geometryczną zbiór 
przekształceń inwariantności wszystkich wielkości absolut~z~~ 
w rozważnym układzie. Oznaczając przez ~ wektor kontrawarian
tny na rozmaitości,~ na której układ ( ~t7) jest rozważa4!y, łatwo 
stwierdzamy że równaniami (])) hf- grupy geometrycznej będą 

równania następujące 

(/J)hY: 

l 4.1?;/ 

gdzie ~ oznacza pochodną Liego względem wektora ~ • O tym, 

ze będą między innymi spełnione warunki 3° ze strony 1t 
przekonuje tożsamość, udowodniona prze~ K.Yano [52] 

_L, ...tl. ) . . ..iL) - l' _{) ..~L 
/4.14/ ~(L?n /-Lrf<tfl / -.;c{J;v . ~ _; 

(t:. ? ) c:- 4 2 (_-= f :l;;)~ l '-_ ? ~d(- .t;-
...!L 

gdzie J2 -liniowy obiekt geometryczny 

Jeśli układ /4.13/ jest całkowalny, to można konstruować jego 
prostsze rozwiązania na podgrupach jednoparametrowych, żądając 
żeby także pola szukane były niezm.iennicze względem jedno
parametrowych podgrup grupy geometrycznej. Otóż we współrzędnych 
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kanonicznych generatora X•fide- grupy ·!h- , to jest w ta

kich współrzędnych, że ~· d;( /ich znalezienie sprowadza 

się do wyznaczenia pełnego. u,kle.du inwariantów ~ i do cal.ko

wania równania d';;= 1 / warunki /4.13/ tłumaczą . się jako 

warunek niezależDości Składowych wielkości absolutnych od 

współrzędnej /l • Narzucenie 'tego samego warunku na rozwiąza-

nia /we współrzędnych kanonicznych/ nie prowadzi więc na ogół 

do sprzeczności, ponieważ redukuje tylko o jeden liczbę zmien

nych niezależnych. Tak więc nie wnikając w to jak ma się grupa 
geometryczna do grupy podstawowej układu (..J) widzimy, że poz
wala ona na konstruowanie pewnych klas rozwiązań prostszych 

geometrycznie. Na ogól dla układów występujących w fizyce gru
pa nie:z.mienniczości ff'~;i jest też grupą niezmien."liczości 

l jeśli są to sy.mbole Cb.risto~fela zbudowane na danym ~V-

i cała analiza znacznie upraszcza się. Dla takich układów, 

/?.~ 
~ 

l 

gdzie wszystkie wielkości absolutne są komitantami. geometryczny

mi jednej z nich, oprócz rozwiązań niezmienniczych względem 

podgrupy izometrii, można, też otrzymać redukcję liczby zmiesr 
nych niezależnych dla roz\'l.'iązań względnie niezmienniczych itd. 
Zastosowania tej idei w dynamice gazów . znaleźć można w pracach 

~3], [14], przy czym rozważano rozwiązania niezmiennicze na 
grupach jednoparametrowych izometrii oraz względnie niezmienni
cze na jednoparametrowych grupach podobieństw 

Dalszą redukcję, przynajmniej jeśli chodzi o układ 

dynamiki gazów 

/4.15/ o~ _t + iJ. yozr 'V= o 

'ł V L--+ lfr/.fJ Z/ !.'l~ 1 
., d ;t~ = 0_, 

~-t ()1c1J _,L V t dt (jJ(/ ~ = 0. 
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można otrzymać ~rzez rozpatrzenie podgrup grupy izometrii. 
Jeśli ~~ .f;;' d;_ .J Z"~ ..... r tworzą podgrupę, to w-growa-

dzając jako nowe wsp6łrz~dne inwarianty tej podgrupy d., . ..... ,h 
. . t ł ," dn 'i-f J 1 7 ~ oznaczaJąc pozo s A .e wcpo~rzę e przez l'! ~ ...... ",... 4 = 3 ~ 

widzimy, że f początkowych współ.rzędnych wektorów ł;,r , ~ 

jest równa zero. Wynika stąd, że w tych w§Eółrzędnych kanonicz
nych podgrupy ~ grupy izometrii, niezmienniczy skalar 
chara.k:teryzuje r./się t1l!l, że nie zależy od a~ ... / a -j 

} 

a niezmienniczy wektor kcntrawariantny - tym 1 że ~ jego 
.J 

początkowych składowych nie zależy od :( ~ ... , ;; ~ • Ponieważ 

poszczególne w-yrazy w równaniach /'+ .• 15/ 1 i /4.15/3 są~ 

.lar~i, a w równaniach /4.15/2 - składowymi wektorów kontrawa-
ria.ntnych, przeto zakładając, że .rozwiązanie .?.J /, v- jest 

niezmiennie ze względem grupy '-i!. , czyli J:.-.',rf ~ ~.{ .J: C? 1-z.~~ o 
rćł Jz :r .z 

i O przejściu do współrzędnych kanonicznych~, ift.J . . " ~?;.,~ 
1f ..,~ 3 ~ 

t(.J . . 'J 1'1 _, ..Ą = -.. /() 
/pochodna Liego jest przestawialna z ~ dla izometrii l 
otrzymamy układ, w którym wszystkie_ wyrazy w /4.15/1 i /4.15/ 3 
są funkcjami tylko ~J, • • _., /;o a w./' początkowych 

równaniach /4.15/2 wszystkie wyrazy także są funkcjami tyl-

ko inwariantów ~J ••• J ,;;; • Kładąc pozostałe składowe 

li" oraz gr:ldiantu) jako równe zero, otrzymamy zamknięty 
układ równań, w którym redukuje się li.czba zmiennyc!:l nieza
leżnych o J -;<> i w tym samym stopniu U.czba funkcji 

szukanych. 

Postępowanie to :Łatwo przenieść na przypadek in
nych układów wysttpującjch w fizyce. 

4.6. Grupa podobieństw i związki z analiza ~~ 
rową. Inny uproszczony sposób konstruowania rozwiązań S2:cze
gólnych (S) /3.1/ bez wyznaczania grupy podstawowej polega na 
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znalezieniu dopuszczalnej dla układu (t'}podgrupy ~ grupy 

podobieństw ~ .... IY= ·n-rm.. , dla której przekształcenia 

skończone mają postać 11 

/4.16/ 

~: 
;y- . 

a algebrę Idego określają operatory 

/4.1?/ 
- ~ 

~/- (..o . 

c;.::c' - = .:z --- :; (.. :3..z.<. 

z.--~ ... _. n. 

d= ~J'' " -' ~ 

współczynniki a~ ... ) a n T""- /parametry grupy J2. l 

przebiegają wartości dodatnies są to W$póiczynnik1 dylatacji 

na poszczegó~ch osiach układu(~ .... u)• Łatwość znalezienia 

poó.gru:py ~- . grupy ~ polega na tym, że są one 

wszystkie określone /po ewentualnej zmian:!. e numeracji/ 

związkami kształtu /4.161~- -gdzie 

/4.18/ 

/Dowód tego stwierdzenia można znaleźć w pracach [37] i [16]/. 
/ 

Wobec tego cale zagadnienie wyznaczania podgrupy 

~l dopuszczalnych podobieństw układu (S') sprowadza się do 

znalezienia wykładników podobieństwa m-t;; .. ·.~ m..,..i) i=..,--f-(; ... ,/(; 

1"-ilość para.IIietrów "PaL. , które natychmiast wynikają z żą-

dania, że (~)dopuszcza /4.17/ i powtórzenie rozważań, które 

w przypadku ogólnym prowadzą do układu ( .tJ) ~ l dla grupy 

P r:::L układ ten sprowadza się do prostych związków 

1/ W punkcie tym nie stosujemy konwencji sumacyjnej. 
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algebraicznych, z których wynikają wzory /4-.lSJ/. Można też 
posłużyć się ogólnym operatorem iD.finitezymalnym grupy ~. 
Rozwiązanie równań definicyjnych @)~ będzie wtedy 
postaci 1/ 

.-""Y= /J ;: ~ d 7""'-f-1 d . "'"-;;> ) 
c:;;;c. '--t cY ay~ "~- ~-f', .. :.l.;t (7/'.,..,...1 +· ·· ,._ ?TZ..Ą-;:;.;;1y -/ 

/4.19/ 

{"J r ,... ? . .,...t-, "J '14/1"' ') ) 
~·r{j ?.,...+»t..,--t-,,r-JI ~r,...l +··· -1-m"y;,.-~ ;7;'~~-'" J 

gdzie C. . . . (? stałe dowolne 771.. .,....r""' ~ J • . • »t...,. r 
..-.J -' ·- r "" ", 

stale zależne od rozpatr,wanego ukJ:adu ( ..ij , a jednocześnie 
wykładniki po~ęg we wzorze /~.18/. 
Z tej :postaci o-peratora in!initezj71Il8.1nego wyr.ika, że inwarian-

tami grupy )O 'oędą wyrażenia postaci 
u ..,...-

/4.20/ 

gr:zy czy-m stałe ~/ ... / ~są związane wykładnikami podo

bieństwa następująco 

/4.21/ 

.x:r- i- oĆ;..r..L ·~ "..,..,.., -r- ... -~oCr m~/Y" =O 
'1/yznaczenie inwariantów sprowadza się więc do prostego zada

nia algebraicznego. Rozwiązanie istnieje i rozpina przestrzeń 

/Y'- r- wymiarową. ·:ryle jest w"ięc inwariantów w pełnym ich 

uk!.adzie dla P . ...,-
Grupę J?v można traktować jako grupę zmian skal 

wielkości tf ~ . .J /1 N- • Wyznaczenie podgrupy t;_ prowadzi 

rięc do tego, że skale wielkości '7; · · · _, y- rr- zmieniają się 

według związków postaci /4.18/. W analizie wymiarowej pO'lliedzie-

libyśmy 1 że wielkości 'C.f ~ • . . ~ r- są :pierwotne, r ..)" 
l/ Po -Jdpowiedniej zmianie nazw i kolejności zmiennych ..:xJ ·u. 

http://rcin.org.pl



54 

-y.~+l Y wt, · I i t 7T -r:--a (J J ... ./ /1 orne wynuarowo. nwar an y 11~_./ .. J // 

'/Y- -y
przy tym ujęciu są to ~4nkcje bezwymiarowe. 

Jak widzimy istnieją ścisłe związki między analizą '!'Y

miarową układu {:f) a wyznaczaniem podgrupy dopuszczalnych ~odo
bieilstw układu/.[~/. Dopiero jednak w nawiązaniu do zasadniczego 

twierdzenia /p~t 4.2/ jasnJIU się staje, dlaczego rozwiązani<! 
~ZlJ..Kane w postaci ·::>dpowiednich kombinacji bezwymiarowych 

/kr~rt~riów podobieństwa/ wyznaczają się z układów o zredukowa

~ej liczbie zmian.~ych niezależnych. Metoda takiej red~cji 
"..lkladów Jest powszechnie stosowana w mechanice, a zwłaszcza 

11 hydrodynamice [36], ~l] a odpowiednie rozwiązania szczególne 

~oszą nazwę samonodob~ych. 

4.7 Klasyfikacja ?ełnego zbioru rozwiązań. Ronstruk

c ja układu automorficznego i rozwiazu..jacego. Jeże l~ układ (..?/ 

d.opuszc za grupę d/ to pełny zbiór rozwiązali (:.J~) można rozbić 
.::1a klasy rownowaźnosci., przy czym dwa roz7.;iązania ,.<;--) należą 

do jednej i tej sa.!Ilej kl3.3Y /przystają względem grupy ;Jf / 
jeżeli można prza.jsó od jednego do drugiego roz·Riązani~ za 

pomocą pewnego p:rz eks~talcenia grupy {/j.. • Np wzory /3.26/ 
~odaJą klasę rozwiązań układu /3.21/, ~óre przystają do roz

wiązania Z/'=' (A:. . ::/ -r 1 v;., (:x:.." ~ ...L 1 
~ ~ , , ·· - ~ .1 o V 1 L." 

względem grupy }'c • Rozbicie rozwiązań na klasy rozwiązań 
przystających, klasy równoważności, sprowadza jednocześnie 

~roblem cał.kowmia ukł.adu ( .. f}do dwóch zagadnień pomocniczych 

a. Do wyznaczenia wszystkich klas rozwiązań 

b. Do znalezienia jednego rozwiązania wewnątrz klasy. 

Wszystkie inne jej rozwiązania powstają ze znale

zionego rozwiązania pod działaniem przekształceń 

grupy ;Ji • 
Zadanie to nie jest oczyWiście nowe. Za .. Jmov;ali się 

nim Lie i ifess~ot [51]. Punktem wyjścia w pracach Vessi~t były 
jednak równania definicyjne przekształceń skończonych (j)_) ~ 

grupy o/. Skomplikowany charakter tych równań nie daje m~;;li
wości praktycznego stosowania tej klasy-fikacji. W pracy t_. l5 ) 
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zagadnienie zostało rozwiązane na podstawie znajomości algebry 

p. grupy ~ l/ . Rozpatrzymy przykład równań f al krótkich i 

rozbijemy zbiór rozwiązań na klasy przystawania względem grupy 

/2.36/. 

Aby dokonać rozbicia na klasy przystawania nalc~ży naj

pierw znaleźć kryteria przystawBl!-ia. Dla dwóch rozwiązań przys
tających w odpowiadających sobie punktach będą równe wartości 
wszystkich inwariantów, w ciągach i seriach omawianych w punk

cie 2.4. W naszym przypadku posłużymy się ciągiem powstałym 

przy przedtużeniu na pochodne w.zględem współrzęd.nych wleczonych. 
Ponieważ -f jest inwariantem 32: obieramy jako współrzędne wle-
c~one ~.,~ 6';,~ -f i piszemy rozmaitość ...&"3 w postaci 

~ = ~ ( 6""1"" ~.;ć..J 
/4.22/ ~ = ;!!(~, CS"i.,.-t..) J 

r =-l er= u(~?J G""'2 .-t.) 

Przedłużamy Zf/j :J.~J..) na pochodne ...4'"3 względem ~Juz../f 
....,; 

Inwarianty różniczkoV!e powinny spełniać równanie. z~~"J..J{lt1"~ c . 

przy dowolnych f";" ;(_ . Wobec tego równanie to rozszczepia 

się na układ równań 

/4.23/ 

l/ Ponieważ jak się dalej okaże rzecz polega na wyznacżaniu 
odpowiedniego zupełnego układu inwariantów, można w ujęciu 
infinitezy.malny.m wprost posłużyć się GóJ~ /p.2.5J 

l 

http://rcin.org.pl



- 56 -

Indeksy oznaczają odpowiednio pochodną względem o., i ó2... a 

prim pochodną cząstkową względem t. 
Układ /4.23/ jest układem zupełnym jako konsekwencja 

zamkniętości rodziny operatorów .Z (Jij ~JA} względem iloczynu 
1iego., /por. końcowe uv1agi punktu 2.5/. Nie jest to wprawdzie 
układ Jacobiego, ale daje się całkować metodą Jacobiego. W dal
szym ciągu będziemy korzystali z następujących rozwiązań 
uklc d.u l 4.23/ 

N;K:_=Y"'-" 

/4.24/ 
-t~= X~-+ Y~ /fi_, fi= ~..2. 

~f!J,~-N~,/~=- 4-t~ 

/4,25/ H4.1 ~1- )1;~2 =-d· t 7 

A . t, (z- - Z·~ N:z- = M -G:v/.z-~t., 7:u -
ponieważ układ /4.23/ ma tylko· osiem inwariantów pierwszego 

rzędu funkcyjnie niezależnych. 
Zauwa$my jeszcze, że zachodzi różniczkowa zależność 

pomiędzy inwariantami 

/4.26/ 
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Wobec czego t jeśli rozmaitość j{3 jest zadaną, to wys

tarczy Qbliczyć na niej inwa.riB.Ilty Ntx:..) ~.fi.., ...t2.. i dwa 

1 spos:ród inwariantów · :1~ ~ aby otrzj"l::ać wartości ~szy-stkich 
{./ (/"J 

inwariantów d.la cale j rodziny równoważnyeh rozmai toaci 

.::rtl 3 ~ ,... ~;::;?>i_')c...P.3 (o,.~!;.;--(_}. Okazuje si~, że ten ~arunet 
konieczny Jest również dostatec;znym.klrzeczy s~j, rozpatrzmy 
uląad równań c ząstkoW)'(:h 

/4.27/ 

(A-): U.~=/~ ,; 

~R -r i/;x~ ;E ~~ 

w którym prawe Strony t~~ujemy j8ko dane ~c je. G,; 5"ż..~t 

Jeśli .układ ten jest całkow&lny, ·to jak łętwo sprawdzić przez 
rozpatrzenie roznicy dwóćh ~ozwiązań, będą one związane :pewn,m 
skończ o~ przekształceniem grupy 1t /?;.24/. Układ l 4.27/ 
jeSt ukła<iem autcmort:i.cznym wzg.lęde.m grupy Jt , co oznacza 
że rozwiążanie ogólne ma taki sam stopień swobody jfiki jest 
wła.Sc:Lwy przekształceniom skończony111 grupy }toraz że każde 
dwa rozwią.zan:i.a są związane za pomoc;ą przekształcenia . do 
grupy tej należącego. 

~·--· • l;./ ' _p /""') t"...,. ..'Y 'ni. . b ć 
..~~ w..&..U,;.~rcae /"f' ;Ą,., b..fi_... -...,.:;..._, V~,_,.,..> /'M e mogę y 

oczywiście zupełnie dowolcymi. Mu~ one spełniać waruiJld. 

całkowania układu /4.2?/ ~ które ...,ratają. sit za pomoc:.ą sem;ych 

inwariantów g!"ll:py l(_ · l mają postać 
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'd H _.2_H.- O 
~61 .JL Q~ 1 - " 

-;-3_ /('.z.t2J ~ «/Jv ;;; 01 f ~ -c; a- _6_.,.,_ót_·z. --r 
1 ..;;!_, M:z_ 

+. ~ r~h /'./ /J 2 t ) /_/ . 'd 1 7 L/ ~l Gl.,z. -,L~ &2:.;:. -~r ;rcQ_, r ~a!./.i T 

·-f- ~2.~~- Q1 ;:_~=O. 
Aby rozmaitości danej klasy wszystkie czyniły zadość 

wyjściowemu równaniu /3.21/ należy na inwariant~ narzucić jesz
cze związki powstałe z /3.21/ po zapisaniu tych równań za 
pomocą i~wariantów, czyli 

r", = .Z~~_{)_ ·d =O 
~?- .J 

/4.29/ 

((~) 
Układ ten wraz z w~~ami zgodności nie dopuszcza ju~ 

grup~ 3'{_ /wyr.J.ża si': przez inwarianty a względem tych zmien
nych działanie ~ ~rowad2a się do przekształcenia tożsamoś
ciowego/, a ponieważ wyznacza klas7 rozwiązań przystających
nosi nazwę układu rozwiązującego ( :(") • Przy znanym rozwiązaniu 
układu (~)rozwiązanie u.kładu ~) , jak łatwo sprawdzić, spro
wadza się do kwadratur. Układ (/G,) można też wykorzystać do 
konstruowania rozwiązań szczególnych [15] , przy czym w odróż
nieniu od rozwiązań omawianych dotychczas będą to rozwiązania 

niezmiennicze ~óżniczkowo. 

Przy rozważnym tu zagadnieniu konstrukcji układu 
automorficznego i rozwiązującego, miejsce szczególne przypada 
równan.iom(.,.V dopuszczającym taką grupę rJL , ~e odpowiedni 
układ automorficzny pokrywa się z układef wyjściowym. Wtedy 
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badanie wszystkich rozwiązań (0/sprowadza się do znalezienia 

jednego rozwiązania szczególnego(%)oraz do v.--yznaczenia przeksz

tałceń skończonych grupy Oj. Istnieją ważne z geometryczne. go 
punktu widzenia, nielini~ równania, automorficzne względem 
grupy konforemnej płaszczyzny [12.] • 

4.8. Szkic me~ody Cartana. Pojęcie grupy przekształ

ceń pojawia się w naturalny sposób przy rozpatryvvaniu nakladal

nosci dwóch rozmaitości przy przekształceniachpunktowo-punkto

wych. Jeśli dwie rozmaitości można nałożyć na siebie, to ogólne 

pr:c.ekształcenie. mając. e tą wł.asność będzie superpozycją pevmego 

przekształcenia realizującego nakładaluość dwóch rozmaitości 

i wszystkich przekształceń zachowujących drugą rozmaitość. , 

Powstaje pytanie czy każdą grupę, określoną układem (.?i)fo~..._ 

można określic w ten sposób'! Pozytywna odpovdedź na to pyta...'llie 

stanowi fundament Cartanowakiej teorii struktury grup, która 

.ujmu;;e jednym algorytmem grupy ~ skończonej ilości parametrów 

Jak i o nieskończonej ilości parametrów. Wychodząc z równań 

(lJ) A... giupy, Cartan wykazał, że każdą grupę można scha

rakteryzować jako grupę zachowującą. układ form różniczkm·<'ych 

o określonej strukturze. Stosowany przy tym rachunek form róż

niczkowych zewnętrznych prowadzi jednocześnie do zupełnego 

układu inwiariant ów grupy [ 2 J. 
Ale postępowani·e to jest mało efektywne kiedy wycho-

dzimy od układu (,J'j r a to z uwagi na złożoność (j) ;4---:. • W tym 

:przypadku stosowana jest metode reperu ruchomego. SUROYilCHIH 

w serii prac, opierając się ne r~zwinięciach metody reperu 

ruchomego wywodzące się od ŁaptiP-wa [22] i Vasiljeva [ 48), 
atakował zagadnienie wyznaczania równ.ań strukturalnych grupy 

podstawowej dla układu dynamiki gazów w jednov~iaro\vych ru
chach nieustalonych, oraz zaGadnienie grupowej klasyfikacji 

tychże równań [39 J, ['~o], [41} , [42]. Jak się wydaje z dotych
czasowych prób w tym kierunku im większa jest liczba zmiennych 

i funkcji, ~ym bardziej zagadr~enie wikła się w żmudne rachunki. 

Z tego względu zastosowania grup, zwłaszcza do poszukiw~ia roz

wiązań szczególnych (S}, będą się raczej rozwijały na podstawie 

dobrze wykształconego algorytmu infinitezymalnego. 
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