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Dozwala się drukować pod tym warunkiem, aby po 
wydrukowaniu nie pierwiej wydawać zaczęto, az będa 
złożone w Komitecie Cenzury exemplarze księgi tej: jeden 
dla tegoż Komitetu, dwa dla Departamentu lVlinisteryum 
Oświecenia, dwa dla C E S A R S K I E J publicznej biblioteki, 
i jeden dla C E S A R S K I E J Akademii nauk. Dan w Wilnie 
dnia 27 stycznia 1821 Roku. 

Ignacy Reszka Radzca Koli. Prof. zasłuż. 
Kąm. Ce/i. Członek. 
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TRES-C 1 PORZĄDEK NAUKI. o 

1 . Figury prostokreślne mogą być na trójkąty prosto-
kreślne albo zamienione, albo rozebrane - słro/ia i. 

2. Trójkąt zamyka sześć rzeczy, z których jedne mogą 
• być dowolne, inne zaś od nich zalezą - i . 
3. W trójkącie prostokreślnym dla znalezienia rzeczy 

niewiadomych, trzy powinny być wiadome, między 
któremi bok jeden przynajmniej znajdować się powi-
nien - - - - i . 

4. Opisanie trygonomelryi płaskiej - 2. 
5. Na miejscu kątów, u żywa ja się w rachunku linije pro-

ste nazywane trygonometrycznemi - 2. 
6. Linije trygonometryczne kątów i luków te kąty mie-
• rżących są tez same - . - o. 
7. Porządek wykładania rzeczy wr trygonometryi - 4. 
8. i 9. Opisanie wszystkich linij trygonometrycznych 4. i 5. 
10. Każdego łuku linije trygonometryczne są podwójne, 

lecz jednego gatunku są równe między sobą - 6. 
U . Wstawa jakiegokolwiek łuku jest połową cięciwy 

podpierającej luk dwa razy większy 6. 
J2. Wstawa dwónastej cze|ci okręgu koła, czyli trze-

ciej części kąta prostego, równa się polowie promienia 6. 
a3. Polowy kąty prostego, czyli £ okręgu kola, wstawa 

równa się dostawie, a styczna promieniowi - 6. 
1 1 . W trójkącie prostokątnym uważając za promień, raz 

przeciwprostokątną, drugi raz rainie kąta prostego, 
czem są inne boki" 7-

Linije trygonometryczne w samym początku łuku 7. 
ł6. Co się dzieje z linjiami trygonometrycznemi, w pier-

wszej ćwiartce okręgu koła, i rjakie są, gdy łuk staje 
się równy całej ćwiartce - - - 8. 

17. Co się dzieje z linijami trygonometrycznemi, w dru-
giej ćwiartce okręgu koła, i jakie wypadają, gdy łuk 
staje się równy połokręgowi 8* 

.9° dzieje z linijami trygonometrycznemi, w trze-
ciej ćwiartce okręgu koła, i jakie są, gdy łuk staje się 
równy trzem ćwiartkom 

19- Co się dzieje z temi linijami, w czwartej ćwiartce o-
kręgu koła, i jakie wypadają , gdy łuk staje się ró-
wny c.ałemu okręgowi koła " - - ~ . 9* 

20. Co się dzieje z linijami tiygonometrycznćmi, gdy się 
łuk staje większym od całego okręgu koła - 9 

21. Linije trygonometryczne kiedy są dodatne, a kiedy 
odjemne? - - ' _ " - - 9 

22. Tablica pokazująca różność znaków linij trygonome-
trycznych we wszystkich ćwiartkach koła -> 10 
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25. i s4. Linije trygonometryczne łuków spełniających 
s w z a j e m n i e cio półokręgu kola są równe miedzy 
«obą odpowiednie, tojest wstawa wstawię i t. d. 10 i n . 

2>. Linije trygonometryczne luków spełniających siebie 
do okręgu koła są równe odpowiednie miedzy sobą 1 1 . 

26. Linije trygonometryczne łuków większych od okrę-
gu koła - - - - - - - i i . 

27. Ażeby mieć linije trygonometryczne jakichkolwiek 
bądź łuków, jak wielkieh łuków iinij trygonometi'3*cz-
nych szukać trzeba? - - - - - n . 

28. W trygonometryi płaskiej na znaki linij trygonome-
trycznych nie dajemy baczności - - - - 12. 

29. Za miarę porównania bierze się promień, na wartość 
jemu daje się jedność z iląkolwiek zerami - 12. 

30. Wyprowadzają się stosunki między linijami trygo-
nometrycznemi zachodzące - - - - 12. 

51 . Dla znalezienia wszystkich linij trygonometrycznych 
trzeba najprzód wyrachować wstawy i dostawy wszy-
stkich łuków - - - - - j3. 

52. Znaleść wstawę i dostawę łuku dwa razy większe-
go od łuku danego - - - - i4. 

35. Znaleść wstawę łuku dwa razy mniejszego od łuku 
danego - - - - - - 14. 

34. Znaleść dostawę łuku dwa razy mniejszego - i5. 
3l?. Znaleść wstawę łuku równego surnmie, lub różnicy 

dwóch łuków danycłi - - - - - 15. 
56. Znaleść dostawę luku równego sumnne, lub różnicy 

dwóch łuków danych - - - - 16. 
57. Ciąg postępowania całego w rachowaniu wstaw wszy-

stkich łuków - - - - - - 1 7 . 
58. Znaleść wstawę łuku jednej minuty, dzieląc okrąg 

kola na stopni 36o. - - - - - 18. 
5q. Sposób rachowania wstaw łuków od o9, do 5o°. 19. 
40. Sposób rachowania wstaw łuków od 5o°, do 600 - 20. 
41. Sposób rachowania wstaw łuków od 6o°, do 90° - 20. 
42. Znaleść wstawę łuku jednej minuty, a ztąd wstawy 

innych łuków, dzieląc okrąg koła na stopni 4oo - 21. 
43. Ze wstaw łuków zamykających stopnie i minuty, 

sposób znalezienia wstaw łuków mających stopnic, mi-
nuty i sekundy - - - - - - 22. 

44. Mając wstamy wszystkich łuków zawartych 
w ćwiartce okręgu koła, mamy tem samem ich dostawy 22. 

45. Do godniej jest szukać wstaw łuków w całej ćwiartce 
zawartych, niżeli wstaw i dostaw łuków miesczących 
się w połowie tylko ćwiartki 25. 

46. Sposób znalezienia innych linij trygonometrycznych L>3. 
47. Szeregi łuków z linijami trygonoinetrycznemi im od-

powiada jącemi, składają tablice trygonometryczne - 25. 
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48. Stosunki zachodzące między linijami trygonometry-
czneini gatunku jednego łuków podobnych - 2$. 

4g. Mając łimje trygonometryczne wyrachowane podhjg 
jednego promienia, przerobić je podług promienia in-
nego - - - - - " 

50. Wypadki rachunku odbytego za pomocą linij trygo-
nometrycznych podług jakiegokolwiek promienia ra-
chowanych, zawsze są tez same - 24. 

51 . Na miejscu wstaw, moznaby rachować cięciwy łu-
ków dwa razy większych - 25. 

52. Sposób rachowania logarytmów wstaw - 25. 
55. Mając logarytmy wstaw, mamy też logarytmy dostaw 26. 
54. Sposob rachowania logarytmów innych linij trygo-

nometrycznych - - - - - - 26. 
55. Ułożenie tablic logarytmów linij trygonometrycznych 26, 
56. Twierdzenie 1. W trójkącie prostokreślnym, boki 

tak się mają do siebie, jak wstawy kątów im przeci-
wnych brane podług jednego promienia - - 27. 

57. Zastosowanie tego twierdzenia do trójkąta prosto-
kątnego - - - - - - 28, 

58. Proporcye między dostawami kątów trójkąta pro-
stokątnego a jego bokami - 28. 

5g i 60. Proporcye między styer-nemi i siecznemi ką-
tów trójkąta prostokątnego a jego bokami - 29. 

61. Z dwóch ilości nierównych czemu się równa ilość 
większa, a czemu jest równa ilość mniejsza ? - 3o. 

62. Twierdzenie 2. W trójkącie prostokreślnym summa 
dwóch boków tak się ma do ich różnicy, jak styczna 
połowy summy kątów przeciwnych wziętym bokóm, 
do stycznej połowy różnicy tychże kątów - 3 i . 

65. Dwa wyłożone twierdzenia są prawdziwie trygono-
metryczne, lecz potrzebne jescze trzecie - 3 

64. Twierdzenie 3. W trójkącie prostokreślnym, jeźli 
z wierzchołka któregokolwiek kąta, spuścimy prosto-
padłą na bok jemu przeciwny, tak się będzie miał ten 
bok, do summy dwóch innych boków, jak różnica tych-
że boków, do różnicy lub summy ucinków zawartych 
między prostopadłą a końcami boku, na który jest pro-
stopadła spusczonaj do różnicy, jeźli prostopadła przy-
pada na sam bok, do summy jeźli pada na przedłuże-
nie boku - - - - - - - 33. 

65. Wyliczenie przypadków, w których trójkąt może 
być rozwiązany _ _ _ _ _ 53.. 

66. Które twierdzenie służy <lo rozwiązania każdego 
w sczególności przypadku - 54. 

67. Rozwiązać trójkąt mając w nim wiadomy bok jeden 
i dwa którekolwiek kąty - 54. 
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68. Rozwiązać trójkąt, mając iv nim wiadome dwa boki 
i kąt ni-Dz.iwarty między niemi - 34. 

6g. W tym przypadku zachodzi wątpliwość, sposób jej 
zaradzenia - - - 54. 

70. Rozwiązać trójkąt mając w nim wiadome dwa boki 
i kat międay niemi zadarty - 55. 

71. Rozwiązać trójkąt mając w nim wszystkie trzy bo-
ki wiadome - 55. 

72. Czwarty wyraz proporcyi z trzeciego twierdzenia uło-
żonej, kiedy znaczy summę, a kiedy różnicę ucinków 57. 

73. .leźli wypada czwarty wyraz równy pierwszemu, 
trójkąt jest prostokątny - Ś7, 

74. Jeźli trójkąt jest równoramienny, ucinki zrobione 
przez prostopadłą są znajome - 58. 

75. Rozwiązać trójkąt prostokątny, w którym wiadomy 
jest kąt ostry i bok jeden którykolwiek - 58. 

76. Rozwiązać trójkąt prostokątny , w którym wiadoma 
jest przeciwprostokątna i jedno ramie kąta prostego 58. 

77. Rozwiązać trójkąt, prostokątny mając wiadome oba 
ramiona kąta prostego - - 5g. 

78. Za pomocą trójkątów prostokątnych, rozwiązać trój-
kąt mając w nim dwa boki i kąt między niemi - 5g. 

79. Znaleść powierzchnią trójkąta mając wiadome dwa 
kąty i bok jeden - - - - - 5y. 

80. Znaleść powierzchnią trójkąta, mając wiadome dwa 
boki i kąt niezawarty między niemi - 4o. 

81 . Znaleść powierzchnią trójkąta, mając wiadome dwa 
boki i kąt między niemi zawarty - 4i . 

82. Znaleść powierzchnią trójkąta mając wiadome wszy-
stkie trzy boki - - - - - 42. 

Przykłady rozwiązywania trójkątów. 
83. Przykład do liczby 67 ' - - - - 42. 
84. Przykład do liczby 63 - - - - - 42. 
85. Przykład do liczby 70 - - - - - 43. 
86. Przykład do liczby 71 44. 
87. Przykład do liczby 75 44. 
88. Przykład do liczby 76 45. 
89. Przykład do liczby 77 46. 
go. Przykład do liczby 79 46. 
91 . Przykład ,do liczby 80 47. 
92. Przykład do liczby 81 - - - - - 47. 
u3. Przykład do liczby 82 - - - - - 48. 
Objaśnienie i używanie tablicy logarytmów liczb - 49. 
Objaśnienie tablicy logarytmów wstaw i stycznych - 55. 
Tablica "logarytmów liczb - 5q. 
' lablica logarytmów wstaw i stycznych - - 70. 
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POCZĄTKI TRYGONOMETRYI PŁASKIEJ. 

1 . * » szystkie figury prostokreślne mogą by<5 iia trój-
kąty prostokrćśine albo zamienione, albo rozebrane, przez 
linije proste do wszystkich kątów ciągnione i punktu 
wziętego w wierzchołku kąta, na boku lub wewnątrz iigu-
ry, więc do poznania własności jakichkolwiek ligur pro-
stokreślnych i do ich wymierzania, dość jest wiedzieć 
własności i sposob mierzenia trójkątów. 

2. W każdym trójkącie mamy do uważania sześć 
rzeczy: trzy boki i trzy kąty. Wszystkie te rzeczy tak z sobą 
się wiążą, iż wartość jednych zależy od wartości drugich; od 
długości np. jednego boku i różnej jego do dwóch innych 
pochyłości, zależy długość tych dwóch boków i pochyłość 
ich względem siebie, a zatem i wielkość powierzchni trój-
kąta; przeto nie mogą wszystkie razem mieć wartości do-
wolnej, ale tylko pewna ich liczba; więc gdy niektórym 
z nich będzie nadana wartość jakakolwiek, wartość innych 
pozostałych powinna być oznaczona stosownie do warto-
ści pierwszych. 

5. Żeby tilość niewiadomą znaleść, 'trzeba ją poró-
wnać z inną ilością wiadomą tegoż samego gatunku; z tego 
porównania wypada stosunek , który złączony z drugim 
stosunkiem wiadomym złożonym z liczb ogólnych, daje pro-
porcyą służącą do ocenienia ilości nieznanej; więc w trój-
kącie szukając boku, trzeba go stosować do boku, szukając 
kąta trzeba go stosować do kąta, i ten stosunek złączyć 
ze stosunkiem ułożonym z liczb ogólnych; ostatni stosunek 
nie może być wyprowadzony z ilości tego gatunku, jakie-
go jest ilość szukana, bo do ułożenia dwóch stosunków , 
trzeba czterech wielkości, a w trójkącie mamy tylko trzy 
ilości jednego gatunku, albo trzy boki, albo trzy kąty, lecz 
musimy go wyprow adzać z ilości gatunku odmiennego ; i 
tak, szukając boku trzeba go stosować do boku wiadomego, 
a ten stosunek złączyć ze stosunkiem utworzonym ze zna-
jomych kątów ; i wzajemnie dochodząc wartości kata, na-
leży go stosować do kąta wiadomego, a stosunek ztad 
wynikający zfównać ze stosunkiem ułożonym ze znajo-
mych boków ; ztąd wypada, że do znalezienia w trójką-
cie boku, trzeba mieć yriadomy bok jeden i stosunek, mię-
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dzy dwoma katami, do znalezienia kąta, trzeba mieć kąt 
wiadomy i stosunek między bokami, toiest trzeba mieć 
jednę rzecz gatunku tego samego, jakiego jest rzecz szu-
kana i stosunek między dwiema rzeczami gatunku drugie-
go. Z tej przyczyny w trójkącie , w którym znajome są 
tylko trzy boki, nie możemy od razu znaleść wartości ką-
tów, lecz dla ich otrzymania dzielimy takowy trójkąt na 
dwa trójkąty, z którychby każdy prócz boków, miał je-
scze kąt jeden wiadomy, toiest dzielimy na dwa trójkąty 
prostokątne. W trójkącie zaś, w którym wiadome są tyl-
ko trzy kąty, boków nie znajdziemy, bo nie mafaiy do cze-

fo ich stosować, i równość odpowiednych kątów w troj-
ątach stanowi tylko ich podobieństwo, lecz nie oznacza 

ich wielkości. Z tego wszystkiego wynika, źe w trójką-
cie dla znalezienia którejkolwiek z sześciu rzeczy, znać 
koniecznie trzy należy, między któremi przynajmniej 
jeden bok znajdować się powinien. 

4. Nauka podająca sposoby znalezienia w trójkącie pro-
stokreślnym trzech rzeczy niewiadomych z trzech wiado-
mych, między któremi przynajmniej jeden bok jest dany, 
nazywa się Try gonometryą prostokreślną (trigononietria 
rectilinea), lub z przyczyny znajdowania się trójkąta pro-
stokreślnego na jednej płasczyznie, Trygonomctryą płaską 
{trigonometria piana), (a) Szukanie zaś rzeczy niewiadomych 
nazywa się rozwiązaniem trójkąta; przeto wyrażenia szu-
kać w trójkącie rzeczy niewiadomy ch i rozwiuzy wać trój-
kąt jedno i toż samo znaczą. 

5. Ponieważ w trójkącie dla znalezienia kąta, trzeba 
mieć wiadomy kąt i stosunek między dwoma bokami , a 
dla znalezienia boku, trzeba mieć wiadomy bok i stosunek 
między dwoma kątami, aże stosunek między kątami trój-
kąta nie iest równy stosunkowi między jego bokami, jak o 
tern możemy się naywidoczniej przekonać na trójkącie 
prostokątnym równoramiennym, w którym każdy kąt ostry 
jest połową prostego, ramiona zaś kąta prostego są wię-
ksze od połowy przeciwprostokątnej , dla tego starano się 
wprowadzić inne wielkości , któreby miejsce kątów mogły 
zastąpić i między sobą miały stosunek równy stosunkowi 
między bokami. Nie można było użyć łuków mierzących 
kąty, bo stosunki między łukami będąc równe stosunkom 

(a) P o wyrazu Trygonometrya dodajemy wyraz prosfolreslna, lub 
pfnska, illa różnicy od innej Tryonometyy i nazwanej Trygono-
•mf/ryą kulista (Trigonoinetria sphocrica>, która uczy znajdowa-
nia trzech rzeczy niewiadomych w tro'jkącie kulistym utworzo-
nym ha powierzchni kuli z przecinających sie łuków kół wiel-
kich, a która stanowi naukę osobną ocl try^onometry i płaskiej. 
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między kątami nie są tem samem równe stosunkom mię-
dzy bokami trójkąta;, Jeez uważając że z cięciw łuków ja-
kiegokolwiek koła można ułożyć trójkąt podobny do trój-
kąta. który mamy rozwiązywać, wniesiono, iż jeźliby w ja-
kiemkolwiek ^ole były wyrachowane podług jednej miary 
wartości cięciw wszystkich łuków, zaczynając od łuku naj-
mniejszego aż do półokręgu koła, którego cięciwa iest 
największa, i ułożone w tablice obok wartości łuków przez 
nie podpartych wyrażonych w stopniach, z trzech takowych 
cięciw, możnaby ułożyć trójkąt, każdy wr nim kąt ważył-
by" połowę łuku mu przeciwnego, przeto znając w tym 
trójkącie stosunek między kątami, znaleźlibyśmy z tablic 
stosunek między cięciwami łuków ważących dwa razy wię-
cej od kątów; i wzajemnie wiadomy stosunek między cię-
ciwami, odkryłby stosunek między łukami, a tein samem 
między ich połowami, to jest między katami trójkąta ; a 
jeźliby trójkąt ułożony z cięciw był podobny do trójkąta 
danego, stosunki między odpowiednemi ich bokami byłyby 
równe, przeto mając wiadomy stosunek między bokami 
trójkąta danego, byłby wiadomy stosunek między bokami 
odpowiednemi trójkąta złożonego z cięciw, tablice zaś po-
kazałyby stosunek między łukami przez nie podpnrtemi, 
a tein samem między ich połowami , tojest między kąta-
mi; a że te kąty są równe kątóm trójkąta danego, przeto 
wiedząc jednego z nich wartość, znaleźlibyśmy inne; i wza-
jemnie znając stosunek między kątami trójkąta danego, 
mielibyśmy tein samem stosunek między kątami trójkąta 
złożonego z cięciw, a zatem i miedzy łukami dwa razy 
więcej ważącemi, z tablic zaś znaleźlibyśmy stosunek między 
ich cięciwami, który byłby także stosunkiem między boka-
mi trójkąta danego, w iedząc przeto wartość boku jedne-
go, otrzymalibyśmy wartość bokow innych. Z tego powo-
du na miejscu stosunku między kątami zaczęto z począ-
tku używać stosunku między cięciwami łuków dwa razy 
większych; później, dla uniknienia brania połowy kątów 
lub ich podwajania, wzięto stosunek między połowami cię-
ciw; w dalszym czasie odkryto związek między cięciwa-
mi lub ich połowami a innemi linijami prostemi dotykają-
cemi się koła, lub je przecinającemi, i stosunków między 
temi linijami zachodzących użyto, równie jak stosunku mię-
dzy połowami cięciw, na miejscu stosunku między kąta-
mi. — Wszystkie linije proste , między któremi stosunek 
używa się na miejscu stosunku między kątami, zowią się 
linijami frygonometrycz?iemi (lineae trigonornetricae). 

6. Stosunek między kątami równa się stosunkowi mię-
dzy łukami tym samym promieniem z ich wierzchołków 
zakreślonemi między ich ramionami, dla tego linije trygo-
nomet^czne kątów, mogą się nazywać linijami trygono-
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metrycznymi łuków, i w dalszym ciągu bez żadnej różnicy 
będziemy używali jednego nazwiska Ta drugie, i co się po-
wie o linijacłi trygonometrycznych jakiegokolwiek łuku, to 
samo powinno się rozumieć olinijach trygonometrycznych 
kata przez ten łuk mierzonego i wzajemnie, (b) 

7. Ponieważ wszelki rachunek w trójkątach między 
bokami a kątami ma się odbywać za pomocą linij trygo-
nometrycznych , przeto wypada najprzód: poznać wszyst-
kie te lini-je, odkryć stosunki między niemi zachodzące, 
wyrachować ich wielkość względem jednej jakiejkolwiek 
miary na wszystkie kąty czyli łuki koła-, powtóre: ozna-
czyć stosunki tych linij do boków trójkąta, z czego wy-
prowadzimy sposoby znalezienia w trójkącie trzech rzeczy 
niewiadomych z trzech wiadomych, toiest, jak się zwy-
czajnie mówi, sposoby rozwiązywania trójkątów. 

8. Ola poznania linij trygonometrycznych zakreślam 
koło AFaf, promieniem wziętym od upodobania {fig. 1.), 
prowadzę w niern dwie średnice Aa, Ff, prostopadłe je-
dne do drugiej, dzielą one okrąg koła na cztery równe 
części AF, Fa, af. fA, które nazywam ćwiartkami koła; 
prowadzę znowu dwie średnice Be, -bN, dzielące każdą 
ćwiartkę na dwie jakiekolwiek części. — Uważam łuk AB, 
mniejszy od ćwiartki okręgu koła J)o promienia SA, 
prowadzę jednę prostopadłą BI) z końca B łuku AB, dru-
ga wywyższam z końca A, aż do spotkania się z promie-
niem SB przedłużonym. Linija BD nazywa się wstawą 
(&inn$\ linija AD wstawą odwróconą (sinus versus), linija 
AT styczną trygonometryczną (tangens trigonometrica), 
albo jednym wyrazem styczną (tangens), linija ST sieczną 
tr ygonometryczną (secans trigonometrica). albo jednym w y -
razem sieczną (secaiIS) kąta ASB, albo łuku AB. 

Podobnie w kącie BSF. prowadząc do promienia SF, 
z końca B łuku BF, prostopadłą BC, a 7, końca F pro-
stopadłą FP, aż do spotkania się z promieniem S'B prze-
dłużonym. mamy. kąta BSF, albo łuku BF1 wstawę BC, 
wstawę odwróconą CF. styczną FP, sieczną SP. Aże łuk 
BF jest dopełnieniem łuku AB do ćwiartki okręgu koła (c) 

(b) Właściwie mówiąc kąt należy do tryijonometryi płaskiej, a luk da 
try^onometryi kulistej; przeto jedne i też same linije służą za-
równo obu trygonometryom tak płaskiej, jak kulistej. 

(c) Uważając kąt jakikolwiek ostry lub rozwarty, drugi kąt będący 
różnicą między kątem uważanym a kątem prostj^m, nazywa się 
jego dopełnieniem do kąta prostego, lub jednym wyrazem dopeł-
nieniem (complementum). Ten zaś kąt, ktorj ' jest różnicą mię-
dzy kątem uważanym a dwoma kątami prostćmi nazywa się je-
go spełnieniem (supplemcntum) ; I tak kąta ASB dopełnieniem 
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przeto wstaw a, wstawa odwrócona, styczna, sieczna łuku 
BF, minoga się inaczej nazywać wstawą, wstawą odwróco-
ną, styczną, sieczną, dopełnienia łuku AB (sinus, sinus 
versus, tangens, secans complemcnti nrcus AB) albo przez 
skrócenie dostawą (cosinus), dostawą odwróconą (cosinus 
versus): dostyczną [cotangens), dosieczną (cosecans) łuku 
AB; i wzajemnie łuku AB. wstawa BD, wstawa odwróco-
na DA, styczna AT. sieczna ST, nazywają się dostawą, 
dostawą odwróconą, dostyczną, dosieczną. łuku BF. 

Wymienione te wszystkie linije nazywają się linijami 
trygonometrycznćmi, i służą do zastąpienia w rachunku 
miejsca kątów lub łuków. 

Opisanie każdej linii trygonometrycznej z wykreśle-
nia ich wynikające możemy dać następne: 

Wstawa łuku jest prostopadła spusczona z jednego 
któregokolwiek końca łuku napromień przechodzący przez 
drugi jego koniec. 

Wstawa odwrócona jest część promienia zawarta mię-
dzy końcem wstawy prostej a łukiem. 

Styczna jest prostopadła do promienia przechodzące-
go przez jeden koniec' łuku, z końca jego wyprowadzona 
aż do przecięcia się z promieniem przechodzącym przez 
drugi koniec łuku. 

Sieczna jest promień wzięty z swojem przedłużeniem 
kończącem się na stycznej. 

Dostawą zaś, dostawą odwróconą, dostyczną, dosiecz-
ną kąta ostrego, lub łuku mniejszego od ćwiartki okręgu 
koła, nazywa się wstawa, wstawa odwrócona, styczna, sie-
czna, kata lub łuku drugiego który jest pierwszego dopeł-
nieniem (d). 

9. VVidzimy że łuku AB dostawa BC, równa sie linii 
SD, wstawa BD równa się linii SC, jako boki przeciwne 
prostokątu CD, wstawa odwrócona Al) jest różnicą mię-
dzy linijami SA i SD; dostawa odwrócona CF, jest różni-

nazywa się lcąt BSF, spełnieniem kąt BSa; kąta ASB dopełnie-
niem przez nadmiar iest kąt bSF, spełnieniem bija, to samo si«j 
mówi i o łukach mierzących te kąty; łuku AB dopełnieniem jest 
łuk BF, spełnieniem BFa; łuku Ab, dopełnieniem przez nadmiar 
jest łuk bF, spełnieniem łuk ba. 

(d) Dla skrócenia w dalszym ciągu bedę pisał wst. wst.odu>'sty. sie. dost. 
dost.odw. dosty. dosie.A lub ASB. na miejscu ustawa, wstawa 
odwrócona, styczna, sieczna, dostawa, dostawa odwrócona , 
dostyczną, dosieczną łuku A lub kąta ASB ; także P. albo Pro; 

. I. albo log. na mityscu promień, logarytm. I tak ł.dost/B. 
znaczyć będzie : logarytm dostawy łuku AB; P.\dosty.ASĄ 
iłwiaczy, promień rozmnozoay przez dostyczną kąt» ASB. 
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ca między linijami 6'F i SC; z tego pojmujemy, iż można 
powiedzieć: że dostawa jakiegokolwiek łuku czy kąta , 
równa się części promienia zawartej między środkiem ko-
ja czyli wierzchołkiem kąta a końcem w sta wy tegoż łuku; 
wstawa odwrócona łuku jest różnicą między promieniem 
kreślącym ten łuk a jego dostawą; dostawa zaś odwróco-
na. łuku jest różnicą między promieniem a wstawą. 

10. Z opisania wstawy i stycznej poznajemy, że każ-
dego łuku może być podwójna wstawa i styczna, a tern 
samem podwojne wszystkie inne linije trygonometryczne. 
Np. łuku AB. mamy wstawę BlJ, dostawę SD, styczną 
A I\ sieczną ST; lecz jeźlido promienia SB spuścimy z koń-
ca A, łuku AB, prostopadłą AZ, a z punktu B wywyższy-
my prostopadłą BK, aż do spotkania się z promieniem SA 
przedłużonym, będzie także linija AZ wstawą, SZ dosta-
j ą , BX styczną, SX sieczną łuku AB. Aże dla przysta-
wania trójkątów SBD i S/IZ, linija BD = AZ; linija SD 
s = SZ', także dla przystawania trójkątów SATi SBX, linija 
A T= BX, linija STz=i SX', więc postrzegamy, że tego sa-
mego łuku, dwie wstawy są równe między sobą, dwie 
dostawy są równe jedna drugiej, i tak podobnie każda li-
nija trygonometryczna tegoż samego łuku. jest podwójna, 
lecz obie są równe miedzy sobą; ztąd wypada, że w robo-
cie można którąkolwiek z nich uważać. 

i i. Opisanie wstawy daje także nam poznać, że wsta-
wa jakiegokolwiek bądź łuku, iest połowa cięciwy podpie-
rającej łuk dwa razy większy. Jakoż jeźli wstawę B D 
przedłużymy aż do przecięcia się z łukiem w punkcie E, 
i do tego punktu poprowadzimy promień, trójkąty SDB i 
SDE, mając bok SD spoiny, boki SB, SE równe, i kąty 
przy D proste, mogą przystać, ztąd BD — DE, kąt BSD 
z= DSE', zatem linija BE jest dwa razy większa od BD, 
i kąt BSE dwa razy większy od kąta BSD, czyli łuk BE, 
dwa razy większy od łuku BA; więc widocznie sic okazu-
je, że wstawa BD łuku BA, jest połową cięciwy BE pod-
pierającej łuk B/JE dwa razy większy od łuku BA. 

i'j. Ztąd wypada, że jeźli łuk BAE jest szóstą częścią 
okręgu koła, cięciwa BE jest bokiem sześciokąta foremne-
go Wr koło wpisanego, a przeto równa promieniowi tegoż 
koła; wstawa BD łuku BA, będąc połową cięciwy BE, 
jest równa połowie promienia; lecz wr tym razie łuk AB 
jako połowa łuku BAE, jest dwónastą częścią okręgu ko-
ła. więc wstawa dwónastej części okręgu koła, czyli trze-
ciej części kąta prostego równa się połowie promienia. 

i3 . Jeźli weźmiemy łuk BA równy ósmej części o-
kręgu koła, to jest kąt ASB równy połowie kąta proste-
go, będzie trójkąt Bl)S równoramienny, bo i kąt DBS, ja-
ko dopełnienie pierwszego, równa się także połowie kąta 
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prostego, wiec boki BD, DS, są równe między sobą, to jest 
wstaw a i dostawa ósmej części okręgu kola czyli polowy 
kąta prostego, są równe jedna drugiej. Widzimy takoż że 
w trójkącie AST, kąty AST, ATS, są równe, a ztąd i bok 
AT = AS, tojest styczna polowy kąta prostego czyli ósmej 
części okręgu koła, równa się promieniowi tegoż kola. 

14. YYidzimy że w trójkącie prostokątnym AST, ra-
mie kąta prostego AS iest promieniem, drugie ramie 
AT jest styczną kąta mu przeciwnego ASB, a prze-
oiwprostokąłna ST, sieczną tegoż kąta; w trójkącie pro-
stokątnym SFP, ramie SF jest promieniem, drugie ranne 
FP dostyczną kąta ASB, czyli mu równego SPF dostycz-
nej przyległego, a SP dosieczną tegoż kąta; w trójkącie 
BI)S, przeciwprostokątna BS jest promieniem, ramie BD 
wstawą kąta przeciw nego BSD, a ramie SD dostawą te-
goż kąta; więc w każdym trójkącie prostokątnym, uważa-
jąc jedno ramie za promień, drugie ramie będzie styczna 
kąta jeniu przeciwnego, a przeciwprostokątna sieczną te-
goż kąta, albo drugie ramie będzie dostyczną kąta mu przy-
ległego, a przeciwprostokątna dosieczną tegoż kąta; uwa-
żając zaś przeciwprostokątna za promień, będzie jedno ra-
mie kąta prostego wstawą kąta jemu przeciwnego, a dru-
gie ramie dostawą tegoż kąta. Ztąd wypada, że w trój-
kącie prostokątnym, jeźli kąt jeden jest trzecią częścią ką-
ta prostego, bok jemu przeciwny jako jego wstawa, będąc 
połow'ą promienia (12), jest równy połowie przeciw prosto-
kątnej. 

J5. Znając linije trygonometryczne jednego łuku ABt 
i w iedząc ich opisanie, łat w o pojąć możemy, co^się dziać 
będzie z niemi, i jakie będą wypadały, gdy się łuk będzie 
powiększał, lub zmniejszał. Przypusczając że łuk AB 
zmniejsza się, jego wstawa BD, styczna AT, sieczna ST 
także sie zmniejszają; dostaw a zaś BC czyli SD, dostyczną 
FP , dosieczną SP, powiększają się: więc biorąc luk bar-
dzo mały, to jest bliski granicy ilości zmniejszających się, 
którą granicą jest zero, wstawa jego i styczna są także 
bardzo małe i bliskie granicy o, sieczna mało co większa 
od promienia, dostawa zbliża się do równości z promie-
niem; dostyczną zaś i dosieczną są bardzo wielkie, i przy-
stępują do równoległości z sobą: przeto biorąc łuk w gra-
nicy jego ubywania, wszystkie także linije trygonometry-
czne biorą się w granicach, do których się zbliżały, i dla 
tego mówi się, że kiedy łuk jest równy zeru, to jest uwa-
żając go w samym początku, wstawy i stycznej nie masz 
żadnej, czyli są równe zeru, dostawa i sieczna, każda 
z nich jest rów na promieniowi, dostyczną i dosieczną bę-
dąc prostopadłe do promienia SF, a przez to do siebie ró-
wnoległej nigdzie iię nic przecinają, zatem są nieskończe-
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nie wielkie ( 0 0 ) , tojest większe od wszelkiej ilości na-
znaczyć się mogącej. 

16. Gdy łuk w pierwszej ćwiartce okręgu koła powiększa 
się, wstawa, styczna, sieczna powiększają s ię , a dostawa, 
dostyczną, dosieczną zmniejszają się: gdy łuk przystępuje do 
czwartej części okręgu koła, wstawa i dosieczną zbliżają 
się do promienia, styczna i sieczna zbliżają się do grani-
cy wzrostu, to)est do cc , dostawa i dostyczną do grani-
cy ubywania, tojest do zera; więc kiedy łuk staje się ró-
wny ćwiartce okręgu koła , Jinije trygonometryczne biorą 
się w granicach, do których się zbliżały; tojest, wstawa i do-
sieczną równe są każda promieniowi SF, i wtedy wstawa 
nazywa się wstawą całą, (sinus totus^ z przyczyny, iż jest 
największa; styczna i sieczna są nieskończenie wielkie, bo 
styczna przypada w kierunku linii AT, sieczna w kierun-
ku promienia SF, przeto są do promienia SA prostopadłe, 
a do siebie równolegle, zatem nigdzie się nie schodzą; do-
stawa i dostyczną są równe zeru. Ztąd wypada, że wy-
razy wstawa cała, wstawa największa, promień, jedne i tęa 
sanie rzecz znaczą. 

17. Luku kończącego się w drugiej ćwiartce okręgn 
koła np. tak AFb, wstawą jest linija bd, styczną At, siecz-
ną St, wstawą odwróconą Ad, dostawą zaś, dostyczną i 
dosieczną są: wstawa, styczna i sieczna łuku bb, który jest 
dopełnieniem łuku AFb, przez nadmiar; jest przeto dosta-
wą bg czyli dS, dostyczną Fp, dosieczną Sp. Więc po-
strzegamy, że gdy łuk od ćwiartki koła dalej powiększa się, 
nie dochodząc jednak do półokręgu, wstawa, styczna i sie-
czna zmniejszają się, a dostawa, dostyczną, dosieczną po-
większają się, 1 im bliżej łuk przystępuje do półokręgu, 
tem bardziej wstawa i styczna zbliżają się do granicy uby-
wania, to jest do zera, sieczna i dostaw a do promienia , 
dostyczną i dosieczną do granicy wzrostu, tojest do oo j 
więc gdy łuk stanie się równy pólokręgowi, linije trygo-
nometryczne biorą się w granicach do których się zbliża-
ł y ; przeto, wstawa i styczna są równe zeru , dostawa i 
sieczna są równe każda z nich promieniowi, dostyczną i 
dosieczną są co ? toiest wszystkie linije trygonometryczne 
wypadają takie same, jakić były w początku łuku. 

18. Gdy łuk stanie się większym od półokręgu koła, i 
skończy się w trzeciej ćwiartce np. łuk AFbe; wstawą je-
go jest linija eh, styczną AT, sieczną ST; dostawą zaś do-
styczną i dosieczną są : wstawa, styczna, sieczna łuku ef 
dopełniającego łuk dany do trzech ćwiartek okręgu koła, 
jest przeto dostawą linija ell, czyli Sh, dostyczną fn, do-
sieczną Sn; ze wszystkiemi temi linijami to samo uę dzie-
je, co się działo w pierwszej cwiartce okręgu koła, i gdy 
luk stanie się równy trzeni ćwiartkom okręgu ; tojest AFaft 
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linije trygonometryczne będą takie same, jakie są łuku AF 
równego jednej ćwiartce okręgu. 

nj. Biorąc łuk AFafN, kończący się W czwartej 
ćwiartce okręgu koła, jego wstaw a jest No. styczna At, sie-
czna Sł', dostawą zaś, dostyczną, dosiecznę są wstawa. sty-
czna, sieczna łuku JŃ, będącego różnicą między łukiem 
uważanym. AFafN, a trzema ćwiartkami okręgu AFaf, 
przeto jest dostawą GN czyli So, dostyczną Ji\l, dosie-
czna SM) i z terni wszystkiemi linijami to samo się dzie-
je, co się działo w drugiej ćwiartce okręgu. Gdy zaś łuk 
stanie się równy całemu okręgow i koła, tojest gdy koniec 
łuku zejdzie się e początkiem, linijc trygonometryczne te 
same będą, jakie były w początku. 

20. Je źli nakoniec Weźmiemy łuk większy od całego 
okręgu k^ła, np. luk AFaf AB. jego linije trygonometry-
czne będą te same, jakie ma łuk AB, będący różnicą mię-
dzy łukiem danym, a całym okręgiem koła raz lub tyle 
razy wziętym , ile razy tylko można go od łuku danćgo 
odjąć; więc, co służy linijóm łuku jednego, to samo się mó-
wi o linijach łuku drugiego. 

2 1 . Ponieważ wszystkie linije tygonometryczne prze-
chodząc z jednej ćwiartki koła do ćwiartki następnej, prze-
chodzą przez granicę swego wzrostu lub ubywania, a po 
tern przeyśriu zmniejszają się, jeźli się pierwiej powiększa-* 
ły, lub przeciwnie, powiększają się, jeźli się pierw iej zmniej-
szały, w ięc we wszystkich czterech ćw iartkach koła są tej-
że samej wielkości; nie możnaby zatem było poznać, do 
jakićgo łuku należą, gdyby się niczem od siebie nie różni-
ły. Na ten koniec do ich rozróżnienia użyto znaków (-{-) 
i (—); w'której zaś ćwiartce i którym linijóm takowe zna-
ki służą, możemy wyprowadzić z następnej uwagi : każda 
ilość doszedłszy granicy swego wzrostu lub ubywania, 
kończy swóy stan, w którym zostawała, a po przejściu 
za 'granicę przechodzi do stanu pierwszemu przeciwne-
go ; dla oznaczenia dwech stanów przeciwnych używa-
ją się znaki dodawania (-{-), i odciągania'(—); przeto i 
linije trygonometryczne nazywając w jednym stanie doda-
tnemi, po przejściu ich przez granice im odpowiedne wzro-
stu lub ubywania, trzeba nazywać odjemnemi. I takwsta-
Wy. ponieważ w punktach A i a przechodzą przez granicę 
ubywania, tojest przez zero , są nad średnicą Aa innego 
stanu, aniżeli pod tą średnicą; przeto nazywając je nad 
średnicą Aa dodatnemi, pod nią nazywać trzebaodjemne-
mi. Dostawy przechodzą przez granicę ubywania W pun-
ktach F i / , więc z prawej strony średnicy Ff) będa inne-
go stanu, aniżeli ze strony lewej, ztąd dostawy leżące" z pra-
wej strony średnicy Ff nazywając dodatnćmi, trzeba z le-
wej strony tej średnicy położone nazwać odjemnemi. — 

U 
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Styczne, ponieważ w punktach A i a przechodzą przez 
granicę nbywania, toiest przez o, a w punktach F i f , 
przez granicę wzrostu, tojest przez oo , są w każdej ćwiar-
tce innego stanu, aniżeli w ćwiartce poprzedzającej; 
lecz nie można, ani ich, ani dalszych linij trygonometry-
cznych zaćząć nazywać od upodobania w* którejkolwiek 
ćwiartce dodatnemi, lub odjemnemi, ponieważ, jak obaczy-
my niżej, wartość ich zależy od wartości wstaw i dostaw, 
przeto i stan ich zależy od stanu tychże linij; stosownie 
zaś do stanu wstaw i dostaw wypada: że styczna i dosty-
czną są doaatne, kiedy wstawa i dostawa są jednego stanu, 
albo obie dodatne, albo obie odjemne ; są zaś odjemne, 
kiedy wstawa jest w stanie przeciwnym względem dosta-
wy; sieczna jest jednego stanu z dostawą, a dosieczną 
jednego stanu ze wstawą; przeto, podług wyższego na-
zwania wstaw i dostaw, będą styczne i dostyćzne w i ej i 
3ej ćwiartce kola dodatne, w 2Ćj i 4ej odjemne ) sieczrte 
w jej i 4ei ćwiartce dodatne, w 2ej i 3ej odjemne; dosie-
czne w icj i 2Ćj dodatne, w 3ej i 4ej odjemne. 

22. Tablica następna pokazuje różność znaków linij 
trygonometrycznych we wszystkich czterech ćwiartkach 
koła ; przed linijami równćmi zeru , albo nieskończoności 
żadnego nic kładłem znaku. 

W końcu 4ćj ćwiartki tak samo jak w początku łuku. 
23. Widzimy że łuku AFb kończącego się w 2ej 

Ćwiartce ókregu koła wstawa jest bd, dostawa Sd, styczna 
At, sieczna St, dostyeżna Fp, dosieczną Sp', lecz Uważamy 
że i łuku ab mniejszego od ćwiartki okręgu kola a spełnia-* 
jącego pierwszy do półokręgu, wstawa jest także bd, do-
stawa Sd, dostyczną Fp, dosieczną Sp, styczna aK, sieczna 
SK, którć dla przystawania trójkątów SaK, i SAt, są rów-
ne odjjowiednie stycznej At, siecznej St łuku AFb; albo 
też łuku AN<j spełniającego z drugiej strony łuk AFb, wsta-
wa jest No, dostawa So, które dla przystawania trójkątów 
SoN i Sbd. są równe odpowiednie w staw ię bd, dostawie Sd 
łuku AFb-. styczna łuku AN jest At, sieczna St,^ dostyczną 
jest dosieczną S1YI, które dla przystawania trójkątów 
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SfM iSFp, równe są odpowiednie dostycznej Fp, dosiecźnej 
Śp. luku Alb. CQ pokazuje, że łuków spełniających się wza-
jemnie do pólokręgu linije trygonometryczne odpowiedne 
są równe między sobą co do wielkości bez żadnego wzglęT 
du n.a ich położenie, 

24. Biorąc łuk AFae kończący się w 3ej ćwiartce o-
^ręgu koła, jego wstaw a jest eh, dostawą Sh, styczna AT, 
sieczna ST, dostyczna fn, dosieczna Srv, lecz postrzegamy 
ic Lakże łuku aę, będącego różnicą między łukiem uwa-
żanym AFae, a półokręgiem koła AFa, wstawą jest linija 
e/i, dostawą Sh, dostyczną fn,, dosieczna S/i, styczną am, 
sieczną Sm, które dla przystawania trójkątów Sani i SAT, 
równe są odpowiednie stycznej AT, siecznej ST, łukn AFae; 
albo też łuku AB równego łukowi ae, będącego także ró-
żnicą między łukiem uważanym AFae, a półokręgiem Bae, 
wstawa jest JJD, dostawą SD, które dla przystawania trój-
kątów SDB i She, równe są odpowiednie wstawię eh, do-
stawie Sh łuku AFąe\ styczna łuku AB jest AT, sieczna 
ST, dostyczna FS, dosieczna SP, które dla przystawania 
trójkątów SFP, Sfn, rpwne są odpowiednie dostycznej fn, 
dosiecznej Sn łuku AFąe) \v\yc widzimy że linije trygono-
metryczne łuku większego od półokręgu koła , są równe 
odpowiednie linijom trygonometrycznym łuku mniejszego 
od ćwiartki okręgu koła, będącego różnicą między łukiem 
uważanym a półokręgiem koła. 

26. Luku AFafN większego od trzech ćwiartek okrę-
gu koła, a mniejszego od całego okręgu koła, wstawa jest 
No, dostawa So, styczna At, sieczna St, dostyczna JM, do-
sieczna SM-, lecz i łukn AN mniejszego od ćwiartki okręgu 
koła, a spełniającego łuk AFafN do całego okręgu, linij* 
trygonometryczne są też same; z tego wypada, ze dwóch 
Juków spełniających siebie do całego okręgu koła. linije 
trygonometryczne odpowiedne są równe między spbą cp 
do wielkości, 

Jiiorąc nakoniec łuk AFafAB, większy od całego 
okręgu koła, widzimy że jego linije trygonpmetryczne są 
też same, jakie są łuku AB; ztąd w nosimy, że łuk większy 
od okręgu koła, ma te same linije trygonometryczne, jakie 
ma łuk będący różnicą między łukiem uważanym a okrę-
giem koła, raz lub tyle razy wziętym, ile razy tylko mo-
żna go od łuku uważanego odjąć. 

27. Ponieważ linije trygonometryczni jakiegokolwiek 
łuku większego od 4tej części okręgu koła, są też same 
co do wielkości, jakie są łuku mniejszego od ie j części o-
kręgu, ze znakami tylko im stosownemi, przeto, aby mieć 
linije trygonometryczne jakichkolwiek bądź łuków, dość 
jest mieć linije trygonometryczne łuków wszystkich za-
wartych yv ćwiartce okręgu koła; lecz że wstawa, sty-
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czna, sieczna, łuku mniejszego od ćwiartki okręgu koła, 
jest razem dostav^ ą, dostyczną, dosieczną Juku drugiego do-
pełniającego łuk pierwszy do ćwiartki okręgu koła, więc 
dla otrzymania linij trygonometrycznych wszystkich łu-
ków zawartych w ćwiartce okręgu, trzeba znaleść, albo 
wszystkie linije trygonometryczne łuków wszystkich za-
wartych w połowie ćwiartki okręgu koła, albo tylko wsta-
wy , styczne i sieczne łuków wszystkich miesczących się 
w całej ćwiartce okręgu, 

23. Ponieważ każda linija trygonometryczna w tem 
samem kole, odpowiada kilku łukóm różnej wielkości, prze-
to w rachunku, do którego wchodzą łuki rozmaite, należy 
dawać wielką baczność na znaki służące tym linijom, dla 
untknienia omyłki w braniu łuku odpowiednego, ażeby 
większego nie wziąć na miejscu mniejszego, lub przeciw-
nie, W Astronomii, gdzie długość i wznoszenie się prosto 
ciał niebieskich rachuje się od zera przez cały okrąg koła, 
uwaga na znaki od uwagi na wielkość linij trygonome-
trycznych powinna być nieoddzielna; lecz .w trygonometryi 
płaskiej, maiąc tylko do czynienia z kątami mniejszemi od 
dwóch kątów prostych, i prędko mogąc poznać , jakiemu 
linija trygonometryczna odpowiada kątowi , ostremu lub 
rozwartemu, nie dajemy żadnej baczności na znaki, 

29. Wszystkie linije trygonometryczne, aby mogły 
być porównywane jedne z drugiemi, powinny mieć spoiną 
miarę , dla tego t rzeba je wyrazić w częściach jedności 
statecznej. Za takową jedność, tojest za miarę porówny-
wania, bierze się promień, jako ilość nieodmiemajaca się 
w tem samem kole-— Wartość jemu nadawać można od 
upodobania, lecz pospolicie teraz naznacza się alba 1, alba 
liczba złożona z jedności mającej po sobie zer ilekolwiek 
np. io;ioo;iooo; i t. d, 

30, Z linij trygonometrycznych i z promienia, jak 
widzimy na figurze, składają się trójkąty podobne, których 
boki są proporcyonałne, więc między linijami trygonome-
trycznymi zachodzą pewne stosunki stateczne : które w y -
prowadzimy następnym sposobem, 

1 ód. Z trójkątów podobnych SDB, SAT mamy pro-
poroyą: SD;BD~SA:AT; czyli dosiaAB:wstAB^P:siyABi 
z tej proporcyi możemy wyrazić którykolwiek wyraz przez 
wyrazy inne, i tak np. styczna, nazywając łuk AB, jedną 
literą A, będzie 

Z tvchże samrch troikatówr mamy : 
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Mamy jescze i tę proporcya: 
JW : SB=r: AT: ST-, czyli, wstA :P = styy* : ńeA-, 

-jre. Z trójkątów podobnych SCB, SFP, mamy: 
SCi CBz=SF: JP ; czyli, wst A; dosta/Z = P : dosty//, 

Z tvcbże samvch troikatów mamv 

tojest: dostawa jakiegokolwiek łuku równa się pierwiast-
kowi kwadratowemu wyciągniętemu z różnicy między kwa-
dratem z promienia a kwadratem ze wstawy tegoż luku. 

Podobnym sposobem postępując możnaby wyprowa-
dzić inne stosunki, między linijami trygonometrycznemi 
zachodzące, lecz na początki trygonometryi, liczba stosun-
ków znalezionych jest dostateczna* 

3 i . Takowe stosunki między linijami trygonometry-
cznemi zachodzące pokazują, że skoro mieć będziemy w y -
rachowane niektóre tylko linije trygonometryczne podług 
]ednego promienia, znajdziemy za pomocą tych stosunków 
wszystkie inne linije, w częściach tegoż samego promienia. 
Zastanawiając się zaś nad składem tych stosunków po-
strzegamy, ze znajomość wartości wstaw i dostaw, bardzo 
łatwo da poznać wartość innych linij trygonometrycznych, 
przeto całe nasze staranie powinniśmy obrócić na wyra-
chowanie wstaw i dostaw wszystkich łuków. 

Wiemy że wstawa ćwiartki okręgu koła równa się 
promieniowi, wstawa trzeciej części ćwiartki równa się 

fiołowie promienia , z t3rch dwóch wstaw wiadomych na-
eży wyrachować wstawy i dostawy wszystkich innych 

łukówr ; do czego potrzebna jest znajomość dwóch podań 
następnych: 
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3orf. Z wiadomej wstawy i dostawy łuku danego, zna-
leść wstawę i dostawę łuku dwa razy większego, lub dwa 
yazy mniejszego. 

2fc~> /j wiadomych wsław i dostaw dwóch jakichkol-
wiek łuków danych, znaleść wstawę i dostawę łukuj ró-
wnego ich sumniie lub różnicy. 

32. Znaleść wstawę i dostawę łuku dwą razy większe-
go od łuku danego, fig.'2. 

Niech będaie łuk AB, którego wstawa AD, dostawa 
$D są wiadome; i drugi luk dwa razy większy A.BC, trze-
ba znaleść jego wstawą CF. 

Ponieważ łuk ABC jest dwa razy większy od. łuku 
AB. przeto łuk BC jest równy łukowi AB, zatem ich do-
stawa SD jtst spoina, wstawy AD, CD są równe, przypa-
dają w jeden pnnkt D, i składają liniją prostą AC', więc 
trójkąty ASD, ACF, mając kąt A spófny, katy D i i ' 'pro-
ste, a zatem i trzecie równe, są podobne, i dają propor-. 
cyą następująca: 

co nam pokazuje , że wstawa łuku podwójnego równa się 
podwójnemu iloczynowi ze wstawy przez dostawę łuku po-
jedynczego podzielonemu przez promień. 

Dla znalezienia zaś dostawy tego łuku, podług wiado-
mego sposobu (3o), robię kwadrat ze wstawy znalezionej, 
odejmuję od kwadratu promienia, z reszty wyciągam pier-
wiastek kwadratowy, a ten będzie dostawą szukaną. 

33. Znaleść wstawę łuku dwa razy mniejszego od łu-
ku danego, fig. 2. 

Niech będzie łuk ABC którego wstawa CF, a tem 
gamem i dostawa $F są wiadome y i łuk AB, dwa razy 
mniejszy 'od ABC, trzeba znaleść jego wstawę AD. 

Na ten koniec dostawę SF, odciągam od promienia 
\ otrzymuję w s t W ę odwróconą FA. W trójkącie pro-

stokątnym CFA, gdy kwadrat wstawy CF, i kwadrat wstą-
w y odwróconej FA, dodam w jednę summę, otrzymam 
kwadrat z linij AC, pierwiastek wyciągnięty oznaczy sa-
rnę liniją AD, połowa zaś jego będzie szukaną wstawą AD. 

Albo tak. Troikatv AS U, ACF podobne dają, 

dłieląc oba wyraay pierwszego stosunku przez 2, mamy, 

ztąd widzimy, że wstawa łuku dwa razy mniejszego, jest 
średnią ilorazowo proporcyonalną między połową promie-
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nia a wstawą odwróconą łuku danego; więc pierwiastek 
kwadratowy wyciągnięty z mnogości zrobionej z połowy 
promienia przez wstawę odwróconą łuku danego, pokaże 
wielkość wstawy szukanej łuku dwa razy mniejszego. 

54. Znaleźć dostawę łuku dwa razy mniejszego od 
łuku danćgo, tojest litują SD. fig. 2-. 

Mając wstawę AD, możemy znaleść dostawę podług 
prawidła podanego w liczbie 5o ; lec® można ją także o-
trzymać. sposobem następującym. Prowadzę linija CG\ 
trójkąty ASD FGC podobne, bo mają kąty D i F, proste, 
katy S i G, równe jako jednostronni, dają 

ł J AS: CG = SD: GF, 
a że z podobieństwa trójkątów ASD, AGC, widzimy* że 
jako bok AS jest połowę boku AG, tak i bok SD jest po-
łową boku GC, przeto dzieląc oba wyrazy pierwszego sto* 
snnk u nrzez 2 wypada 

tojest ; dostawa łuku dwa razy mnie jszego jest średnją 110* 
razowo proporcyonalną między połową promienia, a wsta-
wą odwróconą GF łuku GC, spełniającego łuk dany CA 
do półokręgu. W i ę c mając łuk dany, otrzymamy do-
stawę łuku dwa razy mniejszego, mnożąc wstawę odwró-
coną łuku spełniającego łuk dany do półokręgu przez po-
łowę promienia, i z tej mnogości wyciągając pierwiastek 
kwadratowy. 

35. Żnaleść wstawę łuku równego summie lub róim* 
ny dwóch łuków danych, fig. 3. 

Niech będzie łuk większy AB, który oznaczam lite-
rą A* a którego wstawa BE i dostawa SE, są wiadome 5 
i drugi mniejszy BC, który nazywam B, a którego wsta-
wa ĆF, i dostawa SF są także wiadome. 

Na łuku większym odcinam łuk BD równy łukowi 
BC, więc mamy łuk AC, równy summie dwóch łuków Ay 
i B, i łuk AD równy różnicy między łukami A i />'; pro-
wadzę łuku AC wstawę CG, i łuku AD wstawę DH-, ta-
kowe wstawy trzeba wynaleść. * 

Na ten koniec robie łuku BD, wstawę FD, przypa* 
da ona w punkt F; z punktu F prowadzę do promienia 
SA, prostopadłą F J , i do tegoż promienia, przez punkta 
F. i D) prowadzę równoległe FK, DL. Linije CF, FD, ja-
ko wstawy równych łuków są rówhe między sobą, i skła-
dają linija prostą." Trójkąty FLD, CKF, dla równości bo* 
ków CF 1 FD, 1 dla równości katów odpowiednych mo-

przystać, a ztąd wypada CK; a że FJ = r KG, 
DH LJ. lako boki nrzpnwnp nmctnlrat/yw? wiec 
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przeto cała'rzecz sprowadza się do znalezienia linij FJ, i CK. 
Linija FJ, znajdziemy z" trójkątów SBE, SFJ podo-

bnych; marny z nich bowiem 

Linija zas CA otrzymamy z trójkątów SBE, CKF, po-
dobnych, jako mających kąty K. ijE, proste, kąt CFK ró-
wny kątowi SBE, bo kąt KFS i z kątem CFK, z i kątem 
SFJ, równym kątowi jednostronnemu" składa kąt pro-
sty. Mamy 7, boków ich proporrya, 

a że linija CG jest wstawą ł u k u ^ C , który jest AB-\-BC 
=A-\-B", linija zaś DH jest wstawą łuku AD, który j e s t = 
AB—BDt=:A—B, więc na miejscu CG,DH, kładąc wy-
rażenia, wst (A-\-B), wst [A — B), i razem to łącząc mamy: 

to wyrażenie pokazuje, że mając wstawy i dostawy dwóch 
łuków, dla znalezienia wstawy łuku równego summie łu-
ków danych, trzeba zrobić dwie mnogości, jedne ze wsta-
w y łuku większego przez dostawę łuku mniejszego, drugą 
z dostawy łuku większego przez wstawę łuku mniejszego, 
i summę tych mnogości podzielić przez promień; różnica 
zaś między temiż mnogościami podzielona także przez 
promień oznaczy wielkość wstawy łuku równego różnicy 
między dwoma łukami danemu 

56» Znaleść dostawę łuku równego summie lub różni' 
cy dwóch łuków danych. 

Mając znalezione wstawy CG i DH, łuków AC, AD, 
możemy znaleść ich dostawy SG, SH, odciągając kwadrat . 
z każdej wstawy osobno od kwadratu z promienia, a re-
szty wyciągaiąc pierwiastek kwadratowy; lecz chcąc wy-
mieść dostawy nie znajdując ws taw, trzeba na rachowa-
nie ich wyprowadzić wzory. 

Uważamy, że dla przystawania trójkątów CFKiFDL, 
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rtąd poznajemy, że dla znalezienia dostawy luku równego 
summie dwóch danych łuków trzeba zrobić dwie mnogo-
ści, jednę z ich dostaw, a drugą z ich wstaw, odjąć drugą 
od pierwszej a resztę podzielić przez promień; dla otrzy-
mania zaś dostawy łuku równego różnicy między dwoma 
łukami, trzeba rzeczone mnogości zebrać w jednę summę 
i podzielić ją przez promień. 

57. Mając już znalezione wzorv na wyrachowanie 
wstawy łuku dwa razy większego, lub dwa razy nwiej-

1 szego, jako tez wstawy łuku będącego summa lub równicą 
dwóch łuków danych, możemy przystąpić do wyłożenia 
sposobu rachowania wstaw wszystkich iuków. 

Cały rachunek zaczyna się od znalezienia wstawy łu-
ku jednej minuty, którą otrzymamy z jakiejkojwiek w sta-
wy widomej, szukając wstaw łuków coraz dwa r^zy mniej-
szych, aż póki nie przyjdziemy d o w s t a v y łuku dość ma-
łego, któryby ledwo kilka minut zamykał; petem z tej u-
wagi że wstawy łuków małych niewiele się różnią od sa-
mych łuków, i że zmniejszają sie prawie w takim stoiun-

\ - c 
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ku, w jakim zmniejszają się same Juki, układając propor-
c j ą ; jak się ma łuk mały , którego wstawę mamy znale-
zioną, do łuku jednej minuty*, tak się ma wstawa znale-
ziona łuku małego, do wstawy łuku jednej minuty; którą 
z tej proporcyi otrzymawszy, wyrachujemy za pomocą wy-
żej pod liczbami 32, 35, i 35 dowiedzionych podań, wsta-
wy wszystkich innych Juków. 

58. Mamy podział okręgu koła dwojaki jeden na sto-
pni 56o, drugi na stopni 4oo. Obaczmy jak w każdym 
z nich moglibyśmy wyrachować wstawy nie używając po-
mocy dalszych części Matematyki. 

Biorąc podział okręgu koła na 5Go°, mamy wiadomi 
dwie wstawy ; jednę ćwiartki okręgu koła, tojest stopni 
90°, równą promieniowi; drugą dwónastej części okręgu 
koła, tojest stopni 5o°, równą połowie promienia; bierze-
my np. tę ostatnią, i z niej wyprowadzamy wstawy łuków 
coraz dwa razy mniejszych. Zakładając promień ras i» 
otrzymam wst.i5° sposobem następnym: znajduję dosta. 3o°, 
odciągając kwadrat ze wst.3o°, tojest kwadrat z o,5, któ-
ry jest o,25, od kwadratu z promienia*=: 1, a z reszty 
0,75 wyciągając pierwiastek kwadratowy, więc będzie do-
sta.3o° = o,866oa54, odjąwszy ją od promienia, mam 
wsta.odw.3o°=t=o,1339746; ztąd dla znalezienia wst.i5°, po-
nieważ wstawa łuku dwa razy mniejszego równa się pier-
wiastkowi kwadratowemu z mnogości zrobionej ze wsta-
w y odwróconej łuku danego przez połowę promienia (33), 
mnożę wst.odw.3o°, przez o,5, z tej mnogości wyciagam 
pierwiastek kwadratowy, i otrzymuję wst.i5°=:o,2588190; 
dla znalezienia dosta. i5° , używam sposobu pod liczbą 54 
podanego, który każe wst.odw.i5o°, jako łuku spełniającego 
łuk 5o° do półokręgu, rozmnożyć przez połowę promienia, 
z tej mnogości wyciągnąć pierwiastek kwadratowy ; wst. 
odw.i5o°, ponieważ jest summa (jak się można o tern ła-

* two z figury przekonać) z dosta 3o° i z promienia , będzie 
= i,H66oa54, mnożąc ją przez o,5 i wyciągając pierwia-
stek kwadratowy otrzymamy do»ta.i5° = 0,96592:18. Po-
dobnym sposobem postępując będziemy wyprowadzali 
wstawy i dostawy łuków co raz dwa razy mniejszych, i 
tak bedziemy mieli, 
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Z tej ostatniej wstawy znajdziemy wstawę łuku je-
dnej minuty, układając, podług rozumowania wyższego (5;), 
następną proporcyą : 

l ' ,7578125: 1 ' = ; o .ooo5no: wst. 1 ' 
ztąd wst. 1 ' 0,00029089 = 0,0002909 

Chcąc przestać na mniejszej liczbie znaków dziesię-
tnych , moglibyśmy szukać wst . i ' biorąc łuk większy np. 
56',25, albo I°52',5, i podobną jak teraz układając propor-
cyą : lecz im z większą liczbą znaków dziesiętnych chce-
my otrzymywać wstawy, tein mniejszy łuk i jego wstawę 
W proporcyą powinniśmy wprowadzać. 

T ę sarnę wartość wst.i ' znaleźlibyśmy zaczynając ra-
chunek od wst.Qo°=:i, tojest szukając wst. 45°, wst. 220 , 3o', 
i t. d. lecz robota byłaby dłuższa. 

59. Mając wst.i. 'znajdziemy wstawy łuków do kilku 
minut np. do 4' mnożąc wst. 1 ' , przez liczbę minut za-
mykajacyeh się w łuku, którego wstawy szukamy: i tak 
będzie. 

wstawy zas dalszych łuków otrzymamy sposonann pocia-
nemi na znalezienie wstawy łuku dwa razy większego lub 
będącego summa, albo różnicą dwóch łuków danych-, i tak 
np. chcąc znaleść wst.5', użyjemy sposobu podanego na 
znalezienie wstawy łuku będącego summa dwóch łuków, 
bo widzimy że 5' = 3' 4 - 2', wiec będzie (35) 

do czego trzeba mieć dosta.2', i dosta.3'; które ze wst.a', 
i wst. 3 ' , otrzymane sposobem wiadomym (3o) będą: 
dosta. 2' = 0,99019998; dosta. 3' = 0.9999996, przeto 
wst.5' = 0,0008027 X °>999999^ °;99Q999̂  X o,ooo58i8 
po wykonaniu działań, będzie wst. 5' = : o,ooi4544. 

Dla znalezienia zaś wst. 6', możemy użyć sposobu po-
danego (32) na szukanić wstawy luku dwa razy większe-
go, bo 6 = 2 X 3 ; więc będzie wst. 6 ' = 2 X w s t - 5 ' X ( l o s l a - 3 ' > 
tojest: wst.6' = 2 ) ( 0,0008727 X 0,9999996 = 0.0017453. 

Jeślibyśmy wprzód wynaleźli wst.6', aniżeli wst .5 ' ; 
wtedy moglibyśmy wst. 5', znaleść uważając łuk 5', jako ró-
żnicę między 6' i 1 ' : 

Podobnie postępując jak teraz postępowaliśmy w szu-
kaniu wst. 5', i wst. 6', otrzymywalibyśmy wstawy łuków 
coraz większych. VVstawy łuków będących podwójnemi 
względem łuków mniejszych nayłatwiej byłoby otrzymy-
wać sposobem podanym na znalezienie wstawy łuku dwa 
razy większego; na łuki zaś inne, które nie są podwójne-
mi, a są mniejsze od i5° , można używać sposobu danego 
na szukanie wstawy łuku równego summie lub różnicy dw óch 
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łuków danych ; na łuki zaś zawarte między i5® , a 3o°, 
naydogodniej byłoby używać sposobu danego na szukanie 
wstawy łuku będącego różnicą międ«y dwoma łukami da-
nemi, uważając łuk dany za różnicę między 3o°, a stoso-
wnym łukiem mniejszym, bo wst. 3o° = o,5 nie wiele ma-
jąc znaków skróci robotę. 

Wyrażone sposoby szukania wstaw nie są dość prę-
dkie, więc użycie ich na wszystkie łuki zawarte w całej 
ćwiartce koła nie prędkoby nas prowadziło do żądanych 
wypadków, dla tego używać ich potrzeba tylko do 3o°. 

40. Na łuki zaś większe od 3o°, wyprowadzimy spo~ 
sob znacznie skracający robotę, fig. 4. 

Niech będzie łuk AB = 3o°, odcinamy równe łuki 
BC, BI) więc łuk Al), o tyle stopni jest większy od 5o°, 
o ile AC jest mniejszy od 3o°, wstawy ich są DE, CF-, pro-
wadzę liniją CH równoległą do promienia SA, i cięciwę 
DC, do którey promień SB jest prostopadły, a przeto ją 
dzieli na dwie części równe DJ, JC, z których każda jest 
wstawą jednego z równych łuków BC, BI). Trójkąty pro-
stokątne SOF, DGJ, mając kąty przv G równe, mają tern 
samem i kąty GSE, GDJ równe, bo każdy z nich z kątem 
G składa kąt prosty, a że GSE =: 3o°, więc i GDJ = 3o°, 
przeto w trójkącie KDC, skoro kąt KDC =z 5o°, tojest ró-
wny trzeciej części kata prostego, bok KC jest połowa 
przeciwpro9tokątnej DC (i i), zatein równy jey połowie JC, 
więc KC2=zJCi', w tymże trójkącie KDC mamy KIP = 
J)C2— KC2', a że DC = Q.JC, przeto KD" = 4. ŻCa — JC* 
= 3.JC1, po wyciągnięciu pierwiastku kwradratowego, ma-
my KD = JCXy3'=z wstBCy<y 3 ; a że DE= KE-\- KD 
= r C F - i - KD, przeto wst AD = wst AC-\- wst i?C X V 3 , 
czyli wst( AB - f - BD) = wst (AB — BC) - f - w s t B C > < ^ 3 ; 
nazywając łuk BC, lub BD jedną literą A, a na miejscu 
łuku AB kładąc 3o° , wypada: 

wst (3o° -(- A) = wst (3o° — A)wst fiyCy 3. 
to pokazuje: że wstawa łuku o ilekolwiek stopni większe-
go od 5o°, równa się wstawię łuku o tyle stopni mniej-
szego od 3o°, nad to jescze wstawię łuku będącego różnicą 
między łukiem mniejszym lub większym a 3o°, mnożonej 
przez pierwiastek kwadratowy z liczby 3 , tojest przez 
IJ732oSo8; i tak np. wst. 35 = 3 wst. 25 ° - j - wst. 3-

t = o>,±226133-j- 0,0871357 i,732o3oB =1^0,37337&i. 
tego sposobu używając znajdziemy wstawy wszystkich łu-
ków od 3o°, do 6o°. 

41. Na wynalezienie zaś wstaw łuków zawartych mię-
dzy 60° a 90°, mamy jescze sposob prędszy od poprzedza-
jących. 

Naznaczyliśmy łuk AB •=.3o°, więc łuk BL-= 6o° > 
łuki BC, BD sa równe, więc łuk O tyle stopni jest 
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większy od 6o#, o ile stopni łuk LD jest mniejszy ed 6o°j 
łuku LC wstawa jest CH, łuku LD wstawa DM. Linija 
C Z / = K.HĄ-KC= DM-\-KC,sl że ( i 4 ) K C = J C = w s t BC, 

wiec wst LC = wst LD -Ą- wst BC-, 
tojest wst (LB-\-BC) = wst (LB — BD) - f - wst BC-, 

nazywając łuk BC, lub BD, literą A, a za LB, kładąc 6o°, 
wypada wst (6o°-j- A)~ wst(6o°—/?)4-wst A\ 
ztad postrzegamy, że wstawa łuku o ilekolwiek stopni wię-
kszego od 6o° równa się wstawię łuku o tyleż stopni mniej-
szego od 6o°, i wstawię łuku będącego różnicą między łu-
kiem danym a 6o°; i tak wst. 65'->; = wst. 55° wst. 5° . 

to jest wst 65° 0.8191521 0,0871557 = 0,906507. 
42. liiorąc zaś podział koia na stopni 4oo, a każdy 

stopień dzieląc na minut 100 i t. d. dla znalezienia wsta-
w y jednej minuty setnej, tojest wat.o°,oi, moglibyśmy za-
cząć rachunek, albo od wstawy czwartej części okręgu 
kota, równej promieniowi, albo od wstawy dwónastej czę-
ści okręgu, równej połowie promienia, tojest, zakładając 

promień ==1, albo od wst i o o ° = i , albo od wst., —-y—=o,5 

lecz dla prędszego przyjśćia do wstawy jednej minuty, do-
godniej jest tak, jak i w poprzedzającym rachunku, zaczy-
nać od wstawy równej połowie promienia; dla tego zaś, 

że dwónastej części okręgu koła, tojest 1 ° . ) * nie można zu-
pełnie wyrazić w ułamkach dziesiętnych, dalsze łuki co-
raz dwa razy mniejsze oznaczam ułamkami zwyczajnemi; 

majac w s t . = o , 5 ; i dosta. - ^ — = 0 , 8 6 6 0 2 5 4 , i szuka-
3 / >5 

jąc wstaw i dostaw łuków coraz dwa razy mniejszych, o-
trzymamy te same wypadki , co pierwićj, i tak będzie 
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Mając wst. o*,oi, znajdziemy wstawy wszystkich łu-
ków aż do ioo°, używając sposnbów podanych na szuka-
nie wstawy łuku dwa razy większego, lub będącego sum-
ma albo różnicą dwóch łuków danych. 

45. Mając wyrachowane wstawy Wszystkich łuków 
miesczących się w całej ćwiartce okręgu koła, zamykają-
cych stopnie i minuty, możemy łatwo znaleść wstawy łu-
ków zamykających stopnie minuty i sekundy. Uważamy 
bowiem, że, jeśli weźmiemy kilka łuków AB, AG, AC,(Jig.b.) 
nie wiele się między sobą różniących, i poprowadzimy ich 
wstawy BŁ, GH, CD, a przez koniec B, łuku najmniej-
szego, pociągniemy liniją BK, równoległą do promienia 
AS, linije CK, GL są różnice między wstawami CD, GIT, 
a wstawą BE; aże łuk BC, dla swojej małości, może być 
uważany za liniją prostą, trójkąty BKC, BIG, tnogą być 
wzięte za prostokreślne, zatem dadzą proporcyą następną: 
CK: GI= CB: GB; tojest : różnice mię Izy wstawami łu-
ków, nie wiele się jeden od drugiego różniąoycb, mają się 
jak różnice między samemi łukami. T a uwaga daje nam 
prędki sposób znalezienia wstawy łuku zamykającego sto-
pnie minuty i sekundy; bo jeźli założymy, że łuki AB, 
AG, AC są wiadome, łuki AB, AC zamykają stopnie i 
minuty, a łuk pośredni AG, zamyka stopnie minuty i se-
kundy, wstawy CD, BE, są także wiadome, a szukamy 
wstawy GH; widzimy, że dość jest znaleść liniją GI, któ-
rą dodawszy do wstawy BE, otrzymamy wstawę GH; tę 
zaś liniją GI znajdziemy z wyższej proporcyi, którą, prze-
mieniając stosunki, możemy tak wysłowić : jak się ma ró-
żnica między łukiem większym a mniejszym od danego, 
do różnicy między łukiem danym a mniejszym, tak się 
ma różnica między wstawą łuku większego a wstawą 
łuku mniejszego, do różnicy między wstawą szukaną a 
wslawrą łuku mniejszego; w tej proporcyi trzy wyrazy 
początkowe są wiadome, więc znajdziemy wyraz czwarty, 
który dodawszy do wstawy mniejszego łuku, otrzymamy 
wstawę łuku założonego. Ponieważ łuk BC bierze się za 
liniją prostą, więc powinien być ile można najmniejszy, 
dla tego pospolicie biorą się łuki AC, AB, o jednę tylko 
minutę różniące się między sobą; zakładamy np. podług 
dawnego podziału znaleść wst. io° 20' i5", na ten koniec 
bierzemy wst. io f l 2 o ' = o , 1793746, i w s t . 1 o° 2 1 ' = 0 , 1 7 9 6 6 0 7 , 

odejmując pierwszą od drugiej, mamy różnicę 2861, i po-
dług wyższego rozumowania układamy proporcyą; 1 ' czyli 
60" ; i 5 " : = : 2861 : x; z tądx = 7 i 5 , dodawszy tę liczbę do 
wst.10^20' = 0,1793746, otrzymujemy wst.iou2o'i5" = 
0 , 1 7 9 4 4 6 1 . 

44. Skoro mamy wstawy wszystkich łuków zawierają-
cych się w całej ćwiartce okręgu koła, mamy już razem 
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i ich dostawy, bo wstawy luków mniejszych od połowy 
ćwiartki, są dostawami łuków większych od jej połowy, 
a dopełniających pierwsze do całej ćwiartki, i wzajemnie; 
tak np. w" podziale kola dawnym wst- 4o2 = dosta.5ou, 
a wst. 5o £=dosta.4oQ ; w podziale zaś nowym wst. 4 o y = 
dosta. 60^, a wst. 6 o i = dosta. 4o°. 

45. Zamiast rachowania wstaw wszystkich łuków 
miesczących się w całćj ćwiartce okręgu koła, można by-
łoby rachować wstawy łuków zawartych w połowie tylko 
ćwiartki, lecz należałoby tychże łuków rachować dostawy, 
które mając, mielibyśmy tem samem wstawy i dostawy 
wszystkich, łuków zamykających się w całej ćwiartce o-
kręgu; lecz rachunek dostaw wymagając w niektórych lu-
kach mnożenia i wyciągania pierwiastków, jest dłuższy od 
rachunku wstaw, gdzie trzeba tylko mnożyć i dodawać; 
zatem dogodniej jest szukać wstaw wszystkich łuków ca-
łej ćwiartki. 

46. Z wiadomych wstaw i dostaw możemy wynaleść 
wszystkie inne linije trygonometryczne za pomocą stosun-
ków między temi łinijami zachodzących (3o); wyprowadzi-
liśmy z nich bowiem że: 

te wyrażenia pokazują, co należy robię dla otrzymania ka~ 
żdej linij; chcąc np. znaleść styczną jakiegokolwiek łuku* 
trzeba wstawę tego łuku rozmnożyć przez promień, a tę 
mnogość podzielić przez dostawę tegoż samego łuku. I tak: 
dla otrzymania sty. 4ofi w dawnym podziale koła , mnożę 
Wst. 4ou, która jest 0,6427876, przez promień = 1 , i dzielę 
przez dosta. 4o a , tojest przez 0 , 7 6 6 0 4 4 4 , więc będzie 

sty. 4o* = = 0,8590996; podobnie należy postę-

pować względem innych linij trygonometrycznych. 
47. W ynalezione wszystkie linije trygonometryczne 

piszą się porządkiem przy łukach, do których należą; zbio-
ry wartości łuków 1 linij trygonometrycznych im odpowia-
dających nazywają się' tablicami trygonometryczne mi (ta-
bulae tngonometricae). Układ takowych tablic jest dowol-
n y , dla tego przy każdych tablicach pospolicie znajduie 
się jego opisanie. 

48. Wyprowadziliśmy stosunki zachodzące między łi-
nijami trygonometrycznymi w jednem kole, i pokazaliśmy, 
jak za ich pomocą z wiadomej wstawy jednego łuku, znaj-
dują się wszystkie linije trygonometryczne innych łuków* 
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zakładając promień = i ; lecz promieniowi może byd dana 
Wartość rozmaita, przeto należy pokazać sposób otrzyma-
nia z wartości linij trygonometrycznych wyrachowanych 
podług jednego promienia, wartości tych samych linij po-
dług promienia innego ; na ten koniec, trzeba odkryć sto-
sunek zachodzący między linijami trygonometrycznemi je-
dnego gatunku łuków podobnych w kołach odmiennych. 

Niech będą łuki podobne AB, EG, pierwszy nazywam a, 
drugi A-, promień SB kładę p, promień SG kładę P, pro-
wadzę obu tych łuków wszystkie linije ^trygonometryczne. 

Z trójkątów podobnych SBD, SGH mamy, 
BD : GH= SB : SG; tojest, wst a : wst A—p: P ; 

jako też SD:SH=.SB : SG) tojest, dostaa: dosta//=p:P . 
Z trójkątów podobnych SAT, SEJ, mamy, 
AT:EJSA: SE ;'tojest, sty a: sty A = p : P-

także, .S7 1: SJ=.SA : SE', tojest, sie a : sie Az=, p : P ; 
Nakoniec z trójkątów podobnych SFQ, SLM, mamy 
FQ : LM = SF SL; tojest, dosty a : dosty A=p ; P; 

także, SQ : SM=;SF:SL', tojest, dosie a : dosie Az=p : P ; 
Te wszystkie proporeye widocznie pokazują, że linije 

trygonomytryczne gatunku jednego łuków podobnych mają 
się do siebie jak promienie koł, do których łuki należą. 

4g. Ztąd wypada, że majac wyrachowane linije trygono-
metryczne podług jednego promienia, otrzymamy ich war-
tość podług promienia innego, przez następną proporcyą : 
jak się ma promień podług którego tablica linij jest wyra-
chowana, do promienia założonego : tak się ma którakol-
wiek linija trygonometryczna z tablic, do wartości linij 
trygonometrycznej tegoż gatunku, podług promienia zało-
żonego. Zakładam np. łuk AB wstawa jego, kła-
dąc promień SBv=.\, jest = 0,1736482 , chcąc znaleść łuku 
podobnego GE, wstawę GH, kładąc promień SG=. 1000, 
układam proporcyą : 
1 :1000^=0,1736482": GH-, ztąd, GH— wst £ £ = 1 7 3 . 6 4 8 2 . 

5o. Z tego, że linije trygonometryczne łuków podo-
bnych w kołach odmiennych mają się jak promienie tych 
kół, wypada ; że stosunek którejkolwiek linii trygonome-
tryczne) jakiegokolwiek łuku w jednem kole do jego pro-
mienia, równa się stosunkowi linii trygonometrycznej tegoż 
gatunku łuku podobnego w drugiem kok do promienia te-
goż koła; ztąd idzie, że tablice linij t r y g o n o m e t r y c z n y c h 

pokazują tylko wielkości W7ględne, to jest stosunki tych 
linij do promienia, podług któregośmy rachowali ; w i ę c , 
jakkolwiek będziemy odmieniali promień, stosunki linij try-
gonometrycznych do promienia zo.;tp.ną też same, a przeto 
wypadek otrzymany z rachunku odbytego za pomocą linij 
trygonometrycznych, podług jakiegokolwiek promienia ra-
ohowanych, będzie zawsze ten sam bez żadnej odmiany. 
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51. Widzimy, że trójkąty podobne ASP, AGC (fig. 2.) 
dają proporcyą A D : AS = AC: AG, 
to iest, wstawa łuku AB, tak się ma do jego promienia , 

Łak się ma cięciwa łuku AC, dwa razy większego od łu-
tu AB, do średnicy; wiec stosunek wstawy jakiegokol-

wiek łuku do jego promienia, równa się stosunkowi cięci-
wy łuku dwa razy większego do średnicy; przeto zamiast 
rachowania stosunków łuków do promienia, możemy ra-
chować stosunki cięciw łuków dwa raz^ większych do śre-
dnicy, czyli inaczej mówiąc, zamiast rachowania wstaw 
odnosząc je do promienia, można rachować cięciwy odno-
sząc je do średnicy, 1 jako wstawy rachowaliśmy w ćwiart-
ce okręgu kola, tak cięciwy należałoby rachować w całem 
półkolu. 

52. Dla prędszego otrzymania wypadków w działaniach 
arytmetycznych z liczbami wyrażającemi linije trygono-
metryczne , zamiast liczb używają się pospolicie ich loga-
rytmy. Te są dwojakie, jedne w układzie Ne per a , które 
mają za grunt liczbę 2,17828... ; drugie w układzie lirig-
sa mające za grunt liczbę 1 0 ; te ostatnie dla powszechne-
go ich użycia, nazywają się zwyczajnymi, i o nich tylko 
ciągle tu będzie mowa. Gdybyśmy chcieli odbywać rachu-
nek logarytmów linij trygonometrycznych, moglibyśmy go 
wykonać w sposób następny, zaczynając od znalezienia lo-
garytmów wstaw i dostaw. Mamy wyrachowane wstawy 
i dostawy wszystkich łuków zawartych w cwiartce okrę-
gu kola , kładąc promień = i ; aże one są mniejsze'od 

1 promienia, więc liczby je oznaczające są ułamkami, a jako 
logarytmy ułamków są odjemnć, tak. i logarytmy wstaw 
byłyby odjemnemi; dla uniknienia tego, zakłada się pro-
mień podzielony na 10000000000. a podług sposobu wypro-
wadzonego pod liczbą 4g, otrzymamy z linij trygonome-
trycznych wyrachowanych podług promienia = 1, linije 
trygonometryczne podług promienia założonego; w tym 
razie najmniejszych nawet łuków wstawy będą wyrażone 
przez liczby całkowite, zatem ich logarytmy będą doda-
tne, i logarytm promienia będzie 10, a przeto łatwy do 
użycia we wszystkich działaniach. Po takowem przero-
bieniu, biorąc w tablicach logarytmów liczb zwyczajnych, 
logarytmy liczb wyrażających wstawy podług promienia 
= 10000000000, otrzymamy logarytmy wstaw; i tak tip. 
ponieważ wstawa iaej części okręgu koła równa się poło-
wie promienia, praeto podług dawnego podziału koła, bę-
dzie wst. 3 o - = Sooooooooo; tej liczby logar\tm zwyczaj-
ny 9,6989700, jest logarytmem wst. 3of l. Tym sposobem 
postępując otrzymamy logarytmy wstaw. wszystkich łuków 
vr całej ćwiartce okręgu koła zawartych. 

53. Mając logarytmy wstaw wszystkich łuków będzie-
D 
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my mieki tern samem logarytmy dostaw tychże luków, bo 
jako dwóch luków dopełniających siebie nawzajem do ćw iar-
tki okręgu koła, wstawa jednego jest dostawą drugiego , 
lak i logarytm wstawy jednego jest łogarytmem dostawy 
drugiego. 

5-i. Podobnie, gdy są w liczbach wyrażone podług za-
łożonego promienia inne linije trygonometryczne, takowych 
liczb logarytmy wzięte w tablicach logarytmów liczb zwy-
czajnych, będą lo$arytmann linij trygonometrycznych-, lecz 
skoro mamy znalezione logarytmy wstaw i dostaw, może-
my znaleść logarytmy innych linij trygonometrycznych za 
pomocą stosunków między niemi a wstawą lub dostawą 
zachodzących, bez poptzedniczego rachowania samych iiniu 
mamy np. 

ztąd, log. sty A = l.wst A - j- l .P — 1.dosta A-, 
tojest, logarytm stycznej otrzymamy , gdy do logarytmu 
wstawy, dodamy logarytm promienia, a od tej summy odej-
miemy logarytm dostawy tegoż samego łuku. 

ztąd, l.dosty A = I.dosta A — l.wst /l. 
Logarytm zaś siecznej i dosiecznej znajdziemy z wyrażeń 

te Wyrażenia uczą nas: ze od podwojonego logarytmu pro-
mienia odjowszy logarytm dostawy jakiegokolwiek łuku, 
otrzymamy logarytm siecznej tegoż łuku; odjowszy zaś od 
podwojonego logarytmu promienia logarytm wstawy, znaj-
dziemy logarytm dosiecznej. 

55. Wyrachowane logarytmy wszystkich linij trygo-
nometrycznych układają się w tablice, albo razem z sa-
memi linijami trygonometrycznemi, pisząc najprzód łuk. po-
tem linije trygonometryczne tego łuku. dalej logarytmy 
ttch* linij; albo też, jak bywa najczęściej, linije trygono-
metryczne opusczają się, a pisze się tylko łuk i obok nie-
go logarytmy linij trygonometrycznych tegoż łuku. Ta-
kowe tablice albo są ułożone na wstawy, styczne i sieczni 
wszystkich'łuków zamykających się w całej ćwiartce o-
kręgu koła, albo na wstawy, dostawy, styczne, dostyczne , 
sieczne, dosieczne łuków miescząeych się w połowie tylko 
ćwiartki. Jednym czy drugim sposobem będą ułożone, za-
wsze mamy logarytmy wszystkich linij trygonometrycznych 
jakichkolwiek bądź łuków. Lecz rzadko w których ta-
blicach znajdują się logarytmy wszystkich linij tr\gonome-
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t r y ć z n y c h , najpospoliciej umiesczają się logarytmy tylko 
wstaw i stycznych a tem samem logarytmy dostaw i do-
styc/.nych, logarytmy zaś siecznych i dosiecznych otrzy-
muj i się sposobem w poprzedzaiącej liczbie wyrażonym. 

* 56. Uskuteczniliśmy pierwszą część naszego założe-
nia; opisaliśmy linije trygonometryczne, pokazaliśmy sto-
sunki między niemi zachodzące, wyłożyliśmy sposób racho-
wania tak samych linij, względem jakiegokolwiek promie-
nia, na wszystkie łuki koła, jakoteż ich logarytmów; przy-
stępujemy teraz do części drugiej, tojest do wyłożenia sto-
sunków zachodzących między linijami trygonometryczne-
mi, a bokami trójkąta prostokreślnego, do czego służą na-
stępne twierdzenia: 

Twierdzenie I. W' każdym trójkącie prostokreślnym, 
boki tak sie mają do siebie, jak wstawy kątów im prze-
ciwnych brane podług jednego promienia. Fig. 7 i 8. 

Niech będzie trójkąt ABC, mamy dowieść, że; 
AC : BC = wst B: wst A. 
AC :AB= wst B: wst C. 
AB ; BC — wst C : wst A. 

Dowod. Bok mniejszy BC wchodzący w twierdzenie, 
przedłużam w tę stronę, gdzie się styka z bokiem więk-
szym, tak aby ze swojćm przedłużeniem był równy boko-
wi większemu AC, przedłużam np. do punktu D\ z punktów 
C i D prowadzę do boku trzeciego AB prostopadłe CF: 
DE. Trójkąty BDE, BCF podobne dają, 

BD : BC = DE: CF', 
Z punktu A ppomieniem AC, zakreślam łuk CH, a 
z punktu B promieniem BD łuk DG; linija DE (fig. 7 ) 
jest wstawą łuku DG , czyli kąta B, a w trójkącie roz-
wartokątnym (fig. 8.), jest wstawą kąta CBG, a tem sa-
mem i kąta mu przyległego CBA, jako spełniającego kąt 
CBG do dwóch kątów prostych; linija CF, jest wstawą łu-
ku CH, czyli kąta A, bok zaś BD=A(s, więc w proporcyi 
wyższej na miejscu BD, DE, CF, kładąc wyrażenia im ró-
wne AC, wst B, wst A, wypada, 

AC: BC = wst B : wst A. 
Stosowne uczyniwszy wykreślenie dowiedlibyśmy także,, iż 

AC : AB = wstB : wst.C. 
AB : BC = wstC : wst A. (e) 

(e) Moznaby icscze tego samego twierdzenia dowie ii, sposobem na-
stępnym; Trójkąt ABC (fig. 9) opisuję kglcin, i przez wierzcho-
łek kąta C nie wchodzącego w twierdzen ie , prowadzę średnicę CD, 
przez koniec jej D prowadzę do wierzchołków dwochkątów innych cię-
c i w y DA, DB, kąty DAC, DBC, j«ko lezące w półkolu są proste, 
więc jeźli liniją CD weźmiemy za promień , i z punktu D. zakreślimy 
koło, będzie bok BC wstawą kąta BDC, kok AC wstawą k ą t*ADC 
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Jeźlij boki AC, BC, są równe, kąty im przeciwne są 
równe, więc i wstawy ich będą równe; w tym razie jest 
rzecz widoczna, że boki mają się jak wstawy kątów im 
przeciwnych. 

57 Clicąc zaś to samo twierdzenie okazać na trójką-
cie prostokątnym ABC (fig. i i) , łatwo poznajemy, iż biorąc 
kąty ostre A i C, okaże się sposobem wyższym że 

AB: BC = wst C : wst A. 
Biorąc zaś kąty A i B, uważamy przeciwprostokątną ACza 
promień, i z punktu A zakreślamy łuk G'F; ramie BC jest 
w tym razie wstawą łuku CF, czyli kąta A, a przeciw-
prostokątną jako promień bierze się za wstawę kąta pro-
stego B, więc wypada : 

BC: AC = w s t A: P = wst A: wst B. 
Biorąc znowu kąty C i B, postąpimy, tak jak pier-
wiej, tojest przeciwprostokątną AC, uważamy za promień 
i z punktu C zakreślamy nią łuk AK: w tym razie ramie 
AB jest wstawą łuku AK, czyli kąta C, a przeciwprosto-
kątną jako promień bierze się za wstaWę kąta prostego By 
więc będzie 

AB : AC = wst C:P = wst C : wst 7?. 
Ostatnie dwie proporeye pokazują: że w trójkącie pro-

stokątnym jedno ramie kąta prostego, tak się ma do prze-
ciwprostokątnej, jak wstawa kąta przeciwnego ramienio-
wi uważanemu do promienia. 

58. 1'onieważ w trójkącie prostokątnym dwa kąty o-

więc jest AC : BC — Wst ADC: wst BDC 
aże kąt ADC = ABC ho mają wierzchołki na okręgu koła a ramiona-
mi obejmują jeden tenże sam łuk AC, i dla podobnej przyczyny 
kąt BDC — RAC, przeto na miejscu kątów ADC, BDC, kiadąc im 
rownć katy ABC, HAC, wypada 

AC ; BC?= wst ABC . wst R AC. 
Podobnym sposobem stosowne uczyniwszy wykrćs lcnic , można dowieść 

dwóch innych założonych proporcyj . 
Albo insczc tuk : Trójkąt A RC fig. 10) opisuję ko łem, i ze środka ko-
ła 5 , prowadzę na boki trojkat.t prostopadłe SD, SE. SF, które dzielą 
boki na dwie równe c z ę ś c i ; ponieważ, polowy mają się jak całości, 
będzie . AC : BC — CD. CE. 

AC: AB = CD : AF. 
AB : BC — AF : CE. 

Prowadzę promienie SA. SB, SC; linija CD jest wstawy l DSC, 
esyl i mu równego ARC; linija CE, jest wstawą kąta CoE, czyl i 
TÓWH^O jemu CAB; linija AF, jest wstawą kąta ASF, czyli jemu 
równręo ACB ; więc w pronorcyach w y ż s z y c h , na miejsca linij 
CD, CE, AF, kładąc wyrażenia wst B, wst A, w s t C , otrzymujemy 

AC : BC — wst B : wst A. 
AC : AB — wst B : wst C. 
AB .BC*. wst C : wst A. 
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stre składają kąt prost; , więc wstawa jednego jest dosta-
wa drugiego i wzajemnie, tojest wstA = dostaC, a dosta/l 
= = wst C; więc proporeye liczby poprzedzającej kładąc 
w nich dosta C, i dosta A, na miejscu wst A, i wst C, za-
mienią się 

pierwsza na AB: BC=. dosta A ; wst A. 
albo na AB: BC = wst C : dosta C. 
albo na AB: BC = dosta A : dosta C. 

druga na BC : AC = dosta C: P. 
trzecia na AB : AC = dost a A: P. 
Trzy początkowe z tych proporcyj pokazują, że w troj-» 

kącie prostokątnym jedno ramie kąta prostego, tak się ma 
do drugiego ramienia, jak dostawa kąta przyległego pier-
wszemu ramieniowi do wstawy tegoż kąta, albo jak. wsta-
wa kąta przeciwnego pierwszemu ramieniowi do dosta-
wy tegoż kąta albo Ijak dostawy kątów im przyległych. 
Z dwocli zaś ostatnich postrzegamy , że ramie kąta pro-
stego tak się ma do prżeciwprostokątnej, jak dostawa ką-
ta temu ramieniowi przyległego do promienia. 

5t). Pokazaliśmy (5o) że dost A : wst A = P: sty A, 
więc w proporcyi (58) AB:BC = dost A:\vslA, 
kładąc na miejscu stosunku dost A : wst A równy jemu sto- • 
sunek P: stv //, otrzymujemy AB • BCz= P : sty A, , n 
a że sty A = dosty C„będzie też AB : BC=P: dosty CS** 

Pokazaliśmy takoż, że dost A : P = P : siecz A, 
więc w proporcyi (58) AB: AC=dost A: P, 
kładąc na miejscu stosunku dost A tP. stosunek jemu równy 
P : siecz A. wypada AB : AC = P:;siecz A, . 
aże siecz A = dosiecz C, będzie tez AB: AC =z PidosieczC \ ' 

Pokazaliśmy jescze iż wst A: P = s t y A: siecz A, 
więc w proporcyi (5y) BC : AC = = wst A : P, 
kładąc na miejscu stosunku wst A : P , równy jemu stosu-
nek sty A :siecz. A, mamy BC : AC = sty A:i\cczA, r . 

czyli BC: / f C = d o s t y C : d o s i e C ^ 
Z tych wszystkich proporcyj teraz wyprowadzonych, 

postrzegamy; z prop: (A), że wr trójkącie prostokątnym je-
dno ramie kąta prostego tak się ma do drugiego, jak pro-
mień do stycznej kąta przeciwnego drugiemu ramienio-
wi, lub do dostycznej kąta jemu przyległego; z prop: (/i), że 
jedno ramie kąta prostego tak się ma do prżeciwprosto-
kątnej, jak promień do siecznej kąta przyległego temu ra-
mieniowi, lub do dosiccznej kąta jemu przeciwnego; z prop: 
(C), że jedno ramie tak się ma do prżeciwprostokątnej, jak 
styczna kąta przeciwnego temu ramieniowi do siecznej te~ 
goż kąta, lub jak dostyczną kąta przyległego temuż ra-
mieniowi do dosiecznej tegoż kąta. 

6q. Te same proporeye wypadną z uwagi, którąśmy 
>' "zynili w liczbie i i , że w trójkącie prostokątym , biorąc 
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jedno ramie za promień, drugie będzie styczną kąta mu 
przeciwnego, a pr zeci wproś tokątni sieczną tegoż kąta, i 
z tej własności linij trygonometrycznych, iż te linije je-
dnego gatunku łuków podobnych mają się jak promienie 
koł, do których łuki należą. Jakoż niech będzie trójkąt 
prostokątny ABC '{fig. 12.), w którym kąt B jest prosty; 
uważajac w nim którekolwiek ramie kąta prostego np.AB 
za promień, będzie ramie BC styczną, a przeciwprostoką-
tn î sieczną kata A. Na ramieniu AB wziętem za promień, 
z wierzchołka kąta ostrego A, odcinam liniją AJ), którą 
zakładam równą promieniowi, podług którego mamy wy-
rachowani tablice linij trygonometrycznych, albo tablice 
ich logarytmów. Z końca D, wywyższam prostopadłą DE, 
aż do spotkania się z bokiem AC, będzie ona styczną ką-
ta A, a linija AE, sieczną-tegoż kąta A tablicową. Linije 
BC, DE, będąc stycznćmi tegoż samego kąta A, czyli łu-
ków podobnych BF, DG, które promieniami AB, AJ), za-
kreślam, mają się jak promienie AB, AD. Linije AC, AE, 
będąc siecznemi tegoż kąta A, mają się też jak promienie 
AB, Al), przeto z nich można ułożyć następne proporeye : 

AB:BC=AD:DE; tojest, ^5 : i^C=P. tab : s ty . tab .^=P:dostyC 
AB: AC— A Di AE; tojest, AB.AC—P: siecz A=P: dosiecz C. 
BC:AC= DE: A L';to)cst, BC:AC=ityA:sieA=dostyC:dosie C. 

Ci. Dla zrozumienia następnych twierdzeń, należy 
pierwiej zrozumieć to podanie; 

Z dwóch ilości nierównych,ilość większa równa się po-
łowie ich summy i połowie ich rolnicy, a ilość mniejsza 
równa jest połowie ich summy, niniej połową ich różnicy• 

O praw dzie tego podanie można tu przekonać się spo-
sobem następnym. Fig. iT>. Niech linija AB, wyraża ilość 
większa, a linija CD, ilość mniejszą; trzeba pokazać, że li-
nija większa AB, równa jest połowie summy linij AB i 
CD, i połowie różnicy między niemi zachodzącej; linija 
zaś CD, równa się połowie summy, mniej połową różnicy 
tychże linij. 

Dowod. Obie linije AB i CD, dzielę po połowie, 
w punktach E i F: przenoszę linija mniejszą CD, na wię-
ksza tak. aby środek F, przypadał na środek E. punkta 
C, I) niech przypadają w G i' J{\ jest GH=zCD ; różnicą 
miedzy linijami AB i Glf, a zatem i między linijami AB 
i CD, jest AG+HB-, aee AE=EB; GE=.EH; przeto 
AG=HB\ więc połowa różnicy między linijami AB i CD 
zachodzącej jest AG, albo HB. Polowa summy dwóch li-
nij AB 1 CD, jest połowa linii AB i połowa linii CD, to-
jest AE-Ą-CF, a że CF=FD = EH, więc połową summy 
dwóch linij AB i CD, jest AH\ przeto linija większa AZ 
b ę d ą c = 4HĄ-IIB, równa się połowie summy dwóch linij 
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AB i CD i polowie ich różnicy; linija zaś niniejsza CDy 
czyli jej równa GH będąc =.A2J—AG , równa się polowie 
summy dwóch linij AB i CD, mniej polową ich różnicy. 

Twierdzenie 11. 11 każdym trójkącie prosto hi ćśl-
nym, summa dwóch którychkolwiek boków, tak się ma do 
ich różnicy, jak styczna połowy summy katów przeciwnych, 
wziętym bokóm, do stycznej połowy różnicy tychże katów. 

Niech będzie trójkąt ABC (fig. i4) w którym zakładam, 
że bok AB. jest mniejszy od boku AC, mam dowieść, że 

Dowod. Na boku większym AC, odcinam liniją AD, 
równą bokowi mniejszemu AB, i prowadzę liniją BD. 
Trójkąty AB1), ABC, mają kąt A spoiny ; przeto summa 
dw óch kątów żłBD i ADB trójkąta ABl), równa jest sum-
mie dwóch kątów ABC i ACB trojkata ABC. YV trójką-
cie ABD dla równości boków AB, AD, kąt ABl), równy 
jest kątowi ADB, przeto jeden z nich którykolwiek np. 
ABD jest połową ich summy, a zatem połową summy ką-
tów ABC, i ACB". Z tych kątów ABC, ACB nierównych, 
kąt ABC jako większy składa sie (61) z połowy ich summy 
i z połowy różnicy, aże kąt ABl), jest połową ich summy, 
przeto kąt DBC, jest połową ich różnicy Linija Al) 
jest równa bokowi AB, przeto 1)C jest różnicą między bo-
kiem AC, i bokiem AB-, dzielę liniją DC na dwie równe 
części I)E, EC-, będzie EC połową linii DC, a zatem po-
łowa różnicy zachodzącej między bokami AC i AB\ bok 
AC jako większy składa się z połowy ich summy, i z po-
łowy ich różnicy, aże EC jest połową ich różnicy, będzie 
AE połową ich summy. Cały więc dowod tego twierdze-
nia zależy na pokazaniu, że linije AE i EC, tak się mają 
do siebie, jak styczne kąt,ów ABD, i DBC. Na ten koniec 
liniją BI), dzielę po połowie w punkcie F, prowadzę li-
nije FE, i AG. Trójkąty EDF, C1)B, są równokątne, bo 
mają kąt D spólny, i boki około niego leżące proporcyo-
nalnć, gdyż bok DE, jest połową boku DC, "i bok DF po-
łową boku DB, więc kąt DEF jest równy kątowi l)CBy 
przeto linija FE, jest równoległa do linii 2?C,"zatem trój-
kąty A FE, AGC, sa równokątne i daia nropoicya 

AE:EC=AF:FG. 
aże AE jest połową summy boków AC i AB, linija zaś 
F C jest połową różnicy między temi bokami zachodzącej, 
przeto można wyższa nronorcva tak wvrazić : 

http://rcin.org.pl



02 

AC+AB: AC— AB = AF: FG. 
Trójkąty AFB, mogą przystać, bo mają po trzy bo-
ki równe, przeto kąty AFB i AFD są równe, a zatem pro-
5te; więc wziąwszy liniją BF za promień, i z punktu i?, 
zakreśliwszy koło , będzie linija AF styczną kąta ABF, 
liwiia FG styczna kata FBG. 

Kładąc te wyrażenia za AF i FG, w poprzedzającą pro-
porcyą wypada proporcyą założona ; 

G3. Dwa wyłożone twierdzenia, które można nazywać 
prawdziwie trygonometrycznymi, ponieważ okazują zwią-
zek zachodzący między bokami trójkąta i linijami trygo-
nometrycznemi, same jedne nie są dostateczne do rozwią-
zania trójkąta we wszystkich przypadkach; za ich bowiem 
pomocą nie można bezśrednie z trzech danych boków trój-
kąta znaleść trzech jego kątów, lecz w tym razie do po-
mocy musimy używać innego twierdzenia, które nie jest 
trygonometryczne , ale przybrane z Geometryi, ponieważ 
nie pokazuje stosunku między bokami trójkąta, a linijami 
trygonometrycznemi, lecz tylko stosunek zachodzący mię-
dzy samemi bokami;.a tojest następne 

64. Twierdzenie przybrane czyli z porządku III. 
IV każdym trójkącie prostokreślnym, jeźli z wierzchołka 
któregokolwiek kąta. będzie spusczona prostopadła na bok 
jemu przeciwny; tak się będzie miał ten bok do summy 
dwóch innych boków, jak różnica tychże boków, do różni-
cy lub summy ucinkow zawartych między prostopadłą a 
końcami boku, na który jest prostopadła spusczona; do ró-
żnicy, jeźli prostopadła przypada na sam bok, do summy, 
jeźli pada na przedłużenie boku. 

Co do pierwszego fig i5). Niech będzie trójkąt ABC, 
w którym z wierzchołka kąta Ć spusczona jest prostopadła 
CD na bok AB, mamy dowieść, iż będzie 

AB: BC-j- AC = BC — AC: BD — AD. 
Dowod. Z wierzchołka kąta C, z którego spusczona 

jest prostopadła, zakreślam koło promieniem równym bo-
kowi przyległemu mniejszemu AC, przecina ono bok AB 
w punkcie G, a bok BC, w punkcie F-, przedłużam bok 
BC, do przecięcia się z okręgiem koła w punkcie E. Li-
nije BA, BE, wychodząc z jednego punktu B, leżącego za 
okręgiem koła, przecinają okrąg koła po obu stronach, więc 
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tc linije są do siebie w stosunku odwrotnym z ich częścia-
mi BG, BF, bedacemi za kołóm. ztad mamy, 

AB : BE = BF: EG. 
Linija BE, składa się z dwóch części BC i CE, aźe CE 
=AC jako promienie koła jednćgo, przeto BE=zBC-V-A C\ 
linija BFz^r.BC—.CF, aże CF = AC, jako promienie, 
więc BF= BC—AC-, linija BC=BD—DG, aźe DG=AD, 
zatem BG=BD—AD} kładąc te wartości za BE, BF.BG, 
w wyższa proporcyą, wypada : 

AB : BC 4: AC = BC — AC: BD _ AD. 
Codo drugiego (fig. 16). Niech będzie trójkąt ABC, 

z wierzchołka kąta C, spusczamy-prostopadłą CD na prze-
dłużenie boku AB, mamy dowieść, że będzie 

AB i BC -j- AC = BC — AC: BD + AD. 
Dowod. Z wierzchołka kąta C, z którego spuściliśmy 

prostopadłą, zakreślam koło, biorąc za promień bok przy-
legły mniejszy AC\ przedłużam boki AB, BC, aż do prze-
cięcia się z okręgiem kola w punktach G i E; łinije BG, 
BE, wychodząc z jednego punktu wziętego za okręgiem 
kola, i przecinając okrąg koła po obu stronach, mają się 
do siebie w stosunku odwrotnym z ich częściami BA,BF, 
będacemi za kołem, tojest 

BG : BE = BF: BA. 
Linija BE składa się z dwóch części BC i CE, aże C£==s 
AC, jako promienie koła jednego, przeto BEr=BC AC', 
linija BF=BC—CF, aże CF=AC jako promienie, więo 
BF=.BC — AC i linija BG , składa sie z dwóch części 
BJJ-\-DG, aże DG = DA, zatem BG =1 BD -{- AD : kładąc 
wyprowad. one tc wartości za BE, Bł, BG, w wyższą pro-
porcyą, otrzymujemy, 

BD-j-AD: BC-\-ACr=BC—AC : AB 
czyl i , odmieniając miejsce wyrazom skrajnym 

AB : £ ? C - f / ? f = / ? C - _ AC : BL-\-AD. 
65. Znamy już stosunki zachodzące miedzy bokami 

trójkąta, a linijami trygonometrycznemi kątów tegoż trój-
kąta, więc możemy przystąpić do rozwiązywania troiką* 
tów, tojest doszukania w nich rzeczy niew iacicmy oh z trzech 
wiadomych. Pokazaliśmy (5), że w. trójkącie prostokreśl-
nym na znalezienie którejkolwiek rzeczy niew iadomej trze-
ba mieć trzy wiadome , między któremi ł^k jeden przy-
najmniej znajdować się powinien. Z wiadomych samych 
kątów nie oznaczymy wielkości trójkąta, znajdziemy t)lko 

.stosunek między jego bokami; Lo irajec wiadome k a ł y , 
znajdziemy z tablic ich w s t a w y , a stosunek miedzy trmi 
wstawami, jak w iemy z twierdzenia pierwszego (56),]est ió-
Wny stosunkowi między bokami przeciwnymi. 

Wiadome trzy rzeczy w troikacie bj ć n.oga: 
1 od, jeden bok i dwa kąty którekolwiek: 
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ure, dwa boki i kąt jeden którykolwiek, wiec rroie 
być albo kąt niezawarty między bokami, albo zawarty; 

3cie, trzy boki. 
66. l)o rozwiązania przypadku pierwszego, i pierwszej 

części przypadku drugiego służy twierdzenie pierwsze; do 
"rozwiązania drugiej części przypadku drugiego używa się 
twierdzenie drugie, a do rozwiązania przypadku trzeciego 
bierze się ku poinocy twierdzenie trzecie. Obacziny ciąg 
postępowania w każdym razie. 

67. Mając w trójkącie bok jeden i dwa kąty które-
kolwiek wiadome, trzeba znaleść kąt trzeci i dwa inne bo~ 
ki. Jig. 17. 

Niech będzie trójkąt ABC, w którym zakładamy wiado-
my bok AB i kąty A i B, trzeba znaleść kąt C 1 boki AC i CB. 

Kąt C znajdziemy odciągając suminę dwóch kątów 
wiadomych A i B, od dwóch katów prostych, lioki zaś 
AC i CB, otrzymamy układając na fundamencie twierdze-
nia pierwszego, proporcje w ten sposób, aby jeden tylko 
bok niewiadomy wchodził do proporcyi; i tak na znalezie-
nie boku AC, ułożymy proporcyą, wst C : wst B^=.AB: AL; 
na znalezienie boku BC, proporcyą, wst C : wst A=.AB : BC. 
rozwiązawszy te proporeye, znajdziemy szukane boki. 

68. Mając wiadome dwa boki i kąt niezawarty mię-
dzy nićmi, znaleść dwa inne kąty i bok trzeci, fig. 1 7. 

Niech będzie trójkąt ABC, w którym zakładamy wiado-
me boki AB, AC, 1 kąt trzeba znaleść kąty A i C, 1 bok LC. 

Od znalezienia boku BC, zacząć nie można, poniew aż 
kąt jemu przeciwny A nie jest wiadomy, przeto zaczyna-
jmy od szukania kąta C, układając podług twierdzenia 
pierwszego proporcyą AC : AB = wst B : wst C; rozw ią-
zawszy ją znajdziemy kąt C, który jeśli razem z kątem B 
'odejmiemy od dwóch kątów prostych, otrzymamy kąt A', 
mając kąty, wyprowadzimy wartość boku BC, jak w przy-
padku poprzedzającym z proporcyi, 

•wst C : wst A—AB : BC-, albo wst B: wst A=AC: BC. \ 
•69. Lecz jeśli bok AC {fig' 18. ) przeciwny kątowi./?, 

jest mniejszy od boku AB przyległego temuż kątowi B, 
w rozwiązywaniu takiego trójkąta zachodzi wątpliwość, 
albowiem są dwa trójkąty zupełne różnw od siebie, które 
mają też same rzeczy dane; bo wziąwszy za promień bok 
AC i z punktu A jako ze środka koła , przeciąwszy bok 
BC przedłużony w punkcie E, tworzą się dwa różne) 
wiełkości trójkąty ABC, A BE, w których jednak kąt B 
jest spoiny, bok temu kątowi przyległy AB spóLny, 1 bok 
-AC przeciwległy kątowi B w trójkącie ABC, jest równy 
bokowi AE przeciwległemu temuż kątowi B w trójkącie 
ABE. Ula równości bokow AC, AE, " kąt E jest rów ny 
kątowi ACE, aże kąt ACE,z kątem ACB czyni dwa ką-
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ty proste, więc i kąt E z kątem ACB czyni dwa kąty 
proste, zatem ich wstawy są równe; więc z proporcyi 
AC: AB— wst B : wst C, którą układamy na znalezienie 
kąta przeciwnego bokowi AB, otrzymujemy, albo kąt C, 
albo kąt E ; przeto zachodzi wątpliwość , który z tych 
dwóch kątów brać należy, gdyż biorąc kąt ACB, wypada 
rozwiązywać trójkąt ACB, biorąc zaś kąt E, trzeba roz-
wiązywać trójkąt AEB. DLa uniknienia tej wątpliwości, 
należy koniecznie wiedzieć , jakiego gatunku jest kąt za-
warty między bokiem przeciwnym danemu kątowi, a bo-
kiem który nie jest dany ; ieźli jest rozwarty, trzeba brać 
trójkąt ACB, jeśli zaś jest ostry, należy'uważać trójkąt AEB. 

70. Mając wiadome dwa boki i kąt zawarły miedzy 
1niemi, znalcść dwa inne kąty i bok trzeci, (fig- 17.) 

Niech będą w trójkącie dane boki: AB, AC i kąt A} 
trzeba znaleść kąty B, C, i bok BC. 

Witym przypadku nie możemy użyć pierwszego twier-
dzenia , bo kątowi danemu bok przeciwny nie jest v\ ia-
domy, lecz udajemy się do twierdzenia drugiego , i u-
| i ) . i r l a n i v l > r n n n r p v . i -- . „ 

w tej proporcyi trzy wyrazy początkowe są wiadome, bo 
mając boki AB i AC, będziemy mieli ich summę i różnicę, 

kąt zaś—i^. , tojest połowę summy kątów C iB, znajdzie-
my odciągając dany kąt A , od dwóch kątów prostych, i 
resztęjj dzieląc przez a ; więc otrzymamy z tej proporcyi 

kąt—-—, tojest połowę różnicy między kątami C i B ; ma-
jąc połowę summy i połowę różnicy kątów C i B, znaj-
dziemy kąt większy C dodając do połowy summy połowę 
różnicy, a przeciwnie, odejmując połowę różnicy od polo-
wy summy, otrzymamy kąt mniejszy B. Mając wszystkie 
kąty, znajdziemy bok BC, podług twierdzenia igo sposo-
bem wyżej podanym (67), układając np. proporcyą: 

w st C.: wst A=.AB : BC. 
Jeźli wiadome boki AB i AC są równe ; kąty C i B 

są takoż równe, więc odjąwszy kąt A od dwóch kątów 
prostych, otrzymamy summę kątów C i B, podzieliwszy ją 
przez dwa, znajdziemy kąt B, lub C. 

71 . Mając w trójkącie wiadome wszystkie trzy boki, 
znaleść wszystkie trzy kąty• (fig.\oi\§) 

Niech np. w trójkącie ABC będą wiadome boki AB, 
AC, BCj trzeba znaleść kąty A, B, C. 

Z wierzchołka któregokolwiek kąta np. C, spusczam 
prostopadłą CD, na bok jemu }>rzeciwny AB, może ona 
przypadać albo na sam bok, albo na jego przedłużenie. 
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Co do i go. (fig. J5) Jeźli prostopadła CD przypada na 
sam bok /i/i, znajdziemy przez 5eie twierdzenie różnice 
ucinków, aże w tym razie bok AB, na który prostopadła 
spusczoną została, jest summa ucinków, więc połowę różni-
cy znalezionej dodawszy do polowy boku AB, otrzymamy 
ucinek większy BD; odjąwszy połowę różnicy znalezionej 
od połowy boku AB, otrzymamy ucinek. mniejszy AD. 
Przeto w małych trójkątach ADC, BDC, mając po dwa 
boki wiadome i po jednym kącie wiadomym prostym D, 
znajdziemy podług liczby 68 kąty A i B, a ztąd otrzyma-
my kąt C; albo z któregokolwiek małego trójkąta np. ADC, 
znalazłszy kąt A, w całym trójkącie ABC, mając wszyst-
kie trzy boki i kąt A podług liczby 68 znajdziemy kąty Bi C. 
•* Co do '-igo.{ fig. iG) Jeźli prostopadła CD przypada na prze-
dłużenie boku AB, znajdziemy przez trzecie twierdzenie sum-
mo ucinków, aże w tym razie bok AB, na który spuściliśmy 
prostopadłą, jest różnicą ucinków, *»vięc do połowy sum-
my znalezionej dodawszy połowę boku AB, otrzymamy u-
cinek większy DB, odjąwszy zaś od polowy summy zna-
lezionej połowę boku AB, znajdziemy ucinek mniejszy DA. 
Przelo w trójkącie DCB mając boki BC, BD i kąt prosty 
D, znajdziemy kąt B\ w trójkącie DCA, mając boki wia-
dome DA, AC i kąt prosty D, znajdziemy kąt DAC, który 
o Ijawszy od d woch kątów prostych, otrzymamy kąt CAB, 
a ztąd i kąt ACB', albo jeźli z któregokolwiek prostokątnego 
trójkąta wyprowadzimy kąt A, lub B \ w tedy w całym 
tro"jkącie ABC mając wiadome boki i kątAlub. i? , znajdzie-
my podług liczby 68 dwa inne kąty (i"). 

(f) Mnjąc wiadome trzy boki w trojk%cie, możemy nie spusczając pro-
stopadle) i nic szukając ucinków, analnść kąt którykolwiek przez 
proporcyą następną: jak się ma podwojna mnogość z boków obejmu-
jących kąt szukan}', do summy kwadratów z tychże boków zmniej-
sz nćj kwadratem z boku przeciwnego, tak się nu promień, do do* 
stawy kąta szukanego , i tak w trojkącio ABC szukając kąta A, 

* ulożym)- proporpya : 

•-'X >< lC' AC*—BC* = P : dosta/7, 
rozwiązawszy ją znajdziemy kąt A; lecz w nżyciu tej proporcyi , 
ta jest niedogodność, iż wartości wyrazu AR2 ~j-ACJ — BCa mu-
simy szukać przez proste działania arytmetyczne , nie mogąc użyć 
logarytmów; z tego powodu dogodniej jest używać innej proporcyi 
wvnikającó) z pierwjaćj . dla ułożenia której robimy sumnię ze wszy-
stkich boków trójkąta, od polowy tej summy odciągamy osobno ka-
f.dy z boków obejmujących kąt szukany, z dwóch reszt otrzymanj'ch, 
robimy mnogość i układamy proporeyą ; iak się ma mnogość z dwóch 
boków obejmujących kąt szukany, do mnogości z dwóch reszt w y -
rażonych, tak się ma kwadrat z promienia, do kwadratu ze wstawy 

\ polowy kąta szukanego; szukając np. kąta A. i sumnię wszystkich 
beków nazywając jedną literą S, będziemy mieli 
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72. W ostatnim przypadku, używając twierdzenia 
5go, wypada na czwarty wyraz proporcyi różnica albo 
summa ucinków; dla poznania co wyraz 4ty będzie ozna-
czał, uważamy, że kiedy prostopadła przypada na sam bok, 
ten bok jest summa ucinków, i w tym razie wyraz czwar-
ty oznacza ich różnicę^ która koniecznie jest mniejszą od 
summy ucinków, a zatem od boku, na który prostopadła 
jest spusczona; kiedy zaś prostopadła przypada na przedłu-
żenie boku, ten bok jest różnicą ucinków, a wyraz czwar-
ty proporcyi znaczy ich summę, która będąc większą od 
ich różnicy, jest większą od boku , na który prostopadła 
j(*st spusczona; aże ten bok w każdym razie jest pierwszym, 
wyrazem proporcyi, więc wypada , że jeźli czwarty wy-
raz proporcyi jest mniejszy od pierwszego, będzie on ró-
żnicą ucinków. tojest prostopadła przypadnie na bok; jeźli 
zaś czwarty wyraz większy jest od pierwszego, będzie on 
summa ucinków, tojest prostopadła przypada na przedłu-
żenie boku. < 

73. Jeźli żaś czwarty wyraz w proporcyi, wypada 
równy bokowi, na któryśmy prostopadłą spuścili, to poka-
zuje, że ucinków nie ma żadnych, a przeto jeden bok trój-
kąta jest prostopadły do tego bok-u, na który wypadało 
tpusczać prostopadłą; zatem kąt między niemi zawarty 
jest prosty, więc dwa inne wynajdąsię podług twierdzenia 
pierwszego, jak widzieliśmy pod liczbą 68. 

ABY^AC : ({S _ AB)(\S—AC)= Pa : wst*\A', 
albo ter można używać iescze innej proporcyi; na ten koniec od 
polowy summy boków wszystkich odejmujemy bok przeciwny kąto-
wi szukanemu, i robimy mnogość z tćj reszty przez połowę summy 
boków, potem układamy proporcyą : jak się ma mnogość z boków 
obejmujących kąt szukany, do rzeczonej wyżej mnogości, tak się ma 
kwadrat z promienia, do kwadratu z dostawy kąta szukanego: np. 
szukając kąta A i summę wszystkich boków kładąc będzie 

AHY^AC : \S'K\S— BC) = P1 : do , ta *\A. 
Którąkolwiek z dwóch ostatnich proporcyj rozwiązawszy, otrzyma, 
my połowę kąta A, a ztąd i cały kąt A; lec/, ponieważ wstawy ką-
tów bliskich prostego, czyli dostawy kątów bardzo ostrych nie wie-
le się różnią od wstaw i dostaw odpowiednie im przyległych, wstawy zaś 
kątó w bardzo ostryeh, czyli dostawy kątów przystępujących do proste-
go {znaczną mają różnicę od wstaw i dostaw odpowiednie im przyległych, 
-przeto aby w braniu kątów odpowiednych nic popełnić omyłki, na-
leży, gdy kąt szukany jest bliski prostego, brać proporcyą ostatnią, 
gdy zaś jest bardzo os t ry , udać się do prgporcyi wyższć j , przez 
którą wstawa się wynajduje. 

Te vszystkic proporeye przez Algebrę tylko mogą być wyprowadzone. 
W y w ó d ich znaleść można w dziełach Trigonometrie par Cngnoli 
tradniłe de /' ltahcn par Chpmpre i edit: 1808 art. 676, 578, 5 7 9 
Traite elcm. dc Trigonomótriepar Lacroix 5 edit. 1810 ar/, i 8 

http://rcin.org.pl



— 38 — 

74. Jeźli dwa l>oki obejmuiące kąt, z którego wierz-
chołka spusczona jest prostopadła, są równe między sobą, 
w tym razie prostopadła dzieli bok na dwie równe części, 
zatem ucinki są równe i wiadome, bo każdy z nich jest 
połową boku. 

jo. W pierwszym i drugim przypadku, miedzy kąta-
mi danemi może bvć kąt prosty, wtedy, nie używając 
twierdzenia igo i ago, możemy niewiadome rzeczy w y -
li aleś ć przez proporeye, któreśmy z dostrzeżonych stosun-
ków między bokami trójkąta prostokątnego a linijami try-
gonomctrycznemi kątów tegoż trójkąta, wyprowadzili pod 
liczbami 69 1 bo. 1 tak w przypadku lym. 

Jeźli mamy wiadome bok jeden i dwa kąty między 
któremi jeden jest prosty, fig. \ 2. 

Skoro mamy dwajkaty, tem . samem mamy i kąt trze-
ci, można więc uważać, ze wszystkie trzy kąty są już wia-
dome z założenia; a kąt B jest prosty. Bok zaś wiadomy 
może być którykolwiek , albo AB, albo BC, albo AC. 

1 ótl. Jeźli wiadomy jest bok AB, na znalezienie bo<» 
ków BC 1 AC, użyiemy proporcyj (A) i (B) Wyprowadzo-
nych pod liczbą 5<), przemieniając tylko w nich stosunki, dla 
położenia wyrazu szukanego na miejscu czwartym, tojest; 

P; ą ty A acs A B : IX; P: sie A—AB : AC. 
ire, Jeźli wiadomy jest bok BC, na znalezienie bo-

ków AB, i AC, użyjemy tychże samych proporcyj co wy-
żej, uważając boki względem kąta C, jak pierwiej uważa-
liśmy wzgledem kata A, tojest : 

P : s ty C = BC : AB-, P: sie C=BC: AC. 
3de, Jeźli wiadomy jest bok AC, na znalezienie dwóch 

ramion AB i BC, użyjemy proporcyi (5g ,B) , odmieniając 
tylko miejsce wyrazóm tak, aby wyraz niewiadomy w y -
padł na miejscu czwartem, i stosując raz do kąta A, drugi 
raz do kata C, tojest: 

sie A : P=AC : AB\ sie C : P==J4C : BC. 
Moglibyśmy w tym razie^użyć proporcyi (5g, C) odmienia-
iąc miejsce wyrazóm dla umiesczenia niewiadomego wy-
razu na mićjscu czwartem, i stosują*.; raz do kąta A, dru-
gi raz dokata C. tojest 

sie Ć: s ty C=AC: AB-, sie A : s ty A=AC : BC. 
Lecz, jak widocznie się okazuje, więcej byłoby roboty, bo 
na miejscu promienia będącego drugim wyrazem w pro-
porcjach wyższych, mamy w proporcyach ostatnich stycz-
ną, której logarytmu szukaćby należało. 

7O. Jeźli wiadome dwa boki i kąt prosty nieza-> 
warty między niemi. 

Dane są np. kąt prosty B, i boki AB, i AC-, trzeba 
znaleść kąty A i C, 1 bok BC. 

Na znalezienie kąta A, weźmiemy proporcyą (5g, B.) 
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AB : AC=-P: sie ^ ; znaleziony kąt y f , odjowszy od kąta 
prostego, otrzymamy kąt C. Na znalezienie zaś boku BC 
użyjemy proporcyi(59. A.) w której przełożywszy wyrazy 
mamy ; P : sty A—AB: BC; 

77. Gdy fitj wiadome dwa boki i kąt prosty między 
nićmi zawarty. 

Niech będą np. wiadome boki AB, BC, i kąt prosty 
B-, trzeba znaleść kąty A i C, i bok AC. 

Zaczynamy od szukania kąta, biorąc proporcyą ^9. A.) 
AB: BC = P :sty A-, znaleziony z tej proporcyi kąt A, odją-
wszy od prostego, będziemy mieli kąt C. 

Bok zaś AC otrzymamy z proporcyi (5g. B.) po prze-
łożeniu stosunków, tojest z proporcyi, : sie.// = AB : AC. 
Ten sam bok AC, moglibyśmy znaleść bez pomocy try-
gonometryi, dodając w jednę summę kwadraty z obu ra-
mion kąta prostego AB, BC, i z tej summy wyciągając pier-
wiastek kwadratowy; lecz takowy sposob dłuższy jest od 
trygonometrycznego. 

78. Umiejąc rozwiązywać trójkąty prostokątne, mo-
glibyśmy trójkąt mający wiadome dwa boki i kąt między 
niemi zamknięty ostry lub rozwarty, rozwiązać bez po-
mocy drugiego twierdzenia, dzieląc go ,przez prostopadłą 
na bok wiadomy z wierzchołka kąta przeciwnego spusczo-
ną na dwa trójkąty prostokątne, a potem każdy z nich o-
sobno rozwiązując. Zakładamy np. w trójkącie ABC,(fig. 17) 
wiadome dwa boki AB, AC, i kąt A, dla znalezienia kątów B 
i C, i boku BC, prowadzę na bok wiadomy AB, prosto-
padłą CD\ mamy przez to dwa trójkąty prostokątne ACD, 
DCB. W trójkącie ACD, mając bok AC i kąty A i D 
wiadome, znajdziemy albo podług przypadku igo (G7), albo 
podług liczby 75, boki AD, DC', odejmując AD od AB , 
otrzymamy bok DB-, przeto w trójkącie DBC, mając wia-
dome boki DB i DC, i kąt prosty, znajdę sposobem wyło-
żonym w liczbie 77, najprzód kąt B, a potem bok BC. 
Mając w całym trójkącie ABC, wiadomć kąty A i B, od-
ciągając ichsummę od dwóch kątów prostych, otrzymamy 
trzeci kąt C. Lec z postrzegamy, że ten sposob jest nieró-
wnie dłuższy od sposobu zwyczajnego (70), bo używając 
£0, mamy do rozwiązania cztery proporeye, gdyż szukamy 
ucinku AD, 1 wysokości CD, których, idąc sposobem zwy-
czajnym znajdować nie mamy potrzeby: 

79. Znamy już sposoby rozwiązywania jakichkolwiek 
trójkątów we wszystkich przypadkach, obaczmy teraz, jak 
K każdym z tych przypadków należy postąpić szukając 
powierzchni trójkąta. Do znalezienia jej trzeba mieć wia-
domą podstawę i wysokość. Za podstawę najlepiej jest u-
Ważać którykolwiek 2 boków danych, wtedy wysokością 
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będzie prostopadła na ten bok z wierzchołka kąta jemu 
przeciwnego spusczoną, którą należy wynaleść. 

Znaleść powierzchnią trójkąta mając wiadomy lok jeden 
i dwa kąty. (fig. 17). 

Niech będzie daay bok AB, i dwa kąty A i B, którć 
mając znamy i kąt trzeci C. 

* Bok wiadomy AB biorę za podstaw ę, prostopadła nań 
I z kąta C spusczoną CD będzie wysokością trójkąta, znajdzie-

my ją albo z trójkąta AL D,a\\io DCB', np. z trójkąta ACD-, 
lecz w nim mamy kąty, a żadnego nie mamy boku, dla tego 1 

najprzód z trojkata ACB szukam boku AC przez proporcyą, 
" wsł C: wsti* = AB: AQ-, 

potem w trójkącie ACD z ^wiadomego boku AC i wszyst-
kich katów Wiadomych znajdziemy CD, przez proporcyą, 

P : wst A =z= AC : CD ; 
mając zaś w trójkącie podstawę AB, i wysokość CD, otrzy-
mamy jego powierzchnią sposobem wiadomym, tojeSi. biorąc 
połowę mnogości z podstawy przez wysokość. 

Lecz w tym razie nie znajdując nawet wartości boku 
AC, i prostopadłej CD, możemy znaleść pow ierzchnia trój-
kąta: na ten koniec wyprow adzone wyżej proporcye skła-
damy, tojest mnożymy jedne przez drugą, zkad wypada 

i JXwstaC : wst/lXyvaLB = AB^AC : CD><AC. 
dzieląc oba wyrazy drugiego stosunku przez AC, a potem 

AB mnożąc przez-^— otrzymujemy : 

co pokazuje, że dla znalezienia powierzchni trójkąta, trze-
ba kwadrat z jego podstawy, rozmnożyć przez mnogość 
ze wstaw kątów przyległych podstawie, i całą tę mnogość 
rozdzielić przez podwojna mnogość z promienia przez wsta-
wę kąta przeciwnego podstawie. 

80. Znaleść powierzchnia trojkata, mając wiadome 
dwa boki i kąt jeden niezawarty między nićmi. Jig. 17. 

Niech będa wiadome boki AB, AC i kąt C. 
Biorę za podstawę bok którykolwiek w iadomy np. AB, 1 

spusczam nań prostopadłą CD; dla znalezienia jej uważam 
trójkąt prostokątny, w którym bok jest wiadomy, jakim 
jesttrojkat ACD\ lecz w nim mamy tylko bok AC, i kat 
prosty jJ, a nie mamy kąta A przeciwnego prostopadłej CD-, 
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dla otrzymania go śzukam najprzód kąta B z trójkąta /1CB 
przez proporcyą 

AB: AC = wst C: wst B) 
n\ając wiadomy dany kąt C i znaleziony B, mamy tem sa-
mem wiadomy i kąt A, jako spełnienie summy kątów B 
i C do dwóch kątów prostych ; więc w trójkącie ACD , 
dla znalezienia wysokości układam proporcyą 

P : wst Ar=AC: CL)-, 
otrzymawszy wysokość CO i mając daną podstawę AB, znaj-
dziemy powierzchnią trójkąta sposobem zwyczajnym. 

W tym razie me szukając wysokości CD, powierzchni 
znaleść nie możemy. 

8t. Znaleść powierzchnią trójkąta, mając wiadomi 
dwa boki, i kąt zawarty między niemi. 

Niech będą wiadomć boki AB, AC, i kąt A. Obieram 
za podstawę, którykolwiek bok ,wiadoniy,Vł/>. AB', prowadzę 
wysokość CD-, znajdziemy ją z trójkąta ACD, w którym 
mamy bok AC i wszystkie katy wiadome, przez proporcyą 

P :wst A = AC: CD-, " 
znalazłszy wysokość CD, a podstawę AB mając daną, o-
trzymamy powierzchnią trójkąta wiadomym sposobem. 

Lecz w tym razie można nie szukając wysokości CD, 
otrzymać powierzchnią trójkąta; na ten koniec w poprze-
dzającej proporoyi oba wyrazy drugiego stosunku mnożę 

co pokazuje iż dla znalezienia powierzchni trójkąta, trzeba 
mnogość z dwóch jego boków rozmnożyć przez wstawę 
kąta między tem i bokami zawartego, a całą mnogość ztad 
wypadającą podzielić przez podwojny promień. 

82. Znaleść powierzchnią trójkąta mhjąc wiadome 
wszystkie trzy boki. 

W takowym razie, najprzód przez twierdzenie przy-
brane, podług sposobu wyżej podanego (71) szukam ucinków 
zrobionych przez prostopadłą, potem w którymkolwiek z pro-
stokątnych trójkątów znajduję wysokość, a ztąd przycho-
dzę do powierzchni całego trójkąta (g). 
~ , 

U) M o z « m j *nale»e wysokość trójkąta z wiadomych jego trzech bo-
F 
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333 i o ? 1 ^ 1 : 0,29; więc bok Z>C=i3o,22g prętom. 
84. Przykład do liczby 68. Niech w trójkącie ABC(fig. 17) 

będą wiadome, bok A C = 2 3 4 , 5 prętom, ///?=345,6 prętom, 
kąt C==65° 43' 20"; trzeba znaleść "kąty A i B, i bok i>'C. 
Szukamy kąta B. Mamy proporcyą: AB : AC=wst C: wst 

tojest, 54i>.6: 234,5==wst (65° 43' 20"): wst B» 

ków bez pomocy trygoriomctryi , używając sposobu wyłożonego w Ge-
ometry i (Geom. Ll iui l i . C . I . l iczb. 169). Można też w tym przy-
padku otrzymać powierzchnią trójkąta nie szukając wysokości ; na-
ten koniec biorę połowę summy trzech boków, odejmuję od niej na-
stępnie każdy b o k , z trzech reszt pozostałych robie mnogość, imno-
żc ją przci połowę summy b o k ó w ; z tej ostatniej mnogości w y c i ą -
gnięty pierwiastek kwadratowy okaże wielkość powierzchni trójką-
ta. W trójkącie np. ABC, summę wszystkich trzech boków nazywa-
jąc S; będzie 
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85:6o=r=i : 0,7; więc bok BCz=.3o6/ty prętom. 
86. Przykład do liczby 71. Niech w trójkącie ABC 

{fig. J 5), będą wiadome boki, ABzzz 125.4 prętom, AC-=.67,8 
prętom, BC=3^9,1 prętom; trzeba znaltśc kąty A, B i C. 

Na bok AB wyobrażamy spusczoną prostopadłą CD. 
Szukamy ucinków AD, DB. 

87. Przykład do liczby 75. Niech w trójkącie ABC, 
będą wiadome bok AB= '35,7 prętom, kąt A=.48° 9' 10*, 

• kąt B prosty; trzeba znaleść kąt C i boki BC, AC. 
Szukamy kąta C. Kąt 9' 10"; odejmując ten kąt 
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fttt. Przykład do liczby 76. Niech w trójkącie ABC. 
(fig- 12) będą wiadome hoki AB=J46,8 prętom, 'AC 557, 9 
prętom, 1 kąt A prosty; trzeba znaleść kąty AiC,\ bok BC, 
Szukamy kątów A iC. Mamy proporcyą; AB:AC=P: sie/f, 

tojest, 2*6,8 : 5 5 7 , 9 = P r o : Siec z A. 
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167 : i6i = 1 :o.r); wiec bok /?C=25g, i9 prętom. 
89. Przykład do liczby 77. -Niech w trójkącie ABC 

(fig. 1 2), będą wiadome, bok 6,7 prętom, BC=345,6 
prętom, i kat prosty i?; trzeba ziialeść kąty ^ 1C, 1 bok 
ózukar/iy kątów A1 Ć. Mamy proporcyą; : HC=P: sty A, 

tojest, 456.7,: 3 4 5 , 6 = l ' r o : sty A. 

7 0 : 1 9 1 = 1 : 0 , 2 ; więc DOK. / n = 3 7 2 , 7 2 prętom. 
90. Przykład do liczby 79. Mamy w trójkącie ABC, 

(fig. 17) tę sarnę wartość rzeczy danych, jaka była w liczbie 
83; tojest, bok >4//=i 23,4, prętóin, kąt ^ = 6 6 ° 45'20", kąt 
£ = 5 * ° 52' 1 o", trzeba znaleść powierzchnią trójkąta. 

Rozwiązanie. Na znalezienie wysokości CD, niamy, 
P : wst Az=AC : Cl)\ aze 7. liczby*83 ACz=z 116,56 
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logarytm, jakiśmy otrzymali sposobem poprzedzającym. 
91. Przykład do liczby 80. Weźmy w trójkącie ABC, 

tę' samę wartość rzeczy wiadomych, jaką była dana w li-
czbie 84, tojest AB= 545,6 prętom, AC= 234,5* prętom, 
kąt C = 6 5 f l 43' 20"; trzeba znaleść powierzchnią trójkąta. 

Rozwiązanie. Na znalezienie wysokości CD mamy 
P: wst C—AC : CD-, aże z liczby 84 kąt 6 c 4 ' i o , 

przeto Pro : wst (76" 4' i o " )=234 .5 :CD. 

1 1 1 : 1 0 9 = 1 : 0.082; więc pow. troj. ABC=.5g32C),8i prę. kw. 
92. Przykład do liczby 81 . Załóżmy w trójkącie ABC 

tę same wartość rzeczy wiadomych, jaka była pod liczbą 
85, tojest bok A B = 3 4 o , 6 prętom, AC=Abb,y prętom, kąt 
A=y6" 54' 3o"; trzeba znaleść powierzchnią trójkąta ABC. 

Rozwiązanie. Na znalezienie wysokosci CD' mamy 

logarytm, jakismy otrzymali sposobem poprzedzającym. 
91. Przykład do liczby 80. Weźmy w trójkącie ABC, 

tę' samę wartość rzeczy wiadomych, jaką była dana w li-
czbie 84, tojest AB-= 545,6 prętom, AC = 234,5* prętom, 
kąt C= .65 f l 43' 20"; trzeba znaleść powierzchnią trójkąta. 

Rozwiązanie. Na znalezienie wysokości ĆD mamy 
P : wst C=AC : CD-, aże z liczby 84 kąt / / = 7 6 c 4 ' i o , 

przeto Pro : wst (76" 4' i o " )=234 .5 : CD. 

1 1 1 : 1 0 9 = 1 : 0.002; więc pow. troj. ^ ^ = 0 9 0 2 9 , 0 2 prę. kw. 
92. Przykład do liczby 81 . Załóżmy w trójkącie ABC 

tę samę wartość rzeczy wiadomych, jaka była pod liczba 
85, tojest bok / f i ?=345 ,6 prętom, AC=-źb6.j prętom, kąt 
A=y54' 3o"; trzeba znaleść powierzchnią trójkąta ABC. 

Rozwiązanie. Na znalezienie wysokosci CD* mamv 
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Ten drugi sposob w tem się rożni tylko od sposobu 
pierwszego, iż według sposobu pierwszego, znajdujemy 
najprzód logarytm wysokości CD, dodając log. wst A, do 
log. AC, a potem do log. wysokości dodając logarytm po-
łowy podstawy AB, znajdujemy logarytm powierzchni trój-
kąta; sposobem zaś drugim postępując, otrzymujemy za je-
dnym razem logarytm powierzchni trójkąta, zbierając w je-
dnę summę log. wst A, log. AC, i log. polowy podstawy AB. 

Przykład do liczby 82 Zakładamy w trójkącie 
ABC, (fig. i 16) tę sarnę wartość rzeczy wiadomych, jaka 
była w liczbie 86, tojest bok A B = ia3,4; ^ = 6 7 , 8 ; BC-=* 
89,1; trzeba znaleść powierzchnią trójkąta ABC. 

Rozwiązanie. Wysokość CD znajdziemy z którego-
kolwiek trojkata prostokątnego ///». ACD przez proporcyą, 
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OBJAŚNIENIE 1 U Ż Y W A N I E 
tablicy zamykającej L O G A R Y T M Y liczb rozcią-

gających sie od i aż do 10000. 

» * T A B L I C Y zamykającej logarytmy liczb od i aż do 
IOOOO, następujący układ jest zachowany : 

Na stronie bątej na sześć kolumn czyli szeregów 
podzielonej umiesczone są logarytmy liczb całych, za-
cząws-zy od .i a ż do 100 : a to w ten sposób, ii pierwsza, 
trzecia i piąta kolumna liczby, druga zaś, czwarta i szó-
sta logarytmy tymże liczbom odpowiadające zamyka. 

2°. 'Lak na tej stronie, iako i na innych następnych, 
cechy logarytmom właściwe, nie są położone. Pamiętając 
atoli, i/, cecha logarytmu zawsze tyle jednostek mniej jedną 
w sobie zamykać powinna, ile znajduje się cyfer w tej li-
czbie , której logarytmu szukamy; łatwo każdy logarytmo-
wi znalezionemu przyzwoitą cechę dodać potrafi. I tak: 
liczbom rozciągającym się od i aż do IO, daje się za cechę 
o; od 10 aż do ioo, daje się i ; od 100 aż do IOOO, daje się 
za cechę 2, i t. d. 

3° . Na 6otej, 6iszej, Glgiej, i t. d. stronach znaj-
dują się logarytmy liczbiod l o o a ż d o iooo rozciągających.się, 
które służą oraz liczbom zawartym między iooo i io,ooo. 

Inne sczególności układowi tablicy tej właściwe, na-
stępujące używania objaśnią. 

Używanie pierwsze. Znaleść Iogarytm liczby, granicy 
tablic nieprzechodącej, tojest: która jedne, dwie, trzy, lub 

• cztery cyfry w sobie zamyka. 
• i ° . Jeżeli liczba, której logarytmu szukamy, z jednćj 

lub ze dwóch cyfer składa się, upatruję jej w trzech strony 
kolumnach naznaczonych wyrazem liczby, a w przy-

ległej kolumnie naznaczonej wyrazem logarytmy, znajdę 
obok liczby danej, logarytmowe ułamki dziesiątne z sze-
ściu tylko cyfer złożone (*), przed którerai, gdy położę przy-

(*) W jnnych tabliearh l o g a i y t m o w y c h ułamki dziejiątnft pospolicie 
z siedmiu » y f « r c z y l i znakÓTf l i czebnych składają »i<j, l»ca żę i-achim-

G 
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z.woitą cechę, tojest: albo o, albo i , (podług tego, co się 
pod liczba drugą powiedziało) będę miał logarytm zadany. 

Np. Chcąc mieć logarytm liczby ię, znajduję ig w pier-
wszej po lewej ręce podłużnej kolumnie strony 5gtej; 
w drugiej zai przyległej podłużnej kolumnie znajdę obok iy 
leżące logarytrhowe ułamki dziesiątne 278754, przed które-
mi położywszy przyzwroilą cechę, jak tu 1 , będę miał lo-
garytm 1, 278751 odpowiadający liczbie danej 19. Podobnym-
że sposobem znajdę logarytm 45 = 1,655212; logar. 66 = 
1,819544; logar. 7 9 = 1 , 897627; i t. d. 

2°. Jeżeli liczba dana ze trzech cyfer składa się, szu-
kam w pierwszej po lewej ręce kolumnie podłużnej strony 
60tej lub 61 szej, bigiej, i t. d.; a w drugiej podłużnej ze-
rem naznaczonej kolumnie tejże strony znajdę logarytm od-
powiadający liczbie danej, ale bez cechy jemu przynależy-
tej, klóra w tym razie powinna być 2. Np. Aby mieć lo-
garytm odpowiadający liczbie i o 5 , znajdę na stronie 6ożej 
obok liczby danej logarytmowe ułamki dziesiątne 012857, 
przed któremi połoeywszy cechę 2 , będę miał logarytm 
2,012837 odpowiadający liczbie io5. Podobnież na tejże stro-
nie znajdę logarytm i 3 5 = 2 , i 3 o 3 3 4 ; logarytm 148=2, 170261 ; 
na óiszej, znajdę logarytm i65 = 2,212188; i t. d. 

Szukając logarytmu liczby 107, znajdę obok niej ułam-
ki dziesiątne ze czterech tylko cyfer złożone, tojest: g384, 
do których gdy po lewej ręce przyłączę te dwie cyfry , które 
zaczynają najbliższy poprzedzający logarytm z sześciu cy-
fer złożony, a które od innych czterech tegoż najbliższe-
go logarytmu cyfer małym odstępem są oddzielone, jak tu 
dwie cyłry 02, zaczynające logarytm liczby io5, będę miał 
logarytmowe ułamki dziesiątne także z sześciu cyfer zło-
żone, o2g584, tym przydawszy cechę 2, będzie logar. 107 
=2 ,029584 . Podobnież na logarytm liczby i58, znajdę 
obok niej cztery cyfry 9879, do tych przyłączywszy po le-
wej ręce dwie cy f ry i5, zaczynajace najbliższy poprzedza-
jący całkowity logarytm liczby 155, będę miał logar. i38 
:c=2,109879. Na stronie 68mej, na logarytm liczby 5 :4, znaj-
dę ułamki dziesiątne ze trzech tylko cyfer złożone g63, 
tym przydawszy po lewej ręce trzy cyfry 7 1 0 , zaczy-
nające najbliższy poprzedzający całkowity logarytm li-
czby 5 i3 ; będzie logarytm 5i4 = 2,7iog63. Tak sobie po-
stępować trzeba z innemi każdej kolumny zerem nazna-

ki pospolite tak wielkiego przybliżenia nie potrzebują, z tablicy 
teraźniejszej odrzucono siódmą, czyli pierwszą od ręki prawćj cy -
f r ę , gdzie jednak odrzucona cyfra większa była od 5, tam ostatnią, 
pozostałą zawsze powiększono iednością. Przyczyna tego powiększa-
nia zasadza się na własnościach ułamków dziesiętnych. 
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czonej ułamkami dziesiątnemi, w których dla uniknienia 
kilkokrotnego powtarzania jednychźe liczb, ostatnie tylko 
odmienne cztery lub trzy cyfry w tablicy są umiesczone. 

3°. Gdy liczba, której l.->garytmu szukamy, ze czterech 
cyfer składa się; w tym razie trzy pierwsze cylry ozna-
czające tysiące, sta i dziesiątki, w pierwszym po lewej rę-
ce rzędzie podłużnym karty przyzwojtej, naznaczam sobie 
palcem jednej ręki; ostatnią zaś czyli czwartą danej liczby 
cyfrę, naznaczam drugiej ręki palcem w najwyższym rzę-
dzie poprzecznym, w którym umiesczone są liczby począ-
tkowe następne od o, do 9 ; prowadzę potem te palce, 
pierwszy wprzód przed się, drugi na dół prosto, póki się 
nie znijdą. W miejscu znijścia się palców, znajdę liczbę, 
albo ze czterech ( jak na stronach Go tej, aż do 6 7 mej, albo 
też ze trzech (jak na stronach od 68mej, aż do 77mej) cy-
fer złożoną, do której gdy przyłączę te dwie albo trzy cy-
f r y , które się w drugim po lewej ręce rzędzie podłuż-
nym, w jednejże linii prostej z tamtemi znajdują , a od in-
nych czterech albo trzech małym odstępem są oddzielone, 
będę miał logarytmowe ułamki dziesiątne z sześciu cyfer 
złożone; przed temi położywszy cechę 3, będę miał wiav 
domy logarytm liczby ze czterech cyfer złożonej. 

I tak np. chcąc mieć logarytm liczby i458 ; szukam 
trzech pierwszych cyfer i45, w pierwszym po lewej rę-
ce rzędzie podłużnym strony 60tej) ostatniej zaś cy f ry 8, 
szukam na tejże stronie w najwyższym rzędzie poprze-
cznym; posuwam palce tak , jak się powiedziało wyże j , a 
w zbiegu palców znajdę ułamki dziesiątne ze czterech 
cyfer złożone, 3768, do tych przyłączywszy dwie cyfry 16, 
które na tejże stronie, w drugim po lewej ręce rzędzie po-
dłużnym w jednej linii z tamtemi czterema cyframi leza , 
a od innych małym odstępem są oddzielone, będę miał u-
łamki dziesiątne z sześciu cyfer" składające się 163758; a 
tak będzie logarytm liczby 1 4 5 8 = 3 , 1 6 3 7 5 8 . 

Podobnież, aby znaleźć logarytm liczby 5157; najprzód 
ze trzema pierwszemi cyframi i ostatnią 7 postąpiwszy so-
bie tak jak się w poprzedzającym przykładzie "wyłożyło, 
znajdę na stronie 68mej w miejscu znijścia się palców, u-
łamki dziesiątne ze trzech tylko cyfer złożone, 097; do któ-
rych gdy przyłączę trzy cy f ry 7 1 1 , w drugim po lewej ręce 
rzędzie podłużnym obok 5 i5 leżące, a od innych małym 
odstępem oddzielone, będę miał log. 5i57 = 3,711597. 

Pen sam sposób postępowania zachow ując, znajdę lo-
garytm 3463 = 3.539453; logar. 556g = 3,7457*77; logarytm 
8949 = 3,951774; i t. d. 

Przestroga. Niech będzie zadano wynaleźć logarytm 
odpowiadający liczbie 1868. Postąpiwszy sobie sposobem 
we dwóch poprzedzających przykładach wyłożonym, znaj-
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dę na stronie 61 szej, w miejscu znijścia się palców, ułamki 
dziesiątne ze czterech cyfer złożone, tojest: rfjy, w tych, 
ponieważ pierwsza cyfra od lewej ręki tojest i mniejsza 
jest od pierwszej cyfry tych czterech cyfer 9513, które 
w drugiej po lewej ręce kolumnie podłużnej w jednejże 
z tamtemi czterema linii prostej leżą; czyli ponieważ je-
dność mniejsza jest od 9 , w tym razie drugą po lewej 
ręcc liczbę z tych dwóch 26, które z drugiej kolumny, 
do owych znalezionych ezterech cyfer 1377 mają być przy-
łączone, powiększyć trzeba jednością, tojest, nie 26, ale 27,, 
do czterech owych znalezionych cyfer 1Ś77 przyłączyć na-
leży, i będzie liczby 1868 logarytm 3,271077. Szukając 
także logarytmu liczby 1909, znajdę ułamki dziesiątne o8ot>, 
do których nie 27, ale 2& przyłączę. Dla tejże samej przy-
czyny, na logarytm liczby 0819, znalazłszy ułamki"* dziesią-
tne ze trzech tylko cyfer złozone, tojest, 082, przydam im 
z drugiego po lewej ręce rzędu podłużnego, inne trzy małym 
odstępem oddzielone c y f r y , a te nie 7(16, lecz 767; i t. d. 
Na to sozególnieyszą baczność w wyszukiwaniu logaryt-
mów mieć potrzeba. 

4°. W e trzech pomienionych przypadkach, gdyby 
przy jednej, dwóch, trzech lub czterech cyfrach, których 
logarytmu szukamy, znajdowały się lescze zera po prawej 
ręce tychże liczb, na ten czas znalazłszy w tablicy loga-
rytm odpowiadający samym cyfrom, trzeba do cechy zna-
lezionego logarytmu tyle jednostek dodać, ile zer przy cy-
frach liczby danej znajduje się, albowiem ten sam logarytm 
jest liczby 2, co i 20, albo 200, lub 2000, i t. d. wyjąwszy 
tylko cechę, która w pierwszym razie będzie o, w drugim 
1 , w trzecim 2, w czwartym 3. I tak 

Uzywanić drugie. Znaleźć logarytm liczby tablicę 
prze wy ższa jącej. 

Wiadomo jest, iż gdy liczbę jakową powiększymy lub 
umniejszymy zerem, zaw sze też same w logarytmie jej 
znajdują się ułamki dziesiątne, a cecha tylko odmienia się; 
ztąd wypływa sposób wynajdywania w powszechności lo-
garytmów odpowiadających liczbom granice tablicy prze-
wyższającym. Założywszy np: iż mamy tablicę rozciąga-
jącą się-od 1 tylko do 1000, niech będzie potrzeba wynaleźć 
logarytm odpowiadający liczbie 6778. Po prawej ręce da-
nych owych liczb oddzielmy kreską tyle cyfer, ile potrze-
ba, ab}' reszta pozostała mogła się mieścić w tablicy; w tym 
przykładzie oddzieliwszy od liczby danej jednę cyfrę, zosta-
nie się liczba G77 mogąca się mieścić w tablicy; nadto weź-
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my w tejże tablicy liczbę 678, po liczbie G77 zaraz na 
stępującą; to wykonawszy, uważmy: 

Ponieważ liczb 6770 16780 ten Sam jest logarytm 
(wyjąwszy cechę) co i liczb 677 i 678, ztąd oczywiście po-
kazuje się, iż jako między iRczbann 6770 i 6780 pośrednie 
są następujące końcowe liczby 71, 72, 73, 74, 76, 76, 77, 
78, 79; tak i logarytmy ich między logarytmami tamtych 
pośrednie być muszą. 

20. Widzimy z tablic, że kilka logarytmów, które na-
stępują po logarytmach liczb 677 i 678, mają tę samę co 
i te logarytmy różnicę, tojest 641; tak, jak i różnica liczb 
im odpowiadających jest taż sama, tojest 1; czyli, cojednoż 
jest, widzimy z tablic, iż różnice logarytmów proporcyo-
nalne są różnicom liczb, które odpowiadają tymże logary-
tmom (*): a zatem jeżeli różnica między liczbą daną i li-
czbą mniejszą 6770 danej liczbie najbliższą, jest połową, 
lub trzecią częścią, albo czwartą, i t. d. różnicy między 
tąż liczbą najbliższą 6770. i drugą 6780; to też 1 różnica 
międ/.y logarytmem odpowiadającym liczbie danej , a lo-
garytmem odpowiadającym liczbie najbliższej 6770 będzie 
prawie połową, trzecią częścią, czwartą i t. d. różnicy za-
chodzącej między dwoma logarytmami odpowiadająeemi 
dwom liczbom 6770 16780. Ze tedy różnica między liczbą 
daną 6778, i liczbą jej naybliższą 6770 jest częścią ró-
żnicy zachodzącej między tąż liczbą najblizszą 6770, i 
drugą 6780, (gdyż 6778 — 6770 = 8, zaś 6780 — 6770=10;) 
więc i różnica między logarytmem liczby danej 6778 i lo-
garytmem liczby najbliższej 6770, będzie Tf,- częścią liczby 
641, która jest różnicą zachodzącą między dwoma loga-
rytmami odpowiadająeemi dwom liczbom naturalnym po 
sobie idącym 677 i 678, czyli co jednoż jest liczbom 6770 
i 6780. Więc gdy weźmiemy różnicy 641, i przydamy 
ią do logarytmu liczby 677, czyli 6770, będziemy mieli lo-
garytm odpowiadający liczbie danej 6778. I tak logarytm 
liczby 677 czyli 6770, pominąwszy cechę, jest 83o588; logar, 
678 czyli 6780 jest 831229; różnica ich 641; tej część dzie-
siąta 64 przydana ośm razy do logarytmu mniejszego, to-
jest do logarytmu liczby 677, da nam 5,85o652 logarytm od-, 
powiadająoy liczbie 6778, 

(*) Ściśle biorąc, nigdy to doskonale nie prawdzi się, aby różnice to* 
garytmów były zupełnie proporcyonalne różnicom łiczb odpowia-
dających tymże lagarytmora ; w większych atołi liczbach po mianie-
• a proporeya dosyć się do zupełności przybliża, na czem można 
przestać, i w uży waniach pospolitych mieć ją za dostarczająco - do-
skonałą. , „ 
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5°. W i ę c aby na fundamencie rozumowania poprze-
dzającego wynaleźć logarytm liczby z pięciu, sześciu, i 1 . d. 
cyfer złożonej, a tem samem przewyższającej granice tej 
tablicy, (bo ta, jako się wyżej powiedziało, rozciąga się 
tylko od i aż do loooo:) trzeba: Najprzód: po prawej rę-
ce liczby danej, odjąć tyle cyfer, ilu ona naywiększą liczbę 
tablicową przewyższa. Powtóre: Znalazłszy logarytm czte-
rech cyfer po lewej ręce za kreską pozostałych, potrzeba 
go odjąć od logarytmu większego zaraz po nim następują-
cego w tablicach. Połrzecie: Wziąwszy cytry po prawej 
ręce liczby danej kreską oddzielone , wziąść potrzeba je-
dność z tylu zerami, ile było cyfer kreską oddzielonych , 
tojest: jeżeli jedna cyfra była oddzielona, bierze się io; je-
żeli dwie, zoo; jeżeli trzy, 1000, i t. d. Pociwarte: Ze 
trzech tych wyrazów wiadomych następująca układa się 
proporcyą: Jak się ma io, albo 100, 1000, i t. d. do cyfer 
odciętych po prawej ręce liczby danej; tak się ma różni-
ca znaleziona między dwoma logarytmami, do różnicy od-
powiadaiącey cyfrom pozostałym po prawej ręce daney li-
czby. Naostatek: Czwarty wyraz tej proporcyi, albo co 
jednoż jest, nową wynalezioną różnicę dodawszy do logary-
tmu odpowiadającego czterem pierwszym cyfrom danej 
liczby, summa z dodania wynikająca, gdy jej przyzwoitą 
cechę przydamy, będzie logarytmem szukanym. Niech bę-
dzie dana liczba 45648. Logarytm liczby 4564, iest 65g546, 
różnica iego od logarytmu liczby 6565, która po tamtej na-
stępuje w tablicach, jest 95. Cyfra po prawej ręce odcięta 
jest 8; przeto za pierwszy wyraz proporcyi wziąwszy 10; 
będzie 1 0 : 8 = 9 5 1,76 Ten czwarty wyraz 76 dodany do lo-
{^arytmu mniejszego 65g546 odpowiadającego liczbie 4564, da 
ogarytm szukany 4,65p422 należący do liczby dan^45648. 

Szukajmy lescze logarytmu liczby 7853646. Logarytm 
liczby 7853, jest 895056; różnica między nim i większym 
w tablicach następującym jest 55 ; cyfer odciętych jest 
trzy 646; przeto za pierwszy wyraz proporcyi wziąwszy 
1000, będzie 1000: 646 = 5 5 : 35 W y r a z czwarty 
55 totwt gdy dodam do logarytmu 8950Ś6, będę miał liczbie 
danej 785^646 odpowiadający logarytm 6,895071 Tng°?j » czyli 
zaniechawszy ułamek, będzie logarytm 7855646 = 6,895071; 
albowiem w logarytmach jako zamykających wielkie ułamki 
dziesiętne, ostatnia ich po prawej ręce cyfra jakożkolwiek 
zmniejszona, lub powiększona będzie, żadney w logarytmach 
znacznej odmiany nie sprawuje. 

Podobnymże sposobem postąpiwszy sobie, znajdę licz-
bie 9177856 odpowiadający logarytm 6.976711. Zaś licz-
by 20995077 logarytm 7,322076 ; i t. d. 

To jest, co do objaśnienia i używania tej tablicy mó-
wić należało. Co się zaś tycze sposobów wynajdywania 
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logarytmów należących do ułamków dziesiątnyeh i ułamków 
zwyczajnych , tudzież wyszukiwania liczby odpowiadająeey 
logarytmowi, który albo przechodzi tablicę, albo wpada 
między dwa logarytmy w tablicy, jako też prawideł uży-
wania logartymów; mamy je wyłożone w Arytmetyce. 

O B J A Ś N I E N I E I U Ż Y W A N I E 
tablicy zamykającey L O G A R Y T M Y W S T A W i S T Y C Z N Y C H 

od miuuty i aż do 90 stopni. 

wzór ułożonej tablicy logarytmów odpowiadających 
liczbom sporządzone są tablice logarytmów wstaw 1 sty-
cznych. 

Tablice po lewej ręce będące, (jako to : na stronne! 
78, 80, 82, i t. d.) logarytmy wstaw, a po prawej (iako 
to : na stronach 79, 81, 

i t. d,) logarytmy stycznych 
W sobie zamykają, poczynając od minuty 1 az do 90 stopni 

i ° . Pierwsze pięć stopniów z minutami swojemi znaj-
dują się na stronach 78, 79, 80, 81; stopnie w najwyższym 
szeregu poprzecznym, minuty w pierwszym po lewej ręce 
szerćgu podłużnym, w jnnych zaś szeregach, logarytmy o-
wym stopniom i minutom odpowiadające z cechami swoje-
mi są rozłożone. 

I tak np. aby mieć logarytm wstawy minut 4, szu-
kam ich w pierwszym po lewej ręce szeregu podłużnym 
strony 78mej,, a w drugim przyległym, znajdę obok za-
dany logarytm 7,065786. Szukając w tymże samym sze-
regu logarytmu 20', znajdę obok nich w przyległym sze-
regu logarytmowe ułamki dziesiątne 764754, a gdy im przy-
dam powyższą cechę 7, będę miał log. wst. 2o'=7,764754. 

Na logarytm wstawy minut 34 , znaydę ułamki dzie-
siątne z pięciu tylko cyfer 95198 złożone , przed któremi 
gdy położę cyfrę g, zaczynającą najbliższy poprzedający lo-
garytm z sześciu cyfer złożony , będę miał ułamki dziesią-
tne z sześciu cyfer złożone 995198 , tym przydawszy naj-
bliższą poprzedzającą cechę 7, będzie log. wst.34' = 7,995198. 

l en sam sposób postępowania zachowam z innemi 
dziesiątnemi ułamkami, w których, tak jak w logarytmach 
liczb dla uniknienia częstego powtarzania jednychże cyfer, 
ostatnie tylko odmienne pięć lub Gztery, trzy albo dwie 
• y f ry w tablicach są położone. 
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Chcąc mieć logarytm wstawy 2 stopniów i minut 44; 
znajduję 44'w kolumnie przywoitej, a potem postępuję wprost 
ku prawej ręce póty, póki nie dójdę do tej kolumny podłu-
żnej, której w najwyższym szeregu poprzecznym 2 stopnie 
odpowiadają; tak mieć będę log. wst.(2° 44') = 8,67840$. 

Podobnymże spopobem postępując, anajde logarytm 
wsta 4° = 8, 8'±3584 ; logarytm w s t a ( i ° 26') = 8,598179; 
log.wst(5° 25 /)=%8j8884; log.wst(5° 590 = 9; oi8o3i; i t. d. 

20. Na stronie 8Jgićj i innych następnych, zaczynajac 
od 6° aż do 90°, rozłożone są stopnie 1 minuty z logary-
tmarni im odpowiadającemi, ale porządkiem odmiennym 
od tego, który na dwóch poprzedzających stronach widzie-
liśmy, tojest: w pierwszym po lewej ręce podłużnym ka-
żdej strony szeregu na siedm przedziałów podzielonym u-
micsczonych jest zawsze siedin stopniów po sobie nastę-
pujących, z przyłączonemi do każdego 7, nich osobno minu-
tami dziesiątkowemi, tojest: 10', 20', 3o', 4o', 5o' ; w dru-
gim zaś podłużnym zerem naznaczonym szeregu znajdują 
się logarytmy tymże stopniom 1 minutom dziesiątkowym 
odpowiadające. Co się tycze dziewięciu jednostek pośre-
dnich msędzy dziesiątkami 10, 20, 5o, 4o, 5o; tych szukać 
potrzeba w najwyższym szeregu poprzecznym, gdzie sa u-
miesczone liczby początkowe i następne 1, 2, 3, 4, i t. d. 
Rzecz tę następujące przykłady objaśnią. 

Niech będzie potrzeba wynaleźć log. wst(6° 4o'). Szu-
kam danych stopniów 6 i minut 4o, w pierwszym po le-
wej ręce szeregu podłużnym strony 82git}, a obok minut 
4o, znajduję w drugim przyległym szeregu ułamki dzie-
siątne 06^806, przed któremi gdy położę cechę 9 , będę 
miał log. wst. (6° 4o')=9;o648o6. Gdyby zamiast log. wst. 
(6° 4o') potrzeba było wynaleźć log. w st(6° 44'); będę naj-
przód 6° i 4o', tak jak pierwiej, upatrywał w pierwszym 
szeregu podłużny nr, potem zaś od 4o minut postępując 
wprost ku ręce prawej póty, póki nie dójdę do tej kolumny 
podłużnej, której w najwyższym szerego poprzecznym od-
powiada liczba 4 , tam znajdę ułamki dziesiątne ze czte-
rech cyfer złożone 9107, do których gdy przyłączę naj-
przód dwie cyfry 06. w drugim po lewej ręce podłużnym 
szeregu obok io' leżące, a petem przydam cechę przyzwoi-
tą 9, będę miał log. wst(6° 4*') = 9,069107. Na log. wst. 
(5*5" 25'). Ziiajdę na stronie 96/e; w kolumnie podłużnej, któ-
ra odpowiada liczbie 3 położonej w najwyższym szeregu 
poprzecznym, ułamki dziesiątne ze trzech cyfer złozone 585, 
do których gdy przyłączę cyfry oi5 , w drugim po lewej 
ręce szeregu podłużn\ m obok 20' położone, będą miał 
log. wst(55° 25') = 9.915585 i t. d. 

Przestroga dana na stronie b\szej o wynajdowaniu 
logarytmów; odpowiadających liczbom, powinna także być 
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zachowana w wyszukiwania lo&ai*ytmów wstaw. I tak 
np. szukając log. wst (6° 4D<), znajdę ułamki dziesiątne 0176, 
do których podług wymienionej przestrogi, dołączę z dru-
giego po lewej ręce szeregu podłużnego nie 06, ale 07, i bę-
dzie log. wst(G° 45 ł )=9.o7oi76. Chcąc mieć log. w s t f r ą 0 ^ * 
znajdę ułamki dziesiętne ze trzech cyfer złożone io4, do 
tych przyłączywszy z drugiego po lewej ręce podłużnego, 
szerego trzy c y f r y , a te nie 992, ale 995., mieć będę 
log. wst (790 49') = 9.9951 oi . Na log. wst (86.° 48') znajdę 
ułamki dziesiątne ze dwóch tylko cyfer złożone 22, do któ-
rych z drugiego po lewej ręce podłużnego szeregu przyłą-
czywszy cztery cyfry, a te nie 9992, ale 9995 mieć będę 
log. wst (86° 48';=E=9,999522. i t. d. 

Z logarytmami stycznych należy postępować według 
tychże samych prawideł, odmieniwszy tylko wyraz wstawa 
na wyraz styczna. 

5.°. Lubo tablice te zawierają logarytmy wstaw i 
stycznych tylko na stopnie i minuty pierwsze , chcąc a-
toli mieć logarytm wstawy lub stycznej odpowiadającej 
pewnej liczbie stopniów, minut pierwszych i minut dru-
gich, można tego dójść sposobem następującym. Wezmę 
w tablicy logarytm np. wstawy należącej do liczby danych 
stopniów i minut pierwszych, a odciągnąwszy go od lo-
garytmu większego zaraz po nim w tablicy położonego, 
ułożę następującą proporcyą; 60 minut drugich, mają się 
da liczby minut drugich danych; jak różnica między 
wzięte mi w tablicy logarytmami, do czwartego wyrazu, 
który dodam do logarytmu wstawy stopniow i minut pier-
wszych. Np. Dajmy, iż jest zadano znaleźć log.wst(6° 45' 4o")j 
logarytm wstawy danych stopniów i minut pierwszych to-
jest log. wst (6° 45'), jest 9,070176; logarytm większy po 
nim bezśrednie w tablicy położony, jest 9,071242 odpowia-
dający wst (fit0 i 46')', różnica dwóch tych logarytmów, jest 
1066; więc ułożę następującą proporcyą, 60" : 4 o " = 1066 :71 a. 
Ten czwarty wyraz przydany do logarytmu mniejszego 
9,070176* daje log. wrst (6~ 45' 4o*)= ; 9,070886. 

Wzajemnie też, jeśli mam logarytm wstawy, który 
nie zupełnie znajduje się w tablicach y jest to znakiem, iż 
logarytm ten odpowiada wstawię łuku mającego oprócz 
stopniów i minut pierwszych jescze minuty drugie; te że-
by wynaleźć takową proporcyą ułożę: różnica dwóch lo-
garytmów między które wpada logarytm dany, ma się do 
różnicy między tymże logarytmem danym a logarytmsm 
mnieyszym przed nim w tablicy leiącym; jak się mają 60 
minut drugich, do czwartego wyrazu, który wskaże liczbę 
minut drugich szukanych; te dodam do liczby stopniów i 
minut należących do tego logarytmu , który jest w tabli-
cach położony bezśrednie przed tym, którego szukam. Trze-

H 
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ba np. znalcść łuk, którego wstawy logarytm jest 9.916916. 
Logarytm ten , lubo co do wszystkich cyler swoich nie 
znajduje się w tablicy, znajdziemy go jednak co do pier-
wszych, 1 mało co mniejszy jest od logar. 9.916945, a wię-
kszy 9.916859. Pierwszy z nich należy do wst (55^41'), 
drugi do wst (55" 4-j') ; przeto łuk szukany musi mieć ja-
kowyś nadmiar nad 55° 1 4o', a niedomiar do 55° i4 i ' j ten 
zaś z jednej strony nadmiar, a z drugiej niedomiar nie mo-
że być co innego, tylko minuty drugie, bo między minu-
tami pierwszenu i drugieini nie masz nic pośredniego. 
"Więc abym doszedł liczby minut drugich, znajduję naj-
przód różnicę dwóch logarytmów 9 916945, i 9.916859, mię-
dzy które wpada logarytm dany , różnica ta będzie 86, 
powtóre znajduję różnicę między logarytmem danym 
9.916916. i logarytmem tablicowwn mniejszym 9..916050, 
różnica szukana będzie 57: naostatek ufożę tę proporcyą, 
86 : 57=160": do wyrazu czwartego, który jest 69*. Zateni 
luk szukany, którego wstawy logarytm jest 9.916916, za-
myka 55° 4i/ 59". i t. d. 

Jeżeliby działanie nie wyciągało tej skrupulatności, 
aby się wynaydowaniem minut drugich zatrudniać nale-
żało, dc syć jest danemu logarytmowi, który się nie zupeł-
nie mieści w tablicy, wr.iąść te stopnie i minuty za odpo-
wiadające, które się znajdują w tablicy przy logarytmie 
mniejszym danemu logarytmowi najbliższym. I tak w wyż-
szym przykładzie dla logarytmu wstawy 9.916916, dosyć 
było wziąść 55° 4o', które odpowiadają w tablicy logaryt-
mowi mniejszemu 9.916859 bezśrednie logarytm dany po-
przedzającemu. 

4°. Naostatek , aby mieć logarytm dostawy, trzeba 
wziąść kat dopełnienia, a odciągnąwszy go od 90°, szukać 
w tablicach logarytmu, który wstawię owej reszty pozo-
stałej po odciągnicniu. odpowiada: logarytm tj'c znaleziony, 
będzie logarytmem dostawy. Gdy zaś kąt dany jest roz-
warty, logarytm wstawy jego będzie ten sam, co 1 logarytm 
wstawy spełnienia tegoż kata. I tak dostawą kąta 73° jest 
wstawa kąta 17^; wstawa kąta i56-; równa się wstawię 
kąta 'i4u spełniającego kąt dany do i8ov . 

<ś http://rcin.org.pl



T A B ,L I C A 
L O Q A R. Y T M O W 

L l C Z i . N A T U R A L N Y C H 
* * 

od, i do 1000. 
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T A B L I C A 

L O G A R Y T M O W 

W S T A W 

od l minuty do 90 stopni. 

Logarytmy wstaw od 1 ' do C°. 
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T A B L I C A 

L O G A R Y T M O W 

S T Y C Z N Y C H 

od i minuty do 90 stopni. 

Logarytmy stycznych od i ' do 6W. 
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