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DANS un recent article nous avions developpe une nouvelle methode, a l'aide de laquelle nous 
avons pu reduire le deuxieme probleme aux limites a une equation integrate singuliere. Dans 
le present article en utilisant un prolongement analytique different mais un processus analogue 
nous fournirons la solution du meme probleme sous la forme d'une equation integrate regu
liere de Fredholm analogue a celle de Muskhelishvili [1]. 

W ostatnim artykule przedstawilismy pewn(l now'l metod((, na podstawie kt6rej udalo nam si~ 
zredukowac drugie zagadnienie graniczne do osobliwego r6wnania calkowego. W niniejszej 
pracy, wykorzystuj(lc odmienne przedluzenie analityczne, lecz analogiczn(l procedur~. podajemy 
rozwictzanie tego samego zagadnienia w postaci regularnego r6wnania calkowego Fredholma, 
analogicznego do r6wnania Muskhelishviliego [1]. 

B llOCJiegHeH CTaTLe Mbl npegCTaBHJIH HCKOTOpblli HOBbW MeTO):{, OllHpaHCI> Ha KOTOpbW 
ygaJIOCI> HaM CBCCTH BTOpyro npegeJII>Hyro 3a,r{atzy K CHHcyiDipHOMY HHTerpani>HOMY ypaBHeHHIO. 
B HaCTo~eii pa60Te, HCIIOJII>3Y.H gpyroe aHaJIHTHliCCKOe npO):{OJDKCHHe, HO aHaJIOrHtmyiO 
npo~e,r{ypy, npHBO,r{HM pemeHHe 3TOH CaMOH 3a,r{atm B BH,r{e peryJIHpHOI'O HHTerpilJII>HOI'O 
ypaaHeHH.H <t>pe):{I'OJII>Ma, aHaJiorHtiHoro ypaBHeHHIO MycxeJIHWBHJni [1]. 

1. Introduction 

LA SOLUTION generate du deuxieme probleme aux limites de l'elasticite plane a ete four
nie, des 1940, par D. SHERMAN [1], sous forme d'une equation integrate de Fredholm. 
Plusieurs auteurs ont repris et ont ameJiore les resultats de SHERMAN [2,. 3]. Malgre tout, les 
inconvenients de la formulation initiate de Sherman subsistent. Ces inconvenients sont: 

i) Les fonctions 9J(z) et 'l'(z) sont definies a l'aide des formules assez arbitraires en 
fonction d'une distribution w(t) qui' n'a aucune signification physique. 

ii) L'unicite a ete demontree en introduisant des quantites arbitraires qui n'ont aucun 
rapport avec le probleme pose. 

iii) La methode n'est pas valable dans le cas des milieux fissures. 
Avec notre travail precedent [4] nous avons pu apporter remede a tous ces incon

venients. Dans le present article nous presentons une solution qui conserve les avantages 
de notre recent travail et en plus elle aboutit cette fois a une equation integrate reguliere. 

2. Rappel d'equations de l'elasticite pour les domaines multiplement connexes 

Soit un milieu elastique et isotrope qui occupe le domain e multiplement connexe s+ 
limite par les contours du Jordan Li (j = 1, 2, ... , m, (m+ 1)), dont le demier contient 
to us les autres (Fig. 1 ). 

Nous supposons que les courbes Li ne s'intersectent pas et que la courbure est une 
fonction Holder contunue de la longueur s de l'arc. 
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4 P. S. THEOCARIS ET G. J. TSAMASPHYROS 

On definit main tenant par: 

L = L1 +L2+ ... +Lm+ Lm+1 

le contour total du S + et on designe par Si les regions finies, bornees par L i (j = 1 , 2, ... , m) 
et par Sm+ 1 la region infinie exterieure de Lm+ 1 • En utilisant la formulation de Muskh
elisbvili par deux potentielles complexes ~*(z) et tp*(z) (z = x+iy), qui sont en general 

FIG. 1. 

des fonctions analytiques et multiformes, nous pouvons exprimer les composantes carte
siennes des deplacements a l'aide de la formule: 

-- --
(2.1) 2p{u(x, y)+iv(x, y)} = "~(z)-zq/(z)-,P(z) 

oil " = (3-4v) dans les cas des deformations planes et " = (3-v}/(1 +v) dans le cas 
des contraintes planes. Si maintenant on note par u,, et u,s respectivement les composantes 
normales et tangentielles des forces par unite de surface appliquees sur un point B de la 
limite L, on peut ecrire: 

. -- -- -- dt/ dt 
(2.2) u""+iu,s =~'(t)+tjJ'(t)+ {t~"(t)+t}'(t)} ds -ds 

oil t est la coordonee complexe du point B. Si on note par (X,, Y,) la resultante des 
forces appliquees a un arc AB nous pouvons ecrire, 

(2.3) i(X,+iY,)+const = i j(ux,+i<11,)ds+~(t .... ) 
AB -- --

+ f;t~'(t .... )+tp(t .... )= ~(t) + t~'(t)+,P(t) 

oil (ux,ds, u,,ds) est la force appliquee sur l'element ds. 

Les fonctions ~(z) et tjl(z) sont des fonctions analytiques et en general sont des fonctions 
multiformes. 

Selon Muskhelishvili on peut mettre les potentielles complexes ~(z) et ~(z) sous la 
forme: 

(2.4) 

http://rcin.org.pl



SUR UNE M~THODE DE R~SOLUTION DU DEUXIEME PROBLEME AUX LIMITES 

(2.5) 

m 

.Y,(z) = 2n(l"+u)}; (X1 -iY1)log(z-zA:)+VJ(z) 
k=l 

5 

oil (Xk, Yk) est la n!sultante des forces appliquees sur Lk, zk est la coordonnee complexe 
d'un point quelconque dans Sk et cp(z), 1p(z) sont des fonctions holomorphes de z defi
nies dans s+. 

Soit une fonction continue f(t), definie sur L, et telle que dffds = f'(t) dt fds soit 
une fonction H-continue (oil f'(t) = df(t)/dt). 

On admet maintenant que la quantite f'(t) represente les tractions (<1,.,.+i<1,.8 ) appli
quees sur L. On a done: 

(2.6) f <J<t)cii+J<t)dt) = o 
L 

c'est a dire les moments par rapport a l'origine des forces appliquees sur L sont nuls. 
Nos methodes se basent a un prolongement analytique de cp(z) et VJ(Z) dans la regions
complementaire de s+. 

Nous pouvons definir ce prolongement de deux manieres: 
i) En supposant que la region s- est remplie de la meme matiere que la region s+ 

et que s- est solicite de fa~on qu'il y aura continuite du champ des contraintes dans le 
plan entier. Par contre il y aura discontinuite de deplacement le long deL. 

ii) En supposant que la region s- est en repos. A l'aide d'un des ces deux prolonge
ments ou peut formuler la solution du probleme, soit en utilisant la relation (2.3) (equa
tion des forces), soit la relation (2.2) (equation des contraintes). 

On obtient ainsi quatre formulations et par consequent quatre solutions. 
On va exposer ici les deux methodes de resolution basees au deuxieme type de prolon

gement. Le premier type de prolongement a fait l'objet d'une recente publication [4]. 

3. Premiere methode basee sur !'equation complexe des forces 

Nous allons presenter la methode dans le cas d'un milieu fini (c'est a dire Lm+ 1 existe) 
multiplement connexe non fissure. Pour les milieux multiplement connexes infinis la 
methode est tout a fait analogue. Aussi il. n'y a pas aucun probleme a }'application de la 
methode dans le cas des milieux fissures solicite d'un part et de l'autre de la fissure par la 
meme distribution des contraintes; on fait quelques suggestions pour ces cas dans le 
paragraphe 5. 

Dans ce cas la du milieu fini non fissure les conditions aux limites en tenant compte 
de (2.6) prennent la forme: . .-- .--
(3.1) cp+(t)+tcp'+(t)+~+(t) = f(t)+ci pour teLi (j = I, 2, ... , m+ 1). 

No us avons ajoute le signe + pour noter que ~+ (t) et .Y,+ (t) sont les valeurs limites de 

~+(z) et "+(z) pour z tenant vers un point t e L, par l'interieur des+. 
En tenant de (2.4) et (2. 5) on peut ecrire (3.1) sous la forme: 

(3.2) cp+(t)+tcp'+(t)+VJ+(t)=p(t)+cJ pour teLi 
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6 P. S. TllEOCARIS ET G. J. TSAMASPHYROS 

oil 
m 

(3.3) 
t '\-, X·-iY.· 

p(t) = f(t)+ 2n(1 +x) f:t -=f_-z
1 

1 

m 

+ 2n(ll+x) 2. (Xk+iYk) {log(t-zk)..:..xlog (t- z~~:) },t E Lj, 
k=l 

j =I, 2, ... ,(m+ I) 
avec Cm+ 1 = 0. 

Ainsi le probleme se voit simplifie etant donne que g;(z) et 'lfJ(z) sont maintenant des 
fonctions holomorphes de Z, (z E S+). 

Nous effectuons maintenant un prolongement analytique des potentielles complexes 
p+ (z) et 'P+ (z) dans le domaine s- de maniere que p(z) et VJ(z) soient la solution du 2eme 
probleme aux limites en absence des forces exterieures. Done, nous aurons: 

(3.4) <p-(t)+tg;'....._(t}+'P'-(t) = 0 pour teL. 

Nous avons aiQsi defini dans le plan entier les fonctions holomorphes tp(z) et VJ(z) qui 
s'annulent a I'infini, et qui presentent a travers de [:, des discontinuites. 

Nous re.tnpla~ons main tenant 1es relations (3.6) et (3. 7) par leur differences. No us 
aurons done: 

(3.'5) {g;+'(t) -g;-(t)} + t { g;'+ (t)- <p'- (t)} + {'P+ (t) -1p'- (t)'} 
m, ~ 

t "Xi-iYti . 1 ~ 
= /(t)+ 2J'i(l+x) ~ t-zk + 2n(l +x) ~ (Xk+iYk){log(t-zk) 

k=l k=l ' 

-x'log(i-ziH+c1 pour teL1 (J= l,2, ... , (m+l)). 

Nous supposons a present que le long deL existe une discontinuite des deplacement 
egale a g(t)/2p,. On·peut noter par consequent: 

(3.6) {u+(t)+iv+(t)}- {u-(t)+iv-(t)} = g(t)/2p, 

ou u(z) + iv(z) est le deplacement complex du point z. On peut ecrire cette derniere:relation 
en utilisant la formule · (2.I) ~omme suit: 

(3.7) x{g; + (i)-<p- (t')}- t { g;'+ (t)- g;'- (t)}- {'P+ (t) --~--= (t)} 

m m 

. t ~Xk-iYk I ~· . . . -
= g(t)- '"2n(f+x) L.J t-zk + 2n(l +x) ~ (Xk+zYk) xlog(t-zk) (i-zk), 

k=l k=l 

V t E L1 (j = I , 2, ... , m+ I). 

En ajoutant menibre par membte "les relations (3.5) et (3.7) nous obte·nons: 

pour t E L1 (J = 1, 2, ... , (m+ I)) 

ou 
m 

(3:9) cJ(t) = f(t)+g(t) + 1 · .~(X +i¥;)log(t-z ); 
x + 1 2n(l +x) -:L.,; k k k 

'k=l 

http://rcin.org.pl



SUR UNB METHODE DE RESOUITION DU DEUXIEME PROBLEME AUX LIMITES 7 

En supposant que w(t) est H-continue nous obtenous: 

(3.10) (z) = _1_. J w(t)dt + C(z) , 
cp 2m . t-z u+1 

L 

(3.11) C(z) = {
-ci+c<m+l> pour zeSi (j= 1,2, ... ,m), 

C<m+t> pour ze(S++S1 +S2 + ... +Sm): 

A l'aide de !'equation (3.5) ou (3.7) nous obtenons, en tenant compte aussi de la relation 
(3.8), la formule suivante: 

(3.12) 

Done: 

(3.13) 

m 

- - - t ~Xk+iYk 1 
{1J'+(t)-VJ- (t)} = f(t)- {w(t)+ tw'(t)} + 2n (1 + u) .LJ t- zk + 2n (1 +u) 

k=1 

m 

+ 2 (Xk-iYk){log(t-zk)-ulog(t-zk)}+ ""21 . 
k=l 

(z) = __ I_. JW{t)+tw'(t) dt+-1-. Jp(t)dt +uC(z). 
1J' 2m t-z 2m t-z 

L 

Nous avons ainsi exprime cp(z) et 1p(z) en fonction de w(t). Mais il est bien connu que les 
fonctions <p(z) et 1p(z) ne sont pas uniquement determinees. Si cp- (z), V'- (z) sont des solutions 
du probleme dans la region bomee sj, les fonctions cp-(z)+iejz+cJ.i, 11'-(z)-d.i (oil dj 
est une constante complexe et si est une constante reele) le sont aussi. Nous avons done 
le droit de choisir arbitrairement ces constantes. Nous choisissons cJ.i de maniere que cp- (z) 
soit nulle aux points zf, z1, ... , z!, zlm+t> ou z}(j = 1, 2, 3, ... , (m+ 1)) est un point 
quelconque de Si. Comme tels points on choisie Ies points zi. Ce choix des constantes 
no us fournit: 

(3.14) -'bti Cm+l = fw(t)dt 
u+1 t 

L 

et 

(3.15) 'bti _5_ = J w(t) dt- J w(t) dt (j = 1, 2, ... , m). 
u+ 1 t-z. t 

L J L 

No us choisissons main tenant la rotation hi du point zi e Si (j = 1 , 2, ... , m, (m+ 1)) 
egale a zero. Pour que cette condition soit toujours verifiee par !'equation integrale que 
nous allons formuler, nous supposons que nous appliquons a chaque point zi un couple 
d'intensite bj egale a; 

(3.16) 

No us pouvons ecrire cette derniere equation comme suit: 

(3.17) 
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8 P. S. THEOCARIS ET G. J. TSAMASPHYROS 

Dans ces relations no us avons admis zm+ 1 = 0 + iO et comme il est de notre droit nous 
choisissons l'origine sur L<m+O· Ce choix de l'origine nous donne: 

(3.18) Cm+l = 0. 

L'application de ce couple sur chaque S1 n'affect par le probleme initialement pose. En effet 
la relation (3.4) prend main tenant la forme: 

(3.19) 

On multiplie cette derniere equation par dt, et sa conjuguee complexe par dt, on integre 
leur somme sur chaque L1 separement, et nous obtenons les relations: 

(3.20) b1 = 0 (j = 1, 2, ... , (m+1)). 

Mais, d'apres les conditions imposees a q;- (z) il est bien evident qu' on a partout dans S1: 

(3.21) 

Cette relation nous conduit a la conclusion evidente que (w(t)+c1j(x+ 1)) n'est que 
la valeur limite de q;+(z) pour z-+ L+, c'est a dire que: 

(3.22) 

Ayant ainsi defini q;(z) et tp(z) en fonction de w(t) no us pouvons formuler, en utilisant la 
relation (3.6), l'equation integrate qui fournit la solution du probleme. On aura: 

_I_. f!:!(t)dt _ ~-. r w'(t)dt + _1_. r "W{i)+tW'{t)dt = p(t0 ) 

27il t- 10 2m . t- t0 2m L t- 10 2 
L L L 

(3.23) 

__ m+l 

I f p(t) dt I 2 bk +- --+- --+C· 
2ni 1-i0 2ni to-zk 'J 

pour (.; = I , 2, ... , (m+ I)). 
L k=l 

Nous pouvons eerire cette derniere equation sous la forme equivalente: 

(3.24) I {2 I w(t) d J ( )dl t-t0 J-( )d t-t0 \ _ p(t0 ) - -- t- wt og--- wt --1---2ni t-to 1-10 1-10 2 
L L L 

_ m+l 

I fp(t)dt . I ~.., bk + -. -=------=-- + -. ~+cl 1nl t-10 2nl .LJ t-zk 
L k=l 

pour (j= 1,2, ... (m+I)). 

En tenant compte du fait que q;-(z) = 0 et de la relation (3.22) nous pouvons ecrire aussi 
la demiere equation comme suit: 

I f t-to I J- t-t0 p(t0 ) 
q;(to)- 2ni q;(t)dlog (- lo - 2ni q;(t)d 1- io- = --y-

L L 

(3.25) 

_ m+l 

1 fp(t)dt I 2 bk + -. ----- + -. -_-_- +ci al t- to 2nl t-zk 
L k=l 

pour (j= 1,2, ... ,.(m+1)). 
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Cette derniere equation (3.25) n'est que }'equation fournie par MUSKHELISHVILI [1] mais 
a I' aide d'un autre processus de demonstration. La seule difference demeure a la definition 
des constantes b1 et c1• Notre processus presente l'avantage qu'il reste valable pour les 
milieux fissurees comme nou~ allons le demontrer dans un cas particulier mais aussi pour 
la methode qui va suivre et qui sera basee a l'equation des contraintes. Il faut aussi noter 
que a l'aide du processus utilise ici nous avons pu obtenir !'expression de la valeur limite 
<p(t) sur la bord L a l'aide des contraintes et deformations sur ce meme bord (relation 
(3.8)). Nous avons encore introduit d'une maniere naturelle les constantes b1 que nous 
les avons exprimees ainsi que les constantes c1 a l'aide de la distribution w(t). 

11 est necessaire, maintenant de prouver l'unicite, de la solution. Pour ce faire on 
multiplie d'abord !'equation (3.25) par dt0 , !'equation conjuguee complexe par dt0 et on 
prend l'integrale de leur somme sur L. On obtient: 

(3.26) 2b<m+t) = J {f(to)tit~+f(to)dto}· 
L 

En tenant compte de la relation (2.6) on trouve: 

(3.27) f w(t) J w(t) --
b<m+t> = 0--+ -

1
-2 - dt+ -p dt = 0. 

L L 

Nous supposons a present que l'origine se trouve sur L<m+o· Nous concluons done que: 

(3.28) Cm+l = 0. 

Mais selon MuSKHELISHVILI [5] pour prouver l'unicite, il suffit de demontrer que ]'equa
tion homogene n'accepte que la solution nulle. 

En effet !'equation homogene, obtenue par !'equation (3.24) equivalente a la relation 
(3.25), est aussi equivalente au probleme aux limites suivants: 

(3.29) 9'o(to)+to<p~(t)+<po(t0) = c~ pour ! 0 e L1 (j = 1, 2, ... , (m+ 1)) 

oil <p0 et V'o sont les solution du 2eme probleme aux limites en absence des forces exterieures. 
Par consequent: 

(3.30) <p0 (z) = iBz+c. 

Et en utilisant la relation (3.28) on conclue que: 

(3.31) 1p0 (z) = -c 

et que: 

(3.32) cJ=O (j=1,2, ... ,(m+l)). 

Nous avons done: 

(3.33) . 1 f w0 (t)dt zez+c = --
2ni t-z ' 

L 

--- 11111 

(3.34) -c = _ ~ J w0(t)+tw~(t) dt-1-. ,, _!1_. 
2nz t-z 2nl ~ z-z. 

~ i•l J 
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10 P. S. THEocARIS ET G. J. TSAMASPHYROS 

Nous introduisons maintenant les fonctions: 

(3.35) (/Jt(t) = w0 (t)-iEt-c, 

m 

(3.36) - - - 1 2 b~ 'Pt(t) = -w0 (t)-tw0 (t)+c- -. --. 
2m t-z. 

i= 1 '} 

Mais, d'apres les relations '(3.33) et (3.34) on trouve que pour tous z E s+ nous avons: 

(3.37) _}_ f (/Jt(t) dt = 0 
2ni t-z ' 

L 

(3.38) _1_. f 'Pt(t) dt = 0. 
2m t-z 

L 

Par consequent les quantites q; 1 (t)ettp1 (t)sontles valeurs Iimites des fonctions holomorphes 
dans les regions S 1 , S2 , ••• , Sm+ 1 , qui verifient Ies equations: 

(3.39) 

En substituant dans la relation (3.27), pour w(t) !'expression de w 0 (t), obtenue par la 
formule (3.35), et en tenant compte les proprietes precitees de q;1 (t), nous pouvons 
conclure facilement que: 

(3.40) E = 0. 

En eliminant Wo(t) par les equations (3.35) et (3.36) on trouve: 

(3.41) 

On multiplie la relation (3.41) par dt et sa conjuquee complexe par dt et on integre le 
long de Li (j = 1, 2, ... , m). Leur somme donne: 

(3.42) b~ = 0. 

La relation (3.41) devient: 

(3.43) q; 1 (t)+tq;~(t)+tp1 (t) = 0 pour teLi (j= 1,2, ... , (m+1)). 

Par consequent q; 1(z), tp 1{z) est la solution du deuxieme probleme fondemental pour 
Ies regions Si (j = 1 , 2, ... , (m+ 1)) en absence des forces exterieures. En appliquant 
de nouveau le theoreme d'unicite no us obtenons: 

(3.44) 

et 

(3.45) q; 1 (z) = iEjz+cj, tp 1(.i) = -() pour Z E Sj, j = 1, 2, ... m. 

De plus, en tenant compte des relations (3.35), (3.36) et (3.42) nous avons: 

(3.46) w0 (t) = c pour t ELm+ 1 , 

(3.47) w0 (t) = iEit+ci+c pour t E Li (j= 1, 2, ... , m). 
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SUR UNE MBTHODE DE REsoLUTION DU DEUXIEME PROBLEME AUX LIMITES 11 

En combinant les relations (3.32) et (3.14), (3.15) et les relations (3.42) et (3.17), on 
obtient facilement que: 

(3.48) w 0 (t) = 0 pour t e L 

ce qu~ demontre l'unicite de la solution. 

4 .. .J>euxieme methode basee sur !'equation des contraintes 

Nous considerons toujours le probleme d'un milieu non fissure. Dans ce cas les ~on
ditions aux limites sont de la forme: 

(4.1) 
-- --- --- dt I dt 

~'+(t)+~'+(t)+ {t~"+(t)+~'+(t)} ds ds = f'(t) for tEL. 

On peut ecrire aussi la derniere relation (4.1), si on tient compte des relations (2.4) et 
(2..5), comme suit: 

(4.2) 
__ __ -. - dt 1 dt 

qJ'+(t)+p'+(t)+ {t97"(t)+1p'+(t)} ds / ds = p'(t) 

ou 

(4.3) 

On definit main tenant ~- (z) et ~- (z) dans s- de la meme maniere que precedemment. 
On peut ecrire done les conditions aux limites sous la forme: 

(4.4). qi"(t)+g>'"(t)+ {tg>""(t}+'l''=-(t)}: /:: = 0 pour t EL 

etant donne que: 

On remplace !'equation (4.4) par sa difference a partir de la relation (4.2): 

(4.5) {qJ'+(t)-qJ'-{t)} +{97'+(t)-qJ'-(t)}+ {t(qJ"+(t)-qJ"-{t)) 

-- -- dt jdt 
+(VJ'+(t)-VJ'-(t))} d- I -d = p'(t). 

S; S 

On suppose a present que la d1scontinuite des deplacements entre les deux milieux s+ 
et s- est donee comme une fonction de la longueur de l'arc S. C'est a dire on a: 

(4.6) {u+(t)+iv+(t)}- {u-(t) +iv(t)} = g(s)/2p,. 
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12 P. S. THEOCARIS ET G. J. TSAMASPHYROS 

On derive done par rapport a s la formule (3. 7) et on obtient: 

(4.7) 
dt ---- - dt -- ---

" { tp'+ (t)- tp'- (t)}- - {tp'+ (t)- tp' (t)}-- { t(tp"+(t )- tp"- (t)) 
ds ds 

(~(-) ~(-))} (ii _ '() _ 1 ll;m (Xk-iYk Xk+iY") dt +V' t -'lJl t --g t ---- ----x -
ds 2n(I +x) f- zk t-zk ds 

k=l 

{ Lm X"-iY" l;m Xk+iY"ldtl 
+ t (- - )2 + " - - d t-zk t-zk s 

k=l k=l 

pour tEL. 

On multiplie !'equation (4.5) par dtfds et on l'ajoute a !'equation (4.7). On a: 

(4.8) 
dt 

{tp'+(t)-tp'-(t)} ds = w'(s) pour t EL 

oil: 

(4.9) 
f'(t) ~: +g'(s) 1 ~X +i~ dt 

w'(s) = x+ 1 + 2n(l +x) LJ ;_zk kds · 
k=l 

No us pouvons par consequent ecrire: 

(4.10) '(z) = _I __ j" w'(s)ds 
9' 2nl t-z 

L 

cette demiere relation n'est que la derivee de la relation (3.9). 
En utilisant les relations (4.5) et (4.9) nous obtenons: 

dt {-- dt I dt _ dt l - dt 
(4.11) {V''+(t)-V''-(t)} ds = - w'(s)+w'(s) ds ds +tw"(t) ds +p'(t) ds . 

D'ou: 

(4.12) 

-, -) I ( ) di I dt - /1 ( ) dt -,-( ) dt 
1 J w (s +w s ds ds + tw t ds 1 J p t ds 

1p'(z) = --. - ds+-. ds 
2m t-z 2m t-z 

L L 

cette relation est la derivee de la relation (3.17). 
L'equation integrate qui fournie la solution du probleme prend la forme: 

(4.13) _1 __ j"' ( w'(s) - ~'(~)) ds+ {-~ J ~"~) dt+ J w~(s~ds + J Ql(i}dt 
2m t- t0 t- to 2nl t- t0 t- t0 t- 10 L L L L 

'( ) dt 
-- p t - m+l }-/ 

f tw"(t)dt 1 '( ) 1 J ds d 1 2; hi dto dto _ '(t ) + -+- p t0 - --. s--. -
2 

- - P o • 
t-t0 2 2m t-t0 2nz . (t0 -zi) ds ds 

L L J=l 
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Cette derniere equation integrate, apres quelques simples manipulations, prend la forme: 

(4.14) { 
1 r w'(s) l e-lit')(to) J w'(s)(t- t0)+w'(s) (t- t0) e-lW(to) 

2 Re -. -- ds - --.- ds+ --.-
2nt i t- t0 2m L (t- t0)2 2nz 

m+ I 
x ~ hi - ' ( e-2i/)<to>) - e-2i8(to> f p'(s)ds 
~ --=-__::___- - p (t0) 1 + 

2 2 
. - -

z=t (to-z9)2 m L t-to 

ou: 

(4.15) -dto I iio = - e2i8(to> 
ds ds . 

fJ{t0 ) etant l'angle definie par le vecteur normal sur la limite oriente vers l'exterieur du 
domaine et l'axe des x. 

En tenant compte des relations (3.14) et (3.15) nous pouvons ecrire aussi l'equation 
integrate (4.14) comme suit: 

- - - . m+l 

(
4.16) e-2it')(to> f qJ'(s) (t- to) +q/{s) (t- to) d e-218(to> ~ hi 

2 Re{qJ'{to)}-~ (t-t )2 s+ 2ni ~ (t-:z-)2 
L 0 i= 1 J 

. e-2i&(to> f p'(s)ds 
= p'(to) (1 +e-218(to>)- . ~. 

2m t- t0 

Si on met: 

(4.17) qJ'(s) = qJ~(s)-iqJ~(s) 

nous pouvons ecrire la relation (4.16) sous la forme: 

___ ( e2iO<to>) e2i8lto> J~ p'(s)ds 
= p' (to) I + -2- + 2ni t=f; · 

L 

On constate facilement que l'equation (4.16) est la derivee premiere par rapport a s de 
!'equation (3.25). Si on refait une integration par rapport a s de !'equation (4.16) et en 
utilisant le meme raisonnement avec celui utilise pour demontrer l'unicite de la formule 
(3.25), on trouve que la solution de I' equation homogene integree est: 

(4.19) (/)o(t) = ck pour 

Il est done evident que cp~{s), c'est a dire la solution de l'equation homogene (4.16), 
est identiquement nulle. Cela prouve l'unicite de la solution trouvee. lci il faut noter le 
grand role joue par les intensites hi (j = I, 2, ... , (m+ I)) dans la demonstration de l'unicite 
de la solution. 
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5. Remarques 

Si on met: 

(5.1) Xj+i}j=O (j=I,2, ... ,m) 

!'equation (4.14), ou !'equation (3.24), mais en rempla~ant p'(t) par 2/(t), resoud aussi le 
probleme d'un milieu fissure dont chaque bord de la fissure est solicite par la . meme dis
tribution de contraintes f'(t). Dans ce cas le bord L1(j = 1, 2, ... , k avec k ~ m) repre
sente la ligne non fermee de chacune des k fissures. Done les termes b1 (j = I , 2, ... , k) 
ne subsistent plus. Il devient evident que la demonstration de l'unicite se complique. 
Mais le probleme des milieux fissures, dans le cas general ferra l'objet d'une prochaine 
publication et nous aurons !'occasion d'en discuter le probleme d'unicite de sa solution. 

Dans le cas d'un milieu infini, il faut modifier legerement les formules (2.4) et (2.5) 
en mettant a la place de q;(z) et 1p(z) les valeurs: 

(5.2) q;(z) = Fz+q;0 (z), 

(5.3) 1p(z) = F'z+1p0 (z), 

ou q;0 (z), 1p0 (z) sont des fonctions holomorphes dans s+ (les points infinis inclus), r et F' 
ayant la signification suivante: 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

oil: 

F = B+iC, 

F' = B' +iC = - _!_ (N1 -'N2)e- 21«, 
2 

C = 2p,woo 
1 +" ' 

i) N1 , N 2 sont les contraintes principales a l'infini. 
ii) ex est l'angle de la direction de N1 et de l'axe Ox. 

iii) W 00 est la rotation du point a l'infini. 
Pour le reste la demonstration suit la meme chemin. 

6. Conclusions 

Dans le present article nous avons propose une nouvelle methode de resolution des 
problemes aux limites de l'elasticite plane. Plus particulierement nous avons applique 
cette methode pour resoudre le deuxieme probleme aux limites. Nous avons ainsi reduit 
le probleme a la resolution d'une equation integrale de Fredholm pareille a celle fournie 
Jiar'·MusKHELISHVILI [1]. En effet, nous avons· fournit deux equations integrates, mais hi 
deuxieme, qui n'est pas deduite par Muskhelishvili, n'est pas entierement independante 
de la premiere. Toutes les deux,_ -comme nous l'avons demontre, acceptent une solution 
unique. 
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Le point essentiel de notre methode est que nous pouvons etendre son domaine d'appli
cation a tousles autres problemes aux limites et aux milieux fissures. En plus !'introduction 
et la definition des termes hi et ci (j = 1 , 2, ... , (m+ 1 )), necessaires, pour la demonstration 
de l'unicite de la solution, est faite d'une maniere naturelle et ces termes conservent une 
signification physique simple. 

11 faut aussi noter le grand avantage du point de vue application numerique que pre
sented les equations (4.14) et (4.18), car toutes les integrations sont effectuees par rapport 
a la variable reelle s c.a.d la longueur de l'arc. 
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