
Forme générale du reste dans Γ expression d'une fonction 
au moyen d'autres fonctions;

Par M. Ch. LAGRANGE.Astronome à l’Observatoire royal de Bruxelles.

« Je me suis proposé le problème suivant ;>» Fx, φ1x, φ2jc> . . , ‰3c étant des fondions de x, trouver des coefficients 
constants a0, ai, ..., an et un reste R, fonction de x, qui rendent exacte la 
relation(1) F∙r = tf0 + rz1 φix÷a2 φ2x +... + a„ γnx + R

de x = a à x — a -t- II, après avoir; d’ailleurs, fixé les conditions que doivent 
remplir les fonctions proposées pour qu'une telle relation soit possible.

» Solution. — I. Soient φ0x, φn+,x deux nouvelles fonctions de x; posons(2) y1 = Fx,(3) jr2 = Λ0 φ0x + a1 φlx + ...÷ an φnx ÷ an+l φn+tx,

a0, al, ..., 6γλ, an+i étant des paramètres arbitraires, et déterminons ces zz -t- 2 paramètres par les n -+- 2 conditions suivantes :» ιθ Que, pourzτ = zz, on aitn = z2, ∕,=∕2, z"1=y2, ···, r↑=}f

» 20 Que, pour x = a ÷ h (∕z<H), on ait de nouveau∕<=J2,Z.
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(2 )
tf0, zz,, ..., ez,z.1 seront donnés par le système d’équations du premier 
degré

∣ F a = ét0 φ0a ~F at φi a ■+" ∙ ∙ ∙ + an ^na ^+^ an+∖ φn+1 rt,
i F'a = a0 φ0zz -÷ cικ cpla 4- .., 4- an yna 4- an+i (pn+ia,

(a) jF"fl = «o φ'0,a-i-a1 φnla+an γnna + aπ+l φ"+1α,
F (a + 7z) = a0 φ0(zz + 7z) + zz, ©, (zz 4- 7z) 4- . . . ) .

4~ an ?«G'Z -+~ ÷ an+∖ ‰+∖ (a ÷ j ’

et seront, en dernière analyse, des fonctions de a et de h. Dans ces équa
tions, les n premières dérivées des fonctions Foc, φ0oc, ..., φw+1zr sont sup
posées finies et déterminées pour oc — a, et ces fonctions elles-mêmes 
finies et déterminées pour oc = a et oc — a -b h ; elles devront être telles 
que les valeurs de αϋ, ai, ..., an+f données par (A) soient finies et déter
minées. La résolution du système (A) sous la forme ordinaire donne, pour 
le coefficient général <7μ,
Z ∩ _ I Ψ√, · · · ΨμΞΪ" Fμrt ⅛X!α ⅛÷↑0°z'1 I

lλ ' i ?$« <?> ∙∙· ⅛> ⅛* ⅛> ψXm,i(μ = O, I, 2, ..., 7Z+ i), θ0= I,
les indices supérieurs, entre lesquels se font les permutations dans les dé
terminants, désignant des dérivées, et o(α + ΘθΛ), où θ0= i, indiquant 
qu’il faut prendre la dérivée d’ordre zéro ou la fonction elle-même et y 
faire oc = a-hθ0ħ = a-i-7i (cette notation est introduite pour établir la 
symétrie avec les notations ultérieures).

» II. Transportons, maintenant, dans l’expression (3) de γ2 les valeurs 
finies et déterminées (4) et considérons la nouvelle fonction

(5) ψ^=∕1-∕2.Les équations (A) pourront s’écrire
(A') ψzz = o, ψ'a = o, ψ"a==o, ..., ψwzz = o, ψ(zz÷∕z) = o.
Supposons, maintenant, que les fonctions Fzr, φ0zr, φ, zr, ..., φ,z+1 a? soient 
finies et continues, ainsi que leurs v premières dérivées, de x — il à 
x — a 4- h (v≤zz + i). Il en sera de même de

(4 ψzr.

Dès lois, on aura, en vertu d’un lemme connu (1) et des conditions (A'),

1 ) Bertrand, Calçul différentiel., § 273.
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( 3 )
la relation

(6) ψψz + 5oy2...'Vi) = o (v = o, i, 2,.. .,v), ’

01,02,. ..,0v étant des nombres compris entre zéro et l’unité, relation qui 
peut aussi s’écrire

∕ F''(α + 90e,...M) 1
' =βo^(a + 0oe,...e√z) fI + α,φ](a + ⅛05,...δ√z)+... i v).

^÷^ λλ+i + 0o01∙ . .0v^) /
» III. Si, à la place de la dernière équation (a) du système (i∖), on 

substitue, maintenant, l’équation (7), on voit que 

(4 )
peut se mettre sous une forme nouvelle, celle qui résulterait de la résolu
tion du système formé des 71 -+-1 premières équations (À) et de l’équa
tion (7). Il suffit évidemment, pour l’obtenir, de changer, dans (4)?ofci 0θ∕∕) en v—F 0θ0j.. .Qyh'}ce qui donne

,1,, f⅛r⅛- ⅛> ⅞> ... eFιl'' v'1 (ft = 0,.,2........»,» + .),
' μ l?ï" il" f'ια ··■ fμ∑ii, îï" ϊ|ίΐ!" ··· fj" ⅛w+l',ll' "'l,*∣∣ [» = o, i, y, (»<«+∣)],

v(rz 4-0o0t.. .0v∕z) indiquant qu’il faut prendre la dérivée vième et y faire 
je = a + 0o01.. .0v∕z au lieu de x = a.

» IV. Soit maintenant φzzf la? une fonction telle que, pour jc = rz, on 
ait

(9) = θ> ⅛+ιrt = θ, ⅛+,rt = o> ···, ?«+.rt = o

fil y a une infinité de telles fonctions; la plus simple serait (jc— rz)rt+,J. Le 
déterminant dénominateur de (8) se réduira alors, évidemment, à

1 ··· ?,> 1 7x°a···^,

et le déterminant numérateur, pour p. = o, 1, 2, ..à

I 'Λa <?> ... <pP∏ FJi« ⅛f11rz ... φ> !
t

On auradonc de tj. = o à p = fi,

, _x „ hSrt ψ'iλ F(i" ⅛tιrt ∙∙∙ ψ""Iz..
(10) Cl^t — . , „ μ-l μ μ-∏ι n ∖∖V* θ ? v∙, ?

l?o^ ?ΙΛ ∙ ∙ ∙ ⅛-√z Ψμ" ψμ÷l z · · · ?/^ ί
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( 4 )

En transportant (10) et (n) dans la dernière (a) des équations (A), les 
coefficients du développement de F(α ÷Λ), donné par cette équation, se
ront donc tous, à l’exception du dernier an+t, indépendants de h (et 
de φrt+,zr).

» V. Si, maintenant, on pose oc = a-{- h et que l’on compare (i) à («), on 
voit, en récapitulant les conditions de la question, que: i° si Foc, φ,oc, 

φ2a7, ..., γnoc et la fonction arbitraire φzz+l x sont, ainsi que leurs v pre
mières dérivées (v<∕z -h 1), finies et continues de oc = a à-a? — a + H, les 
n premières dérivées de Foc, φ1oc, φ2oc, ..., φnoc étant, d’ailleurs, finies et 
déterminées pour a? = a, et (pn+toc étant nulle, ainsi que ses n premières dé
rivées pour oc = a∙, 2° si, de plus, les expressions (io) et (n) où l’on fera 
φθ,χ = i sont finies et déterminées, la relation (i) aura lieu de æ—a à 
oc = a H, les n + i coefficients constantsa0, ai, ..., an étant donnés par 
(io) où φooc — i et le reste R ayant pour expression

∣m0zz ,n' n .r,'t η Kvια+θoθι - ∙ ∙θ'⅛ I
(,2) R= I °<, α~" ", I ∙'-÷W.-V y"÷' ∙r tv = °’ 1'2* -’ÿ) ⅛0∙r = ')∙I <pθΛ φ, « ... <flla \ φ√+1

Il y a alors ν + ι formes du reste.
» L’application de ces formules à la série de Taylor donne précisément 

les résultats connus. »

(9 Juin 1884.)

GAETWER-VILLARS, IMPRIMEER-LIBRAIRE DES COMPTES RENDES DES SÉANCES DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES,ίσοι9 Paris, — Quai de? Λυσι,.stιns. 55.

et pour p, = n + i,

/ \ I?ort Ψΐΰ ?2fl ··· ?'/a Fvt,z÷9oθι∙∙∙θ√') I
(,,) an+l ~ „ n . V(α+o 6, .0∕i∕v —- o, i, a,..v).

I ?0« ?2« ∙ ∙ ∙ ^Ha I ‰+l " ' * ’
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