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1. Wstep

Analiza zaleinosci danych statystycznych byta przedmiotem badan naukowych juz w XIX
wieku. Pierwsze propozycje pomiaru sity zaleznosci pojawily sie w czasie, gdy opis probabilistyczny
zaleznych zdarzen losowych byt na bardzo wstepnym stadium rozwoju. Z tego to okresu pochodzg tak
znane wskainiki jak wspétczynnik korelacji liniowej r Pearsona, lub wspétczynnik korelacji rangowej p
Spearmana. W poéiniejszym okresie zaproponowano wiele innych wskaznikdw, uwzgledniajgcych
istnienie dodatkowych informacji o strukturze zaleznosci. Przyktadem takiego wskainika jest
wspotczynnik asocjacji 7 Kendalla.

Narzedzia do wyznaczania wartosci miernikow zaleinosci statystycznej sy powszechnie
dostepne. Wspdtczynnik korelacji liniowej Pearsona moze by¢ wyznaczany przy pomocy arkuszy
kalkulacyjnych typu MS Excel wykorzystujac dostepng funkcje arkusza lub odpowiednie narzedzie
analizy danych. Mierniki zaleznosci statystycznej wykorzystujgce pojecie rang (wspotczynnik korelacji
rangowej p Spearmana, wspotczynnik asocjacji t Kendalla) mozna wyznaczy¢ postugujac sie
pakietami typu SPSS, STATISTICA, SAS i in. Powszechnie dostepne s3 tez procedury pozwalajace na
wykonanie odpowiednich obliczeri przy pomocy wiasnych programoéw komputerowych.

Problem wyznaczania wartosci miernikow zaleznosci zaczyna by¢ kiopotliwy, gdy dane
statystyczne sg nieprecyzyjnie okredlone i maja postac przedziatowg, a w bardziej ogdinej postaci
opisane sg przy pomocy zbiorow rozmytych. Oznaczmy przez ¥ = (¥4, ..., %,) oraz ¥ = (¥, ..., ¥,)
sktadowe n nieprecyzyjnych {przedziatowych) obserwacji wektora losowego (X, V). Niech s(% )
oznacza realizacje statystyki S bedacej estymatorem pewnego miernika zaleznosci. Minimalng i
maksymalng wartosci tego miernika, uwzgledniajace przedziatowy charakter danych, wyznaczamy
rozwigzujac nastepujace zadania optymalizacyjne:

S, = MiNyexz,yey s(x,y), (1)

Sy = MaXyexyey S(%, ¥). (2)

Jezeli statystyka s jest ciagity funkcjq wartosci obserwacji, tak jak to jest w przypadku
wspotczynnika korelacji liniowej r Pearsona, powyisze zadania optymalizacyjne s zadaniami
nieliniowego programowania matematycznego i mogg by¢ rozwigzywane przy pomocy dostepnego
oprogramowania optymalizacyjnego. Jedynym problemem moze by¢ wymiar zadania
optymalizacyjnego wynoszacy 2n, gdy licznos¢ probki n jest bardzo duza. O wiele trudniejszy problem
pojawia sie, gdy statystyka s jest statystyka rangowa, tak jak to jest w przypadku wspdtczynnika
karelacji rangowej p Spermana lub wspéiczynnika asocjacji ¢ Kendalla. W takim przypadku zadania
(1) oraz (2) staja sie zadaniami optymalizacji dyskretnej o charakterze kombinatorycznym. Powoduje
to wykfadniczy wzrost naktadéw na niezbedne obliczenia wraz ze wzrostem licznosci probki n.

Denoeux i in. (2005) wykazali, ze efektywne algorytmy doktadne dziatajg dla licznosci prébki n nie



wiekszej niz 10, a zaproponowane przez nich algorytmy przyblizone sg efektywne dla n rzedu 20-30.
Konieczne jest wigc stosowanie heurystycanych algorytmdéw optymalizacyjnych, takich jak np.
algorytmy genetycane.

Efektywnos¢ optymalizacyjnych algorytmdw heurystycznych zalezy od przyjetych rozwigzan
startowych. Hryniewicz i Szediw (2008) zaproponowali bardzo prosty algorytm heurystyczny do
przyblizonej analizy autokorelacji szeregu czasowego z wykorzystaniem wspdtczynnika r Kendalla.
Badania symulacyjne wykazaly, ze w wielu przypadkach uzyskane przy pomocy tego algorytmu
rozwigzania przyblizone byty nieodlegle od rozwigzar uzyskanych w rozbudowanych eksperymentach
Monte Carlo. Pozwalafo to przypuszczac, ze zastosowanie podobnych algorytméw w przypadku
klasycznego problemu badania zaleznosci pozwoli wygenerowac bardzo dobre punkty startowe do
pdiniejszych poszukiwar rozwigzar optymalnych za pomocg algorytmdéw genetycznych.

Opisane w pracy (Hryniewicz,Szediw, 2008) badania symulacyjne pokazaty, ze w okreslonych
warunkach (typ i sita zaleznosci) najlepsze rezultaty dajg rozne wersje zaproponowanego algorytmu
heurystycznego. W niniejszym raporcie przedstawiono wyniki badan majgcych na celu opracowanie
rekomendacji pozwalajgcych wybraé motzliwie najlepszy punkt startowy do dalszych obliczen
optymalizacyjnych. Analize wykonano w trzech przekrojach, uwzgledniajac typ zaleznosci opisany
odpowiednia kopufa, liczno$¢ probki oraz stopiern ,rozmycia” danych. Matematyczny opis
analizowanego problemu przedstawiono w drugim rozdziale raportu. Heurystyczne algorytmy
pozwalajgce wyznaczy¢ przyblizone wartosci minimalnych i maksymalnych wartosci rozpatrywanych
trzech miar zaleZnosci przedstawiono w rozdziale 3. Eksperyment symulacyjny opisano w rozdziale 4,
ilustrujac go w rozdziale 5 wynikami wybranymi z wielu przeprowadzonych symulacji. Wnioski z
przeprowadzonych eksperymentéw zebrano w rozdziale 6 raportu. Siddmy rozdziat raportu
poswiecony jest prezentacji wynikdw wstepnych badan nad mozliwoscig wykorzystania algorytmow
genetycznych do wyznaczania przedzialowych wartosci statystyki r Kendalfa. W rozdziale tym
rozpatrywano, podobnie jak w pracy (Hryniewicz, Szediw, 2008}, dane szeregu czasowego , a celem
opisanych badan byfa wstepna ocena efektywnosci roznych algorytméw optymalizacyjnych,

wykorzystywanych do znajdowania przedziatowych wartosci rozpatrywanych miar zaleznosci.

2. Badanie zaleznosci zmiennych losowych

Badanie zaleznosci pomiedzy cechami statystycznymi jest jednym z najwazniejszych zadan
statystyki. Jest rzeczg powszechnie wiadomg, ze petny opis zaleznosci wystepujgcych pomiedzy

skladowymi p-wymiarowego wektora losowego (XI,XZ,‘..,XF) jest rownoznaczny ze znajomoscia

jego wielowymiarowego rozktadu prawdopodobieristwa opisanego p-wymiarowg dystrybuantg




F(-\'lv\'z‘-----\’,,)- Istnieje nieskonczenie wiele wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa, ale
przez wiele lat jedynym praktycznie stosowanym rozktadem wielowymiarowym byt wielowymiarowy
rozktad normalny, opisany w kazdym podreczniku rachunku prawdopodobienstwa i statystyki
matematycznej. Analiza rzeczywistych danych statystycznych pokazywata jednak, ze w bardzo wielu
przypadkach rozktad ten nie nadawat sie do opisu zaleznych zmiennych losowych. Dotyczylo to,
przede wszystkim, zastosowan w badaniach niezawodnosci i analizie przeiycia, gdzie rozktady
brzegowe sktadowych wektora losowego w sposob oczywisty nie mogg by¢ rozktadami normalnymi
(gdyz muszg by¢ okreslone na pétosi dodatniej). Pojawity sie réwniez przykfady danych, dia ktérych
rozktady brzegowe mogty by¢ rozktadami normalnymi, ale rozktad tgczny nie byt wielowymiarowym
rozktadem normalnym. Powstat wiec problem opracowania ogdlnych zasad konstrukcji
wielowymiarowych rozktaddéw prawdopodobieristwa o zadanych rozkladach brzegowych. Prace nad
tym problemem byly prowadzone w latach pieédziesigtych XX wieku przez takich autoréw jak np.

Fréchet lub Gumbel, ale przetom nastapit po opublikowaniu pracy Sklara (1959).

Skiar (1959} udowodnit, ze jeieli H(xy) jest dwuwymiarowa dystrybuantg cigglego wektora
losowego (X,Y), ktérego rozktady brzegowe wynosza, odpowiednio, F(x} i Gly), to istnieje

jednoznacznie okreslona funkgja C, zwana kopufq, taka, Ze H{x, y)= C(#(x),G(y)). Formalnie, definicja

koputy C jest jak nastepuje (u=F(x}, v=G(y)):

Definicja 1 Koputa jest funkcja C:[0,I]F — [0,1], taka ze
(a) dla kazdego u,v nalezgcego do przedziatu [0,1] mamy: ({u,0)=0=C(0,v) oraz C{u,1)=u i C[1,v)=v;
(b) dia kazdego uy,uy, vy, v, nalezgcego do przedziatu [0,1], takiego ze u| <w, oraz v, <v, zachodzi:
C(u:, vz)—C(u:,vI )—C(u, ,v2)+C(u| WV )2 0.

Jak fatwo zauwazy¢, najprostsza koputa jest tzw. koputa iloczynowa TI{u,v)=uv, opisujaca niezaleine

zmienne losowe. Mozna tez pokazaé, ze koputy spetniajg ograniczenia Frécheta-Hoeffdinga
W(u, v) = max(u +v—10)< C(zt, v) < min(u, v)= M(u, v)4 (3)

Od momentu opublikowania pracy Sklara zaproponowano dziesigtki roznych kopuf opisujacych

wielowymiarowe rozktady prawdopodobieristwa. Do najwazniejszych z nich nalezg:

a) koputa normaina, bedaca uogdinieniem dwuwymiarowego rozkiadu normainego,

zdefiniowana jako

Cp(u,v) = by (¢—1(u)' ot () m), (4)



gdzie ®x(x,y;p) jest dystrybuanta dwuwymiarowego standaryzowanego rozktadu normalnego o
wsp6iczynniku korelacji r, za§ ®~*(u) jest funkcjg odwrotng do dystrybuanty standaryzowanego

rozktadu normalnego (kwantylem w tym rozktadzie),

b) jednoparametrowa rodzina koput Farliego-Gumbela-Morgensterna zdefiniowana w pracy

Farliego {1960) jako

Cg(u,v)=uv+e9t¢v(1—u)(l—v), -1<6<1, (5)
¢) dwuparametrowa rodzina koput Marshalla-Olkina, zdefiniowana w pracy Marshalla i Olkina
(1967} jako
Cop (u, v): min(u""v, uv"”), a,fe [0,1], (6)
d) opisana przez Genesta i McKaya (1986) rodzina koput archimedesowskich o postaci
C(u,v): o ((o(u)+ (o(v)) (7)

gdzie @' Jest pseudo-odwrotnosciy cigglej i $cisle malejacej funkcji (/):[0,1]—)[0,00], zwane;j

generatorem koputy, takiej ze ¢(1)=0.
Wyczerpujacy opis problematyki koput znajduje sig w znakomitej monografii Nelsena (1999).

Rodzina koput archimedesowskich obejmuje najczesciej wykorzystywane w praktyce

nastepujace koputy:

® (Claytona [Clayton (1978)]

Clu,v)= max([u‘” +v7 — 1]%’ ,O), a e[-1,00)\ {0} (8)
(o(t)zrﬂ;—l, ae[—l,oo)\{o}. (9)

«  Gumbela [Gumbel (1960)]
Clu,v)= exp(— [(— Inu)"*® +(=Inv)"** }%“’ ), ae(0,00) (10}
o) =[-1n:]"*, ae(0,) (11)
= Franka [Frank (1979)]

o

C(u,v)= ~iln(l + e’ ‘_l e_l ! ), ae (— 00,00)\ {O} (12)
a e —




olt)= h{l et ] o & (~,00)\ 0], 13)

l-e”

Przy parametryzacji przyjetej we wzorach (8) — (13) przypadek niezaleznosci odpowiada wartosci
a=0 lub granicy a > 0.

Podstawowymi problemami statystycznej analizy danych zaleznych jest estymacja
parametrow opisujacych te dane wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa, a takie
weryfikacja hipotez statystycznych o wartosciach tych parametréw, a zwlaszcza hipotezy o
niezaleznosci badanych zmiennych losowych. Problemy te sg stosunkowo proste w przypadku gdy
znamy postac funkcyjng kopuly opisujgcej dane statystyczne, a takie znamy postaé brzegowych
rozktadow prawdopodobieristwa. W takim przypadku mamy do czynienia z problemem
parametrycznym, dla ktérego istnieja ogdlne rozwigzania bazujace na estymatorach uzyskanych
metoda najwigkszej wiarogodnosci. W przypadku nieznajomosci postaci rozktadow brzegowych
pewne rozwigzania semi-parametryczne zostaty zaproponowane w pracy {Shih, Louis, 1995).

Najczesciej stosowanym w praktyce miernikiem zaleinosci jest wspotczynnik korelacji
liniowej r Pearsona. Wykazano, Ze jest on nieobcigzonym estymatorem parametru r w kopule
normalnej opisanej wzorem (4), ale tylko w przypadku, gdy rozktady brzegowe rozpatrywanego
wektora losowego s rozktadami normalnymi, w wiec w przypadku gdy mamy do czynienia z
klasycznym dwuwymiarowym rozkiadem normainym. Ponadto mozna pokazaé {Genest & Verret,
2005), ze dla wybranych koput i wybranych rodzajéw rozktadéw brzegowych testy niezaleznosci
wykorzystujace wspdiczynnik korelacji liniowej s3 asymptotycznie réwnowazne pewnym optymalnym
testom nieparametrycznym. Oznacza to w praktyce, ze wspdiczynnik ten nie jest uniwersalnym
miernikiem zaleznosci statystycznej, gdyz jego wiasnosci w duiej mierze zalezg od typu zaleznosci
(typu koputy) oraz rodzaju rozkfadow brzegowych.

Schweizer i Wolff (1981) pokazali, ze dla dowolnej kopuly C{u,v) moina wyznaczyc
teoretyczne (populacyjne) odpowiedniki statystyk p Spearmana i r Kendalla. Oznaczmy przez 12

kwadrat o jednostkowym boku [0,1]. Populacyjna wersja statystyki o Spearmana wynosi:

p =12 fflz C(u, v)dudv = 12 fflz uwdC(u, v). (14)
Z kolei, populacyjna wersja statystyki rKendalla wynosi

T= 4fflz C(u,v)dC(u,v). (15)
Zwiazek pomiedzy tymi charakterystykami dwuwymiarowych rozktadéw prawdopodobieristwa badali

Fredricks i Nelsen (2007).



Oznaczmy przez K(t) dystrybuante zmiennej losowej T = C(U1,U2), gdzie C{*,*) jest funkcjg
koputy, za§ Ui oraz U2 s3 zmiennymi losowymi o rozktadzie réwnomiernym na przedziale [0, 1].
Mozna udowodni¢, patrz np. (Nelsen,1999), ie istnieje nastepujacy zwigzek faczacy wartosc

populacyjnego wspéfczynnika korelacji rangowe] 7 Kendalla z postacia funkeyjna koputy.

=3—4f K(t)dt (16)

Genest i Rivest (1993) zaproponowali prostszg metode nieparametryczng wykorzystujgca
powszechnie znang i wielokrotnie opisywang miare zaleznosci, jakg jest statystyka 7 Kendalla.
Wykazali oni, ze dla archimedesowskiej koputy danej ogéinym wzorem (3} dla zadanego generatora

»(v) zachodzi zaleznosé
[ 20)
. :4J'£ldv. (17)

Na przykiad, dla przypadku kopuly normalnej opisujgcej klasyczny dwuwymiarowy rozkiad

normalny populacyjna statystyka Kendalla jest nastepujaca funkcjg wspdtczynnika korelacji

T= %arc sinr (18)
Do estymacji statystyki 7 Genest i Rivest {1993) zaproponowali wykorzysta¢ statystyki

v, =card{(Xl,Y/):X_l <X,Y, <Y,}/(n—1),i:1,...,n. (19)

Estymator statystyki 7 Kendalla ma postac

4
r,,=;;V,—I. (20)

Podobnie, jesli skorzystamy ze statystyk
W, =card{X,.¥,): X, > X,,¥, > Y, }f{n~1)i=1,....n, (22)

to zachodzi zaleznoéé

4 L
T,=~> W, ~1. 22
n n’zﬂ: i ( )

Ponadto Genest i Rivest (1993) wykazali, ze jezeli wyznaczymy statystyke

n

st -3 now =257 1 foen, @3

1=

to statystyka \/;(r,, —r)/4Sr ma asymptotycznie standaryzowany rozkiad normalny.




Dla wymienionych powyzej najczesciej spotykanych w praktyce koputl archimedesowskich,
korzystajac z ogbinego wzoru {17}, moina wyznaczy¢ zaleznosci wigzace statystyke zz parametrem o
opisujgcym zalezno$¢ pomiedzy rozpatrywanymi zmiennymi losowymi. W wypadku koputy Claytona

(8) wystepuje prosta zaleznosé

. (24)

Réwnie prosta zalezno$¢ wystepujg w przypadku kopuly Gumbela (10)

z (25)

Ta+l’

oraz koputy FGM (5)

2a . (26)

W przypadku kopuly Franka (12}, Genest i Rivest {1993} podali nastepujace wyrazenie;

r=1+4[D,(a)-1}/ (27)

gdzie D,(a) jest funkcjg Debye pierwszego rzedu okreslong wzorem

(28)

D](a):;[;(e’t—_ljdt.

3. Badanie zaleznosci wektorow losowych w przypadku nieprecyzyjnych
danych statystycznych.

W przypadku danych przedziatowych estymator wspofczynnika korelacji 7 Kendalla ma
rowniez postac przedziatu [Tmm Tmox- NI€CH [X;minX;mox] OT3Z [ViminVimax] OZNaczaja przedzialowe
wartosci i-tej realizacji wektora (X,Y). Podobng posta¢ przedzialowa maja tez estymatory
wspotczynnika korelacji liniowej r Pearsona i wspotczynnika korelacji rangowej p Spearmana.

Maksymalna wartos¢ estymatora wspotczynnika korelacji 7 Kendalla (a takie dla innych
rozpatrywanych miar zaleznosci) powinna odpowiadac¢ takim wartosciom punktéw x;;, €

[xi'mm,xivmax] oraz  Yiin € [yi,mm,yl,max] by dia wybrane] permutacji danych wejsciowych

jednoczesnie tworzyly one cigg najbardziej przypominajacy cigg o wartosciach rosngcych lub

malejgcych.
Minimalna wartos¢ estymatora wspofczynnika korelacji 7 Kendalla (a takze dla innych

rozpatrywanych miar zaleznosci) powinna takim wartosciom punktdw x;;, € [xi,m[n,xi,max] oraz



Yiin € [y,-_mm,yl-,max] by dla wybranej permutacji danych wejsciowych jeden z tworzonych przez te

punkty ciaggéw byt ciagiem najbardziej przypominajgcym cigg o wartosciach rosnacych, a drugi

ciagiem najbardziej przypominajacym ciag o wartos$ciach malejacych.

W eksperymencie zastosowano dwa rodzaje tworzenia ciagdéw "rosnacych" i "malejgcych”.
Pierwszy z nich, stosowany wytacznie dla jednej sktadowej wektora (X,Y), polegat na uporzadkowaniu
przedziatéw w sposob, odpowiednio, rosnacy lub malejacy wedtug jednej wybranej z nich wartosci
(warto$¢ minimalna, warto$¢ srodkowa, wartos¢ maksymalna). Dla drugiej sktadowej wybierano
wartosci tworzace ciggi wartosci, odpowiednio, "rosnacych" i "malejacych" wg pewnej heurystyki

opisanej ponizszym kodem (Fortran).

SUBROUTINE MAKETRD(!NTR,NSAMP,XU,XL,XTR,EPS)
!
! SUBROUTINE COMPUTES TRENDED SERIES FROM INTEVAL DATA

INPUT DATA:

[

|

! TREND INDICATOR

] INTR= O -TREND DECREASING

! =1 -TREND INCREASING

! SAMPLE SIZE NSAMP

! INTERVAL DATA

! XU(NSAMP) - UPPER LIMITS
! XL(NSAMP) - LOWER LIMITS
|

1

!

{

!

{

[

EPS - DISCRIMINATION CONSTANT (SMALL REAL NUMBER)
OUTPUT DATA:
XTR{NSAMP) - TRENDED SERIES
DIMENSION XU{NSAMP),XL{NSAMP),XTR{NSAMP}

IF (INTR.EQ.0) THEN

XTR(1)=XU(1)

DO K=1,NSAMP
IF(XL(K+1).GE.XTR{K).OR.XU(K+1).LT.XTR(K)) THEN
IF{XL{K+1).GE.XTR{K))XTR(K+1)=XL(K+1)
IF(XU(K+2).LT.XTR{K))XTR(K+1)=XU({K+1)

ELSE
XTR{K+1)=XTR(K)-EPS
ENDIF

END DO

ELSE

XTR(1)=XL(1)

DO K=1,NSAMP
IF(XL(K+1).GE.XTR(K).OR XU(K+1).LT.XTR(K)) THEN
IF(XL(K+1).GE.XTR(K)) XTR{K+1)=XL(K+1)
JE(XU(K+1).LT.XTR(K}} XTR{K+1)=XU(K+1)

ELSE
XTR(K+1)=XTR(K)+EPS
ENDIF




END DO
END IF
END SUBROUTINE

Rozpatrzono 14 typdw heurystyk oznaczonych symbolem (Xf,Y,."), gdzie indeks k € {u,d}
oznacza rodzaj uporzagdkowanego ciggu wartosci (u - rosngcy, d ~ malejacy), za$ indeks r € {g,1,a,c}
oznacza sposdb wyboru punktu do obliczen (g - wartos¢ maksymalna w przedziale, / - wartosé
minimalna w przedziale, @ - warto$¢ $rodkowa w przedziale, ¢ - wartos¢ wyliczona algorytmem
heurystycznym).

W przypadku poszukiwania maksymainej wartosci wspotczynnika korelacji z Kendalla (a takze
dia innych rozpatrywanych miar  zaleznodci)  kolejno analizowano  heurystyki:
(x5 v8), (o), (v, (e, (xEx8), (xE ), (xgvd), (), (xd ),
(X8, Y8), (X, Y2, (XY, (K& Y2, (X4, Y8).

W przypadku poszukiwania minimalnej wartosci wspodtczynnika korelacji 7 Kendalla (a takie
dla innych rozpatrywanych miar zaleznosci) kolejno analizowano heurystyki: (X}, Y@), (X4, v*),
(xg v, (), (v (ke g, (), (xev®), (avd), (e, (x4,

(X2, v8), (X&), (x2,v4).
4. Opis eksperymentu symulacyjnego

Eksperyment rozpoczyna sie od wygenerowania doktadnych wartosci n par zmiennych losowych

(X,Y). Dane sg generowane z dwuwymiarowych koput:

e danych niezaleznych

e normalnej

e Claytona
s  Gumbela
e Franka

e Fairliego-Gumbela-Morgensterna (FGM)

Parametr opisujgcy zalezno$¢ w danej kopule zostat wybrany w ten sposdb, by zapewni¢ zadang
warto$c populacyjnego wskaznika 7 Kendalla.

Rozktadami brzegowymi sa standaryzowane rozktady normalne N(0,1). Rozkiad ten wybrano
dlatego, ze stopier "rozmycia" danych mozna w prosty sposob odniesé do miary zmiennoéci jakim

jest odchylenie standardowe.



Kazda wygenerowana obserwacja jest z prawdopodobiefstwem p,, przyjmowana jako

obserwacja dokfadna lub z prawdopodobiernstwem 1- p. przyjmowana jako obserwacja
przedziatowa.

Maksymalna szeroko$¢ obserwacji przedziatowej wynosi w=z2*g, gdzie o jest przyjetym w
symulacji odchyleniem standardowym (o=1). Dla danej obserwacji przedziatowej szerokos$é

przedziatu generuje sie z rozktadu réwnomiernego na przedziale (0,w].

Wygenerowany przedzial jest z prawdopodobiedstwem p; symetryczny wzgledem
wygenerowane]j wartosci dokfadnej, a z prawdopodobiefistwem 1-p, niesymetryczny. W tym drugim
przypadku punkt przedziatu odpowiadajacy wygenerowanej wartosci doktadnej generowany jest z

rozkiadu réwnomiernego na (0,w].
Generowane prébki danych przedziatowych w eksperymencie Monte Carlo powtarza sie w N

przebiegach symulacyjnych.

5. Wyniki badan symulacyjnych

5.1 Opis wynikow

Rezultaty kazdego eksperymentu symulacyjnego przedstawiajg:
o $rednig wartos¢ estymowanego wspoiczynnika korelacji rKendalla dla danych doktadnych,
e odchylenie standardowe estymowanego wspdiczynnika korelacji 7 Kendalla dla danych
doktadnych,
e drednig warto$¢ estymowanego wspoiczynnika korelacji liniowej r Pearsona dla danych
doktadnych,
e odchylenie standardowe estymowanego wspdtczynnika korelacji liniowej r Pearsona dla
danych dokfadnych,
e <$rednig warto$¢ estymowanego wspdiczynnika korelacji rangowej o Spearmana dla danych
dokiadnych,
e odchylenie standardowe estymowanego wspodtczynnika korelacji korelacji rangowej p
Spearmana dla danych doktadnych.
W tabelach przedstawiajacych wyniki eksperymentu symulacyjnego dia rozpatrywanych miar
zaleznosci przedstawione kolejno, dla kaidej heurystyki (dwie heurystyki w wierszu) w dwu
kolumnach, nastepujace wielkosci:
e srednia wartos¢ wyestymowanej wartosci granicznej wspotczynnika korelacji 7Kendalla dla

danych przedziatowych (kolumna 1 oraz kolumna 3),




o frakcja przypadkéw, gdy wyznaczona dla danej wartos¢ skrajna byta najlepsza sposrod
wszystkich rozpatrywanych (kolumna 2 oraz kolumna 4).

Wyniki symulacji przedstawiono w nastepujgcym uktadzie wersji algorytmu heurystycznego:

Tabela 1. Heurystyki do wyznaczania minimalnej wartosci statystyki

(2. 75) | (xe. )
(g, 1) (xe. 1)
(g 1) (xe.13)
(k8. 1) (1)
(Xg' de) (Xd’ yau)
(xé. 1) )
(X4 v) (xe,xve)

Tabela 2. Heurystyki do wyznaczania maksymalnej wartosci statystyki

(x5.v&) (x&. )
(X&) (XE, 1)
(xfré) (x&.v?)
(X v&) (x&.vg)
(xe.v2) (xe.vg)
(X& ¥ (XY
(XE, ¥ (xe,x8)

5.2 Badanie efektywnosci wybranego algorytmu heurystycznego od rodzaju
statystycznej miary zaleznosci oraz typu zaleinosci.

Przedstawiono przypadek silnej dodatniej zaleznosci (t=0,8) dla danych rozmytych w

umiarkowanym stopniu (wszystkie dane nieprecyzyjne, maksymalna szeroko$¢ przedziatu wartosci

réwna 2a) i prébki o duzej licznosci (n=200).



Koputa normalna (n=200)

BIVARIATE NORMAL: TAU= 0.800000 PEARSON RO= 0.951056

LICZBA SYMULACII: 100000 LICZN.PROBKI: 200

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000

ok Ok K ok ok ok Rk Rk e kR RO R R Kk kR Rk

ZAL. TAU= 0.800000 ESTYM. TAU= 0.800119 EST. SIGMA(TAU)= 0.015696
EST. R PEARSON = 0.950875 EST. SIGMA(R)= 0.006837

EST. RHO SPEARMAN = 0.944342 EST. SIGMA{RHO}= 0.009019

MIN. TAU
0.758049  0.000010 0.757938  0.000000
0.757930  0.000000 0.758046  0.000000
0.761282  0.000000 0.761391  0.000000
0.761384  0.000010 0.761256  0.000000
0.799509  0.000000 0.799558  0.000000
0.799478 0.000000 0.799570  0.000000
0.595573  0.499975 0.595567  0.500005
MAX. TAU
0.783297 0.002890 0.783464 0.003215
0.783455 0.003190 0.783368 0.003165
0.786320 0.004325 0.786219  0.004070
0.786198 0.003875 0.786348  0.003905
0.830487 0.240048 0.830626  0.245123
0.830508 0.242015 0.830599 0.244178
0.602033  0.000000 0.602020  0.000000

TAUMIN= 0.593098 TAUMAX= 0.849511
AR EE R R R RNk R Rk kR kR Rk Rk kR k¥
MIN. R PEARSON
0929770 0.000000 0.929710  0.000000
0.929715 0.000000 0.929761  0.000000
0.931805  0.000000 0.931896  0.000000
0931894  0.000000 0.931823  0.000000
0952660 0.000000 0.952661  0.000000
0.952637  0.000000 0952652  0.000000
0810032 0499355 0.810036 0.500645
MAX. R PEARSON
0933074 0.001230 0.933128  0.001330
0.933141 0.001410 0.933086 0.001180
0933986 0.001360 0.933941  0.001490
0.933918 0.001410 0.934000 0.001410
0954470  0.247050 0954526 0247210
0.954508 0.246970 0.954508  0.247950
0.814205 0.000000 0.814184  0.000000

RCORMIN= 0.806984 RCORMAX= 0.961272
ok OK K K R OK R OR K R BB K KK R R OR
MIN. RHO SPEARMAN

0.925463 0.000010 0.925390  0.000000
0.925354  0.000000 0.925430  0.000000
0.927001 0.000000 0.927103  0.000000
0.927100 0.000010 0.927010 0.000000
0.949640 0.000000 0.949640  0.000000
0.949629  0.000000 0.949672  0.000000
0.785677 0.501075 0.785671  0.498905




MAX. RHO SPEARMAN
0.926698 0.003270 0.926787 0.003740
0.926804 0.003750 0.926746  0.003870
0.928220 0.004900 0.928124  0.004600
0.928117 0.004420 0.928221 0.004570
0.951072  0.241170 0.951125 0.242765
0.951088 0.240835 0.951083 0.242110
0.789172  0.000000 0.789170  0.000000

RRHOMIN= 0.782924 RRHOMAX= 0.960134

Koputa Claytona (n=200)

CLAYTON: TAU= 0.800000 TETA=0.800000E+01

LICZBA SYMULACHI: 100000 LICZN.PROBKI: 200

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 P5YM= 0.500000

o ol ek kR kKR Rk R RO ROk R R R R R Rk Rk

ZAL. TAU= 0.800000 ESTYM.TAU= 0.800075 EST. SIGMA(TAU)= 0.019140
EST. R PEARSON = 0.916643 EST. 5IGMA(R)= 0.015730

EST. RHO SPEARMAN = 0.938876 ES5T. SIGMA(RHO)= 0.012047

MIN. TAU

0.745990  0.000010 0.745997  (0.000000
0.7392s50  0.000000 0.739197  0.000000
0.748865 0.000000 0.74880S  0.000000
0.743357  0.000000 0.743430  0.000000
0.786116 0.000000 0.786119  0.000000
0.779908  0.000000 0.780058  0.000000
0.577858 0.498440 0.577858 0.501550

MAX. TAU
0.769155  0.002440 0.769110 0.002515
0.770424  0.003070 0.770427 0.003245
0.771852  0.003355 0.771540  0.003250
0.773803  0.004820 0.773749  0.004825
0.816379  0.217213 0.816535  0.220573
0.818352  0.269595 0.818372  0.265098
0.584194  0.000000 0.584194  0.000000

TAUMIN= 0.575410 TAUMAX= 0.836771

SR KO R KKK Ok R R KR OR ROR KR R

MIN. R PEARSON
0.905060  0.000000 0.905061  0.000000
0.895796  0.000010 0.895699  0.000000
0.905588  0.000000 0.905609  0.000000
0.899232  0.000000 0.899225  0.000000
0.925945  0.000000 0.925914  0.000000
0.917967  0.000000 0.917917  0.000000
0.765850 0.499740 0.765872  0.500250

MAX. R PEARSON
0.907074  0.005210 0.907056  0.005070
0.908150 0.007580 0.908109 0.007610
0.909802 0.009330 0.909829  0.009080
0.907661 0.0060S0 0.907663  0.005680
0.928659 0.254930 0.928663  0.258130
0.927719 0.216710 0.927667  0.214620
0.769912 0.000000 0.770130  0.000000

RCORMIN= 0.762655 RCORMAX= 0.937412



ok kK O ROK R R ROIOOR R R R RO R K

MIN. RHO SPEARMAN
0.918661 0.000010 0.918671  0.000000
0.913412 0.000010 0913375  0.000000
0.919255 0.000000 0.919241  0.000000
0.915901 0.000000 0.915934  0.000000
0.942154 0.000000 0.942169  0.000000
0.937458 0.000000 0.937495 0.000000
0.770087 0.499125 0.770108 0.500855

MAX. RHO SPEARMAN
0.918075 0.003270 0.918088  0.003650
0.919783  0.005930 0.919796  0.005505
0.920375 0.005890 0.920430 0.005660
0.920262 0.006140 0.920249  0.005760
0.942380 0.207150 0.942447  0.210075
0.943623 0.271490 0.943643 0.269480
0.773618 0.000000 0.773497 ©.000000

RRHOMIN= 0.767342 RRHOMAX= 0.952611

Koputa Gumbela (n=200)

GUMBEL: TAU= 0.800000 TETA=5.000000

LICZBA 5YMULACJI: 100000 LICZN.PROBKI: 200

SIGMA= 1.000000 Z= 2,000000 PEX= 0.000000 P5YM= 0.500000

ARk kR kR R R Rk R Kk Rk kK ok

ZAL. TAU= 0.800000 ESTYM.TAU= 0.799682 EST. SIGMA(TAU)= 0.017691
EST. R PEARSON = 0.945488 EST. SIGMA(R)= 0.009026

EST. RHO SPEARMAN = 0.941065 EST. SIGMA(RHO)= 0.010888

MIN. TAU
0.752920 0.000010 0.752936  0.000000
0.754637 0.000020 0.754615 0.000000
0.756788  0.000000 0.756779  0.000000
0.757783  0.000000 0.757662  0.000010
0.793708 0.000000 0.793667  0.000000
0.794904 0.000000 0.794837  0.000000
0.592236 0499900 0.592220  0.500059

MAX. TAU
0.779584 0.003375 0.779561 0.004310
0.779065 0.003220 0.779087  0.003345
0.782710 0.004725  0.782598  0.004955
0.781953  0.004620  0.781942  0.004675
0.826211  0.251553  0.826081  0.248215
0.825528 0.234783  0.825391 0.232223
0.598699  0.000000 0.598693  0.000000

TAUMIN= 0.589767 TAUMAX= 0.845241

ook ok ok K s ROk R R R Rk R ROk R kR R R K R

MIN. R PEARSON
0.924040 0.000000 0.924053  0.000000
0.926132 0.000000 0.926178  0.000000
0.926924  0.000000 0.926945  0.000000
0.927618  0.000000 0.927573  0.000000
0.946999 0.000000 0.947083  0.000000
0.948148 0.000000  0.948221  0.000000
0.804159 0.499054 0.804142 0.500944



MAX. R PEARSON
0.928945 0.002410 0.928881 0.002440
0.928804  0.002020 0.928787 0.002130
0.929226  0.001800 0.929078  0.001840
0.930411 0.002730 0.930432 0.002870
0.949423  0.220560 0.949387 0.217825
0.950324  0.270090 0.950365  0.273285
0.808369 0.000000 0.808312  0.000000

RCORMIN= 0.801102 RCORMAX= 0.957140

LEEEL LR SRR AL R SRR Rt

MIN. RHO SPEARMAN
0.921568 0.000010 0.921537  0.000000
0.922804 0.000010 0.922772  0.000000
0.923713  0.000000 0.923682 0.000020
0.924066  0.000000 0.923965  0.000010
0.945556  0.000000 0.945543  0.000000
0.946371 0.000000 0.946374 0.000000
0.782098 0.500099 0.782096  0.499849

MAX. RHO SPEARMAN
0.924001 0.004930 0.923965  0.005645
0.923332 0.004070 0.923302 0.004010
0.925071 0.005595 0.924988  0.005965
0.925156  0.006050 0.925139  0.005990
0.947758 0.249585 0.947753  0.248485
0947362 0.231735 0.947349  0.227940
0.785590 0.000000 0.785626  0.000000

RRHOMIN= 0.779341 RRHOMAX= 0.957105

5.3 Badanie efektywnosci wybranego algorytmu heurystycznego w zaleznosci od
rodzaju statystycznej miary zaleznosci, typu zaleznosci oraz licznosci probki.

Przedstawiono przypadek sfabej ujemnej zaleznosci (t=-0,10) dla danych rozmytych w
umiarkowanym stopniu {wszystkie dane nieprecyzyjne, maksymalna szerokos¢ przedziatu wartosci
réwna 20) oraz probek o matej (n=10} i duzej (n=100) licznosci.

Koputa normalna {n=10)

BIVARIATE NORMAL: TAU= -.100000 PEARSON RO=-,156434
LICZBA SYMULACII: 100000 LICZN.PROBK!: 10
SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
HERKERR AR RNRKE R R AR NN KR T RN R AR )
ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.099090 EST. SIGMA(TAU)= 0.247562
EST. R PEARSON =-0.146823 EST. SIGMA(R)= 0.329064
EST. RHO SPEARMAN = -0.135126 EST. SIGMA(RHO)= 0.329892

MIN. TAU
-0.263164  0.097646 -0.259379  0.094032
-0.261116  0.095040 -0.260908  0.094353
-0.262515  0.083436 -0.261211 0.082617
-0.261985 0.083381 -0.260476  0.081258
-0.266127  0.059156 -0.264582  0.058341
-0.266217  0.058865 -0.265639  0.058626
-0.119143  0.026574 -0.118951 0.026680



MAX. TAU
0.052606 0.096419 0.049650 0.093582
0.051080 0.095351 0.050940 0.095042
0.051327 0.078192 0.050842 0.078781
0.051548 0.080846 0.049287 0.079494
0.047317 0.052404 0.045612 0.051114
0.048231 0.053934 0.045497 0.053524
-0.036279  0.045995 -0.035706  0.045325

EE S R R R R R R R L R L L

TAUMIN=-0.525155 TAUMAX= 0.334992

MIN. R PEARSON
-0.271907 0.105250 -0.265018 0.103625
-0.269883  0.105155 -0.270598  0.104060
-0.270989 0.086160 -0.270595 0.085350
-0.270355 0.086570 -0.268976  0.085285
-0.276757  0.037230 -0.275853  0.037605
-0.275828 0.035610 -0.275731 0.036295
-0.148442  0.046205 -0.148910 0.045600

MAX. R PEARSON
-0.033151 0.101715 -0.034437  0.0995985
-0.034420 0.100740 -0.033938  0.100405
-0.035948  0.080830 -0.035229 0.081395
-0.035472  0.080015 -0.036981 0.078685
-0.040517  0.027980 -0.040974 0.027745
-0.040467 0.027130 -0.041916 0.027795
-0.085558 0.082620 -0.085840 0.082960

RCORMIN=-0.532151 RCORMAX= 0.274099

ko ok ok ok ok ke sk ok kR 3R 30K KR O RROR ok OK R Ok

MIN. RHO SPEARMAN

-0.273814  0.096389 -0.269397  0.093363
-0.271022  0.094441 -0.271713  0.093760
-0.272951  0.081622 -0.271997 0.080844
-0.272372  0.082516 -0.270984 0.080298
-0.277514  0.055150 -0.276161 0.055247
-0.277649  0.055546 -0.277398  0.054781
-0.137319  0.038290 -0.137273 0.037753
MAX. RHO SPEARMAN

-0.005241  0.094433 -0.008108 0.092984
-0.007088  0.092074 -0.006937  0.092113
-0.006844 0.077843 -0.007009 0.077350
-0.006583  0.076768 -0.008710  0.075213
-0.011946 0.048216 -0.013800 0.047057
-0.011111 0.048891 -0.013829 0.048200
-0.073007 0.064411 -0.072443  0.064449

RRHOMIN=-0.586833 RRHOMAX= 0.353386

Koputa normalna (n=100)

BIVARIATE NORMAL: TAU=-.100000 PEARSON RO= -.156434
LICZBA SYMULAC)I: 100000 LICZN.PROBKI: 100
SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000

S L T Py T




ZAL TAU= -0.100000 ESTYM. TAU= -0.099597 EST. SIGMA(TAU)= 0.066968
EST. R PEARSON =-0.155162 EST. SIGMA(R)= 0.098114
EST. RHO SPEARMAN =-0.147461 EST. SIGMA(RHO)= 0.098439

MIN. TAU
-0.133224 0088443 -0.132894  0.087268
-0.133270 0087312 -0.133235  0.089280
-0.133359  0.087647 -0.133351 0.089038
-0.132979  0.086130 -0.132933  0.087018
-0.137745 0.067833 -0.137633  0.067083
-0.137779  0.069068 -0.137652  0.067940
-0.085080  0.013360 -0.085114 0.012578

MAX. TAU
-0.099873 0.077350 -0.100066  0.076440
-0.099782 0.076408 -0.099604  0.078788
-0.099674 0.075123 -0.099709  0.075440
-0.099955  0.074975 -0.100102  0.074115
-0.104498  0.037770 -0.104542  0.036790
-0.104350  0.037525 -0.104402 0.037475
-0.077458  0.120995 -0.077509  0.120805

TAUMIN= -0.205324 TAUMAX= -0.020445

R KR T OKOKOR K OOk 3 0K oK I 30K ROk K K K R Rk

MIN. R PEARSON
-0.196252  0.090960 -0.195820  0.091740
-0.196206 0.092320 -0.196225  0.092340
-0.196035 0.089290 -0.196022  0.089240
-0.195706  0.086860 -0.195537 0.087730
-0.202814  0.063700 -0.202630  0.062430
-0.202752  0.063760 -0.202686  0.062280
-0.131255 0013560 -0.131275 0.013790

MAX. R PEARSON
-0.156968 0.078320 -0.157172 0.076520
-0.156931 0.076900 -0.156643 0.078630
-0.157425 0.072650 -0.157345 0.073170
-0.157671  0.071850 -0.157815 0.071520
-0.164140 0.027730 -0.164209  0.027880
-0.164050 0.027890 -0.164018  0.027800
-0.123375 0144390 -0.123460  0.144750

RCORMIN= -0.284609 RCORMAX= -0.054672

MR R R R R R R Rk KRR R ROk KOOk

MIN. RHO SPEARMAN
-0.184074  0.086640 -0.183662 0.087160
-0.184132  0.087355 -0.184087  0.088025
-0.184202  0.087870 -0.184291  0.088870
-0.183740  0.087515 -0.183689  0.087600
-0.190632  0.066835 -0.190544  0.065165
-0.190665 0.067255 -0.190507  0.066010
0.123177 0.017035 -0.123217  0.016665

MAX. RHO SPEARMAN
-0.159682  0.073890 -0.159888  0.071925
-0.159528 0.072550 -0.159281  0.074400
-0.159398  0.072930 -0.159402 0.073335
-0.159764 0.071640 -0.160010  0.070860
-0.166432  0.034700 -0.166442 0.033520
-0.166252 0.034830 -0.166325  0.034065
-0.117465 0.140560 -0.117559  0.140795
RRHOMIN= -0.286624 RRHOMAX= -0.041720



Koputa Claytona (n=10)

CLAYTON: TAU=-.100000 TETA=-181818
LICZBA SYMULAC!: 100000 LICZN.PROBKI: 10
SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
Akk kR kR kR kR kR Rk kR kR Rk Rk
ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.099464 EST. SIGMA(TAU)= 0.244206
EST. R PEARSON =-0.148233 EST. SIGMA(R})= 0.323989
EST. RHO SPEARMAN = -0.135067 EST. SIGMA(RHO)= 0.326877

MIN. TAU
-0.273439  0.103574 -0.271506  0.102735
-0.254873  0.088191 -0.254917  0.087290
-0.273546  0.088980 -0.273360 0.089546
-0.255171 0.076631 -0.253757 0.075988
-0.278486  0.065070 -0.277649  0.063849
-0.258901 0.054161 -0.258731  0.053028
-0.119589  0.025214 -0.120457 0.025747
MAX. TAU
0.053075 0.096044 0.052942 0.096722
0.047010 0.092910 0.047727  0.092004
0.052701 0.081840 0.054091 0.084633
0.046689 0.078190 0.046124 0.077334
0.049110 0.053989 0.048800 0.053533
0.042411 0.051085 0.042425 0.051004
-0.036587 0.046293 -0.037102 0.044423

o ok ok ok ok ok ok ok kK ROk ok Rk Ok % R Rk

TAUMIN=-0.527672 TAUMAX= 0.335272

MIN. R PEARSON
-0.286262  0.115110 -0.284767  0.113085
-0.261746  0.094275 -0.262112  0.094495
-0.286107  0.097535 -0.285663  0.096535
-0.260884  0.075840 -0.26008%  0.075155
-0.293012  0.041735 -0.291761 0.041325
-0.266506  0.032165 -0.266545  0.033855
-0.149298  0.044390 -0.150971  0.044500

MAX. R PEARSON
-0.027989  0.108510 -0.028203  0.107900
-0.043820 0.091805 -0.043401 0.092375
-0.029621  0.086985 -0.028601 0.088605
-0.045224 0.074130 -0.045865 0.073110
-0.034432  0.030370 -0.034523  0.030960
-0.051597  0.024920 -0.051557  0.025080
-0.085398 0.081060 -0.088580 0.084190

RCORMIN=-0.536642 RCORMAX= 0.273713

kR R ok kR R K AR R ROk K

MIN. RHO SPEARMAN
-0.287647  0.102433 -0.285042 0.101341
-0.263292  0.087414 -0.263299 0.086097
-0.287830 0.088563 -0.287402 0.089044
-0.263608  0.074772 -0.261637  0.074312
-0.294162 0.061770 -0.292570 0.060827
-0.268315 0.050640 -0.268133  0.050125
-0.137879 0.036117 -0.139164 0.036547




MAX. RHO SPEARMAN

-0.002749  0.095930 -0.002981  0.096359
-0.013163 0.089113 -0.012380 0.088236
-0.003262 0.080206 -0.001636 0.082534
-0.013552  0.074121 -0.013928 0.074331
-0.007967  0.050554 -0.008684  0.049709
-0.019503  0.045640 -0.019210 0.045607
-0.073499  0.064364 -0.073412 0.063298

RRHOMIN=-0.591120 RRHOMAX= 0.354589

Koputa Claytona {n=100)

CLAYTON: TAU=-.100000 TETA=-.181818
LICZBA SYMULACII: 100000 LICZN.PROBKE: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
EEERHEN R AR N R R R kR Rk ko

ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.100170 EST. SIGMA(TAU)= 0.066018
EST. R PEARSON =-0,158652 EST. SIGMA(R)= 0.095936

EST. RHO SPEARMAN = -0.147960 EST. SIGMA(RHO)= 0.097624

MIN. TAU

-0.138229 0.098380 -0.138370 0.099713
-0.132644 0.077658 -0.132524 0.075628
-0.138573 0.096177 -0.138714 0.097132
-0.132821  0.079400 -0.132803  0.078040
-0.143318 0.077150 -0.143374 0.078578
-0.137223 0.058008 -0.137207 0.058080
-0.086533  0.012895 -0.086545  0.012160

MAX. TAU
-0.099678 0.081243 -0.099476  0.081665
-0.103266  0.072543 -0.103306 0.071462
-0.099840 0.082658 -0.099853  0.082065
-0.103563  0.068615 -0.103654 0.067423
-0.104175 0.040808 -0.104199 0.041175
-0.108330 0.033005 -0.108300 0.032128
-0.078975 0.121848 -0.078%942 0.123360

AEEREFFRRKERR AR TR R RN R R KRRk kX

TAUMIN=-0.207556 TAUMAX=-0.022291

MIN. R PEARSON
-0.206055 0.105870 -0.206259  0.105960
-0.196314  0.077480 -0.196087 0.077150
-0.206317  0.102710 -0.206479  0.103540
-0.196125 0.073990 -0.196042  0.073890
-0.213802  0.076700 -0.213867 0.075870
-0.202854 0.049920 -0.202937 0.050290
-0.134884  0.013460 -0.134836 0.013170

MAX. R PEARSON
-0.157344  0.087070 -0.156936  0.089000
-0.165524  0.066900 -0.165511  0.065820
-0.157993  0.081840 -0.157953 0.082260
-0.166545 0.062030 -0.166643  0.062070
-0.164297  0.032650 -0.164359 0.032100
-0.173618  0.022180 -0.173576  0.020950
-0.126870  0.149450 -0.127125 0.145670

RCORMIN=-0.290044 RCORMAX=-0.058830



KKK R KR A KRR R HOKOR K K K

MIN. RHO SPEARMAN

-0.190648 0.096205 -0.190831 0.097475
-0.183104 0.078385 -0.182888 0.075755
-0.191161  0.096340 -0.191326  0.097500
-0.183336  0.079645 -0.183325 0.078275
-0.197957  0.075565 -0.198022  0.076095
-0.189647  0.058650 -0.183650 0.057120
-0.125195 0.016965 -0.125218 0.015985

MAX. RHO SPEARMAN

-0.158902  0.078160 -0.158562  0.078380
-0.164594  0.067280 -0.164624 0.066750
-0.159091 0.078995 -0.159107 0.078460
-0.165059  0.065375 -0.165174  0.065165
-0.165381  0.038300 -0.165417  0.037805
-0.172008 0.030945 -0.171954 0.029730
-0,119570  0.142970 -0.119517 0.141685

RRHOMIN=-0.289933 RRHOMAX=-0.043631

Koputa Franka (n=10)

FRANK: TAU= -, 100000 TETA= 2.477787
LICZBA SYMULAC!I: 100000 LICZN.PROBKI: 10
SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
0o ok e RO o R ek o ok OKOK Ok Xk k OKOk
ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.099074 EST. SIGMA(TAU)= 0.245172
EST. R PEARSON = -0.140540 EST. SIGMA(R)= 0.327215
EST. RHO SPEARMAN = -0.135074 EST. SIGMA(RHO)= 0.327109

MIN. TAU
-0.261806  0.095565 -0.259127  0.094541
-0.260341  0.094802 -0.261934 0.097676
-0.262233  0.083259 -0.261987  0.082042
-0.261701  0.082819 -0.260265 0.081652
-0,266668  0.058528 -0.264843  0.058552
-0.264896 0.058775 -0.265592  0.058355
-0.116758  0.026553 -0.117067 0.026884
MAX. TAU
0.053001 0.093723 0.052416 0.092858
0.053213 0.096017 0.053718 0.096155
0.051466  0.077754 0.053021 0.080071
0.052976 0.080605 0.050639 0.079001
0.048322 0.052687 0.048355 0.052322
0.049031 0.053797 0.047552 0.052378
-0.032945 0.047154 -0.033919  0.045472
EE YL RIS RIS RN RS S22 2 )
TAUMIN=-0.525246 TAUMAX= 0.336896
MIN. R PEARSON
-0.264634  0.106025 -0.261768  0.103425
-0.262581  0.104260 -0.264788  0.105740
-0.263997  0.086330 -0.263807  0.085640
-0.263675  0.086405 -0.262304  0.085535
-0.270285 0.0355910 -0.268276 0.036175
-0.268367  0.037420 -0.269581  0.035675
-0.140453  0.045210 -0.140564  0.046250




MAX. R PEARSON
-0.025230  0.100570 -0.025712  0.101575
-0.025743  0.101795 -0.024886 0.100725
-0.028819  0.079775 -0.025958 0.081525
-0.027204 0.078630 -0.029328 0.078255
-0.032827 0.028270 -0.032063 0.028760
-0.032234 0.028910 -0.033366  0.026620
-0.076036 0.083120 -0.078207 0.081470

RCORMIN=-0,525856 RCORMAX= 0.282517

EREE SRR RS R RS RS RS LY

MIN. RHO 5PEARMAN
-0.272060 0.094251 -0.268684  0.094846
-0.270015  0.093811 -0.272244 0.096394
-0.272508 0.081150 -0.272153  0.080810
-0.271842  0.082523 -0.270178 0.081029
-0.278246 0.054439 -0.275817  0.055469
-0.276117  0.055609 -0.276944  0.054317
-0.134539 0.037041 -0.134546  0.038312

MAX, RHO SPEARMAN
-0.004585 0.092479 -0.005188 0.091679
-0.004393 0.092681 -0.003162 0.092687
-0.006472 0.077513 -0.003959 0.078748
-0.004469 0.076318 -0.006954  0.075909
-0.010751 0.048881 -0.010542 0.047724
-0.010040  0.048473 -0.011409 0.047411
-0.068555 0.065633 -0.069864 0.063866

RRHOMIN=-0,586102 RRHOMAX= 0.356429

Koputa Franka (n=100)

FRANK: TAU=-.100000 TETA= 2.477787

LICZBA SYMULACIt: 100000 LICZN.PROBKI: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
30RO 0 RO i ok R Rk ok ok ok ok ok Rk

ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.099481 EST. SIGMA(TAU)= 0.066992
EST. R PEARSON =-0.142214 EST. SIGMA(R)= 0.098603

E5T. RHO SPEARMAN = -0.147311 EST. 5IGMA(RHO)= 0.098592

MIN. TAU

-0.131182 0.090158 -0.130896 0.088098
-0.130928 0.087510 -0.130748 0.087703
-0.130674 0.085292 -0.130723 0.087013
-0.131218 0.087740 -0.131030 0.087810
-0.135762  0.068763 -0.135751 0.068673
-0.136000 0.067765 -0.135731  0.069873
-0.082187 0.011655 -0.082159  0.011945
MAX. TAU

-0.097092 0.075678 -0.097011 0.077462
-0.097407 0.076925 -0.097134 0.076650
-0.097428 0.073690 -0.097305 0.076518
-0.097001 0.076338 -0.097037 0.076430
-0.102101 0.036615 -0.101963  0.036240
-0.102044  0.036815 -0.102036 0.036720
-0.074572  0.120252 -0.074522 0.123667

o o e ok K K o K K K oK R ok kR Rk W R R K

TAUMIN=-0.203183 TAUMAX=-0.017901



MIN. R PEARSON

-0.180520  0.095350
-0.180364  0.093460
-0.179409  0.087580
-0.180012  0.088520
-0.186257  0.060850
-0.186456  0.061810
-0.116665  0.014500
MAX. R PEARSON

-0.140418 0.077520
-0.140710  0.077130
-0.141065 0.072240
-0.140651  0.074130
-0.146951  0.028290
-0.146991  0.028640
-0.108758  0.138220

-0.180196
-0.179921
-0.179368
-0.179782
-0.186060
-0.186067
-0.116547

-0.140202
-0.140390
-0.140933
-0.140582
-0.146741
-0.146799
-0.108751

0.091730
0.093350
0.087610
0.088600
0.060300
0.061910
0.014390

0.078500
0.077650
0.074040
0.073890
0.029630
0.030250
0.139870

RCORMIN=-0.269087 RCORMAX=-0.038345

o oROK ek ok ok R R 3 K OK R K K R Kk KOkOk

MIN, RHO SPEARMAN

-0.181068
-0.180728
-0.180324
-0.181107
-0.187787
-0.188102
-0.118897

0.089705
0.086695
0.085730
0.087725
0.067570
0.067525
0.015315

MAX. RHO 5PEARMAN

-0.155612
-0.155997
-0.156050
-0.155411
-0.162944
-0.162873
-0.113226

0.071920
0.072770
0.070700
0.072540
0.033760
0.034190
0.141485

-0.180674
-0.180518
-0.180383
-0.180796
-0.187766
-0.187742
-0.118854

-0.155540
-0.155648
-0.155881
-0.155479
-0.162773
-0.162838
-0.113170

0.086855
0.087840
0.086035
0.087945
0.067175
0.068190
0.015695

0.073395
0.071985
0.073185
0.072920
0.033935
0.033860
0.143355

RRHOMIN=-0.283438 RRHOMAX=-0.037776

Koputa FGM (n=10})

FGM: TAU= -.100000 TETA=-.450000

LICZBA SYMULACH:

100000 LICZN.PROBKI: 10

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000

o ok ok K R K WK kKK KK OOk K KK K

ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.099332 EST. SIGMA({TAU}= 0.244796
EST. R PEARSON = -0.140229 EST. SIGMA(R)= 0.326013
EST. RHO SPEARMAN =-0.135416 EST. SIGMA(RHO}= 0.327364

MIN. TAU
-0.262275
-0.261952
-0.262613
-0.262467
-0.266899
-0.266912
-0.116374

0.095776
0.096545
0.083101
0.082693
0.059714
0.059031
0.024991

-0.260497
-0.262308
-0.262616
-0.261384
-0.265678
-0.266896
-0.117403

0.094714
0.094928
0.083348
0.081705
0.058150
0.059572
0.025736




MAX. TAU
0.051743  0.093137 0.051732 0.094064
0.051790 0.094046 0.052349  0.095569
0.051713  0.080337 0.052597 0.081858
0.051506  0.080559 0.050798  0.080539
0.046961 0.051291 0.047061 0.051484
0.047422 0.052318 0.047966  0.052948
-0.033303  0.046897 -0.033863  0.044955
EEA R RS R RS 2 R S R 2]
TAUMIN= -0.525853 TAUMAX= 0.336668
MIN. R PEARSON
-0.264621 0.104940 -0.263160 0.103630
-0.264363  0.104630 -0.264725  0.105505
-0.264635 0.086500 -0.264423 0.086135
-0.263492  0.086380 -0.262790  0.085110
-0.270507  0.036990 -0.269258  0.036445
-0.270037  0.035650 -0.269894  0.037415
-0.139405 0.045190 -0.141057  0.045480
MAX. R PEARSON
-0.026381 0.101165 -0.026334 0.100380
-0.026399  0.099930 -0.026047  0.101030
-0.027802 0.080570 -0.027168  0.081580
-0.027941  0.079525 -0.028812 0.080000
-0.033506  0.027905 -0.033662  0.029030
-0.033395  0.027045 -0.033103 0.028130
-0.076754  0.082110 -0.077331 0.081600
RCORMIN= -0.527151 RCORMAX= 0.283105
B R R o R ok AR R R R R R R K R K R kR KR
MIN. RHO SPEARMAN
-0.272931 0.094240 -0.270690 0.094142
-0.272374 0.095147 -0.272833  0.094385
-0.273539  0.081854 -0.273437 0.081812
-0.272950 0.082386 -0.271457  0.080825
-0.279250 0.056026 -0.277032  0.054423
-0.278760  0.055675 -0.278737  0.056453
-0.133643  0.035738 -0.135126  0.036895
MAX. RHO SPEARMAN
-0.005611 0.091744 -0.006000 0.092893
-0.005798 0.091815 -0.005310 0.091790
-0.005826  0.078481 -0.004901 0.079183
-0.006215 0.077689 -0.006916 0.076635
-0.012184 0.047551 -0.012573  0.047737
-0.011893 0.047218 -0.010963  0.048041
-0.069013  0.065635 -0.069373  0.063587
RRHOMIN=-0.587524 RRHOMAX= 0.356895

Koputa FGM (n=100}

FGM: TAU=-.100000 TETA=-.450000
LICZBA SYMULAC)I: 100000 LICZN.PROBKI: 100
SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
LELE LI L EE LR i Rl L)
ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.100154 EST.SIGMA[TAU)= 0.066359
EST. R PEARSON = -0.143366 EST. SIGMA(R)= 0.097249
EST. RHO SPEARMAN =-0.148747 EST. SIGMA(RHO}= 0.097938



MIN. TAU
-0.132040
-0.132207
-0.132218
-0.132289
-0.137133
-0.137143
-0.082848

MAX. TAU
-0.098195
-0.098004
-0.098223
-0.098146
-0.103039
-0.103063
-0.075273

e ok ok o 3Ok KR R OOR R R O KO R K R

0.087105
0.088965
0.086260
0.087123
0.068750
0.069120
0.012695

0.076135
0.077095
0.076155
0.074805
0.036460
0.035575
0.123335

-0.132148
-0.132257
-0.132238
-0.132131
-0.137097
-0.137348
-0.082868

-0.098157
-0.098009
-0.098090
-0.098164
-0.103281
-0.102927
-0.075248

0.088080
0.088468
0.087390
0.086393
0.068425
0.069025
0.012200

0.077430
0.076715
0.076055
0.075315
0.035835
0.035975
0.123115

TAUMIN= -0.204346 TAUMAX=-0.018907

MIN. R PEARSON

-0.181682  0.093220
-0.181933  0.093240
-0.181521  0.088450
-0.181471  0.088300
-0.188046  0.061880
-0.187909  0.061220
-0.117553  0.014690
MAX. R PEARSON
-0.142081  0.077080
-0.141736  0.078320
-0.142455  0.072990
-0.142411  0.072120
-0.148465  0.028140
-0.148501  0.029200
-0.109675  0.140920

-0.181869
-0.181933
-0.181507
-0.181200
-0.187833
-0.188154
-0.117510

-0.141920
-0.141715
-0.142232
-0.142371
-0.148711
-0.148155
-0.109669

0.092780
0.093620
0.089280
0.086560
0.061390
0.061230
0.014140

0.078220
0.078570
0.072090
0.073820
0.027960
0.029220
0.141350

RCORMIN= -0.270802 RCORMAX=-0.039539

0K R R HOR K S o RO KR KO KK K K RO k0K

MIN. RHO 5PEARMAN

-0.182814  0.085960
-0.183032  0.087605
-0.183099  0.086605
-0.183145  0.087165
-0.190298  0.067585
-0.190279  0.067820
-0.120099 0.016400
MAX. RHO SPEARMAN
-0.157640  0.072200
-0.157371  0.072565
-0.157668  0.072545
-0.157592  0.071280
-0.164824  0.033300
-0.164844  0.033095
-0.114479  0.143970

-0.182921
-0.183074
-0.183079
-0.182901
-0.190206
-0.190581
-0.120136

-0.157549
-0.157352
-0.157480
-0.157596
-0.165160
-0.164645
-0.114422

0.086810
0.087835
0.088690
0.085955
0.067775
0.068120
0.015675

0.072605
0.072510
0.072810
0.072640
0.033015
0.033570
0.143895

RRHOMIN=-0.285905 RRHOMAX=-0.039251



5.4 Badanie efektywnosci wybranego algorytmu heurystycznego w zaleznosci od
rodzaju statystycznej miary zaleinosci, typu zaleznosci, stopnia rozmytosci danych
oraz licznosci prébki.

Przedstawiono przypadek umiarkowanej dodatniej zaleznosci (1=0,3) dla danych rozmytych
(wszystkie dane nieprecyzyjne ) w stopniu niewielkim (maksymalna szerokos$¢ przedziatu wartosci
réwna 0,50, umiarkowanym (maksymalina szerokos¢ przedziatu wartosci rowna 2c) i duzym
umiarkowanym (maksymalna szerokos¢ przedziatu wartosci rowna 3c), prébki o matej (n=10) i duzej
{n=100) licznosci.

Koputa normalna (n=10, rozmytos¢ niewielka)

BIVARIATE NORMAL: TAU= 0.300000 PEARSON RO=0.453990
LICZBA SYMULACJI: 100000 LICZN.PROBKI: 10
SIGMA= 1.000000 Z= 0.500000 PEX= 0.000000 P5YM= 0.500000
K Rk kK o Kk R R R Ok Rk ok Rk R R ek Rk
ZAL. TAU= 0.300000 ESTYM. TAU= 0.301709 EST. SIGMA({TAU}= 0.228953
EST. R PEARSON = 0.435243 EST. SIGMA(R)= 0.279434
EST. RHO SPEARMAN = 0.402015 EST. SIGMA(RHO)= 0.283001
MIN. TAU
0.286355  0.078723 0.286595 0.079060
0.286755 0.076510 0.286090 0.077534
0.286682 0.070634 0.286384 0.071711
0.286159  0.073246  0.286326  0.072011
0.287282 0.053072 0.287359 0.052814
0.287208 0.053019 0.287068  0.053086
0.293342  0.094450 0.293536  0.094161
MAX. TAU
0.349301 0.085951 0.349101 0.085738
0.349135 0.086494  0.348783  0.085305
0.348897 0.080395 0.349173  0.081326
0.349467 0.082971 0.348928  0.080917
0.349798 0.062141 0.350014 0.063121
0.350047 0.064006 0.349704  0.063094
0.298613  0.039823  0.298712  0.038757
TAUMIN= 0.181839 TAUMAX= 0.442781
R R R O O K ok o N ok Kk ROk
MIN. R PEARSON
0.434287 0.082995 0.434638 0.081995
0.434397 0.082935 0.434312 0.082335
0.434494  0.075075 0.434477  0.075015
0.434231 0.075685 0.434586 0.075105
0.435592  0.012120  0.435741 0.012180
0.435467 0.012000 0.435681 0.011780
0.426729 0.159570 0.426723 0.161210
MAX. R PEARSON
0.473756 0.108375 0.47369%9 0.107175
0.473811 0.107295 0.473817  0.108755
0.473642 0.105650  0.473931  0.105570
0.473979  0.106580 0.473677 0.103135
0.474823 0.022050 0.474971 0.022160
0.475049 0.022000 0.474855  0.021295
0.430142 0.029790 0.430062 0.030170
RCORMIN= 0.359561 RCORMAX= 0.531660



o ok KR Rk R ok ol R Kk kR R Ok Ok R

MIN. RHO SPEARMAN
0.397688 0.074028 0.397854 0.074168
0.398157 0.072091 0.397584 0.073206
0.398056 0.067578 0.397690 0.068131
0.397411 0.069489 0.397953  0.068360
0.398777 0.048209 0.398906  0.046557
0.398763  0.046892 0.398926  0.046953
0.392796 0.122478 0.393014 0.121870

MAX. RHO SPEARMAN
0.443030 0.086073 0.442963 0.084571
0.442901 0.085238 0.442561  0.084051
0.442491 0.080369 0.443158 0.082105
0.443324  0.082199 0.442573  0.080879
0.443690 0.059503 0.444201 0.060179
0.443983 0.059973 0.443544 (0.059324
0.396688 0.048732 0.396737 0.046827

RRHOMIN= 0.276204 RRHOMAX= 0.543887

Koputa normalna (n=100, rozmytos¢ niewielka)

BIVARIATE NORMAL: TAU= 0.300000 PEARSON RO= 0.453990
LICZBA SYMULACII: 100000 LICZN,PROBKI: 100
SIGMA= 1.000000 Z= 0.500000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
ok kR R R K kRO Ok R R ROk R
ZAL. TAU= 0.300000 ESTYM. TAU= 0.300618 EST. SIGMA(TAU)= 0.061044
EST. R PEARSON = 0.452868 EST. SIGMA(R})= 0.080182
EST. RHO SPEARMAN = 0.434092 EST. SIGMA(RHO)= 0.083768
MIN. TAU
0.317725 0.036795 0.317705 0.037335
0.317740 0.036472 0.317686 0.036388
0317669 0.035398 0.317620 0.035613
0.317760 0.034720 0.317711 0.034735
0.318596 0.018367 0.318587 0.018518
0.318628 0.018058 0.318570 0.018278
0.295961 0.318490 0.295963 0.320832
MAX. TAU
0.323593  0.092555 0.323545 0.091104
0.323615 0.092882 0.323572 0.092102
0.323624 0.088426 0.323573  0.087854
0.323543 0.087992 0.323493 0.087312
0.324494  0.068953  0.324429 (0.068433
0.324472 0.068627 0.324458 0.069937
0.296442 0.001842 0.296449  0.001982
TAUMIN= 0.290183 TAUMAX= 0.341286

o o o A ROK K K K AR R OK R RO

MIN, R PEARSON
0.474506 0.025640 0.474502 0.025200
0.474554 0.026180 0.474477  0.025600
0.474499 0.025030 0.474391 0.025840
0.474578  0.024610 0.474530  0.024960
0.475731 0.007160 0.475733  0.007540
0.475758 0.007390 0.475719  0.007310
0.446524  0.381895 0.446509  0.385645




MAX. R PEARSON
0.480106 0.096650 0.480039 0.095680
0.480090 0.096070 0.480075 0.094880
0.480136 0.094360 0.480078 0.095080
0.480079 0.094240 0.479961 0.093620
0.481300 0.059590 0.481260 0.058570
0.481305 0.059980 0.481293 0.059630
0.446872 0.000740 0.446876 0.000850

RCORMIN= 0.442231 RCORMAX= 0.497484

ek kO 3Ok KK ROk 3 OK kK Kok KOk ok

MIN. RHO SPEARMAN

0.459339 0.030970 0.459307 0.030950
0.459349  0.031560 0.459292 0.030570
0.459283  0.030535 0.459192  0.030975
0.459382 0.030580 0.459322  0.030085
0.460519 0.014485 0.460486 0.014520
0.460560 0.013960 0.460488 0.014390
0.427845 0.345160 0.427827 0.351260

MAX. RHO SPEARMAN
0.462248 0.092275 0.462196 0.090930
0.462274 0.092545 0.462216 0.090720
0.462287 0.090965 0.462216 0.090860
0.462192 0.090625 0.462108 0.089625
0.463448 0.066445 0.463379  0.065655
0.463431 0.066735 0.463389 (.067640
0.428163 0.002540 0.428171 0.002440

RRHOMIN= 0.421318 RRHOMAX= 0.484585

Koputa normalna (n=10, rozmytosé umiarkowana)

BIVARIATE NORMAL: TAU= 0.300000 PEARSON RO= 0.453990
LICZBA SYMULACJI: 100000 LICZN.PROBKI: 10
SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
Rk 3ROk R ROK R R Okk oR Rk OOk ROk K
ZAL. TAU= 0.300000 ESTYM. TAU= 0.301709 EST.SIGMA(TAU)= 0.228953
EST. R PEARSON = (0.435243 EST. SIGMA(R)= 0.279434
EST. RHO SPEARMAN = 0.402015 EST. SIGMA{RHO)= 0.285001
MIN. TAU
0.158009 0.093945 0.161244 0.091723
0.159222 0.093698 0.159658 0.092115
0.160315 0.075304 0.161760 0.074112
0.160687 0.075065 0.162320 0.073851
0.172592 0.046704 0.174244 0.046151
0.172888 0.046628 0.173072 0.046501
0.189806 0.072647 0.189819 0.071559
MAX. TAU
0.473956  0.095270 0.472239 0.093095
0.472816  0.095432 0.473111 0.094318
0.473539 0.081410 0.474855 0.082395
0.474876  0.084567 0.473564 0.083893
0.486523  0.065758 0.486115 0.063808
0.487520 0.067339 0.486381 0.066087
0.278407 0.013195 0.279130 0.013440
TAUMIN=-0.138754 TAUMAX= 0.710007



AR AR R R R R R R R R AR R R R Rk ROk R Kk

MIN. R PEARSON
0.340802 0.093005 0.344117  0.090655
0.342124 0.092805 0.342385 0.092845
0.345100 0.069540 0.346040 0.068545
0.345831 0.068895 0.346725  0.068545
0.361976 0.019515 0.363548  0.019290
0.362152  0.019965 0.362695 0.018980
0314354  0.138295 0.314737 0.139120

MAX. R PEARSON
0.545432 0.103475 0.545132  0.102855
0.545523  0.104415 0.545932  0.104995
0.545673 0.085055 0.546619 0.085695
0.546517  0.085945 0.545465 0.084775
0.560935 0.050425 0.560845 0.047770
0.561734 0.049005 0.561385  0.048900
0.379786  0.023540 0.379377 0.023150

RCORMIN= 0.013910 RCORMAX= 0.743589

HARERRA AR R AR MR KRR R R R Rk Rk AR Rk

MIN. RHO SPEARMAN

0.286199 0.089547 0.290086 0.087686
0.287900 0.088971 0.288173 0.088764
0.289107 0.071026 0.291053  0.068905
0.289877 0.070874 0.291556  0.070225
0305556 0.040369 0.307281 0.039210
0.305785 0.039971 0.306022 0.040132
0.278536  0.102456 0.278846  0.101865

MAX. RHO S5PEARMAN
0.532823 0.095153 0.531589 0.093653
0.531924 0.094112 0.532863 0.094872
0.532690 0.082107 0.534772 Q.083221
0.534164 0.082775 0.533239 0.081367
0.547879 0.063958 0.547672 0.063186
0.548761 0.064409 0.548065 0.062472
0.346737 0.018983 0.347333  (0.019732

RRHOMIN=-0.092715 RRHOMAX= 0.784678

Koputa normalna (n=100, rozmyto$¢ umiarkowana)

BIVARIATE NORMAL: TAU=0.300000 PEARSON RO=0.453990

LICZBA SYMULACI: 100000 LICZN.PROBKI: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000

e ek o ok o ko kR ke ok ok RO R o R OR R o

ZAL TAU= 0.300000 ESTYM. TAU= 0.300618 EST.5IGMA{TAU)= 0.061044
EST. R PEARSON = 0.452868 EST. SIGMA(R)= 0.080182

EST. RHO SPEARMAN = 0.434092 EST. 5IGMA(RHO)= 0.083768

MIN. TAU
0.326406 0.036660 0.326632  0.035595
0.326343 0.035185 0.326285 0.036385
0.326890 0.033585 0.326764  0.034105
0.327303 0.033590 0.327131 0.034320
0.340363 0.009525 0.340184  0.009690
0.340297 0.010095 0.340267  0.009530
0.240888 0.338675 0.240852  0.343060




MAX. TAU
0.358063  0.077547 0.357995  0.077715
0.358277 0.077710 0.358401  0.078955
0.358757 0.076747 0.358616 0.075678
0.358449 0.076017 0.358267  0.074542
0.371799 0.098382 0.371735 0.095705
0.371995 0.095430 0.371744  0.094663
0.249055 0.000460 0.249042  0.000450

TAUMIN= 0.222097 TAUMAX= 0.427278

Wk kRN KRRk R AR R R R KRR Rk KRRk

MiN. R PEARSON
0.485048 0.028100 0.485402  0.027860
0.485087 0.028510 0.484873  0.029350
0.486431 0.023520 0.486187  0.024350
0.486781 0.023200 0.4866590  0.024570
0.504196 0.004120 0.504138 0.004670
0.504266 0.003730 0.504286  0.004040
0.370679 0.385100 0.370646 0.388880

MAX. R PEARSON

0.515456 0.078160 0.515242  0.077240
0.515690 0.076740 0.515821  0.079110
0.515948 0.073070 0.515864 0.072510
0.515781 0.072730 0.515451  0.072430
0.533290 0.101080 0.533309  0.098540
0.533465 0.098900 0.533284  0.098960
0.378602 0.000270 0.378532  0.000260

RCORMIN= 0.350523 RCORMAX= 0.589205

dede ook ok 3Ok 0Nk B Rokok Rk Rk ok R ko R R R koK kX

MIN. RHO SPEARMAN
0.480037 0.030900 0.480330 0.030280
0.479969  0.030310 0.479903  0.030735
0.480851 0.028480 0.480639  0.028830
0.481309 0.029155 0.481081  0.029150
0.498640 0.007580 0.498432  0.007730
0.498500 0.007850 0.498520  0.007680
0.353511 0.363495 0.353450 0.367825

MAX. RHO SPEARMAN
0.496523 0.077845  0.496452 0.077410
0.496765 0.077565 0.496985  0.079210
0.497363 0.077525 0.497192 0.076385
0.497018 0.076495 0.496793  0.075075
0.514202 0.096460 0.514223  0.095170
0.514501 0.095430 0.514297  0.093870
0.359387 0.000840 0.359331  0.000720

RRHOMIN= 0.330524 RRHOMAX= 0.582921

Koputa normalna (n=10, rozmytos¢ duza)

BIVARIATE NORMAL: TAU= 0.300000 PEARSON RO=0.453990
LICZBA SYMULACII: 100000 LICZN.PROBKI: 10
SIGMA= 1.000000 Z= 3.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
#*“Xt*‘l“"ttttlﬁtt#"tt‘t*“tt*
ZAL TAU= 0.300000 ESTYM. TAU= 0.301709 EST.SIGMA(TAU)= 0.228953
EST. R PEARSON = 0.435243 EST. SIGMA(R)= 0.279434
EST. RHO SPEARMAN = 0.402015 EST. SIGMA(RHO)= 0.289001



MIN. TAU
0.026874 0.101244  0.029927  0.098402
0.028009 0.098778  0.028547  0.098380
0.032636 0.076854  0.034900 0.075402
0.033919 0.075859 0.035672  0.076456
0.053566 0.044708 0.056259  0.045142
0.053881 0.045958  0.055434  0.045130
0.086591 0.058167 0.086606 0.059520

MAX. TAU
0.534783 0.093820 0.534001 0.092194
0.535528  0.094315 0.534680 0.095434
0.538996 0.081495 0.539594  0.081056
0.538713 0.084082 0.537988  0.082013
0.560827 0.067850 0.561173  0.068670
0.561541 0.069548 0.560550  0.068982
0.277005 0.010160 0.278391  0.010377

TAUMIN=-0.357293 TAUMAX= 0.820205

ok kR R KRR OR Rk R R R Rk R Rk

MIN. R PEARSON
0.216966 0.103190 0.221020  0.102095
0.218732 0.104270 0.218390 0.102745
0.231732 0.068135 0.232886  0.067585
0.233590 0.067240  0.234443  0.067685
0.259188 0.023230  0.262537  0.022225
0.260716 0.022800 0.261450  0.02293S
0.202261 0.112615 0.202960  0.113250

MAX. R PEARSON
0.565346 0.101850 0.564522  0.100050
0.566350 0.101385 0.565063  0.101120
0.567300 0.076155 0.568406  0.077410
0.567660 0.077535  0.565843  0.075210
0.593255 0.060240 0.593727  0.060285
0.594140 0.060680 0.593171 0.059935
0.349990 0.023740 0.350162  0.024405

RCORMIN= -0.244224 RCORMAX= 0.818139

R oK R KON KRR RO R R R O R kR

MIN. RHO SPEARMAN
0.150368 0.098830 0.153620  0.097077
0.151613 0.097213 0.152330 0.096332
0.158574 0.071848 0.160921  0.070522
0.160059 0.071944 0.162157 0.072071
0.186112 0.039157 0.189315 0.040073
0.186453  0.040916 0.188375  0.039541
0.166400 0.081177 0.167211 0.083299

MAX. RHO SPEARMAN
0.570584 0.095475 0.569668 0.093244
0.571667 0.093544 0.570856 0.095150
0.576108 0.081949 0.576847 0.081214
0.575909 0.081820 0.575094  0.079666
0.600518 0.067125 0.601178 0.068434
0.601385 0.067319 0.600713  0.066949
0.318104 0.014043  0.319723  0.014062

RRHOMIN= -0.344427 RRHOMAX= 0.872319



Koputa normalna (n=100, rozmytosé duza)

BIVARIATE NORMAL: TAU= 0,300000 PEARSON RO=0.453990
LICZBA 5YMULACII: 100000 LICZN.PROBKI: 100
SIGMA= 1.000000 Z= 3.000000 PEX= 0.000000 P5YM= 0.500000

o O o ok R OO R koK K 3 OHOK A KK R R

ZAL. TAU= 0.300000 ES5TYM. TAU= 0.300618 EST. SIGMA({TAU)= 0.061044
EST. R PEARSON = 0.452868 EST. SIGMA(R}= 0.080182
EST. RHO SPEARMAN = 0.434092 EST. SIGMA{RHO}= 0.083768

MIN. TAU
0302076 0.046060 0.302443  0.046505
0302307 0.044955 0302028 0.047100
0304674 0.039625 0304672 0.039810
0305154 0.040220 0.305139  0.039430
0330449 0.009450 0.330445  0.008935
0330547 0.009375 0.330276  0.009165
0193493  0.309400 0.193452  0.309970

MAX. TAU
0357452  0.069303 0357164  0.068863
0357489  0.068330 0.357635 0.070085
0359161 0.070237 0359168 0.069173
0.358888 0.070473 0358777  0.069672
0385007 0111620 0.384712  0.110043
0385110 0.110505 0.385010 0.111100
0211181  0.000270 0.211132  0.000325

TAUMIN= 0.161764 TAUMAX= 0.461293

R O K kR RO O O O R kR R KR K

MIN. R PEARSON
0452771 0.039990 0.453262  0.040530
0452962  0.038830 0.452627  0.039860
0458914  0.028390 0.458624  0.028760
0.459419 0027410 0.459542  0.026780
0492147  0.004440 0.492409  0.004010
0.492569  0.004470  0.492402  0.004350
0302290 0354260 0302268 0.357920

MAX. R PEARSON
0509397 0.069230 0.509116  0.067880
0.509660 0.067470  0.509754  0.071120
0509996 0.062220 0.510210  0.063910
0509926  0.062760 0.509480  0.063450
0543963 0.118530 0543817  0.117100
0543971 0.118230 0.544071 0.117420
0322816 0.000370 0.322665 0.000310

RCORMIN= 0.263989 RCORMAX= 0.620422
W ke ok ok e sk ok ke Ok R O Kk ok ok Rk
MIN. RHO SPEARMAN

0.454366 0.039845 0.455396  0.039430
0.455254  0.039185 0.454816 0.039785
0.458808 0.033895 0.458675 0.034440
0.459364 0.033865 0.459342  0.033525
0.493121 0.007380 0.493024 0.006910
0.493302 0.007630 0.492944 0.007315
0.289217 0.337845 0.289152 0.338950



MAX. R PEARSON

-0.456153  0.048160 -0.455988  0.049775
-0.477672 0.014500 -0.477780 0.015890
_0.456657 0.035810 -0.456632 0.035780
0.480895 0.014180 -0.481088 0.014420
-0.474061 0.008580 -0.473773  0.008240
-0.499469 0.001720 -0.499519  0.001800
-0.353084 0.405485 -0.353575  0.345660

RCORMIN=-0.576829 RCORMAX=-0.331460

122t 2Rt RS RS 22 R LR LA RS Sl

MIN. RHO SPEARMAN
-0.493504 0.093365 -0.493784  0.093705
-0.479349 0.054220 -0.479324 0.054830
-0.495988  0.099055 -0.496395  0.101540
-0.479115 0.051290 -0.479072  0.052705
.0.514649 0.132335 -0.514855 0.133170
-0.497420 0.067355 -0.497223  0.065190
-0.347681 0.000660 -0.347742  0.000580

MAX. RHO 5PEARMAN
-0.460100 0.041675 -0.459914  0.042330
-0.478749 0.019875 -0.479016 0.019460
-0.459889  0.040805 -0.459813  0.039975
10.481926 0.017445 -0.482326 0.017930
-0.478204 0.010990 -0.477945 0.011325
-0.501084 0.003545 -0.501271 0.003630
.0.341674 0.377175 -0.341937 0.353840

RRHOMIN= -0.574850 RRHOMAX=-0.318667

CLAYTON: TAU=-.100000 TETA=-.181818

LICZBA SYMULACJI: 100000 LICZN.PROBK!: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
"‘*““tt!lt‘t‘..tt“**l"“*#l“‘

ZAL. TAU=-0.100000 ESTYM. TAU=-0.100170 EST. SIGMA(TAU)= 0.066018
EST. R PEARSON = -0.158652 EST. SIGMA(R)= 0.095936

E5T. RHO SPEARMAN = -0.147960 EST. SIGMA{RHO)= 0.097624

MIN. TAU
-0.138229 0.098380 -0.138370 0.099713
-0.132644 0.077658 -0.132524  0.075628
.0.138573  0.096177 -0.138714 0.097132
.0.132821 0.079400 -0.132803 0.078040
-0.143318 0.077150 -0.143374 0.078578
-0.137223  0.059008 -0.137207 0.058080
-0.086533  0.012895 -0.086549  0.012160
MAX. TAU
-0.099678 0.081243 -0.099476  0.081665
.0.103266 0.072543 -0.103306 0.071462
-0.099840 0.082658 -0.099853  0.082065
-0.103563 0.068615 -0.103654 0.067423
-0.104175 0.040808 -0.104199 0.041175
-0.108330  0.033005 -0.108300 0.032128
-0.078975 0.121848 -0.078942  0.123360

Ok KRR R R RO OR RO R R R K

TAUMIN= -0.207556 TAUMAX=-0.022291



MIN. R PEARSON
-0.206055 0.105870 -0.206259  0.105960
-0.196314 0.077480 -0.196087 0.077150
-0.206317  0.102710 -0.206479  0.103540
-0.196125 0.073990 -0.196042 0.073890
-0.213802 0.076700 -0.213867 0.075870
-0.202854  0.049920 -0.202937 0.050290
-0.134884 0.013460 -0.134836 0.013170

MAX. R PEARSON
-0.157344  0.087070 -0.1565936  0.089000
-0.165524  0.066900 -0.165511 0.065820
-0.157993  0.081840 -0.157953 0.082260
-0.166545 0.062030 -0.166643 0.062070
-0.164297 0.032650 -0.16435% 0.032100
-0.173618 0.022190 -0.173576 0.020950
-0.126870  0.149450 -0.127125 0.145670

RCORMIN=-0.290044 RCORMAX=-0.058830

HOoR R R R R OR R R R R Rk KRR R MK KR R R Kk

MIN. RHO SPEARMAN
-0.190648 0.096205 -0.190831 0.097475
-0.183104 0.078385 -0.182888  0.075755
-0.191161  0.096340 -0.191326  0.097500
-0.183336 0.079645 -0.183325 0.078275
-0.197957 0.075565 -0.198022 0.076095
-0.189647 0.058690 -0.189650 0.057120
-0.125195 0.016965 -0.125218 0.015985

MAX. RHO SPEARMAN
-0.158502 0.078160 -0.158562 0.078380
-0.164594 0.067280 -0.164624 0.066750
-0.159091 0.078995 -0.159107 0.078460
-0.165059 0.065375 -0.165174 0.065165
-0.165381  0.038300 -0.165417  0.037805
-0.172008  0.030945 -0.171954 0.029730
-0.119570  0.142970 -0.119517 0.141685
RRHOMIN=-0.289933 RRHOMAX=-0.043631

CLAYTON: TAU= 0.100000 TETA=0.222222E+00

LICZBA SYMULACJ): 100000 LICZN.PROBKI: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000

LR R 2 S R e R L e I e LS )

ZAL. TAU= 0.100000 ESTYM. TAU= 0.099792 EST. SIGMA(TAU)= 0.068117
EST. R PEARSON = 0.161203 EST. SIGMA(R)= 0.101423

EST. RHO SPEARMAN = 0.147547 EST. SIGMA(RHO)= 0.099633

MIN. TAU
0.103249 0.066078 0.103296 0.067405
0.096876  0.088675 0.096902  0.088155
0.103238 0.065573 0.103178 0.067160
0.097243 0.084240 0.097428 0.084393
0.107665 0.032380 0.107719 0.032865
0.101225 0.044645 0.101418 0.044150
0.079030 0.117325 0.079042 0.116955



MAX. TAU
0.131557 0.084033 0.131680 0.086958
0.133413  0.088900 0.133505  0.090563
0.131924 0.085715 0.132132  0.085175
0.133164 0.089760 0.133186 0.089578
0.135984 0.065730 0.136167 0.066278
0.137495 0.069310 0.137614 0.069833
0.086694 0.014220 0.086749  0.013945

TAUMIN= 0.020828 TAUMAX= 0.204951
lt'“‘*ﬂ““*‘l“‘!*“““*‘lt"ﬁ
MIN. R PEARSON
0.169055 0.065700 0.168958  0.066050
0.158239 0.092490 0.158472  0.091930
0.169555 0.059230 0.169519  0.060330
0.159202 0.084430 0.158512  0.083180
0.176446 0.022520 0.176683 0.022230
0.165486 0.034250 0.165603 0.034210
0.131226 0.142870 0.131275 0.140580
MAX. R PEARSON
0.198600 0.080660 0.198963  0.083890
0.205395 0.100800 0.205361 0.101310
0.198709 0.078600 0.199021  0.079090
0.204913 0094470 0.204906 0.097120
0.205421 0.056110 0.205606 0.056420
0212051 0.071520 0212256 0.071190
0.138980 0.014050 0.139265 0.014770

RCORMIN= 0.061544 RCORMAX= 0.290513

sk ok e s o o Rk ok e 8 ok ok RO K RROK R

MIN. RHO SPEARMAN
0.164456  0.062230  0.164496  0.064045
0.155123 0.084085 0.155088  0.084550
0.164528 0.062160 0.164348 0.064025
0.155570 0.081890  0.155877  0.080450
0.170938 0.029940 0.171014 0.030315
0.161439  0.041590 0.161647  0.040580
0.119703 0.136195 0.119695 0.137945

MAX. RHO SPEARMAN
0.181218 0.083660 0.181352 0.085835
0.184057 0.089260 0.184170 0.080140
0.181726 0.085995 0.182012 0.084915
0.183697 0.089390 0.183682  0.088805
0.187556  0.063500 0.187808  0.064450
0.189927 0.068360 0.190073  0.069000
0.125402 0.018270 0.125452 0.018420

RRHOMIN= 0.042927 RRHOMAX= 0.285126

CLAYTON: TAU= 0.300000 TETA= 0.857143E+00
LICZBA SYMULACJ: 100000 LICZN.PROBKI: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000
‘“‘tl“t"*““ﬂ‘l*#“‘*.*‘t‘t*ll

ZAL. TAU= 0.300000 ESTYM.TAU= 0.299812 EST. SIGMA(TAU)= 0.064432
EST. RPEARSON = 0.453357 EST. SIGMA{R)= 0.087032

EST. RHO SPEARMAN = 0.429759 EST. SIGMA(RHO)= 0.087436



MIN. TAU
0.325235
0.310067
0.324932
0.311819
0.337988
0.323113
0.239912

MAX. TAU
0.347764
0.351329
0.349383
0.350440
0.361105
0.363592
0.248242

0.027755
0.058920
0.028420
0.050435
0.007370
0.017665
0.311245

0.071675
0.084720
0.075253
0.080233
0.086858
0.099320
0.000750

0.325156
0.310255
0.324892
0.312095
0.338005
0.323409
0.239892

0.347980
0.351243
0.349675
0.350381
0.361383
0.363571
0.248277

0.028315
0.058340
0.028035
0.049325
0.007335
0.017830
0.309010

0.073780
0.084728
0.074220
0.080315
0.089010
0.098532
0.000605

TAUMIN= 0.217603 TAUMAX= 0.419408

sk K o K kK R O K SOKOK 30K Kk ok SOk ok koK

MIN. R PEARSON

0.492568 0.018210
0.467991  0.053840
0.493390  0.015890
0.470569  0.042800
0.511100 0.002090
0.485867  0.010030
0375106  0.360210
MAX. R PEARSON
0.504867  0.058660
0.515750  0.096040
0.506500  0.061700
0.515194  0.086970
0.522055  0.075800
0.532434  0.116950
0.382705  0.000510

0.492592
0.468143
0.493461
0.470991
0.511224
0.486137
0.375162

0.505133
0.515780
0.506943
0.515203
0.522405
0.532517
0.383461

0.018240
0.052470
0.015340
0.041180
0.002130
0.009820
0.357750

0.060900
0.096720
0.062100
0.088860
0.076210
0.118190
0.000390

RCORMIN= 0.351630 RCORMAX= 0.584011

ook 3 kO oK o KK KR o KK HOK R R KOk K

MIN. RHO SPEARMAN

0.476451  0.023490
0.454908  0.051700
0.476065  0.023440
0.457187  0.044970
0.492947  0.005430
0.471692  0.015055
0.350821 0.336975
MAX. RHO 5PEARMAN
0.479364  0.072040
0.484297  0.086690
0.481600  0.076305
0.482816  0.0809S5
0.496040  0.084150
0.499379  0.095710
0.356827  0.001360

0.476461
0.455137
0.476013
0.457630
0.492944
0.472145
0.350786

0.479674
0.484285
0.482071
0.482749
0.496535
0.499340
0.356697

0.023630
0.050665
0.022160
0.044540
0.005730
0.015270
0.336945

0.073950
0.086795
0.076215
0.080715
0.087455
0.096630
0.001030

RRHOMIN= 0.323923 RRHOMAX= 0.568435



CLAYTON: TAU= 0.800000 TETA=0.800000E+01

LICZBA SYMULAC)I: 100000 LICZN.PROBKI: 100

SIGMA= 1.000000 Z= 2.000000 PEX= 0.000000 PSYM= 0.500000

s ofe e e R ok ke o ok e e ok ok ok ok ok e R R ok K

ZAL. TAU= 0.800000 ESTYM. TAU= 0.800062 EST. SIGMA(TAU)= 0.027732
EST. R PEARSON = 0.916958 EST. SIGMA(R}= 0.022176

EST. RHO SPEARMAN = 0.936777 EST. SIGMA(RHO)= 0.017631

MIN. TAU
0.732302 0.000960 0.732362  0.000685
0.721156 0.002160 0.721349  0.002345
0.737721  0.000600 0.737778 0.000595
0.728313 0.000905 0.728521 0.001000
0.771786  0.000060 0.771828  0.000070
0.760854 0.000065 0.761002 0.000130
0.572735 0.494850 0.572738  0.495575

MAX. TAU
0.778780 0.011160 0.778932 0.010620
0.781028 0.013627 0.781135 0.014308
0.783911 0.014477 0.784095 0.014828
0.786313  0.018143 0.786331 0.017465
0.828701 0.193015 0.828837 0.195135
0.832142 0.248753  0.832211  0.248468
0.585480 0.000000 0.585472  0.000000

TAUMIN= 0.567399 TAUMAX= 0.860881
L e TR TR PR E L R T
MIN. R PEARSON
0.902051  0.000050 0.902130  0.000050
0.888012 0.000910 0.888192  0.001080
0.903703  0.000050 0.903821 0.000010
0.893109 0.000140 0.893204  0.000200
0.923722  0.000000 0.923854  0.000000
0.910833 0.000000 0.910889  0.000010
0.762105 0.500380 0.762136 0.497120
MAX. R PEARSON
0.907073 0.017060 0.907214  0.016940
0.907879  0.020670 0.907952  0.021390
0.910838 0.027700 0.910936 0.027795
0.908059 0.018210 0.908176 0.017680
0.928703  0.221820 0.928774 0.22318S
0.927571  0.192245 0.927697  0.195305
0.770244 0.000000 0.770626  0.000000

RCORMIN= 0.755620 RCORMAX= 0.941705

AR A R R R R R RN R R AR

MIN. RHO SPEARMAN
0.913756  0.000300 0.913806  0.000330
0.904441 0.001310 0.904587 0.001460
0.915947 0.000240 0.915961 0.000280
0.908605 0.000450 0.908730  0.000530
0938156 0.000010 0.938191 0.000000
0.929098 0.000040 0.929189  0.000070
0.763136  0.497235 0.763127 0.497745




MAX. RHO SPEARMAN

0.915604  0.013260 0.915727  0.013095
0.917956  0.019800 0.918027  0.019645
0.919241 0.019375 0.919388  0.020055
0.919746  0.021595 0.919753 0.021160
0.940979 0.178665 0.941100 0.179375
0.943221  0.245460 0.943275 0.248515
0.770292 0.000000 0.770068  0.000000

RRHOMIN= 0.757325 RRHOMAX= 0.957405

a)

b)

6. Omowienie wynikow badan symulacyjnych

Przedstawione w pkt. 5.2 wyniki symulacji potwierdzajg wptyw typu zaleinosci na wartosé
wspotczynnika korelacji liniowej r Pearsona. Pokazane zostaly wyniki symulacji dla koput:
normalnej, Claytona i Gumbela. Wszystkie dane dotyczg préobek symulowanych przy takiej samej
sile zaleznosci mierzonej {przed rozmyciem danych) wspdiczynnikiem 7Kendalla réwnemu 0,8.
Wyestymowane dla tych prébek wartosci wspdtczynnika p Spearmana sg dla réznych koput w
przyblizeniu jednakowe. Natomiast analogiczne wartosci wspotczynnika korelacji liniowej r
Pearsona réinia sie dosy¢ istotnie. W przypadku stabszych zaleznosci réznice te s3 jednak mniej
wyraine, co mozna zauwazy¢ analizujgc dane przedstawione w pkt. 5.3, dla wspoétczynnika
rKendalla réwnego -0,1. Naleiy tu zwrdci¢ uwage, ie rozklady brzegowe symulowanych
wektorow losowych sa rozkladami normalnymi. W przypadku uwzglednienia takze innych
rozkiadow brzegowych zmienno$é wartosci wspdiczynnika r bylaby znacznie wyraZniejsza. Nie
miatoby to jednak wptywu, z definicji, na zmiennos¢ wspotczynnikow 1 Kendalla oraz p
Spearmana, ktére jako statystyki rangowe nie zalezg od postaci funkcyjnej rozkiadéw
prawdopodobienstwa. Wniosek ten potwierdzily nieopisane w tym raporcie inne eksperymenty
symulacyjne.

W pkt. 5.3 przedstawiono wyniki zaleinosci efektywnosci algorytmoéw heurystycznych od typu
zaleznos$ci statystycznej oraz licznosci préobki. W badaniach wyliczano wartosci  skrajne
rozpatrywanych statystyk wykorzystujac wszystkie zaproponowane heurystyki {14 do
wyznaczania wartosci minimalnych i 14 do wyznaczania wartosci maksymalnych). Poréwnujac
wyniki obliczert dla poszczegdinych heurystyk wybierano wartosci najmniejsze i najwieksze.
Usrednione po wszystkich symulacjach wyniki przedstawiono w ponizszych tabelach dla

przypadkdw statystyk t Kendalla, r Pearsona oraz p Spearmana.



Tabela 3. Srednie wartosci minimalne i maksymalne statystyki T Kendalla

Koputa N=10 N=100
Tmin Tmax Tmin Trmax
Normalna -0.525155 0.3345992 -0.205324 -0.020445
Clayton -0.527672 0.335272 -0.290044 -0.058830
Frank -0.525246 0.336896 -0.203183 -0.017501
FGM -0.525853 0.336668 -0.204346 -0.018907
Tabela 4. Srednie warto$ci minimalne i maksymalne statystyki r Pearsona
Koputa N=10 N=100
Tmin Tmax min T'max
Normalna -0.532151 0.274099 -0.284609 -0.054672
Clayton -0.536642 0.273713 -0.290044 -0.058830
Frank -0.525856 0.282517 -0.269087 -0.038345
FGM -0.527151 0.283105 -0.270802 T -0.039539
Tabela 5. Srednie wartoéci minimalne i maksymaine statystyki p Spearmana
Koputa N=10 N=100
Pmin Priax Pmin Prmax
Normalna -0.586833 0.353386 -0.286624 -0.041720
Clayton -0.591120 0.354589 -0.289933 -0.043631
Frank -0.586102 0.356429 -0.283438 -0.037776
FGM -0.587524 0.356895 -0.285905 -0.039251
Wyniki zaprezentowane w tabelach 3 - 5 wskazuja na brak zaleznosci efektywnosci

zaproponowanych zestawow algorytmow heurystycznych wyznaczajacych przedziatowe oceny
rozpatrywanych statystyk od typu zaleznosci.

Pomimo ze wyznaczane przez zestawy heurystyk srednie wartodci minimalne i maksymalne
rozpatrywanych statystyk w niewielkim stopniu zalezg od typu zaleinosci, efektywno$é
poszczegéinych heurystyk (mierzona frakcjq przypadkéw, dla ktdérych okazaly sig one najlepsze)}
2alezy zaréwno od typu zaleznosci oraz licznosci probki. Na przykiad dla rozpatrywanego w pkt.
5.3 przypadku stabej zaleznoéci ujemnej (t=-0,1) heurystyki (X%, Y#*) oraz (Xg,ch) sq mato

efektywne, niezaleznie od licznosci prébki, przy wyznaczaniu minimalnych wartosci

rozpatrywanych statystyk. Natomiast przy wyznaczaniu maksymalnej wartosci tych statystyk sg
one takze mato efektywne, ale tylko dla matych licznosci probki (n=10}, a ich efektywnos¢ staje
sie najwieksza w przypadku probek o duzej licznosci (n=100). Z kolei, dla rozpatrywanego w pkt.
5.2 przypadku silnej zaleznosci dodatniej {t=-0,1) i duzych licznosci probek (n=200) heurystyki te
wyznaczania wartosci  maksymalnych, zas

sq catkowicie nieefektywne w przypadku

stuprocentowo efektywne w przypadku wyznaczania wartosci minimalnych.




¢} Stopien rozmytosci danych w oczywisty sposob wplywa na szeroko$¢ przedziatéw wartosci

rozpatrywanych statystyk, co ilustruje przyktad podany w tabeli 6.

Tabela 6. Srednie wartosci minimalne i maksymalne statystyki v Kendalla dla réznych
poziomoéw rozmytosci danych

Rozmytosé N=10 N=100
Tmin Trnax Tmin Tmax
mata 0.181839 0.442781 0.290183 0.341286
umiarkowana -0.138754 0.710007 0.222097 0.427278
duza -0.357293 0.820205 0.161764 0.461293

d)

Natomiast efektywnosé poszczegdinych heurystyk nie zalezy od stopnia rozmycia danych. Na

przykiad wspomniane powyzej heurystyki (X}, Y*) oraz (Xé‘, YC") sg bardzo efektywne w

przypadku poszukiwania wartosci minimalnych dla duzych prébek, zag zupetnie nieefektywne

w przypadku poszukiwaniu wartosci maksymalnych.

Przykfadowe dane przedstawione w pkt.5 pokazuja silng

zalezno$é  efektywnosci

poszczegdinych heurystyk w zaleznosci od sity i kierunku wystepujacych w danych zaieinosci.

W tabeli 7 przedstawiono zaleznos$¢ efektywnosci heurystyki (Xcd, ch) od sity i kierunku

zaleznosci w danych dla przypadku poszukiwania wartosci minimalnych i maksymalnych

statystyki t© Kendalla. Miarg efektywnosci jest tu frakcja przypadkow, dla ktérych ta

heurystyka data najlepsze rezultaty.

Tabela 7. Efektywnos¢ heurystyki (Xét, Yc‘i)

T Kendalla Minimum t Maksimum 1t
08 0 0.475703
03 0.000280 0.349593
.01 0.012160 0.123360
01 0.116955 0.013945
03 0.309010 0.000605
0.8 0.495575 0

Heurystyka (X}, Y*) odznacza sie praktycznie taka sama efektywnoscia. Oznacza to, ze w

przypadku wystepowania silnych zaleznodci w analizowanych danych oraz duzych licznosci

probek heurystyki (X2, Y}) oraz (Xf,YC") wystarczajg do poszukiwania maksymalnych




wartos$ci statystyk w przypadku zaleznosci ujemnych oraz minimalnych wartos$ci statystyk w

przypadku zaleznosci dodatnich,

e) W przypadku stabych zaleznosci w danych (zaréwno ujemnych jak i dodatnich) oraz
nieduzych licznoéci badanych préobek zadna z proponowanych heurystyk nie jest w istotny
sposéb lepsza od pozostatych. W przypadku silnych zaleznosci w danych mozna wskazaé

heurystyki, ktdre s3 znacznie bardziej efektywne od pozostatych

7. Wyznaczanie przedziatowych statystyk rangowych

7.1 Motywacja badari i postac¢ danych

Przedstawione w tej pracy rozwazania na temat przedziatowych statystyk rangowych zostaty
zainspirowane problemem badania szeregdw czasowych w modelu autoregresyjnym pierwszego
rzedu S, =@S,_, +&. Niech y oznacza wektor N ostatnich obserwacji wartoéci szeregu
Y =[S nsSwoiyses S S, ], za$ x wektor N ostatnich obserwacji jednokrotnie opéznionych
x=[S,_y.ysS w5254 ]. Do analizy zaleznosci pomiedzy wektorami x i y mozna zastosowac
standardowe narzedzia statystyczne. Zagadnienie komplikuje sie jednak, gdy nie s3 znane dokiadne
wartoéci wektoréw x i y a jedynie przedziafy [x™,x™™7] i [y™, "] do ktdrych naleza. Warunek
ten moina zapisa¢ w postaci uktadu nierdwnosci x™" < x € x™ oraz y™ <y < ™, przy czym
znane sa jedynie wartosci x™", x™*, ™" | y™* Tego typu zagadnienie wystepuje, gdy znane s3
jedynie dolne i gérne ograniczenia wartosci szeregu czasowego S, .

Przypadek, w ktorym zaréwno zmienna objasniajgca jak i objasniana s3 znane jedynie
z doktadnoscia do przedziatu moze wystapi¢ rowniez w problemach innej natury niz analiza szeregow
czasowych, Z tego wzgledu zdecydowano sie przeprowadzi¢ analizy tego typu danych na
ogdlniejszym poziomie rezygnujac z wymagania mowigcego, ze j-te ograniczenie wektora x musi by¢
rowne j-1-szemu ograniczeniu wektora y. Na rys. 1 przedstawiono dwuwymiarowe dane

przedziatowe. Prostokaty obrazujg zakres zmiennosci odpowiednich elementdw wektoréw x i y, zas

kropki prawdziwe (nieznane) wartosci par (x,,,) dla i =1.2,..., N .




[N}
L

Rys. 1. Graficzna interpretacja dwuwymiarowych danych przedziatowych

7.2 Przedziatowe statystyki rangowe

Do analizy zaletnosci monotonicznej miedzy dwiema zmiennymi mozna wykorzysta¢ wspotczynniki
korelacji rangowej takie jak p - Spearmana lub 7 - Kendalla. W przypadku, gdy zmienne x i y s3 znane
jedynie z doktadnoscig do przedziatéw ich korelacja nie jest jednoznacznie ustalona. Przedziatowy
charakter danych powoduje, ze zmienne x i y moga znalei¢ sie w réinych porzadkach, co pociagnie za
sobg rézne wartosci wspétczynnikéw p - Spearmana i 7 - Kendalla. W pracy (Denceux et al.., 2005)
zaproponowano, aby w takim przypadku rozwazal przedziatowa statystyke rangowa Kendalla

[z™,z™], uogdIniono réwnie: pojecie testéw statystycznych dla tego typu wartosci.

7.3 Problem optymalizacyjny

Zastosowanie przedziatowych statystyk nieparametryczych wymaga jednak rozwigzania problemu
estymacji wartoéci ™" oraz ™ . Stanowi to zloiony problem optymalizacyjny polegajacy na
poszukiwaniu takiego ustawienia elementéw wektoréw x i y w adpowiadajgcych im zakresach, ktére

zminimalizuje albo zmaksymalizuje wartos¢ statystyki 7.

(x., ) = argmin{z(x,.y): X" <x < x™ A" <y < ™Y (29)

(x*,y') =arg max{r(x,.y) . .\‘“““ <xy< xnn\' A yn\m < ¥ < ynmx} (30)

W niniejszej pracy podjeto prébe rozwigzania przedstawionych zadan optymalizacyjnych za pomoca

algorytméw  optymalizacji globalnej. Zagadnieniem badawczym jest poszukiwanie heurystyki



pozwalajacej na wygenerowanie obiecujgcych punktéw startowych dla metod optymalizacyjnych, co
moze przyspieszy¢ proces znajdowania minimalnej oraz maksymalnej wartosci statystyki 7 oraz
poprawi¢ odporno$¢ uzyskiwanych wynikow.

Zagadnienie wyznaczania wartosci ™" oraz ™ moina réwniez przedstawi¢ jako problem
optymalizacji dyskretnej, polegajacy na przeszukiwaniu przestrzeni rozszerzen liniowych naturalnych
porzadkow czgsiciowych ze wzgledu na kazda zmienna, co opisano dokfadnie w artykule {Denceux et
al., 2005). Rozwigzania heurystyczne problemoéw optymalizacji dyskretnej sg zazwyczaj silnie oparte
na wiasciwosciach konkretnych problemow, gdyz sa silnie uzaleinione od metody kodowania
zadania. Z tego wzgledu, wygodnie jest poszukiwa¢ minimalnych i maksymalnych wartosci statystyki
T za pomoca dopracowanych i sprawdzonych algorytmow optymalizacji ciagglej ,o0gdlnego
zastosowania”. Specyficzng wiedze o problemie (w tym przypadku jego rangowy charakter) mozna
zawrze¢ w postaci funkcji celu. Z tego wzgledu, zamiast rozwigzywac oryginalne problemy (29) i (30)

ograniczenia x™, x™*, y™" i ™ zastapiono odpowiednio minimalnymi oraz maksymalnymi

rangami r(.) jakie mogga przyjmowac elementy wektoréw x i y.

(x,,p.) =argmin{z(x, y) : r(x™) Sx Srx™)Ar(y™) < y <r(Y™)) (31)

(x*,y") = argmax{z(x,.3): r(x™) < x < r(x™) Ar(y™) < ¥y <r(y™)} (32)
przy czym #(x™)=[5"",5"",...,74"] oznacza wektor rang minimainych poszczeg6inych

MY =R R,y ] opisuje wektor rang maksymalnych. Pojedyncza

elementéw, zas r(x
range minimalng (czyli range dla i-tego elementu wektora) mozna wyznaczy¢ jako liczbe tych
przedziatéw, ktdre lezg ponizej rozwazanego przedzialu i maja z nim puste przecigcie,

i

ro =#{je{1,2,...,N}:xj'"“ Sx'"i"}. Podobnie moina wyznaczy¢ maksymalng range dla i-tego
elementu wektora jako »™ :N——#{je{l,Z,...,N}:x,"me/'"i"}. Postepowanie dla zmiennej y

wyglada analogicznie.

Przyktady transformacji zadania optymalizacji z postaci naturalnej (28) i {29) do postaci rangowej (30)
i (31) zilustrowano na rysunkach 2 i 3. Symulacje numeryczne pokazaly, ze zastosowanie tego
przeksztatcenia znacznie poprawito uwarunkowanie zadania optymalizacji, a co za tym idzie szybkos¢

oraz jakos$¢ odnajdywanych optimdw.




Zaproponowana transformacja sprowadza sie do liniowego przeksztatcenia kazdego z przedziatow
[x™,x™] oraz [y™,y™], co oznacza, ze dla katdego z przedziatéw istnieje liniowa

RN

transformacja odwrotna. Oparcie analizy na rangach nie ogranicza zatem ogdlnosci rozumowania.
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Rys. 2. Przyktadowy problem optymalizacyjny w postaci naturalnej (po lewej) oraz rangowej (po
prawej)
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Rys. 3. Przeksztatcenie ukfadu naturalnego do rangowego; zielonymi liniami potaczono $rodki
odpowiadajgcych sobie prostokatéow



7.4 Procedura benchmarkowania

Hipoteza badana w tej pracy mowi, ze proces poszukiwania wartosci 7, i ... Moina usprawnic

poprzez zastosowanie heurystycznie dobranych wartosci jako punktdéw startowych metod
optymalizacyjnych. Aby zweryfikowaé te hipoteze oraz wskaza¢ najbardziej obiecujace heurystyki
nalezy poréwnac efektywnos¢ algorytmdw optymalizacyjnych inicjowanych przy pomocy heurystyki
oraz losowo. Procedury poréwnawcze metod optymalizacyjnych wymagaja mierzenia efektywnosci
badz szybkosci algorytmu dia odpowiedniego zestawu problemow testowych, co pokazano w pracach
{Opara, Arabas, 2011} oraz (Hansen et al., 2010). W analizowanym tutaj przypadku problemy testowe
utworzono poprzez wygenerowanie wektorow x i y za pomocg kopufy Franka z réznymi wartosciami
parametrow, co pozwalato kontrolowacd stopien zaleznosci pomigedzy tymi zmiennymi. Nastepnie, dla

min max

Ix[y™, »™ ] postugujac

mm l“?l‘(

kazdego punktu (x,,y,) losowano zawierajacy go prostokat [x,

sie nastepujgcymi zaleznosciami

X" =x-E&u
X = (1= &)
y’min =y-&du

W =y+(1-8)u

przy czym &), &,, & i &, to niezaleine realizacje zmiennej losowej z rozktadu jednostajnego U(0,1),
natomiast v oznacza parametr stuzacy do kontrolowania oczekiwanych rozmiaréw prostokata. Na
rys. 4 przedstawiono dziewie¢ funkcji testowych uzyskanych dla zmiennych x i y wygenerowanych dla
oczekiwanej wartosci 7e{0,0.5,1}oraz parametru maksymainej wzglednej niepewnosci
u €{0.1,0.2,0.5}. Na rys. 4 przedstawiono 15 par przedzialéw, co oznacza, ze odpowiadajacy mu

problem optymalizacyjny ma trzydziesci wymiardw oraz ograniczenia kostkowe. Po

przetransformowaniu przedziatow do postaci rangowej wykres przeskalowano do jednostkowego
kwadratu [0,1]x[0,1].
Przy poréwnywaniu algorytméw optymalizacyjnych najwieksze mozliwosci interpretacyjne uzyskuje

sig, gdy kryterium pordwnawczym jest oczekiwany czas potrzebny do rozwigzania problemu z

zatozong doktadnoscig, patrz (Opara, Arabas, 2011) oraz (Hansen et al., 2010). W przypadku
proponowanego benchmarku istotng trudnoscia okazat sie fakt, ze prawdziwe wartosci 7, i 7. nie
sg znane. Problem ten rozwigzano zastepujac je ich oszacowaniami Tmm rm‘“ uzyskanymi dzigki

uruchomieniu na diugi czas (tydzien) optymalizacji restartowanymi metodami: Monte Carle (MC),

adaptacji macierzy kowariancji CMA-ES w implementacji podanej pracy {(Hansen, 2006), jak rdwniez




symulowanego wyzarzania (SA) oraz algorytmu genetycznego (GA) zaczerpnigtych z pakietu Matlab
Optimization Toolbox. Nastepnie ustalono kryteria zatrzymania dla wtasciwych (kilkugodzinnych)
symulacji, jako uzyskanie rozwigzania, dla ktérego warto$¢ wspotczynnika Kendalla wynosi 7, za$
bfad 7 —7,;, jest mniejszy niz Ar = O.Q(fnm -f.nin). WskaéZnikiem jakosci algorytmu jest w tym
przypadku oczekiwany czas potrzebny do rozwigzania problemu z doktadnoscig A7 . Czas ten okresla
sie jako liczbe obliczen funkcji aby uniezalezni¢ go od sprzetu i wydajnoséci implementacji danego
algorytmu. Szczegbétowa definicje oraz charakteryzacje wiasnosci oczekiwanego czasu dziatania

mozna znaleZ¢ w pracach (Opara, Arabas, 2011) oraz (Hansen et al., 2010).
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Rys. 4. Wykresy trzydziestowymiarowych funkeji testowych opartych na kopule Franka



7.5 Rozwatane heurystyki

Przebadano jedng heurystyke inspirowana geometrycznymi wiasciwos$ciami przyblizen rozwigzan
optymalnych dajacych wspdtczynniki korelacji fmini rAm. Rozwigzania te, uzyskane dla zadan
zobrazowanych na rys. 4, przedstawiono na rys. 5 i 6. Dzieki zmniejszeniu rysunkow i powigkszeniu
znacznikdw tatwiej zauwaty¢ ogolne zaleinosci potozenia punktow. Punkty na wykresie wydajg sie
uktadac¢ w jedng lub kilka linii przebiegajacych w tym samym kierunku.

Do inicjalizacji metody optymalizacyjnej zaproponowano ustawienie punktow liniowo wzdtuz obu
przekatnych odpowiednio dla maksymalizacji i minimalizacji. Kazdy punkt musi jednak nalezeé do
jakiegos prostokata, czyli leze¢ w zbiorze dopuszczalnym. Jezeli tak nie jest, woéwczas rzutowany jest

on na najblizszy, niezajety prostokat. Wyniki zastosowania tej procedury zobrazowano na rys. 7.
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Rys. 5. Potozenie punktow dajace 7, Rys. 6. Pofozenie punktow dajace 7,
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Rys. 7. Heurystyka geometryczna liniowa; gwiazdki pokazujg potozenie punktu startowego dla

poszukiwania 7, za$ raby dla poszukiwania 7,

max 7

7.6 Wstepne wyniki

Dokonano wstepnych obliczen za pomocg wspomnianych wczesniej algorytméw MC, CMA-ES, GA
oraz SA. W tabelach 8 i 9 przedstawiono oczekiwane czasy dziatania dla poszczegdlnych algorytmow i
probleméw testowych odpowiednio dla zagadnienia poszukiwania minimalnej i maksymalnej
wartosci wspétczynnika 7. W gérnej czesci kaidej komorki przedstawiono oczekiwany czas dziatania
dla metody zainicjalizowanej za pomocg heurystyki, zas w dolnej dla metody zainicjalizowanej
fosowym punktem ze zbioru dopuszczalnego. Czasy dziatania estymowano na podstawie pieciu
uruchomien kazdego algorytmu dla kazdej probki. Warto$¢ Inf oznacza, ze zadne z tych uruchomien
nie zakonczyfo sie sukcesem, czyli znalezieniem rozwigzania, dla ktérego przy minimalizacji

wspotczynnik  korelacji = spetni  nieréwnoé¢ t—-7.. <Ar=02(f -7 ), za§ przy
J nin max, min

maksymalizacji 7,,, =7 <At =0.2{(f, . — 7. )-

nax

Dla zbadania statystycznej istotnosci uzyskanych wynikow postuzono sie testem sum rang Wilcoxona.
Przypadki, w ktérych mediana czasu dziatania okazata sie byc istotnie mniejsza na poziomie ufnosci
0.95 oznaczono pogrubiong czcionka. Okazuje sie, ze zdecydowana wigkszasé ,lepszych” wynikdw

uzyskana zostata przy uruchomieniach zainicjalizowanych przy pomocy heurystyki.



Tab. 8. Poréwnanie oczekiwanych czaséw dzialania dia zagadnienia poszukiwania 7, ; pogrubiong

czcionkg zaznaczono roznice istotne statystycznie wedtug testu Wilcoxona

Numer problemu testowego
ERTein

1 2 3 4 5 6 7 8 9

8,5E+03 1,3E+05 1,5E+05 4 5E+03 1,0E+00 1,0E+00 7,4E+04 1,0E+05 Inf

Me 9,4E+03 25E+05 3,1E+05 7,7E+03 8,7E+04 Inf 57E+04 1,1E+05 Inf
6,1E+01 8,0E+01 2,4E+01 2,8E+02 2,7E+01 5,5E+01 6,3E+02 3,1E+02 8,6E+01
CHAES 1,1E+02 1,4E+02 1,1E+02 1,3E+02 1,6E+02 Inf 19E+02 3,0E+02 6,4E+02
4,7E+02 1,6E+02 4,0E+01 56E+02 4,0E+01 4,0E+01 18E+03 50E+02 2,4E+02

A 8,6E+02 1,8E+03 1,8E+02 1,3E+02 6,1E+02 Inf 4,4E+03 9,7E+02 Inf

2,6E+03 1,2E+04 1,0E+00 51E+03 1,0E+00 1,0E+00 80E+03 2,1E+04 Inf

A 1,2E+03 8,3E+03 3,8E+03 5,3E+03 2,7E+04 Inf 6,7E+03 2 4E+04 Inf
]

Tab. 9. Pordwnanie oczekiwanych czasdw dziatania dla zagadnienia poszukiwania 7, ; pogrubiona

czcionka zaznaczono rdznice istotne statystycznie wedtug testu Wilcoxona

Numer problemu testowego
ERTmax
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2, 3E+04 4,0E+05 Inf 2,4E+04 4,7E+03 2,0E+00 2,0E+00 3,0E+04 1,6E+05
MC
3,4E+04 6,3E+05 Inf  1,7E+04 51E+04 3,9E+05 2,9E+02 59E+04 1,1E+05
1,1E+02 6,3E+02 7,2E+01 6,6E+01 2,4E+01 1,6E+01 1,6E+01 1,6E+01 1,6E+01
CMA-ES
1,1E+02 2,9E+02 6,4E+02 57E+02 8,6E+01 6,1E+01 2,4E+01 3,3E+01 4,7E+01
1,6E+02 1,8E+03 9,1E+02 1,7E+02 1,0E+02 4,0E+01 4,0E+01 4,0E+01 4,0E+01
GA
9,1E+02 4,6E+03 Inf  1,8E+02 4,5E+02 8,8E+01 4,0E+01 4,0E+01 4,8E+01
2,3E+03 1,9E+04 Inf  4,2E+03 3,6E+03 1,0E+00 1,0E+00 1,0E+00 1,0E+00
SA
3,7E+03 5,6E+04 inf  8,0E+03 7,1E+03 2,1E+02 54E+00 2,4E+01 76E+01

W tabeli 10 przedstawiono mediany i rozstepy miedzykwartylowe przyspieszenia dziatania algorytmu
jakie udato sie uzyska¢ dzieki zastosowaniu heurystyki. Przyktadowo, dla problemu minimalizacji

algorytm adaptacji macierzy kowariancji (CMA-ES} dziata okoto 1,9 razy szybciej, gdy jest




zainicjalizowany za pomoca heurystyki, za$ algorytm symulowanego wyzarzania {SA) dziata

poréwnywalnie szybko.

Tab. 10. Przyspieszenie uzyskane dzieki zastosowaniu heurystyki; w lewej tabeli zadanie

minimalizacji, w prawej maksymalizacji

Przyspieszenie [ Przyspieszenie
ERTmin ERTmax
Mediana 1QR Mediana IQR
MC 1,7 0,9 MC 16 9,8
CMA-ES 1,9 4.8 CMA-ES 29 23
GA 4.5 13 GA 2,2 3,2
SA 1,0 3800 SA 3.0 22

Wartosci przyspieszenia dla poszczegdlnych funkcji znacznie sie rdinia. Moina to zaobserwowad
poréwnujac wielkosci rozstepdw miedzykwartylowych z mediang. W wiekszosci przypadkdw sg one
jednak wieksze niz 1, co sugeruje, ze zastosowanie heurystyki pozwala skrdci¢ czas dziatania

algorytmu.

Dla uzyskania bardziej znaczacych statystycznie wynikéw konieczne wydaje sie dokfadniejsze
estymowanie oczekiwanego czasu dziatania {zwiekszenie liczby uruchomien testowych dla kazdej
funkcji z 5 do 10 lub 20). Ponadto, dfa uzyskania bardziej ogélnych wynikdw nalezatoby rozszerzy¢
zbiér funkcji testowych dodajac zaleznosci o réznym charakterze wygenerowane dla koput innych niz
koputa Franka {np. Gaussowskich, Claytona czy Gumbela}. Ciekawym obszarem badawczym byfoby
tez wyprébowanie innych rodzajéw heurystyk geometrycznych takich jak zaleznodci wkleste,
wypukte, czy pitoksztaftne. Zastosowanie wielu heurystyk jednoczesnie wymaga jednak uruchamiania
wielu instancji algorytmu z réznymi punktami startowymi, co w praktyce stanowi¢ moie pewng
trudnos$c. Problem ten nie dotyczy jednak algorytmdw ewolucyjnych, ktére mogg zostac zainicjowane
catg populacjg, w ktdrej kazdy punkt moze odpowiadac wynikowi dziatania pojedynczej heurystyki. Z

tego wzgledu w dalszych badaniach planuje sie koncentracje na algorytmach populacyjnych.
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