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NOTE SUR LES 27 DROITES D’UNE SURFACE DU 3e DEGRE.
[Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, LII. (1861), pp. 977—980.)Mes recherches sur l’involution d’axes de rotation m’a forcement conduit a etudier les proprietes geometriques des 27 lignes droites qui sont situees sur chaque surface generale du 3e degre, et j'ai trouve un theoreme pour representer ces lignes d'une maniere a oter toute difficulte en approfondis- sant leurs rapports mutuels. En se servant de ce theoreme que je lui ai communique, M. Cayley est parvenu avant moi a donner une construction geometrique de ces 27 lignes; mais sa construction exige la connaissance de 8 droites donnees, c’est-a-dire d’une ligne droite prise comme base, coupee par 3 paires de droites qui se croisent (et dont les traces sur la base forment un systeme de 6 points en involution), et coupee aussi par une 7e droite. C’est une consequence de la theorie connue de ces 27 lignes (comme l'a bien montre mon ami distingue), qu’une surface du 3° degre peut etre construite, qui contiendra ces 8 droites (la base et les 7 autres lignes qui la coupent).En me prevalant d’une autre facon de mon theoreme, je suis parvenu a donner une construction d’une nature semblable, mais plus symetrique et plus simple que celle de M. Cayley, au moins dans des donnees qui pour moi sont une ligne droite couple par 5 autres droites sans autre condition.C’est le systeme de droites qui s’offre tout naturellement dans la theorie de mecanique dont je m’occupais et dont je me fus propose de prime abord de me servir pour resoudre la question au temps meme que j'ai reςιι de la part de M. Cayley la solution avec le nouveau systemic de donnees dont j'ai parle plus haut. Voici une premiere observation qui sera utile dans la suite. En prenant 5 lignes droites tout a fait arbitraires, disons a, b, c, d, e, en les joignant quatre a quatre, on peut conslruire 5 systemes de paires de transversales; mais si les 5 donnees rencontrent la meme droite, disons a, il est evident que ces 5 paires se reduiront a cette droite et 5 autres transversales; or il est facile de demontrer que ces 5 denieres seront toutes rencontres elles-memes par une autre droite, dιsons ξ; dies peuvent etre convenable- ment nominees α, β, γ, δ, ε; ού α est la seconde transversale a b, c, d, e; β 

a a, c, d, e, etc.
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41] Note sur les 27 droites d'une surface du 3e degre 243Je fais une seconde observation tres-importante, voir que 6 droites dont 5 sont couples par la 6e, sont situees sur la meme surface du 3e degre, et reciproquement tout systeme de 5 droites sur une surface du 3e degre qui ne se coupent pas entre elles sont coupees par la meme droit. Je dois ajouter que si 5 droites sont toutes coupees par les memes 2 lignes droites, on petit faire passer un nombre infini de surfaces du 3e degre par ces 7 lignes, parmi lesquelles se trouveront comprises 2 surfaces reglees, et le theoreme reciproque aura aussi lieu.Ecrivons les 12 lignes 

ou on suppose que a, b, c, d, e sont rencontrees par x, mais non par aucune autre droite, et que α, β, y, δ, e sont les 5 transversales a a, b, c, d, e prises quatre a quatre, et ξ la transversale commune a αβγδe.Formons encore le systeme ABCDE, ou A est la transversale a xaaξ, 
B a xbβξ, C a xcyξ, D a xdδξ, E a xeeξ∖ c’est-a-dire A est l’intersection des plans qui passent respectivement par xa, ξa et de meme pour B, C, D, E.Finalement menons les 10 transversales designees par la combinaison des symboles des 4 lignes qu’elles rencontrent respectivement, c’est-a-dire 
aabβ, aacy, aad8, aa.ee, bβcy, bβdb, bβee, cydδ, cyee, dδee. Il est bon de remarquer que les deux droites a, β se croisent, comme aussi b, a, et que 
aabβ signifie l’intersection des deux plans de aβ, ba. Une remarque sem- blable a lieu pour les autres droites de cette serie de 10. On voit qu’on a obtenu 
11 est facile de demontrer geometriquement que toutes ces droites sont situees sur la meme surface du 3e degre, et que cette surface ne contiendra pas aucune autre ligne droite sur elle. Je dois ajouter, pour rendre plus complete l'image de ce systeme de 27 droites, que les 10 dernieres couperont chacune 6 autres au-dessus des 4 exprimees par la notation quaternaire meme, c’est-a-dire aabβ ne rencontrera pas seulement a, α, b, β, mais aussi 
C, D, E et cγdδ, cyee, dδee et ainsi pour les autres, de sorte qu’on trouvera facilement que chaque droite des 27 sera rencoutree par 10 autres, chaque combinaison de 3 qui ne se rencontrent pas par 3 autres qui ne se rencontrent pas, chaque combinaison de 4 qui ne se rencontrent pas par 2 autres sur la surface, etc.; conformement aux beaux resultats de MM. Salmon et Cayley, deja, il y a longtemps, donnes dans le Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal.On peut resumer en peu de mots la construction precedente. 16—2
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244 Note sur les 27 droites d'une surface du 3e degre [415 droites rencontrees par une 6e etant donnees, on construit 5 autres rencontrees par une nouvelle 6e, telles que chaque droite d’un des groupes de 5 rencontre 4 de l'autre groupe. Les 12 droites ainsi liees s'entrecoupent (par construction) en 2 × 5 + 5 × 4, c’est-a-dire en 30 points, et consequem- ιnent sont   deux a deux en 30 plans dont chacun joint d’un rapport de reciprocite avec quelque autre. Les intersections de ces paires des plans reciproques donnent naissance a 15 nouvelles droites, lesquelles, combinees avec les 12 deja nommees, constituent un systeme (le plus general qui peut exister) de 27 droites reelles appartenant a une surface du 3e degre. Il va sans dire qu’il existe des surfaces de ce degre pour lesquelles les 27 droites ne sont pas toutes reelles.Je me propose de faire construire en til de fer ou d’archal un systeme de 27 droites par la methode donnee en haut, et d'en faire des copies stereo- graphiques, de sorte qu’on pourra eprouver le plaisir inattendu de voir avec les yeux du corps toutes les droites (le squelette pour ainsi dire) d’une surface du 3e degre avec leurs 135 points d’intersection, les 45 triangles les hexagones situes sur le meme hyperboloide et des autres non pas ainsi situes, et les autres merveilles de cette involution si comρliquee, mais en meme temps si symetrique.Je prie qu’il me soit permis de profiter de cette occasion pour rectifier une erreur dans ma communication donnee dans les Comptes rendus (15 avril 1861): Dans le 4" paragraphe*  les mots “les deux droites perpendiculaires ...............correspondants; en consequence ” doivent etre rayes. Plus bas dans le meme paragraphe les mots "perpendiculaire a la ligne des centres” doivent etre rayes, et dans la ligne suivante pour “perpendicιιlaire" on doit lire “droite.”La belle observation de M. Chasles dans le meιne numero des Comptes 
rendus, sur une methode de trouver un systeme de 6 droites en involution au moyen des perpendiculaires aux trajectoires de 6 points dans le de- placement infiniment petit d’un corps rigide, se trouve confirmee par une application assez simple de la methode des velocites virtuelies.Car en donnant a un corps rigide sollicite par 6 forces aginant suivant des lignes droites donnees 6 deρlacements arbitraires, on obtiendra 6 equations indeρendantes et homogenes auxquelles les valeurs des 6 forces doivent satisfaire pour qu'elles fassent equilibre entre elles; ce qui en general ue sera pas possible; mais en supposant qu'un des deplacements peut etre effected d'une telle maniere, que toutes les velocites virtuelles des 6 points d'application seront nulles, une des six equations disparaltra, c'est-a-dire deviendra une identite, et le systeme de cinq equations lineaιres qui restent admettra une solution." [*p. 238 above.]
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