
42.

GENERALISATION D’UN THEOREME DE M. CAUCHY».
[Comptes Rendus de L’Academie des Sciences, Lili. (1861), pp. 644, 645.]Dans son Memoire sur les arrangements, 1844, M. Cauchy a etabli le theoreme suivant:Soit n un nombre entier donne,

en supposant a, b, c, ..., l des nombres entiers et inegaux, α, β, γ, ..., λ des nombres entiers, et en faisant varier de toutes les manieres possibles les valeurs du systeme a, b, c, .... I, on aura
ou πx signifie le produit 1.2.3 ... x.Je vais demontrer qu’on peut exprimer d’une maniere tres-simple lavaleur generale de pour une valeur quelconque d’uneconstante ω.En effet, il est tres-facile de voir qu’en posant l'equation en nombres positifs et entiers

x1 +x2 +x3+ ... +xr =n,et en attribuant a x1, x2, ...,xr toutes les valeurs possibles qui satisfont a cette equation (en regardant comme distinctes les solutions qui different dans les valeurs de x, quoique contenant le meme systeme de valeurs), on peut representer la serie (nommee fonction de n et ω) sous la forme
c’est-a-dire
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246 Generalisation d'un theoreme de M. Cauchy [42Or on voit immediatement que F(r, n) n’est autre chose que le coefficient de tn dans le developpement de la fonction generatrice c,est-a-dire dans le developpement de [log (1 — t)-1]r. Donc evidemment la serie totale sera le coefficient de tn dans le developpement de eω log[(1-t)-1], c'est-a-dire de tn dans (1/1-t).
En prenant ω = 1, on voit que la valeur est toujours l'unite pour toute valeur de n, ce qui est le theoreme de Cauchy. En prenant ω= — i, i etant un nombre entier quelconque plus petit que n, on trouve la valeur zero. Pour le cas de ω = - 1, cette remarque avait deja ete faite par M. Cayley, dans le Philosophical Magazine (mars 1861). En prenant ω = 1/2, on trouve 1.3.5... 2n — 1 .  .pour la valeur de la serie    ’ ce qui peut se deduire aussi par la methode des arrangements, en se servant du theoreme que le nombre des substitutions de 2n lettres qui peuvent etre representees par des egales d’un rang exclusivement pair est [1.3.5... (2n - 1)]2, theoreme que je crois etre nouveau, mais qui est intimement lie an theoreme celebre de M. Cayley sur la valeur des determinants dits gauches.Voici une derniere observation que je fais sur le theoreme general. On remarquera que l'exposant de ωα+β+∙∙∙+λ est le nombre des parties dans la partition de n, re presentee par a repetitions de a, β de b, ..., λ de l: je nommerai done α + β + 7 + ... + γ l'indice de cette partition, et je dis qu'etant donne le nombre de ces indices, disons  (nombre qu’on peut trouver pour une valeur quelconque de n par le theoreme tres-bien connu d’Euler sur les partitions indetinies), on peut faire dependre les valeurs de ces v indices de la solution d’un systems de 2μ equations algebriques a 2μ in- connues. Car pour une valeur quelconque de ω on connaitra par le theoreme du texte la valeur de   +   , ou i1, i2.... iμ seront les indicescherches, et q1, q2 ..., qμ des quantites inconnues, mais independantes de ω. En substituant pour ω successivement ω, ω2, ω3, ...,ω2μ et en ecrivant ωi=Ir, on aura 2μ equations de la forme 

k prenant toutes les valeurs de 1 jusqu' a 2μ. On peut donc former une equation dont dependra la valeur de chacune dee quantitas I1, I2, ...,Iμ et consequemment de leurs logarithmes i1, i2, ...,iμ les μ indices do la partition indetinie de n.
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