
44.

DEMONSTRATION DIRECTE DU THEOREME DE LAGRANGE, SUR LES VALEURS NUMERIQUES MINIMA D'UNE FONC- TION LINEAIRE A COEFFICIENTS ENTIERS D'UNE QUANTITE IRRATIONNELLE*.
[Comptes Rendus de l'Acade'ιnie des Sciences, LIΠ. (1861), pp. 1267—1272.]AprEs Euler, je me servirai du symbole (a, b, c, ..., I) pour representer le denominateur de la fraction convergente dont a, b, c, ...,l sont les quotients partiels, de sorte que (b, c, ..., I) represented le numerateur de la meme fraction. Soit v une quantite quelconque incommensurable a l'unite,
deux reduites consecutives de v. Comme a l'ordinaire, je nommerai ces convergentes - , - z; on aura 
on en conclut

i designant le nombre des quantites  a, b, ..., h.Faisonson aura
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44] Demonstration directe du theoreme de Lagrange 251Prenonsλ et μ etant des nombres entiers quelconques, tels que Δ'2 < Δ2, avec exclusion du cas ou p- λ=0, q — μ=0; alors
ou (2)Donc, pour que Δ'2 soit moindre que Δ2, A et B doivent etre de signes contraires, a moins que A ou B soit zero.Si A = 0,
etce qui serait contraire a l’hypothese. De meme si B=0,

et DΔ' devientde sorte que Δ'2 ne peut pas etre au-dessous de Δ2, a moins que r= 1, ce qui donnerait
p — λ = 0, q - μ = 0,cas dont on a fait exclusion.Donc, puisque A et B doivent avoir des signes contraires, λ/μ sera intermediate entre c,est-a-direconsequemment, comme il est tres-facile de le voir, λ/μ sera de la forme

Or on peut supposer p/σ ou un nombre entier ou une fraction irreductible plusgrande que k; de plus, comme il est facile de demontrer que σseront premiers entre eux, on aura necessairement
avec la condition r > ks.
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252 Demonstration directe du theoreme de Lagrange [44Donc, en substituant ces valeurs en (2), DΔ, devient egal a 

ω etant le nombre des lettres (a, b, ..., h, k), c’est-a-dire i + 1.DoncMaintenant, imposons a volonte sur λ la limite λ<p + p', ou bien sur μ la limite μ < q + q'; pour fixer les idees, disons λ<p+p,: 
doneMaisDone je dis que s ne peut pas exceder l.Car si 
r, quι est au moms ks + l, sera ≥ kl + k + 1, et λ ne sera pas moindre que 
p, +p, ce qui est contraire a l’hypothese. Done 
mais done e’est-a-dire et l’on peut, de la meme maniere, demontrer que, si μ<q + q',

Done il est evident que (p-qv)2 sera moindre que (x — yυ)2 si x<p' ou si 
y < q'. Toujours excluant le cas, on a en meme temps
Je nomme ce resultat la conclusion A.J’ajoute une observation importante pour ce qui sort immediatement de la forme de l'equation (2): c’est que (DΔ')2 sera plus grand que (D∆)2 si λ = 0 pour toute valeur de μ > 0, et de meme si μ = 0 pour toute valeur de λ > 0. Je nomme cette observation conclusion B.
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44] Demonstration directe du theoreme de Lagrange 253En vertu de ces deux conclusions, on peut demontrer tres-facilement ce qui est le but du theoreme Lagrange donne dans les Additions de l'Algebre d’Euler, c’est-a-dire que la condition necessaire et suffisante que p/q soit une convergente de v sera que la valeur (p — qv) sera toujours augmentee en diminuant ou p ou q, ou tous les deux.La necessite de cette condition decoule immediatement et avec surabond- ance de la conclusion A, qui affirme qu’un changement quelconque de p qui ne le rend pas egal a p', ou de q qui ne le rend pas egal a q', aura l'effet d’augmenter p — qv.Pour prouver que la condition est suffisante. il faut montrer que si a et b ne sont pas simultanement de la forme p, q, a — bv peut etre diminue en diminuant ou a ou b, ou tous les deux.Si est une convergente de v du rang e,

une autre convergente de v du rang i,lo. Si a =pe, b = qi, si i > e, il decoule de la conclusion B, que (pe — qev)2 sera plus petit que (pe-qiv)2, et de meme si e > i, (pi-qi(v)2 sera plus petit que (pe -qiv)2, et consequemment pe - qiv diminue en diminuant ou pe ou qi.2o. Si l’une au moins des suppositions faites en l0 n’a pas lieu, par exemple si a tombe entre pe et pe+1, en vertu de la conclusion A, (pe-bv) sera plus petit que a — bv, et de meme si b tombe entre qi et qi+1, (a-qiv) sera plus petit que a — bv.Donc, a moins que a = pe, b = qe, (a — bv) ne sera pas un minimum.La conclusion A, quoiqu’elle n’ait pas ete formellement enoncee par M. Hermite, etait contenue implicitement, je dois le dire, dans une belle demonstration du theoreme de Lagrange fondee sur d’autres principes et que M. Hermite a bien voulu me communiquer il y a un an ou deux.
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