
57.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. ADDITION A UNE NOTE INSEREE DANS LE COMPTE RENDU DE LA SEANCE PRECEDENTS SUR UNE FORME NOUVELLE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET INTEGRABLES.
[Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, liv. (1862), pp. 170—174.]

En se rappelant la forme du coefficient differentiel de Dxiy par rapport a x que j’ai donnee dans la Note indiquee ci-dessus*, il est aise de voir qu’on peut arriver, par une methode directe, a la solution de l'equation (1)en se servant de l'equation auxiliaire (2)
μ, v, ..., ω 0tant des constantes arbitrages.En prenant, par exemple, i = 3, on voit qu’en supposant l'equation y3 —λy2 + μyi + vy = 0 satisfaite, le determinant

deviendra egal a
car, au lieu de y2, y3, y4, dans la dernibre ligne du premier de ces determi-nants, on peut alors substituer respectivement 1/λy3, 1/λy4, 1/λy5, tout sim- plement.Donc  devient egal a λDx3y, et l'equation Dx3y=Leλx peut etre satisfaite par l'integrale de l'equation (2) en determinant convenablement[* p. 310 above.]
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314 Equations differentielles [57les rapports entre les constantes arbitraires qui y figurent. De meme on voit, en general, que l’integrale de Dxiy = Leλx sera 
avec les conditions

Rien n’empeche de prendre un nombre quelconque des α et d’en faire differer les valeurs infiniment peu les unes des autres; on peut aussi, en general, former plusieurs groupes distincts de cette espece. En agissant de cette faςon, on arrive, par une analyse facile a retrouver et par le moyen d’un lemme que j’exposerai tout a l'heure, a des formes speciales (pour ne pas dire singulieres) de l’equation (3), dont voici le type le plus general:
oil

avec les conditions suivantes :

Le nombre total de ces formes (l’integrale generale y comprise) sera le nombre des partitions indefinies du nombre i; le nombre de ces formes qui ne doivent contenir qu’un nombre donne 2i — 2— ω de constantes arbitraires sera le nombre de partitions de i en i— ω parties, lequel, quand ω n’excede pas i/2, est identique avec le nombre des partitions indefinies de ω.Le lemme dont il a ete question est qui sert pour obtenir l’equation (9) est le suivant:Si on a un systeme de n equations de la forme 
alors, quand les λ deviennent tons infiniment petits, la function 
reste finie et aura pour limite une valeur indeρendante de p0, p1, ...,pn-2, savoir :
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57] Equations differentielles 315J’ajoute que la meme methode suffit egalement pour trouver et l'integrale generale et les integrales speciales d'une equation d’une forme plus generale, a savoir l'equation 
φ exprimant une forme de fonction quelconque donnee, et les P etant les fonctions algebriques de y, y1, y2, ...,y2i-2, qui satisfont identiquement aux 
(i — 1) equations 
otι Sans insister la-dessus, je passe a la consideration plus interessante de certaines equations differentielles qu’on peut immediatement reduire a une forme integrable par le moyen de la formule etablie a la fin de la Note precedente, c’est-a-dire

Pour plus de brievete, je me servirai du symbole λ pour exprimer log, de sorte que la loi d'operation de λ sur des produits sera identique avec celle de log, c’est-a-dire qu’on aura
Je me servirai aussi du symbole Di pour exprimer ce que j’ai precedem- ment designe par Dxiy; on aura ainsi par la formule (12) 

doncAinsi on voit que la solution de l'equation D3 = y3φ dependra decelle de l’equation 
on bien (en mettant λy = u, ce qui donne y = e∫∫udx2 ) pourra etre ramende a celle de l'equation
Cette derniere equation, on le voit immediatement, aura pour integrale
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316 Equations differentielles [57Ainsi on voit que si (16)
x deviendra une fonction elliptique de u, et de meme que si (17)
x deviendra une fonction elliptique de u1/2. Ainsi l’equation (18)sera integrable par le moyen de fonctions elliptiques, toutes les fois que l'une ou l'autre des suppositions (16), (17) aura lieu. En prenant successivement 
φu = A, φu = A1/2u3/2, on obtient deux equations que je signalerai (quoiqu’elles ne soient que des cas particuliers) a cause de leur grande simplicite; ce sont les equations (19)(20)
ouConsiderons d’abord l’equation (19); en faisant ξ = A1/6x, elle prend la forme(21)('D3 ne differant de D3 qu’en ce que ξ y remplace x). Alors par la formule (15) nous aurons y = e∫∫udx2; 

c et γ etant des constantes arbitraires. En ecrivant 
on obtient immediatement (en se servant de la substitution w = C cos 2θ)(22)ce qui donne

Cette equation est l'integrale complete de l'equation donnee D3 = Ay3.
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57] Equations differentielles 317Maintenant considerons l'equation (20), c’est-a-dire D32 = AD23. La formule (15) donne
ce qui, en mettant u = 1/v2, devient 

(23)
En supposant A = 1 la somme en (23) devient identique avec celle qui a ete trouvde plus haut en determinant la valeur de ξ + γ, d’ou il sera facile de conclure la valeur de log y qui contiendra la reciproque d’une double somme du carre d’une fonction lineaire du sin2 am d’une fonction lineaire de x, et quant au cas general ou A a une valeur quelconque, il se reduit au cas precedent en ecrivant ξ = A1/6x.Il existe encore une infinite d’equations d’une forme symetrique et analogue a celle des equations (19) et (20) auxquelles on peut appliquer une pareille methode, non pas, il est vrai en general, pour les integrer complete- ment, mais au moins pour en abaisser le degre de 4 unites. C’est toujours l’equation fondamentale (12) qui sert a effectuer cette reduction.
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