
76.
NOTE SUR LES CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR DISTINGUER LE CAS QUAND TOUTES LES RACINES D’UNE EQUATION DU CINQUIEME DEGRE SONT REELLES.

[Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, lx. (1865), pp. 759—761.]Dans une communication [p. 371 above] que j’ai eu l'honneur de faire precedemment a l’Academie, j’ai donne la definition de trois invariants appartenant a une forme binaire du cinquieme degre, que j’ai nommes J, 
D, L, D etant le discriminant.Quant a J et L, il y a une autre methode tres-nette qui suffit pour les definir.Si on suppose la fonction donnee mise sous la forme

(ax + by)5 + (cx + dy)5 + (ex +fy)5,et si on ecrit
(ad — bc)5 = A, (cf— de)5 = B, (eb — fa)5 = C,on aura

J = A2 + B2 + C2-2AB-2AC-2BC,
L = A2B2C2.Avec J et L on forme un nouvel invariant que j’ai nomme Λ, tel que Λ = 211L- J3.Alors, quand D est positif, on sait que les conditions necessaires et suffisantes pour que toutes les racines soient reelles, sont* que J et Λ + μJD soient tous les deux negatifs, μ etant une quantite numerique choisie a volonte, pourvu qu’elle ne sorte pas de l'intervalle compris entre les deux limites 1 et — 2.On voit donc (chose jusqu’ici inouie dans les recherches de cette nature) que l’un des trois criteria est variable entre des limites fixes.Mais on se forme une idee beaucoup trop restreinte de la nature de cette indetermination en se bornant aux invariants (tels que Λ) du douzieme degre par rapport aux coefficients de la fonction donnee pour servir ainsi comme troisieme criterium.Au lieu de Λ+μJD, on peut substituer une fonction rationnelle et entiere quelconque de J, K, L, K etant la quantity A2BC + AB2C+ ABC2[* Cf. footnote, p. 452.]
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76] Les Racines d,une Equation du cinquieme Degre 483 homogene par rapport a J, K1/2, L1/3, a savoir F (J, K, L), pourvu que certaines conditions soient satisfaites que je vais donner. Ecrivons
J=θ2-4θ, K=θ2 + 2θ, L = θ2, alors F devient une fonction de θ, et les conditions necessaires et suffisantes pour que F (pris avec le signe convenable) soit un bon troisieme criterium (comme remplaςant de Λ) sont les suivantes, qu’en ecartant toutes les racines de F, qui se repetent un nombre pair de fois, une des restantes est egale a — 4, mais nulle autre ne sort des limites 0 et 12.Ainsi, par exemple, on peut se servir (comme criterium) d’un invariant du seizieme degre par rapport aux coefficients, dans lequel il entrera deux parametres variables, et on tombe sur une question tres-interessante d’Algebre pour trouver les conditions auxquelles ces deux parametres doivent etre assujettis pour que l’invariant soit bon comme criterium, probleme qui se resout par des considerations geometriques et sur lequel je prendrai quelque autre occasion de revenir. Comme exemple de la maniere de mettre a l'epreuve un criterium quelconque donne, je prendrai la fonction trouvee par M. Hermite par une methode particuliere a lui qu,il a eu la grande bonte de me communiquer.Cette fonction, exprimee dans ma notation, est18L2 - JKL-K3;en faisant les substitutions dont j’ai parle, cette quantite devient- 203 (03 + 202 - 70 + 4) = - 2 (0 + 4) (0 - 1)203, ou on voit qu’il existe une racine — 4 et que les autres racines d’une multiplicite impaire, c’est-a-dire celles qui appartiennent au facteur 03, ne sortent pas des limites 0, 12.De meme, on peut demontrer plus generalement que (2L2 - K3) + μ (16L2 - JKL) sera bon comme criterium, pourvu que μ > — 1/9.Par exemple, en mettant μ = 1, on retombe sur le criterium de M. Hermite : en mettant μ = 0, on trouve comme criterium 2L2 - K3, et θn mettant μ=∞, on trouve 16L2-JKL, equivalant au seul facteur 16L — JK, qui a son tour peut s’exprimer sous la forme

on reconnait immediatement que 1 etant compris, comme cas extreme, entre les limites 1 et — 2, Λ + JD et consequemment 16L— JK doit etre bon comme criterium.On comprend aisement que la forme (2L2 — K3) + μ (16L2 — JKL), avec μ >-1/9, n'est qu’une solution particuliere du probleme de trouver le criterium le plus general du degre 24 dans les coefficients, lequel contiendra 5 parametres variables, c’est-a-dire 2 moins que le nombre des compositions du nombre 6 qu’on peut effectuer avec les dlements 1, 2, 3.
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