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47.

SUR LA SURFACE DES ONDES.

[From the Journal de Math^matiques Pures et Λppliqu6es (Liouville), tom. xi. (1846), 
pp. 291—296.]

La surface des ondes est uii cas particulier d’une autre surface a laquelle on peut 
donner le nom de tetraedroide, et dont voici la propri^td fondamentale :

“ Le tdtraedroide est une surface du quatrieme ordre, qui est couple par les plans 
d’un certain t^tra^dre suivant des paires de coniques par rapport auxquelles les trois 
sommets du tdtra⅛dre dans ce plan sont des points conjugues. De plus: les seize 
points d’intersection des quatre paires de coniques sont des points singuliers de la 
surface, c'est-⅛-dire des points ou, au lieu d’un plan tangent, il y a un cone tangent du 
second ordre.”

On verra plus loin que la surface eυt dte' suffisamment definie en disant qu’un 
seul de ces points dtait un point singulier; Γexistence des quinze autres points 
singuliers est done une propridtd assez remarquable. Mais, avant d’aller plus loin, il 
con vient de rappeler la signification des points conjuguds par rapport a une conique: 
cela veufc dire que la polaire de chacun des trois points passe par les deux autres. 
Parmi les propridtds d’un tel systeme, on peut citer celle-ci:

“ Les points d’intersection de deux coniques, par rapport auxquelles les memes 
trois points sont des points conjuguds, sont situds deux a deux sur six droites, lesquelles 
passent deux a deux par ces trois points.”

De la: “Les quatre points singuliers compris dans chaque face du tdtraedre sont 
situds deux a deux sur trois paires de droites, lesquelles passent par les trois sommets 
dans cette face.”

Autrement dit, les seize points singuliers sont situds deux a deux sur vingt-quatre 
droites, lesquelles passent six έ, six par les sommets et sont situdes six a six dans les 
plans du tdtraddre. Done, en considdrant les six droites qui passent par le meme
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8ommet, par ces droites combindes deux a deux, il passe quinze plans, y cumpris trois 
plans du tdtrabdre; en excluant ceux-ci, il y a pour chaque sommet douze plans, 
chacun desquels passe par quatre points singuliers; done la courbe d’intersection d’un 
de ces plans avec la surface a quatre points doubles, ce qui ne pent pas arriver pour 
une courbe du quatrieme ordre, a moins qu’elle ne se rdduise a deux coniques.

Done : “Il y a, outre les plans du tdtrabdre, quarante-huit plans, douze par 
chaque sommet, lesquels rencontrent la surface suivant des paires de coniques.”

On pourrait de meme chercher combien il y a de plans qui rencontrent la surface 
8uivant des courbes avec trois points doubles, &c. Passons aux cones circonscrits; on 
ddmontre facilement par Γanalyse cette propridte :

“ Les cones circonscrits έ, la surface ayant pour sommets les sommets du tdtraedre, 
se rdduisent a des paires de cones du second ordre, lesquelles la touchent suivant les 
deux coniques de la'face oppos^e.”

De plus : “ Les seize plans qui touchent quatre ⅛ quatre ces paires de cones sont 
des plans tangents singuliers, dont chacun touche la surface suivant une conique.”

Il y a de plus, entre ces plans, des relations analogues a celles qui existent entre 
les points singuliers, de maniere que Γon deduit de meme le thdorcme :

“Il y a quarante-huit points, douze a douze dans les quatre plans du tetraedre, 
pour chacun desquels les c6nes circonscrits se rdduisent a des paires de cones du second 
ordre.”

Ajoutons que ces quarante-huit points correspondent d’une maniere particuliere aux 
quarante-huit plans, et que les cones circonscrits touchent la surface suivant les coniques 
situdes dans les plans correspondants.

La rdciproque d’une surface du quatrieme ordre est, en general, de Γordre trente- 
six; mais ici, ⅛ cause des seize points singuliers, cet ordre se rdduit de trente-deux, 
savoir, ό, quatre. Et les proprietds qui viennent d’etre enonedes par rapport aux cones 
circonscrits montrent que la rdciproque dtant de cet ordre est ndeessairement une 
surface de la mdme espece; e’est-a-dire :

“La rdciproque d’un tdtraddroide est aussi un tdtraddroide.”

Done le tdtraddroide est surface de la quatrieme classe. Puisque cette surface n’a 
pas de lignes doubles ou de lignes de rebroussement, il n’y a pas de rdduction dans 
le nombre qui exprime le rang de la surface, lequel est ainsi dgal a douze, e’est-a-dire 
le cδne circonscrit est ordinairement de Γordre douze. Mais nous venons de voir que 
ce cδne est seulement de la quatridme classe (en effet, la classe du cone est la meme 
chose que celle de la surface); done il y a reduction de cent vingt-huit dans la classe 
du cδne. Les seize points singuliers de la surface donnent lieu a autant de lignes 
doubles dans le c6ne, ce qui effectue une rdduction de trente-deux; il y a encore une 
rdduction a effectuer de quatre-vingt-seize,'qui doit avoir lieu a cause des lignes doubles 
OU des lignes de rebroussement du cone. En supposant qu’il y a y de celles-ci et x de 
celles-la (outre les seize lignes doubles dont on a fait mention), il faut que Γon ait

2x -I- 3y = 96,
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OU X + y i)e doit pas 0tre plus grand que trente-neuf; mais cela ne suffit pas poui 
determiner ces deux nombres.

Nous pouvons encore aj outer que les seize cones qui touch ent la surface aux points 
singuliers sont circonscrits, quatre a quatre, a quatre surfaces du second ordre, et que 
les seize courbes de contact des plans singuliers sont situdes quatre a quatre sur quatre 
surfaces du second ordre.

Je vais donner maintenant une idde de la thdorie analytique. En representant par

ic ;= 0, y = ^, z = (i, vj = Q

les dquations des quatre faces du tdtraedre, et par

Γ=0

Γdquation de la surface, U sera une fonction homogene du quatrieme degre de 
X, y, z, w, laquelle, en faisant evanouir une quelconque des variables, doit se diviser 
en deux facteurs du second degrd, fonctions paires des trois autres variables; de plus, 
a cause de la condition par rapport aux points singuliers, U ne pent pas contenir de 
terme xyzw. On doit done avoir

tΓ = Ax^ + By^ + Cz^ + 2Fy^z^ + ^Gz^a^ + 2HxPy^ + 2,LxPw^ + '2,My^'uβ + 2,Nz^vβ + Pw^,

OU il faut que les coefficients Λ, B, G, P, F, G, H, L, M, N aient un systeme inverse’ 
de la forme 0, 0, 0, 0, f, g, h, I, m, n. Done, en formant I’inverse de ce systeme, on 
obtient, toute reduction accomplie,

En effet, en derivant

Γdquation de la courbe pourra s’ecrire sous les quatre formes

1 En g6neral, quand deux systδmes de quantit⅛s sont exprimes lin0airement les uns au moyen des autres, 
on dit que les deux systemes de coefficients sont des syst⅛mes inverses ; on passe facilement de ½ a Γid0e 
du syst0me inverse des coefficients d’une fonction du second ordre, et de tels syst0mes se rencontrent si 
souvent, que Γon doit avoir un terme pour exprimer sans circonlocution cette relation.
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ce qui met en Evidence les Equations des sections de la surface par les quatre plans 
du tdtrafedre, et aussi celles des points singuliers, lesquelles sont, en effet, 

et ces plans touchent la surface suivant les courbes d’intersection avec les surfaces 

ce qui ddmontre le thdoreme enoncd par rapport aux seize courbes de contact des 
plans singuliers, et de la celui pour les seize cones tangents aux points singuliers.

Pour d^duire de la la forme ordinaire de Γequation de la surface des ondes, ecrivons 

equations qui suflfisent pour determiner les rapports 

au moyen de I, rn, n, f, g, h. De cette maniore, Γequation de la surface se reduit a 

laquelle se reduit a la surface des ondes en ecrivant 

ξ, η, ζ etant des coordoniiees rectangulaires, c’est-a-dire en faisant la transformation 
homographique du tdtraedroide, de inaniore que Γun des plans du tetraedre passe a 
I’infini, et que les trois autres deviennent rectangulaires. De plus, en particularisant 
la transformation de maniere que trois des coniques d’intersection se r^duisent a des 
cercles, cette surface rentre dans la surface des ondes. Il va sans dire que, dans le 
cas general, plusieurs des points ou des plans dont nous avons parle sont n^cessaire- 
ment imaginaires; Γenumeration de tons les cas differents aurait ete d’une longueur 
efffayante. Il y aurait beaucoup a dire sur les cas particuliers ou quelques-unes des 
coniques se rdduisent a des paires de droites (roelles ou imaginaires). Je me contente 
d'⅛oncer cette propriety, tres-facile a deinontrer, de la surface ordinaire des ondes: au 
cas oħ c = 0, cette surface pent etre engendrce par un cercle (ayant le centre de la 
surface pour centre, et dans un plan passant par Γaxe des z), lequel se meut de 
ιnani⅛re a passer par la conique

On trouve, dans le Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. i. [1846], p. 208, 
[38] la demonstration d’une autre proprio to de la surface des ondes par rapport aux 
lignes de courbure des surfaces du second ordre.

c. 39
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