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67.

NOTE SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[From the Journal fur die' reine und angewandte Matheniatik (Crelle), tom. xxxvii. (1848) 
pp. 58—60.]

Soit x = \/k sin am w et a = k + i ; la fonction √⅛ sin am nw (où n est un entier), 
Λ/

peut être exprimée sous forme d’une fraction dont le dénominateur est une fonction 
rationnelle et entière par rapport à a? et a. En exprimant ce dénominateur par z, ou 
aura

Cette équation est due à M. Jacobi, (voyez les deux mémoires “Suite des notices sur 
les fonctions elliptiques,” t. Iii. [1828] p. 306 et t. iv. [182.9] p. 185.)

En essayant d’intégrer cette équation à moyen d’une suite ordonnée suivante les 
puissances de x, et en considérant en particulier les cas n = 2, 3, 4 et 5, j’ai trouvé 
que les différentes puissances de a se présentent et disparaissent d’une manière assez 
bizarre : (voyez mon mémoire “ On the theory of elliptic functions,” Cambridge and Dublin 
Math. Journal, t. II. [1847], p. 256, [45].) J’ai reconnu depuis que cela vient de ce que 
la valeur de z est composée de plusieurs séries indépendantes; une quelconque de ces 
séries ordonnée selon les puissances descendantes de a va à l’infini ; mais, en combinant 
les différentes séries, les termes qui contiennent les puissances négatives de a. se 
détruisent. Par rapport à x chacune de ces séries ne contient que des puissances 
paires et positives, car les puissances négatives qui y entrent apparemment, se réduisent 
toujours à zéro. En effet, on satisfait à l’équation (1) en supposant pour z une 
expression de la forme

... (2)
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(où S est arbitraire). Cela donne pour Z g l’équation aux différences mêlées:

Pour intégrer cette équation, supposons 

où la sommation se rapporte à σ et s’étend depuis σ = 0 jusqu’à σ = ç. Toute réduction 
faite, et ayant mis pour plus de simplicité r? — 2ns = λ, 2ns = μ,, on obtient pour 
Zq l’expression

4.

En supposant la valeur de Zq® égale à l’unité, les valeurs de Zg’’ se trouvent 
complètement déterminées; malheureusement la loi des coefficients n’est pas en évidence, 
excepté dans le cas de σ = 0, ou σ = q. En calculant les termes successifs, on obtient
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On aurait une valeur assez générale de z en multipliant les différentes fonctions 
Zg chacune par une constante arbitraire, et en sommant les produits ; mais dans le cas 
actuel où z dénote le dénominateur de √Aj sin am nu, la valeur convenable de z se 
réduit à 

où s est un nombre entier et positif, entre zéro et ⅜n ou ⅜(w-1). On aura par 
exemple dans le cas n = δ (les signes étant tous positifs si n est impair, et alternative
ment positifs et négatifs si n est pair), en supprimant les puissances négatives de a 
(lesquelles s’entredétruisent) : 

et de là : 

ce qui est effectivement la valeur de z que j’ai trouvée dans le mémoire cité pour 
ce cas particulier.
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