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69.

SUR LES DÉTERMINANTS GAUCHES.

[From the Journal fur die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xxxviii. (1848), 
pp. 93—96 : continued from t. xxxii. p. 123, 52.]

J’ai nommé “Déierwinani gauche” un déterminant formé par un système de 
quantités V.s, qui satisfont aux conditions

...(1),

(où les valeurs de r, s s’étendent depuis l’unité jusqu’à n).

Or ces déterminants peuvent facilement être exprimés par un système de déter
minants pareils, dont les termes satisfont à ces conditions même dans le cas où les 
valeurs de r et s deviennent égales, ou pour lesquels on a

...(2);

ces déterminants peuvent être nommés “ gauches et symétriques.”

En effet, soit ∩ le déterminant gauche dont il s’agit, cette fonction peut être 
présentée sous la forme

....... (3),

où ∩o est ce que devient ∩ si λj.ι, λ2.2, &c. sont réduits à zéro ; ∩ι est ce que devient 
le coefficient de Xj.j sous la même condition, et ainsi de suite; c’est-à-dire: ∩q est 
le déterminant formé par les quantités ‰.s θ∏ supposant que ces quantités satisfassent 
aux conditions (2), et eû donnant à r les valeurs 1, 2, 3, ...w; ∩ι est le determinant 
formé pareillement en donnant à r, s les valeurs 2, 3, ... n ; iîj s’obtient en donnant 
à r, s les valeurs 1, 3, ...n, et ainsi de suite; cela est aisé de voir si l’on range les 
quantités λ^.* en forme de carré.
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Or  l es d ét er mi n a nts  g a u c h es  et s y m étri q u es (s a v oir l es d ét er mi n a nts  d o nt  l es t er m es 
s atisf o nt a u x c o n diti o ns ( 2)) s e r é d uis e nt à z ér o p o ur  u n n  i m p air, et p o ur  u n  n  p air  
a u x c arr és d es f o n cti o ns q u e M.  J a c o bi a tr ait é es d a ns  s o n m é m oir e  “  U e b er  di e Pf aff ’- 
s c h e I nt e gr ati o ns- M et h o d e ” (t. i l [ 1 8 2 7], p, 3 5 4, d e c e j o ur n al) et d a ns l e m é m oir e  
“ T h e ori a  n o vi  m ulti pli c at oris  æ q u ati o n u m  diff er e nti ali u m ” t. x xi x. [ 1 8 4 5], p. 2 3 6, & c.

E n  eff et, o n v oit d ’a b or d ( p ar c e q u e dit  M.  J a c o bi) q u e l e d ét er mi n a nt  s ’é v a n o uit  
p o ur u n n i m p air, et q u e p o ur u n n p air il a ur a p o ur  f a ct e ur l a f o n cti o n d o nt il 
s ’a git  ; m ais  j e n e s ais p as si l’o n a d éj à r e m ar q u é q u e  l’a utr e f a ct e ur s e r é d uit à l a 
m ê m e  f o n cti o n.

O n  o bti e nt  c es f o n cti o ns ( d o nt j e r e pr e n ds i ci l a t h é ori e), p ar  l es pr o pri ét és  g é n ér al es  
d ’u n d ét er mi n a nt, d éfi ni d e l a m a ni èr e  q u e v oi ci  : e n e x pri m a nt p ar ( 1 2 ... n) u n e  
f o n cti o n q u el c o n q u e d a ns  l a q u ell e e ntr e nt l es n o m br es s y m b oli q u es 1, 2,  ... n, et p ar  +,  
l e si g n e c orr es p o n d a nt à u n e  p er m ut ati o n  q u el c o n q u e  d e  c es n o m br es,  l a f o n cti o n

X ±( 1 2... λ )

( o ù X  d ési g n e l a s o m m e d e t o us l es t er m es q u ’o n o bti e nt e n p er m ut a nt c es n o m br es  
d ’u n e m a ni èr e  q u el c o n q u e) est c e q u ’o n n o m m e D ét er mi n a nt. O n  p o urr ait e n c or e 
g é n ér alis er c ett e d éfi niti o n e n a d m ett a nt pl usi e urs s yst è m es d e n o m br es 1, 2,  ... n; 
Γ,  2',  ... n';... q ui al ors d e vr ai e nt êtr e p er m ut és i n d é p e n d a m m e nt l es u ns d es a utr es;  
o n o bti e n dr ait  d e  c ett e m a ni èr e  u n e  i nfi nit é d ’a utr es f o n cti o ns, m e nti o n n é es  (t. x x x.  [ 1 8 4 6] 
p. 7). D a ns  l e c as d es d ét er mi n a nts or di n air es,  a u q u el j e n e  m ’arr êt er ai p as  i ci, o n  a ur a  
( 1 2 ... n)  =  λ α.ι  λ β. 2 ... ∖ κ. n∙ P o ur  l es c as d es f o n cti o ns d o nt il s ’a git (l es f o n cti o ns d e 
M.  J a c o bi), o n  s u p p os er a n  p air,  et l’o n  é crir a  

o ù λ y. 8 s o nt d es q u a ntit és  q u el c o n q u es q ui  s atisf o nt a u x é q u ati o ns ( 1). L a  f o n cti o n s er a  
c o m p os é e d ’u n  n o m br e 1. 2  ... n d e  t er m es; m ais  p ar mi  e u x il n ’y  a ur a q u e 1. 3  ...( n —  1)  
t er m es diff ér e nts q ui s e tr o u v er o nt r é p ét és 2 ^ ”  ( 1.2 ... ⅜ n)  f ois, et q u ’o n o bti e n dr a e n  
p er m ut a nt c y cli q u e m e nt d ’a b or d l es n  —  1 d er ni ers n o m br es, p uis l es n  —  3 d er ni ers  
n o m br es d e c h a q u e p er m ut ati o n, et ai nsi d e s uit e ; l e si g n e ét a nt t o uj o urs + . Il 
p o urr a êtr e d é m o ntr é,  c o m m e p o ur  l es d ét er mi n a nts, q u e c es f o n cti o ns c h a n g e nt d e  si g n e 
e n p er m ut a nt d e u x q u el c o n q u es d es n o m br es s y m b oli q u es, et q u ’ell es s ’é v a n o uiss e nt si 
d e u x d e c es n o m br es d e vi e n n e nt i d e nti q u es. D e  pl us, e n e x pri m a nt p ar [ 1 2... n] l a 
f o n cti o n d o nt il s ’a git, l a r è gl e q ui  vi e nt d ’êtr e é n o n c é e, d o n n er a p o ur  l a f or m ati o n d e  
c es f o n cti o ns :

C el a  p os é, r e v e n o ns a u x d ét er mi n a nts  g a u c h es et s y m étri q u es; et s oit d ’a b or d n u n  
n o m br e i m p air. Al ors  l e d ét er mi n a nt  s er a c o m p os é d e  pl usi e urs  t er m es, c h a c u n m ulti pli é  

p ar  l e pr o d uit  d e  l’u n e  d es  q u a ntit és  λ 1. 2, λι  3, ... p ar  u n e  d es  q u a ntit és  λ. 2. 1,  λs.ι, ... λ ».!·  
Il est f a cil e d e v oir q u e p o ur c h a q u e t er m e, m ulti pli é  p ar  ( < ≈+  / ^), il e xist er a
u n t er m e é g al et d e si g n e c o ntr air e,  m ulti pli é  p ar  λj. β  λ α.ι. Or  λι. α λ β.ι  = λ <,.ι  ‰. β'  d o n c  
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ces deux termes se détruiront. Restent les termes multipliés par λι.βλβ.ι∙ lθ coefficient 
d’un terme de cette forme sera un déterminant gauche de l’ordre n — 2, mais précisé
ment de la forme du déterminant même de l’ordre n dont il s’agit. Or n étant impair, 
n — 2 le sera également : donc tout déterminant gauche et symétrique s’évanouira, si 
cela a lieu pour les déterminants pareils d’un ordre inférieur de deux unités. Or pour 
w=3 on a évidemment Xi.jAj 3λ3^1 + λ2.1λ3 2 λ1.3 = O, donc:

“Tout déterminant gauche et symétrique d’un ordre impair est zéro.”

Soit maintenant n un nombre pair. Considérons le déterminant gauche et symétri
que plus général qu’on obtient en donnant à r les valeurs a, 2, 3, ...w, et à s les 
valeurs β, 2, 3, ... n. En développant cette fonction comme on vient de le faire dans 
le cas d’un n impair, il se présentera d’abord un terme multiplié par λ<ι.β. Mais ce 
terme sera un déterminant gauche et symétrique de l’ordre n — 1 (savoir celui que l’on 
obtiendrait en donnant à r, s les valeurs 2, 3, ... n), et comme n — 1 est impair, ce 
terme s’évanouira. Puis le coefficient de — λα.α'λβ'.β (ou de λα.α'λβ,β) sera le détermi
nant gauche et symétrique qu’on obtient en donnant à r les valeurs 2, 3,... n (a excepté), 
et à s les valeurs 2, {β' excepté). En admettant que ce déterminant gauche
se réduit à [(α'-l-1) ... n2 ... (α'— 1)] [(∕3'+ 1) ... n2 — 1)], on aura 

pour le terme général, et la somme de tous ces termes se réduira à 

ou enfin à [α23 ... n] [^23 ... n^]. Or si le théorème en question a lieu pour n — 2, 
il aura lieu aussi pour n. Pour w = 2 le déterminant est λα.βλ2.2 — λ2.∕3 ^.„.2, c’est-à-dire 
λ-α.2λβ.2 ou [a2] . [/32] : donc la même chose a toujours lieu et on obtient le théorème 
que voici :

“ Le déterminant gauche et symétrique qu’on obtient en donnant à r les valeurs 
a, 2, 3,... w, et à s les valeurs β, 2, 3,... -n (où n est pair}, se réduit à 

et en particulier, en donnant à r, s les valeurs 1, 2, ... n, cq déterminant se réduit à 
[12... w]V

Appliquons ces théorèmes à la réduction de l’équation (3). En supposant pour 
plus de simplicité ‰.r=l, on aura pour un n pair:
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et pour un n impair :

Particulièrement pour 7i = 4 on obtient : 

et pour n = 3 : 

résultats qui s’accordent parfaitement avec ceux que j’ai donnés dans mon premier 
mémoire sur ce sujet.

Il serait possible de trouver pour les quantités (mémoire cité) des expressions 
analogues à celles que nous venons de donner pour ∩ : mais elles seraient beaucoup plus 
compliquées.
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