29,

SUR LA RESOLUTION GENERALE DE L'EQUATION LINEAIRE
EN MATRICES D'UN ORDRE QUELCONQUE.

[Comptes Rendus, XcIx. (1884), pp. 409—412, 432—436.]

CE qui intéresse le plus dans les résultats nouvellement acquis que jai
Phonneur de présenter & 1’Académie, c’est I'union ou bien I'anastomose dont
ils offrent un exemple frappant et tout & fait inattendu entre les deux
grandes théories de 'Algébre moderne et de I'Algébre nouvelle, dont l'une
soccupe des transformations lindaires, et I'autre de la quantité généralisée,
de sorte quau méme titre que Newton définit I'’Algébre ordinaire comme
étant I'Arithmétique universelle, on pourrait trées bien caractériser cette
Algdbre-ci comme étant I’Algébre universelle, ou au moins une’ de ses
branches les plus importantes.

En général, un invariant de deux formes signifie une fonction de deux
systémes de coefficients qui reste invariable, & un facteur prés, quand les
deux systémes des variables sont ou identiques ou assujettis & des substitu-
tions semblables; mais rien n’empéche qu'on n‘applique ce méme mot au
cas ol les substitutions sont réciproques: ainsi, sans parler du cas de deux
formes mixtes, on aura des invariants de deux formes données & mouvement
semblable et des invariants & mouvement contraire; on peut trés bien
nommer ces derniers (comme titre distinctif) contrariants. C'est & une classe
spéciale de contrariants que nous aurons affaire dans la solution de I'équation
générale linéaire en matrices d’'un ordre quelconque.

En supposant que chaque p et p’ soit une matrice de l'ordre o, 'opérateur
qui contient 5 couples
PO P+ ()Pt +pi( )P
peut &tre nommé provisoirement un nivellateur de 'ordre o et de I'étendue 1,
et on peut le caractériser par le symbole €, ;. Servons-nous toujours du

symbole 0 pour signifier une matrice dont tous les éléments sont des zéros, et
désignons par 1 (ou bien par v indifféremment) une matrice dont tous les
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200  Sur la résolution générale de Uéquation linéaire  [29

éléments sont zéro, & I'exception des éléments de la diagonale qui seront des
unités: ce sont les matrices nommées matrice nulle et matrice unitaire
respectivement.

J’ai déja expliqué comment un nivellateur général, de l'ordre w, donne
naissance & une matrice de l'ordre ®* je nomme le déterminant de cette
matrice le déterminant du nivellateur*. Ces déterminants possédent des
propriétés tout & fait analogues & celles des déterminants des matrices
simples; ainsi, par exemple, je démontre la propriété dont je me suis servi
avec grand avantage dans les recherches actuelles, que le déterminant du
produit de deux nivellateurs est égal au produit de leurs déterminants séparés,
et que le déterminant d’'une fonction rationnelle d'un nivellateur, disons
FQ, est égal au résultant (par rapport &  regardé comme une quantité
ordinaire) de FQ et 1Q, ol IQ =0 représente 'équation identique du degré

o & laquelle Q est assujetti.

En général, & un systéme ou corps de matrices p,, p,,...,p; de l'ordre »
correspond un quantic de I'ordre o, c’est-a~dire le déterminant de

2Py + ZPs + ..o+ X Py
Je nomme les coefficients de ce quantic les paramétres du corps. Ces
parameétres doivent étre regardés comme des quantités connues. Ainsi, par
exemple, si au corps p, ¢ (deux matrices binaires) on adjoint la matrice
unitaire v, et qu'on forme le déterminant de la matrice x+ yp+ 2q, on
obtiendra un quantic

#* + Bay + Caz + Dy + Eyz + F2°,
o, si l'on regarde p, ¢ comme des quaternions, on aura, dans le langage
du grand Hamilton,
B=8p, C=8q, D=Tp, F=T% E=8(Vp.Vy).

Il résulte de cette définition qu’a chaque nivellateur (), ; appartiennent
deux quantics de 'ordre w et avec ¢ variables, dont 'un appartient au corps
P1s Pa, -, Pi b Pautre au corps p'y, p'ay oo, Pie

Si l'on connait I'équation identique IQ =0 & laquelle le nivellateur
obéit, on peut immédiatement, comme je I'ai déja montré, résoudre 'équation
Qe=T.

Mais il est trés facile de voir que I n’est autre chose que le déterminant
du nivellateur 0 —A\v ( )v, quand dans ce résultat on substitue Q & A\

Donc la question de la solution linéaire la plus générale est ramenée & ce
seul probléme:

Ezprimer le déterminant d'un nivellateur en termes de quantités connues.

Or la premiére conclusion et la plus difficile & établir dans cette recherche,
mais que j'ai enfin réussi & démontrer, c’est que ce déterminant est toujours

* Quelquefois ce déterminant sera nommé un nivellant,
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29] en matrices d'un ordre quelconque 201

une jfonction entiére, mais pas nécessairement rationnelle, des coefficients des
deux quantics qui sont associés au nivellateur.

Cela étant convenu, on démontre avec une extréme facilité que ce
déterminant est un contrariant du degré w dans chaque systéme de coeffi-
cients des deux quantics associés.

Cela ne suffit pas ou peut ne pas suffire en soi-méme & définir com-
pléetement le contrariant cherché; nommons, en général, ce contrariant le
nivellant des deux quantics.

Supposons que N, 4, .. 5 ¢ s0it le nivellant pour deux quantics d’un ordre
donné w, et représentons par N, 4, .. . o ce que ce nivellant devient quand on
réduit & zéro tous les coefficients qui appartiennent aux termes dans les
deux quantics qui contiennent ¢; alors il est facile de voir que

Na:, Yyl 0T g Yy .20

Cette propriété seule est suffisante (avec I'aide d'un quelconque des opé-
rateurs différentiels qui servent pour annuler un contrariant) pour préciser
le contrariant (nivellant) dans le cas de deux quantics du second ordre,
et c'est ainsi que j'ai obtenu la solution de P'équation linéaire pour le cas
des matrices binaires donné dans la Note précédente. Or il est bien con-
cevable que cette loi ne peut pas suffire & déterminer les paramétres
arbitraires qui entrent dans le contrariant d’ordre (w, @) appartenant & deux
quantics de l'ordre .

Mais il y a encore une autre loi (constituant par elle-ruéme un trés
beau théoréme) qui doit suffire surabondamment & cette fin.

Cest une loi qui établit une liaison entre les nivellants de deux systeémes
de quantics contenant chacun le méme nombre de variables, mais dont I'un
est d'un ordre plus grand par unité que I'ordre de I'autre.

Supposons que IV soit le nivellant de deux quantics de Pordre w,

F(z, vy, ....2) et G(x,9,...,2);

soit N’ ce que devient N quand

F(z,y,...2)=(lz+my+...+n2) F\ (2, 9,...,2)
et Q@Y. 2) =+ py+ ... +v2) Gy (2, 9, ..., 2);
alors je dis que, quand

IN+mp+ ..o+ =0,

le nivellant de (¥, @,) sera contenu comme facteur dans le nivellant
modifié N,

A Taide de ces principes, je me propose de calculer les nivellants pour
les degrés supérieurs au second. On voit par ce qui précéde que la solution
de I'équation linéaire Spap’ =T sera alors connue en termes des p, des p’, de
T et des parametres des deux corps pi, Pa, ..o, Pis P'1y P'ay ++v, P'i, aUgMentés
lun et lautre d’une matrice unitaire.
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C'est dans les Lectures, publides en 1844, que pour la premiére fois a
paru la belle conception de l'équation identique. appliquée aux matrices
du troisiéme ordre, enveloppée dans un langage propre & Hamilton, apres
lui mise & nu par M. Cayley dans un trés important Mémoire sur les matrices
dans les Philosophical Transactions pour 1857 ou 1858, et étendue par lui aux
matrices d'un ordre quelconque, mais sans démonstration; cette démonstra-
tion a été donnée plus tard per feu M. Clifford (voir ses ceuvres posthumes),
par M. Buchheim dans le Mathematical Messenger (marchant, comme il
lavoue, sur les traces de M. Tait, d’Edimbourg), par M. Ed. Weyr, par nous-
méme, et probablement par d’autres; mais les quatre méthodes citées plus
haut paraissent étre tout a fait distinctes I'une de l'autre.

Par le moyen d’une chaine de matrices couplées (disons &), opérant non
pas sur une matrice générale, mais sur une matrice z (disons du degré )
d’une forme spéciale suivie par un autre opérateur V qui aura leffet de
réduire la matrice du degré o de Nz (dont les éléments sont des fonctions
linéaires des éléments de ) & une forme identique & celle de , il est facile
de voir qu’a l'opérateur composé VN on peut faire correspondre une matrice
d’un ordre quelconque non supérieur & w?, et c’est ainsi virtuellement que
Hamilton, & cause d’une transformation qu’il effectue sur 1'équation linéaire
générale, est tombé dans ses Lectures sur la matrice du troisieme ordre, et ce
n'est que dans les Eléments publiés en 1866 (apres sa mort) qu'on trouve
quelque allusion & I'équation identique pour les matrices du quatriéme ordre.

On pourrait nommer l'opérateur composé VN, pour lequel I'équation
identique est d’un degré moindre que w? mivellateur qualifié, mais il est
essentiel de remarquer que ces opérateurs ne posséderont pas les propriétés
analogues a celles des matrices que possédent ces nivellateurs purs dont il
est question dans ma méthode. Comme exemple d'un nivellateur qualifié,
on pourrait admettre que le # (matrice du deuxiéme ordre), sur lequel opere
le N, aura son quatriéme élément zéro, et que l'effet du V sera d’abolir le
quatrieme élément dans Nz, ou I'on peut supposer (et cette supposition est,
dans son essence, & peu pres identique & la méthode des vecteurs de
Hamilton) que le premier et le quatrieme élément de z sont égaux, mais
de signes contraires, et que l'effet de V est de substituer dans la matrice du
second ordre NN (z) la moitié de la différence entre le premier et le quatriéme
élément au lieu du premier et, au lieu du quatrieme, cette méme quantité
avec le signe algébrique contraire.

Evidemment un tel opérateur donnera naissance & une matrice et sera
assujetti & une équation identique du troisieme ordre. Avant de conclure,
pour convaincre de la justesse de la formule importante

[Py PP —4(P. Py]-}v(I.1)*,
* Pour rendre intelligible cette formule, il est nécessaire de dire que ’expression
Py P-4 (. P),
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applicable au cas d’un nivellateur du second ordre & quatre couples de
matrices, il sera bon d’en donner une démonstration parfaite a posteriort, ce
qu'une transformation légitime rend trés facile & faire. Remarquons que le

déterminant du nivellateur du second ordre = Z s( )zl ’gest le déterminant

de la matrice suivante:

Saa Sca ZaB B
Sba Sda S8 ZdR
Say Zey Zad Zcb
Zhe 1 Silit 306 3

laquelle contiendra dans le cas supposé 144 termes, puisque chaque 3 com-
prend 4 produits: mais, sans perdre en généralité, on peut prendre une
forme de nivellateur dont le déterminant ne comprendra pas plus de 24
termes; car il est facile de démontrer que, si aux 4 matrices de gauche
on substitue 4 fonctions lindaires quelconques, pourvu que sur les 4 de
droite on opere une substitution contragrédiente & la substitution précé-
dente, la valeur du déterminant ne subira nul changement. On peut donc

supposer que les 4 matrices de gauche sont
10 01 00 00
00 00 10 01

respectivement, et, si la formule est vérifiée dans cette supposition (vu que
les contravariants des deux quantics associés ne sont pas affectés par les sub-
stitutions contragrédientes opérées sur les deux systémes de matrices), elle

donnée dans la Note du 21 juillet [pp. 181, 184 above], a besoin d’une correction (dont je
pensais avoir fait mention dans le texte): il fait lui ajouter la racine carrée d’un contrariant
connue du quatriéme degré (appartenant aux deux formes associées), laquelle sera une fonction
rationnelle des éléments des matrices du nivellateur. Pour le cas d’un nivellateur & quatre
couples de matrices, ¢’est la racine carrée du produit de I et I”, les diseriminants des deux formes
associées prises séparément; en nommant les quatre matrices i gauche
a b al bl all bl’ al/l blll
¢ d c) d/ cll dll cIU dlll’

la racine carrée de I sera égale au déterminant

gl DiEene

al bl c/ dl

al! bll c/l d/l ,

a/// bl/l clll d/ll
qu’on peut nommer le développant de ces quatre matrices; de méme la racine carrée de I’ sera
¢gale au développant des quatre matrices correspondantes 4 droite, de sorte que le terme irration-
nel dans la formule pour le nivellant & quatre couples de matrices est égal au produit de ces
deux développants; dans le cas général, la partie relativement irrationnelle de la formule pour
un nivellant sera égale & la somme de tous les produits de développants accouplés qu’on peut
former en combinant quatre & quatre, ensemble, les couples de matrices qui en dépendent.
Dans le cas ou le nivellateur contient moins de quatre couples, la racine carrée disparait entiére-
ment de la formule pour le nivellant. Je nommerai P'. P et (P’ )2 P2, 9, et §, respectivement.
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204  Sur la résolution générale de Uéquation linéaire  [29

sera non pas seulement vérifide, mais absolument de’montre’e pour les valeurs
parfaitement générales des deux systémes.

Avec ces valeurs des matrices gauches, la matrice écrite plus haut, en
prenant

o San 8 ﬂl
@ @ B B
Ay, 0 0
Yy § & &

dont je nommerai le déterminant Q.
De plus, le quantic & gauche deviendra ot — yz, et le quantic & droite
(a8 — By) &* + (a8 — BY) t* + («'8 — BY) ¥ + (08, — Bim) 2*
+(1.2)ay+B.4)zt+(1.3)az+ (2. 4) yt+(1.4) at+(2.3) yz
o (1.2)=ad' + 8 — By — By, (3.4)=ad+8a—By—nB
Donc N = (as +ad—pBy— E’Y) — ('8, + &,0" — Byn— Bry),
i‘sa s (ag +ad — By — E’Y)2 o (alsl + oy8 — B,'Yl aa Iglv’)’
+ 2 (a8 - By) (aé =~ E?) + 2 ('8 = B'y) (a0, — Biy)
i (a8’ + 8o’ — B’Y' -2 ,3,')’) (alS + 8,a— :81'—7 = /§'Yl)
— (a8, + 02y — By, — Bry) (“’S +&a—pBy- E'Y/)
— (a8 + &8 — By — By) («'8 + ud = By = By,

et o/(I.I') (pris avec le signe convenable) sera le déterminant de la matrice

a B g 8
al Bl fyl 8/
5 @1 Y §
ang v 0.

En faisant les multiplications nécessaires, on trouvera que

1% - -V(I.I=2Q,
ce qui démontre l'exactitude de la formule donnée pour un nivellateur du
deuxieme ordre & quatre couples de matrices.

Diici & peu de temps, j'espére avoir I'honneur de soumettre & I’Aca-
démie la valeur du déterminant du nivellateur du troisitme ordre & trois
couples de matrices. Pour présenter I'expression générale de ce détermi-
nant pour une matrice d'un ordre et d'une étendue quelconques*, il faudrait
avoir une connaissance des propriétés des formes qui va beaucoup au deld

* C'est-d-dire pour résoudre ’équation linéaire en matrices dans toute sa généralité.
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des limites des facultés humaines, telles qu’elles ne sont manifestées jusqu’au
temps actuel et qui, dans mon jugement, ne peut appartenir qu’a l'intelli-
gence supréme.

Post-scriptum.—Qu’on me permette d’ajouter une petite observation
qui fournit, il me semble, une raison suffisante @ priori pour le signe
ambigu du terme 4/(Z.I') qui entre dans la formule donnée pour un nivel-
lant (c’est-a-dire déterminant d’un nivellateur) du deuxiéme ordre.

Les déterminants d’un nivellateur =t de son conjugué étant identiques
en signe algébrique tout autant qu'en grandeur, ce n’est pas dans cette
direction qu'on peut chercher l'origine de I'ambiguité.

Mais, si, en se bornant aux matrices correspondantes d'un nivellateur
de la méme espéce, c’est-a-dire & main droite ou & main gauche du symbole
( ), on échange entre eux, dans chacune de ces matrices, le premier terme
avec le quatrieme et le deuxiéme avec le troisieme, on verra facilement que
le nivellant et en méme temps les deux quantics associés restent absolument
sans altération; mais, si 'on exécute l'une ou l'autre de ces substitutions
séparément, alors, tandis que les deux quantics associés restent constants,
le nivellant (quand son nivellateur posséde plus de trois couples) subira un
changement de valeur (et, pour I'une et l'autre substitution, le méme change-
ment), de sorte que pour les quatre positions qu'on peut assigner simul-
tanément aux éléments des matrices de la méme espéce sans changer en rien
les quantics associés, le nivellant aura deux valeurs distinctes. Voild, il me

semble, I'explication suffisante et la véritable origine de 'ambiguité dons il
est question.

A peine est-il nécessaire de remarquer qu'on peut faire 4 autres dis-
positions semblables et simultanées des matrices & l'un ou lautre coté
du symbole ( ), dispositions qui donneront naissance i des nivellants identi-
ques en valeur avec les deux dont j’ai parlé (c’est-a-dire deux & une valeur

N

et deux & l'autre), et pour lesquelles les deux quantics associés seront sans
autre changement que celui du signe algébrique.

En combinant les 24 dispositions semblables des matrices d'un c6té d’un
nivellateur donné avec les 24 de l'autré cbté, on obtiendra un systeme de
576 nivellateurs corrélatifs dont les déterminants ne prendront que 3 paires
de valeurs; de plus, les deux valeurs d’une quelconque de ces paires seront
les racines d’une équation quadratique dont les coefficients seront des con-
tral'fiants rationnels et entiers d’'une des trois paires de formes quadratiques;
mais le discriminant de ces trois équations sera le méme certasnement quand
les nivellateurs du systéme seront formés avec quatre couples de matrices et
probablement quel que soit le nombre de ces couples. Quand ce nombre est

moindre que 4, le discriminant de ces trois quadratiques devient nul pour
toutes les trois.

www.rcin.org.pl



	29.SUR LA RÉSOLUTION GÉNÉRALE DE L’ÉQUATION LINÉAIRE EN MATRICES D’UN ORDRE QUELCONQUE.



