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Calcul de l'ecoulement instationnaire transsonique autour d'un profil 
oscillant par one methode a pas fractionnaires 

P. LAVAL (CHATILLON) 

LE PROBLEME de l'ecoulement transsonique instationnaire autour d'un profil symetrique oscillant, 
place dans une tuyere, est traite numeriquement en resolvant les equations instationnaires exac
tes ecrites sous forme conservative. La methode de calcul proposee est une extension de la me
thode a pas fractionnaires mise au point precedemment pour le calcul de l'ecoulement transso
nique stationnaire autour d'un profil entre parois. Le profil est anime, a un instant donne, 
d'un mouvement oscillatoire harmonique autour d'un axe fixe. On suppose que les deplacements 
sont sufisamment petits pour que l'on puisse appliquer la condition de glissement sur le profil 
dans sa position moyenne et se donner des conditions de symetrie ou d'antisymetrie par rapport 
a l'axe de la tuyere, ce qui permet de ne calculer que la moitie du champ de l'ecoulement. On cal
cule successivement trois ecoulements autour du profit : l'ecoulement stationnaire non isentro
pique, I'ecoulement instationnaire transitoire afin de ne pas imposer a un instant donne une varia
tion brutale de la vitesse normale et l'ecoulement instationnaire proprement dit. 
Les resultats pn!sentes, qui concernent des calculs d'ecoulements supercritiques avec choc sur 
un profil biconvexe anime de mouvements de rotation de faibles amplitudes, montrent 
que le mouvement des forces instationnaires est relativement proche d'un mouvement harmo
nique, bien que le mouvement du choc ne soit pas sinusoidal, et que le regime permanent est 
pratiquement atteint au bout de deux periodes. 

Problem nieustalonego przeplywu naddzwi~kowego wok6l drgajqcego symetrycznego profilu 
lotniczego w dyszy rozwiqzano calkujqc numerycznie scisle r6wnania nieustalonego przeplywu 
zapisane w postaci dywergentnej. Proponowany spos6b rozwiqzania jest rozszerzeniem me
tody kroku ulamkowego stosowanej uprzednio do obliczen naddiwi~kowych przeplyw6w 
wok6l profilu dyszy. W pewnej chwili pocz(ltkowej profil poddano ruchowi harmonicznemu 
drgajqcemu wok61 ustalor.ej osi. Przyjmuje si~, i:e przemieszczenia Sq dostatecznie male, aby 
mozna bylo stosowac warunek stycznosci na profilu w jego poloi:eniu srodkowym oraz aby 
mogly bye wykorzystane warunki symetrii i antysymetrii wzgl~dem osi dyszy. Zaloi:enia te 
pozwalajq na liczenie tylko polowy pola. Policzono kolejno nast~pujqce trzy przeplywy: najpierw 
ustalony nieizentropowy przeplyw, nast~pnie nieustalony przeplyw przejsciowy, w kt6rym 
unikni~to nieciqglosci pr~dkosci normalnej na profilu w chwili poczqtkowej i trzeci - wlasciwy 
przeplyw nieustalony. Przedstawione tu wyniki dla przeplyw6w superkrytycznych z falq ude
rzeniowq na dwuwypuklym profilu drgajqcym z malymi amplitudami wykazuj(l, ze nieusta
lone ruchy sil aerodynamicznych S(l bliskie ruchom czysto sinusoidalnym mimo ze ruch fali 
uderzeniowej nie jest sinusoidalny oraz ze rozwiqzanie stacjonarne otrzymuje si~ praktycznie 
jui: po dw6ch cyklach. 

3a~aqa l{eycTal{OBHBWerOC.R: CBepX3BYKOBOrO TetJel{H.R: OKOJIO KOJie6JUOI..QeroC.R: CHMMeTpHtJ
l{Oro aBHal(HOl{l{Oro npocpHJUI B comie pewel{a Hl{TerpHpy.R: tJHCJiel{l{O TOtJl{bie ypaaaeRH.R: 
ReycraHOBHBrnerocH TetJeHH.R:, 3anHCal{Hhie B ~HBepreRTROM BH~e. ITpe~nomel{HhiH cnoco6 
pernel{H.R: .R:BJIHeTc.R: paclliHpel{HeM MeTo~a ~po6HhiX rnaroB npHMel{.R:eMoro pal{brne K pac
'lleTaM csepX3BYKOBhiX TetJeHHH oi<oJio npocpHJI.R: B conne. B Hei<oTOphiH HatJaJibl{hiH 
MOMel{T npOcpHJib llO~BepraeTCH rapMOl{HtJeCKOMY KOJie6aTe.Jibl{OMy ~BH)f{el{HIO OKOJIO ~al{
l{OH OCH. IJpHii:HMaeTC.R:, tJTO nepeMe~eRH.R: ~OCTaTOtJHO MaJihi , tJT06hi MOlliRO 6hiJIO npH
Mel{HTb YCJIOBHe KaCaTeJibl{OCTH l{a npOcpHJie B ero Cpe~Hl{l{OM llOJIO)Kel{HH, a TaKme, lJT06bi 
MOrJIH 6biTb HCllOJib30Bal{bl YCJIOBWI CHMMeTpHH H al{THCHMMeTpHH llO OTl{Oillel{HIO KOCH COllJia. 
3TH npe~nonomeaHH no3BOJUIIOT BhitJHCJIHTb TOJibi<o nonoBHRY nnoi..Qa~H. BhitJHCJitHhi no
cne~oBaTeJibHO CJie~yiOI..QHe TpH Tel.J:el{H.R:: CHat.laJia yCTal{OBHBilleeCH HeH33l{TpOllHtJeCKOe 
TetJeHHe, 3aTeM HeyCTaHOBHBWeeCH nepeXO~HOe Tet.lel{He, B KOTOpOM H36erl{yT pa3pbiB HOp
MaJibl{OH CKOpOCTH aa npOcpHJie B H;atJaJibHbiH MOMeHT H TpeTbe TelleH;He - ~eHCTBHTeJibH;Oe 

aeycraaoBHBIUeec.R: Tet~eHHe . IIpe~CTaBneaHhre 3~ecb peaynhTaTbi ~JI.R: csepxi<pmHtJeCKHX 
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856 P. LAVAL 

TeqeJUIH C y.ztapl{OH BOJIH;OH Ha .ztBYBbmyKJIOM, KOJie6JDOI1\eMC.R C MaJibiMH aMnJIHTY.ltaMH, 

npo<PHJie noKa3biBaiOT, ~0 HeyCTaHOBHBIIIHeC.R .ztBH>KeHH.R a3po~aMHqeCKHX CHJI 6JIH3KH 

~CTO CHHyCO~a.JibHbiM .ztBIDKel{H.RM, HeCMOTp.R Ha <PaKT, qTo .ztBIDKeHHe y.ztapHOH BOJIHbl 

He .RBJI.ReTc.R CHHYCOH.ztllJibl{biM, a TaloKe, ~o CTaiUfOHapHoe pemeHue nonyqaeTc.R npaKTH

qecKH Y>f<e nocne .ztByx .QHKJIOB. 

Introduction 

LE PROBLEME de l'ecoulement instationnaire autour d'un profil oscillant peut etre traite cor
rectement par la theorie linearisee classique si cet ecoulement est purement subsonique ou 
supersonique. Mais cette theorie, basee sur une linearisation par rapport a un ecoulement 
uniforme dans l'hypothese de perturbations harmoniques en fonction du temps, n'est 
plus valable lorsque l'ecoulement autour du profil devient supercritique et a fortiori 
lorsqu'apparait une onde de choc attachee au profil. 

Une etude complete de ce probleme transsonique instationnaire, prenant en compte 
les effets non lineaires, ne peut etre effectuee que par une methode numerique et neces
site tout d'abord la connaissance de l'ecoulement stationnaire exact autour du profit. 

De telles etudes numeriques n'ont done pu etre abordees que recemment et sont evi
demment encore peu nombreuses [1-5]. Dans Ies travaux de BEAM et WARMING [1] et de 
MAGNUS et YosHIHARA [4], l'ecoulement instationnaire autour du profil est obtenu par 
integration des equations bidimensionnelles exactes qui sont discretisees a l'aide de schemas 
explicites (du troisieme ordre [1] ou du second ordre [4]). Dans la reference [4], l'ecoule
ment instationnaire autour d'un profil portant en oscillation harmonique (autour d'un axe 
fixe) est calcule pendant une periode alors que dans la reference [1], oil l'on etudie l'ecoule
ment sur une plaque plane mise instantanement en mouvement et sur un profil en rotation, 
on utilise la methode de "reponse" a une mise en mouvement instantanee, les coefficients 
aerodynamiques cherches etant obtenus par transformation de Fourier des coefficients 
de "reponse". 

Dans le travail [2] BALLHAUS et LOMAX ont resolu !'equation non lineaire du potentiel 
de perturbations, complete ou dans !'approximation de basses frequences. Cette equation 
est discretisee a l'aide d'un schema semi implicite et les calculs sont effectues sur un profil 
mis instantanement en mouvement ou se deformant en fonction du temps. 

La methode d'EHLERS [3], dans laquelle les equations sont linearisees autour d'un 
ecoulement de base uniforme dont la vitesse est voisine de celle du son et oil l'hypothese 
de perturbations harmoniques en fonction du temps permet d'eliminer celui-ci des equations, 
est evidemment plus approchee que les methodes precedentes et ne permet pas apparemment 
de traiter des ecoulements avec ondes de choc. Des quatre methodes pre-citees, celle de 
MAGNUS et YosHIHARA [4] semble etre la plus precise du fait que c'est la seule dans laquelle 
on calcule effectivement l'ecoulement instationnaire en fonction du temps a partir des 
equations exactes (mais elle conduit par contre a des temps de calcul tres importants dans 
le cas des faibles frequences). 

Il faut preciser que ces methodes sont relatives a des calculs d'ecoulements en atmosphere 
illimitee et que les mouvements consideres ont des amplitudes faibles et plus particuliere
ment des faibles frequences. De tels mouvements sont specialement rencontres dans les pro
blemes de profils d'ailes ou de pales d'helicopteres. 
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Le present travail a pour but le calcul de l'ecoulement transsonique sur un profil place 
dans une tuyere et anime de faibles mouvements de rotation sinusoidaux en fonction du 
temps. Le probleme que nous traitons ainsi s1mule celui de l'ecoulement dans une grille 
d'aubes en oscillation harmonique en fonction du temps et avec un dephasage de 180 
degres d'une aube a la suivante et constitue done une premiere approche du probleme 
plus general et plus complexe de l'ecoulement compressible instationnaire dans une grille 
d'aubes avec un dephasage donne d'une aube a la suivante, probleme, qui a notre connais
sance, n'a pas encore ete aborde numeriquement. 

La methode de calcul proposee est une extension de la methode instationnaire a pas 
fractionnaires mise au point precedemment [6] [7] pour· le calcul d'un ecoulement transso
nique stationnaire. Cette methode etait inspiree de la methode de MAC CORMACK [8] [9] 
et PAULLAY [9]. 

On resout numeriquement les equations instationnaires conservatives exactes, la methode 
instationnaire a pas fractionnaires consistant a diviser l'ecoulement en plusieurs regions 
de maillages differents et a decomposer dans chacune de ces regions les equations bidimen
sionnelles instationnaires en equations monodimensionnelles qui sont resolues numeri
quement a I' aide du schema explicite decentre de MAC CORMACK [10]. Cette methode permet 
ainsi de realiser un meilleur ajustement des domaines de dependance physique et nume
rique que celui des methodes bidimensionnelles ( dans lesquelles on discretise directement 
les equations bidimensionnelles) et est, par consequent, plus rapide que celles-ci. On est 
ramene, dans la region du profil par exemple, a appliquer une suite commutative de trois 
operateurs monodimensionnels pour passer du temps tau temps t+Lit. Si chacun de ces 
operateurs est applique a une equation monodimensionnelle pseudo-instationnaire, le 
produit de ces trois operateurs est consistant avec les equations bidimensionnelles exactes, 
l'erreur de discretisation etant du second ordre. La methode est done bien adaptee, en 
principe, au traitement d'un probleme instationnaire. 

On calcule ainsi successivement trois ecoulements autour du profil: l'ecoulement station
naire non isentropique, l'ecoulement instationnaire transitoire (pendant lequel on fait 
varier la vitesse normale continument de la valeur zero a celle correspondant au mouve
ment harmonique afin de ne pas imposer a un instant donne une variation· brutale de celle-ci) 
et l'ecoulement instationnaire proprement dit. 

La methode presentee est, dans son principe du moins, semblable a celle de MAGNUS 
et YOSHIHARA (4] si ce n'est que ces derniers discretisent directement les equations bidi
mensionnelles alors que nous decomposons celles-ci en equations monodimensionnelles 
comme cela vient d'etre precise et qu'ils etudient des ecoulements en atmosphere illimitee. 

1. Principe de la methode 

On etudie l'ecoulement transsonique instationnaire autour d'un profil symetrique 
oscillant, place dans une tuyere ou dans un canal a section constante, en resolvant numeri
quement les equations instationnaires exactes conservatives: 

(1.1) 
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ou: 
le vecteur U a pour composantes: 

U1 = e; U2 = gVcosO; U3 = e VsinO; U4 = E; 

0 est !'angle de la direction de la vitesse avec l'axe des x et E est l'energie totale qui, dans 
le cas considere d'un gaz parfait regulier (y = const), a pour expression E = p/(y-1)+ 

+ I/2eV2
; 

x et y sont les variables longitudinale et transversale dans le systeme d'axes fixe lie 
a la tuyere; 

les composantes des vecteurs F et G s'expriment en fonction des composantes du vec
teur U: 

F= 

U2 

p+ U~/U1 

U2 U3/U1 

_ (U4 +p) U2/U1 _ 

G = r U,:,

3

/U, ]· 
p+ Ui/Ut 

_ (U4 +p) U3/U1 

P = (y-i){U.-l/l Ui;
1

Ul}. 
On cons1dere q .. e le profit est anime, a partir d'un instant donne t 1 , d'un mouvement 

oscillatoire harmonique (autour d'un axe fixe) defini par I' angle de rotation cp(t) = O!Sinw 
(t-t1 ) dont !'amplitude est supposee suffisamment faible pqur que l'on puisse: 

a) app/iquer la condition de glissement sur le profil dans sa position moyenne a incidence 

nu/le: 
le vecteur vitesse etant defini en tout point M du profit par (figure 1): 

oil V, et Ve representent respectivement la vitesse relative et la vitesse d'entrainement et 

---- ...:::iii0--0 ....:...:;• -:::.·_--_:~---~---

FIG. 1. Condition de glissement sur le profil. 
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.Q(t) = dq;fdt = etwcosw(t-t1 ), on exprime que le vecteur V, est tangent au profil ou 
encore que les vecteurs V et Ve ont la meme projection VN sur la normale au profit: 

(1.2) {
V· n = V sin(O-q;-Oi), 

V = 
N Ve · n = .Q(t)(cos0i(x-x0 )+sin0i · Yi(x)), 

oil y = Yi(x) represente !'equation du profit, Oi(x) l'angle de la tangente au profil avec 
l'axe des x et x 0 l'abscisse du centre de rotation du profil. 

L'angle du vecteur vitesse 0 (x, y, t) est alors donne en fonction de la vitesse V(x, y, t) 

sur le profit par : 

(1.3) 
(V · n) 

0 = Oi(x)+q;(t)+Arc sin V . 
b) se donner des conditions de symetrie ou d'antisymetrie par rapport a !'axe de la tuyere, 

ce qui permet de ne calculer que la moitie du champ de l'ecoulement et done de reduire 
tres sensiblement les temps de calcul et de moitie l'encombrement en memoire. 

Plus precisement, les solutions numeriques du systeme (1.1) etant de la forme 
U(x,y, t) = U 0 (x,y)+V(x,y, t) (oil uo (x,y) est la valeur stationnaire) et les compo
santes du vecteur V(x, y, t) etant a priori faibles, on suppose que: 

(1.4) 
Ui(x, -y,t) = Ut(x,y)-Ui(x,y,t), pour i= 1,2,4, 

(on montre [11] que ces proprietes de symetrie ou d'antisymetrie ne sont stricte
ment valables que pour les solutions des equations linearisees, plus exactement pour 
les perturbations du premier ordre obtenues en developpant les solutions en fonction 
du petit parametre et representant !'amplitude du mouvement de rotation du profil). 

On peut done effectuer le simple changement de variable transversa1e, utilise prece
demment pour resoudre un probleme symetrique stationnaire [6] [7]: 

(1.5) 

(oil y = Ys(x) represente !'equation de la paroi superieure) de fa9on a se ramener a un 
domaine rectangulaire, les frontieres inferieure et superieure etant representees respecti
vement par Y = 0 et Y = 1 dans le plan transforme (figure 2), et considerer les equations 
instationnaires exactes conservatives dans le systeme de coordonnees X= x, Y, t: 

(1.1 ') 

Aucune confusion n'etant possible entre les vecteurs des systemes (1.1) et (1.1'), nous 
ecrirons dorenavant /es vecteurs du systeme (1.1') sans barres. 

Le vecteur U a maintenant pour composantes 

(1.6) 

oil r(X) = Ys(X)-yi(X). 

10 Arch. Mech . Stos. 5-6176 
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8 c 
At 

I I I : : 

h 'r ~ y h~ hJ 
i I I 1 I 
I 1 I plan phy~tque I 1 

DLI ------f--l--·------ -f---- -- L.---l~G Y;(x) F 
I I I 
I 1 I 

:: =--=--=-=--=- -~,-=- ~; = = =---- --1 : 

L----------~--------J 

A', parot superteure 8 . c· 
,--------~--r-~------~--------~, Y=1 
I I I 
I I I 
I fY I 
1 plan trdnsforme I 

I 
I I 

L------· ------------------1
• Y=O 

[J flU E' profit F' iXe G 

FIG. 2. Changement de variable transversale. 

Les composantes des vecteurs F et G sont donnees en fonction des cornposantes du 
vecteur U par les relations : 

(1.6') 

F3 
= U2 u3 D (TT ) U2 ul ' r4 = v4+pr ul' 

G2 = _!_{F3-F2 (tg0i+r'Y)}, 
r 

oil r' (X) = tgOs(X)- tgOi(X), tgOs(X) et tgOi(X) representent respectivement les pentes 
de la paroi superieure et du profil et oil 

pr = (y-l){U4 - ~ (Ul+U~)/U,}. 

On se propose de resoudre numeriquement ce probleme a l'aide de la methode a pas 
fractionnaires uttlisee dans [6] et [7] et dont nous rappelons ici le principe. 

On definit un mailllage rectangulaire dans le plan transforme X, Y a l'aide des !ignes 
coordonnees .Xj (j = 0, 1, 2, ... ,jmax) et Y1 (I = 0, I, 2, .. . , Imax). 

http://rcin.org.pl
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Si I' on connait la solution Uj,1 (au temps tn = nl1t en tousles points .Xj = jl1X et Y1 = 
= 111 Y du plan (X, Y) du systeme (1.1') et si I' on cherche a calculer Uj:';l, la fa~on la plus 
simple de proceder par decomposition de (1.1') est la suivante(*): 

(1.7) 

(1. 7') 
1 au aG 
2Tt+ ay= o. 

On peut discretiser les systemes monodimensionnels (I. 7) et 1. 7') a l'aide du schema 
aux differences decentree explicites du second ordre de MAc CoRMACK [10]: 

1n --+ 1n+ lj2 

(1.8) 

(1.8') 

n+l/2 n LJt (Fn n ) 
!L' (Lit) UJ,l = Ui.z- L1X J,z-Fi-1,1 , 

(un X 2 un+ 1/2 
j,l- j.l [ ] 

U'!+ 112 = __!._ u~ + u~+ 112 _ L1t (Fn+ 112 _ p'!+ 112) • 
1.1 2 J,l J,t L1X 1+ 1,1 J,l , 

u~+1 = U'!+1t2_~(G'!+tt2_G'!+1t2) 
!L' (Lit) jol J,l L1 y j,l J,l-1 ' 

(Uj:'; 1/2 _Y ~ Uj:'i 1) 

u~+t- _!_[u'!+1t2 + U'!+l_ L1t (G~~ -G'!+l)] 
J,l - 2 J,l J,l LJY J,l+1 J,l • 

Les caracteristiques des systemes (1.7) et (1.7') sont definies respectivement par dXfdt = 

= 2).k et dY/dt = 2p,k (k = 1, 2, 3, 4) avec: 

Vcos() I 
V cos() 

Vcos()+a ' 

Vcose-aJ 

ou h = tg()i+r'Y, b = V(sin()-hcos()) et a represente la celerite du son. 

Le schema (I. 8), (I. 8 ') Uj,t' ~ !if, ( Ll; ) !if x ( Ll; ) Uj, 1 est stable si : 

(1.9) Lit:;;; Lltx ~ Min[ IVc:s~l+a J 
(1.10) L1t ~ .dty = Min[ r~Y ·] 

!bl+a 1+h2 
• 

(*) La notation utilisee dans (1.7), (1.7') et plus loin dans (1.11) est syrnbolique. Les systemes mono
dimensionnels sont ecrits seulement pour introduire des operateurs rnonodirntmionnels de differences 
finies. 

10* 
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Cette condition de stabilite est moins restrictive que la condition de stabilite a laquelle 
est assujetti un schema bidimensionnel, mais le schema (1.8) n'est que du premier ordre 

du fait que les opOrateurs ..li'x{ ~~) et ..li'r( A;) ue commutent pas. 

On est done amene a definir une autre decomposition du systeme (1.1 ') qui conduit 
a un schema faisant appel a une suite commutative d'operateurs pour que celui-ci soit 
du second ordre. D'autre part on divise l'ecoulement en trois regions de maillages respectifs 
L1X/2, L1 Y (region 1); L1X, L1 Y (region 2) et 2L1X, L1 Y (region 3) (figure 3) et on effectue 
dans chacune de ces regions une decomposition du systeme(l.1 ')de fa9on ace qu'elle condui
se a une suite d'operateurs symetrique. On constate, compte-tenu des maillages choisis 
en pratique, que l'on a en general L1tx ~ L1ty, ce qui conduit a la decomposition suivante: 

J2 JJ parot superteure 
J, J ... 

I I I I I I I t--r- -

I I I 
I I I 

! 

I i I ---- ----

~y ,2 flx fly, flx I D.y,flx 
I 

fly, flx 1 6y~26x 
~-Q) I (!)2 

I -®-t----~7® ___ 
(2) I I 

T I I I 
I \ I 

1\ -· -r 1.- -1-L- _l -~ I I \ 
I 

- L- -L...-' f-· L.-.L. ---
praftl_/ 

~ .\:x(-¥J~r(~ ~x (¥) ~ un+l ~ I 
un 

un -tx(-¥)-ty(1t}.t r(o/).fx (.Y).._ u n42 

\\ 
n ! (-o/) t (fl t) 'f (¥) n+2 

u r 2 x r ~u 

FIG. 3. Methode a pas fractionnaires. Decomposition en operateurs commutatifs. 

dans la region 1: (tn ~ tn+ 1) 

1 au 1 aF 
4Tt+2 ax =O, 

(1.11) 
1 au aa 
2Tt+ ay= o, 

1 au 1 aF 
4Tt+2 ax = o; 

dans la region 2: (tn ~ tn + 2 ) 

1 au aF 
2Tt+ ax =O, 

(1.11') 
1 au aa 
2Tt+ ay=O~ 
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1 au aG 
2Tt+ ay= o, 

1 au aF 
2Tt+ ax = o; 

1 au aG 
2Tt+ ay= o, 

(1.11 ") 
au aF 
Tt+ 2 ax = o, 

1 au aG 
2Tt+ aY =O. 

Cette decomposition permet de discretiser les systemes (1.11 ), (1.11 ') et (1.11 ") a 
l'aide de suites d'operateurs commutatifs donnees sur la figure 3. 

11 est clair que le raccord des solutions obtenues dans les regions 1 et 2 doit etre fait 
tout d'abord au temps tn+l. Pour qu'il en soit ainsi, !'application de ces operateurs est 
realisee dans la pratique en cinq etapes: 

dans la region 1 : 
~x(~;)~Y(~;)~x(~) n+l 

Vj,l uj,l , 

dans la region 2: Uj,t 
2x (~~ )~Y (~~ ) 

-----'-----'-- UjJ 1 , 

(1.12) 

dans la region 1 : 
~ (~t )~ (Llt )~ (~t ) 

un+ 1 X 4 y l X 4 un+ 2 
j,l j,l ' 

dans la region 2: 

dans la region 3: 

Les couplages des regions 1 et 2 et des regions 2 et 3 necessitent !'utilisation de quatre 
!ignes X= const intermediaires (marquees en pointilles sur la figure 3) sur lesquelles 
les grandeurs sont calculees par interpolation lineaire. 

Pour traiter un tel probleme ou l'on rencontre de forts gradients dans les regions du 
choc et du bord d'attaque, il est necessaire d'introduire un terme de viscosite artificielle 
dans le schema numerique: connaissant le vecteur Uj~ 2 en to us les points du plan X, Y 
on calcule sa nouvelle valeur UJ.t 2 par la relation suivante: 

(1.13) iJn+2 - 1 [ 1 ( un+2 + un+2 + un+2 ) 
j,l -2 (/lx+ 2 <fJx j,l j-t,l i+t,l 

1 ( un+2 + un+2 + un+2 )] + cpy+2 <py j,l j,l-1 j,l+l ' 

ou CfJx et Pr representent des parametres de ponderation. 
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L'application de cette formule revient bien a introduire un terme de viscosite artificielle 
dans le schema puisque l'erreur de troncature introduite par (1.13) est donnee par: 

1 [ 1 L1X2 a2v 1 L1 Y2 a2u] 
2 (}?x+2 2Llt aX2 + -9?r+2 2Llt aY2 . 

On a vu dans [6] et [7] que, dans le cas d'ecoulements transsoniques stationnaires avec 
chocs, les valeurs prises pour les deux parametres 9?x et 9?r etaient telles que cette erreur 
etait du second ordre [O(LlX2) et O(Ll Y2)] dans les regions 2 et 3 et du premier ordre 
[O(LIX) et O(LI Y)] dans la region du profil ou ces parametres etaient done definis par: 

(1.14) 
Llt 

4( (}?x + 2) LlX "' 0(1) et 
Llt 

4((j?y + 2) L1 y "' 0(1). 

Ce qui importe, dans le probleme considere ici, c'est que ce terme de viscosite artificielle 
soit suffisamment faible pour ne pas cacher les perturbations instationnaires qui doivent 
etre elles-memes petites. Pour qu'il en soit ainsi on peut definir les parametres 9?x et 9?r 
en fonction des pas de progression LlX et L1 Yet du petit parametre ex representant I' ampli
tude du mouvement de rotation du profil: 
en effet, d'apres la relation (1.13), on a: 

- 1 [ L1X2 a2v LIY2 a2 u] 
V(X,Y,t)=V(X,Y,t)+2 9?x+2 ax2+9?r+2 ay2. 

La solution U(X, Y, t) sera de la forme: 

U(X, Y, t) = U0 (X, Y) + V(X, Y, t) 

(suivant les notations adoptees au debut de ce paragraphe) et les perturbations instation
naires U(X, Y, t) etant supposees petites seront a priori de la forme: 

U(X, Y, t) = cxU< 1>(X, Y, t)+O(cx2). 

On aura done: 

- " 1 [ LIX2 a2Uo L1 Y2 a2V 0
] 

U(X, Y, t) = V
0

(X, Y)+cxV<1>(X, Y, t)+l 9?x+ 2 ax2 + 9?r+ 2 ay2- +0(cx2) 

( 
cxL1X2 cxLl Y 2 ) +0 ---

2((/?x + 2)' 2((]?r + 2) · 

Pour que le terme predominant cxU<1> des perturbations instationnaires ne soit pas 
efface par cette formule de lissage ou encore pour que U(X, Y, t) soit egalement de la forme: 

V(X, Y, t) = U 0 (X, Y)+cxV~(Y, X, t)+O(cx2), 

il faut done que le terme de viscosite artificielle soit de l'ordre de cx 2
, c'est-a-dire que les 

parametres (j?x et (j?y doivent etre choisis de telle sorte que: 

(1.15) 
Llxz L1 y2 

2((}?x+2)"' O(cx2) et 2((}?r+2) "'O(cx2). 

Les conditions (1.14) et (1.15) peuvent, dans certains cas, conduire a des valeurs assez 
differentes de ces parametres. En d'autres termes, d'une fa<;on generale, le calcul de l'ecou
lement instationnaire necessite un terme de viscosite artificielle plus faible que celui du 
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calcul de l'ecoulement stationnaire. Les parametres de ponderation seront done choisis tout 
d'abord de facon a satisfaire les conditions (1.14) dans la region I, puis on fera varier 
ceux-ci lineairement pendant la periode transitoire (qui sera definie ci-dessous au para
graphe 2) de facon a aborder le calcul de l'ecoulement instationnaire proprement dit avec 
des valeurs compatibles avec les conditions (I.15). 

2. Conditions sur les frontieres 

2.1. Conditions sur les frontieres inferieure (Y = 0) et superieure (Y = 1) 

2.1.1 Conditions sur le profil. On nippelle que l'on calcule successivement trois 
ecoulements autour du profil : 

l'ecoulement stationnaire asymptotique non isentropique (vitesse normale VN nulle 
sur le profil, t ~ t0 ) ; 

l'ecoulement instationnaire transitoire (t0 ~ t ~ t 1 ) pendant lequel on fait varier VN 
continument de la valeur zero a celle correspondant au mouvement harmonique afin 

. de ne pas lui imposer une variation brutale. Plus precisement cp(t) est determine pendant 
cette periode transitoire en s'imposant les conditions suivantes: cp(t0 ) = cp' (t0 ) = cp" (t0 ) = 0 
(etat stationnaire a !'instant t0 ) et cp(t1 ) = 0, cp'(t1 ) = cxw, cp"(t1) = 0 (mise en mouvement 
harmonique a !'instant t 1). 

Les fonctions cptf) et !J(t) = dt (intervenant dans la relation (1.2)2 donnant VN = 

= Ve · n) sont definies ici par la solution polynominale: 

(2.I) 

, t-t0 ou z(t) = ---. 
t1 -t0 

cp(t) = cxw(t1 -t0)z3 ( -3z2 +7z-4), 

!J(t) = cxwz2
( -I5z2 +28z-I2), 

l'ecoulement instationnaire proprement dit dil au mouvement oscillatoire harmonique 
donne (t ~ t1 ) 

(2.2) 
cp(t) = cxsinw(t-11), 

!J(t) = cxwcosw(t-t1 ). 

2.1.2 Conditions sur I'axe: pendant la premiere phase (calcul de l'ecoulement stationna
ire): on a les conditions de symetrie et d'antisymetrie d'un ecoulement stationnaire: 

(2.3) 
Ui(X, - Y, t) = Ui(X, Y, t) avec i = 1, 2, 4, 

pendant les deux phases suivantes (calcul de I'ecoulement transitoire et de l'ecoulement 
instationnaire) il fa ut distinguer deux regions: 

a) regions en amont du profil et en aval du sillage: d'apres les conditions de symetrie 
et d'antisymetrie (relation 4), les composantes ul' u2 et u4 sont stationnaires: 

(2.4) Ui(X, 0, t) = Ut(X, 0) (pour i = I, 2, 4) 

et la composante u3 est determinee en tenant compte de la symetrie de u3 (1.4)2. 
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Sillage : 

P=P 0 (x,o), P=P 0 (x,o) 

2 grandeurs calculees 

bard de fuite : (point 8) 

Condition de Kutta- Joukowsky : 

_!_ ( v2_ v_2) =- ar 
2 \ + at 

~ ~ 
2 u o u = _ _!__ f ( u + v t 9 e,. d x) 

8 8 Jt c+ 

-~ parte par !'axe de symetrie du profil: 

FIG. 4. Conditions au bord de fuite et sur le sillage. 

P. LAVAL 

b) bord de fuite et sillage En chaque point du sillage que l'on suppose confondu avec 
l'axe de la tuyere (figure 4) les composantes de la vitesse u (suivant x) et v (suivant y), 
la pression p et la masse volumique (! n!pondent aux conditions de symetrie et d'anti
symetrie: 

(2.4') 
u+ = U

0 + a, V+ = v, P+ = p 0 +p, 
u_ = U

0
- u, V_ = v, P- = p 0 -p, 

oil l'indice 0 est relatif a l'etat stationnaire. 

r!+ = eo+e 
0 "' e- = e -e 

On ecrit I' equation de Bernoulli en deux points de part et d'autre du sillage et on suppose 
que l'entropie est continue a la traversee de celui-ci. On obtient alors par difference (p et e 
etant localement continus): 

(2.5) 
ar 
at 

oil 4> et r representent respectivement le potentiel et la circulation autour du profil. 
Au bord de fuite, ou plus precisement au point B, premier point du maillage sur l'axe 

en aval du bord de fuite (u~ =f. 0), on utilise !'equation (2.5) sous la forme: 

dF (2.5') 
dt 
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(-}(Vi- V~) = 2u•u d'apri:s les conditions (2.4')), pour determiner Us connaissant la 

circulation autour du profil F = 4>+ -4>- qui est donnee par 2 f (u+vitgO)dx, comptete-
c+ 

nu des conditions de symetrie et d'antisymetrie relatives aux composantes de la vitesse 
sur le profil. On determine d'autre part v8 en considerant qu'au point B le vecteur vitesse 
relative vr est porte par l'axe de symetrie du profit, clans le systeme d'axes relatif lie au 
profil. On obtient ainsi: 

(2.6) 

sur le sillage on a, comme au bord de fuite; 

p(X, 0, t) = p 0 (X, 0), e(X, 0, t) = Q0 (X, 0) 

et la determination des composantes u et v (ou U2 et U3 ) sera precisee un peu plus loin. 
Le pro cede de resolution sur la frontiere Y = 0 est done le suivant : 
o:) pendant la premiere phase: 
Les operateurs !l' xY sont appliques comme sur les autres lignes Y = const mais en 

tenant compte de la condition de glissement 0 = Oi(X) sur le profil. 
On calcule tout d'abord les quatre composantes de U par application de !l' x et on en 

deduit les nouvelles valeurs des composantes u2 et u3: 

U2 = y'U~+U~cosO, 
(2.7) 

U3 = yU~+ UhinO, 

avec () = Oi(X) (profil) et 0 = 0 (axe). 
L'operateur !l' r n'est pas utilise sur cette frontiere mais les composantes du vecteur 

U sont determinees par extrapolation parabolique sur le profit en tenant compte de la 
condition de glissement et par interpolation parabolique sur l'axe (conditions de symetrie 
(2.3) 1 ) suivant les !ignes X = const. 

{J) pendant les deux phases suivantes: 
sur le profit: 
Le procede de resolution est le meme que celui defini clans la premiere phase, si ce 

n'est que la valeur de 0 qui intervient clans (2.7) est donnee cette fois par la relation (1.3), 
clans laquelle on prend : 

V= V U~+U~ 
ul 

et g;(t) et Q(t) 

sont fournies par les relations (2.1) (deuxieme phase) ou (2.2) (troisieme phase). 
sur l'axe: 

a) regions en amont du profil et en aval du sillage: 
Les trois composantes U1 , U2 et U4 sont donm!es par (2.4). Pour determiner la compo

sante U3 , les operations faisant intervenir !l' x ne sont pas modifiees mais celles portant 
sur !l' r sont remplacees par la condition de symetrie relative a U3 (1.4)2 • On obtient par 
interpolation parabolique: 

(2.8) 
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b) bord de fuite et sill age: 
On obtient au bord de fuite, par discretisation de la condition de Kutta-Joukowsky 

(2.5'), la valeur de u;+l connaissant u; et la circulation sur le profil aux temps tn = nLJt 
et tn+ 2 = (n+2)LJt: 

oil l'indice A est relatif au dernier point de calcul sur le profil. La perturbation v8 est 
donnee par (2.6) et on en deduit les composantes U2 et U3 au point B: 

sur le sill age : 
Les composantes U2 et U3 sont calculees de la fa<;on suivante: les operations faisant 

intervenir !l' x ne sont pas modifiees, mais au lieu de discn!tiser I' equation: 

1 au aG 
2Tt+ ay= o, 

on obtient u2 par extrapolation parabolique et u3 par interpolation parabolique (2.8). 
p 0 r 1 U~+ U~ 

On a par ailleurs au point Bet sur le sillage: U1 = nor et U4 = -- + 
2 

--------=---
~:: y-1 eor 

2.1.3 Conditions sur la frontiere Y = 1. Le procede de resolution sur cette frontiere 
est le meme pour les trois phases de calcul: 

on applique sans modification les operateurs !l' x en calculant tout d'abord les trois 
composantes U1 , U2 et U4 puis U3 = U2 tgOs(X) et au lieu d'appliquer l'operateur !l' r 
on calcule Ies composantes du vecteur U par extrapolation parabolique en tenant compte 
de la condition de glissement U3 = U2 tgOs(X). 

Les valeurs ainsi obtenues sur ces frontieres au temps tn+ 2 (avec n = 2, 4, 6, etc ... ) 
deviennent apres lissage (celui-ci ne faisant appel qu'aux points de la frontiere consi
deree) 

(1.13') iJn+2 _ 1 ( un+z +U"+2 +Vn+2 ) 
i.l - CfJx + 2 CfJx i.l i-l,l i+l,l , 

exception faite des composantes U1 , U2 et U4 qui sont connues sur l'axe lors des deux 
dernieres phases: Ui(X, 0, t) = Ut(X, 0) (en amont du profil et en aval du sillage). 

Un traitement particulier tenant compte des conditions au bord d'attaque est employe 
pendant la premiere phase du calcul: les valeurs d'arret UA de l'etat stationnaire en ce point 
sont utilisees pour corriger les valeurs obtenues aux deux points £ 1 et E2 du maillage 
situes de part et d'autre du point E (sur la frontiere Y = 0) dans la formule (1.13') (figure 5). 

On utilise en ces deux points les formules de lissage suivantes: 

(2.9) 
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FIG. 5. Traitement des deux points voisins du 
bord d'attaque. 

/ 
E,/ 

/

i 

-·-·X--§>< f : 
I I I I I 
I I I I I 
: : I I I 
I I X I I 

-- --~---~-6~~--~-- y.o 
xk-4' xk_, xk x*•' 

(2.10) 

avec 

Lors des deux phases de calcul suivantes, la vitesse d'entrainement Ve, au point E, 
se reduit a sa composante verticale ve: Ve = Ve = .Q(t) (xE- x0) et le vecteur UE est alors 
defini par: 

l
eA 
-eA Vesincp 

UE = r ,~ (l Vecoscp . 

PA 1 eAv; 
y-1 +2---2-

Les fonnules (2.9) et (2.10) seront respectivement utilisees en E1 (pour U3 seulement) 
et en E2 • 

2.2. Conditions sur les frontieres amont (X= 0) et aval (X= Xmax) 

Pour le probleme instationnaire considere ici, il est necessaire de considerer les domaines 
de dependance physique dans les sections d'entree et de sortie pour determiner le nombre 
de variables que l'on peut se fixer dans ces sections. Reportons nous done aux systemes 
(1.11 ") d'equations monodimensionelles utilisees dans la region 3 en amont et en aval 
de la tuyere et plus precisement au systeme (1.11 "h: 

ov oF 
Tt+ 2 ox= o, 
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dont les caracteristiques sont definies par: 

f VcosO I 
dX lvcosO 

dt = 
2

jvcos0+aj · 

VcosO-a 

P. LAVAL 

Si l'ecoulement est subsonique dans la section d'entree (figure 6a), il est clair que l'on 
peut se donner trois grandeurs dans cette section (etant donne que les informations ne 
proviennent de l'aval que par la caracteristique c-) mais qu'il faut calculer la quatrieme. 

t 

d t 1 
dx=2Vcose 

ou 
X:.XmdX 

a) 

b) 

au oF 
FIG. 6. Caracteristiques du systeme -- + 2- = 0. at ax 

a) Domaine de dependance (ecoulement subsonique). 
b) Domaine de dependance (ecoulement supersonique). 

De la meme fa~on dans la section de sortie: 
si l'ecoulement est subsonique (fig. 6a) on ne peut se donner qu'une seule grandeur et 

il faut calculer les trois autres (qui doivent etre compatibles avec la premiere), 
si l'ecoulement est supersonique (fig. 6b) il faut calculer les quatre grandeurs. 
Le procede de resolution est done le suivant: 
a) sur la frontiere aval (X= Xmax): 

On utilise le schema U"+ 312 = 2x(L1t)Un+1t2 pour calculer les composantes Ui dans la 
section de sortie (i = 1, 2, 3 et Poo donne si l'ecoulement est subsonique; i = 1, 2, 3, 4 
si l'ecoulement est supersonique) en utilisant deux fois une difference retardee pour appro-

cher OF/OX dans le schema. On applique d'autre part l'opt\rateur .P y ( ~~) pour calculer 

les 3 (ou 4) composantes du vecteur U (suivana: X= Xmax) et les grandeurs calculees sur 
cette frontiere, au temps tn+ 2 , sont lissees comme les valeurs obtenues aux points inte
rieurs: 

(1.13") U-n+2 _ 1 ( Tm+2+Un+2 +Un+2 ) 
j,l - ffy + 2 ffy Uj,l j,l-1 j,l+1 • 

b) sur la frontiere amont (X = 0): 
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Si l'on considere l'ecoulement dans un canal dont la paroi a une pente nulle (com.me 
dans les applications presentees ici) ou dans une tuyere dont la paroi a egalement une pente 
nulle dans la section d'entree, on pourra se donner dans cette section les grandeurs suivan-

tes () = 0, M c:o et Pc:o. Dans ces conditions le gradient ;~ est nul dans la section d'entree 

(relations (1.6')). 11 suffit done d'utiliser une equation du systeme monodimensionnel 

~~ + :; = 0' au lieu de passer par le systeme a pas fractionnaires ( 1.11. ")' pour calculer 

la quatrieme grandeur, par exemple U1 , au temps tn+ 2 , connaissant celle-ci au temps tn. 

On discretise cette equation a l'aide du schema aux differences decentrees du second 
ordre [12]: 

cu~n~,2 = cu~n.,- ~~ (CF1)~.,-(F1n.,). 

( Ut)o+,,2 - 1 {cu )n + (U )n+2 Llt ((F )n+2 (F )n+2] - 2 1 o.1 1 o.1 - Llx 1 1.1 - 1 o.t 

+ ~~ [ (F,)~,- 2(F,)j ·' + (F,n..I} . 

On a, d'autre part, en chaque point de cette section: 

Le procede de calcul ainsi utilise dans les sections d'entree et de sortie, qui est plus 
simple que celui qui consiste a employer des relations de compatibilite suivant les caracte
ristiques [13] [14], s'est avere satisfaisant a condition d'introduire dans la formule de 
lissage de la grandeur calculee dans la section d'entree, un terme de convection aujax, 
correspondant a une propagation des perturbations vers l'amont, en plus du terme de 

dissipation ;~~ figurant deja dans (1.13"): 

(1.13"') (1:\ )~~/ = -} { 9'r ~ 2 [ q:>,{U,JQ;,2 + ( U,)~;,i, + ( u,n;,~ d 

+ 9'x ~ 2 [ g>x(U,)O:,Z + ( U,)i;,2 + ( U,)W]} · 

(On verifie en effet que les premiers termes du developpement de Taylor du second membre 
font apparaitre ces termes de dissipation et de convection: 

- ( _ 1 2 82 U1 1 au1 
U1 0, Y, t)- U1(0, Y, t)+ 2 (9Jy+ 2)L1Y .. (Jy2-+ 2 (9Jx+ 2)L1X ax · 

3. Resultats 

3.1. Exemples traites et definitions 

Les n5sultats presentes concernent des calculs d'ecoulements sur un profil biconvexe 
de longueur c, d'epaisseur e, place dans un canal dont la demi-hauteur hest constante 
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(fig. 7). Le profil est anime d'un mouvement harmonique, autour d'un axe fixe passant 
par son centre, de frequence reduite k et d'amplitude ex. 

Les conditions de calcul sont les suivantes: 

r = 1, 4, MOC) = 0,85, !___ = 8,4%, 
c 

h 
-c=2, k =WC = 1 6· 

V '' 

Le maillage (X, Y) est de 91 (dont 34 sur le profil) points sur 17 points. Les calculs 
ont ete effectues sur CII IRIS 80. 

A D 
(/ ( ( /(( ( (((//( / ((((/(///(/(/ / (((/(///((((( / ( ( /( / ( /(((((/(((/((((//((//(({ 

I 
I 
I 
I 
I 
I • 

__.:A=2 
- le M

00
-0.85

1 
I 
I 

: .!!.. = 8,4% 

h·-·- · - · -·-·----~----·-·-·-·-·- - --- ·-· -·--{:rAx 
1C I : G1 
1 XE = 2 I 1 X,.,Ax- XF = 3 I 
I c I I c I 
~---~--------~~--------;~----------~--------------~ 

FIG. 7. Profit biconvexe place dans un canal. 

On definit les coefficients de force normale et de moment, que I' on note Cit et M+, 
ne faisant intervenir que la valeur de la pression p+ = p(X, 0, t) calculee d'un cote du 
profil (extrados): 

Cit(t) = KOC) f [p(X, 0, t)-p 0 (X, 0, t0 )]dX = Cit(t)-Cit(to), 

(3.1) 
c+ 

M+(t) = KOC) f f(X) [p(X, 0, t)-p0 (X, 0, t0 )]dX = M+(t)-M+(t0 ), 

c+ 

3.2. Phase stationnaire 

On considere que l'etat stationnaire est obtenu sur le profillorsque les deux conditions 
suivantes sont satisfaites pendant vingt iterations successives (2L1t entre deux iterations): 

-.dCJ = !Cit(t+2.dt)-Cit(t)l ~ e et L1M+ = IM+(t+2L1t)-M+(t)l ~ e, 

avec e = 5 x 10- 4 (O(.dX2
) ). 

-L1Cit et .dM+ sont decroissants. 

c+ Ct) -M+ Ct) 
Les quantites /(t) = T et J(t) = S (ou S est la surface du profil) sont 
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representees en fonction du temps sur la figure 8. L'etat stationnaire est obtenu sur le 
profil au bout de 620 iterations, ce qui represente un calcul d'environ 90 minutes. 

J ( t) = - Kt» l f (X ) p d X 

S C+ I 
1,4 ~---1--___:-t------+1~-------::±:r-=---====t~ 

1~----~----~--------~~----------r-----------t--

'~~.........--~ 
0,6·~----~-~~~---------+-----------r-----------t--

0 

3,3[==]-===r~~~~=t==~-~- ~-~- -~tj ~=====t----3. 1 ~---+-- --t---· -r 
I ~ 

N (nombre d'iterationd __ 

0 250 300 400 500 600 

FIG. 8. Obtention de l'etat stationnaire. Evolution des integrales l(t) et JV) en fonction du temps. 

3.3. Phase transitoi~e 

Le profil est ensuite anime d'un mouvement instationnaire transitoire (relation (2.I)) 
pendant cent iterations (2L1t entre deux iterations) ce qui correspond approximativement a 

une demi-pOriode ( w(t ',- lo) - I) du mouvement harmonique. 11 fa ut bien prOciser que 

cette phase transitoire, introduite pour eviter une variation brutale de la vitesse normale 
VN a un instant donne, est effectivement necessaire pour la frequence etudiee (k = I' 6) 
etant donne que VN est alors proportionnelle a rx a !'instant tl (on pourrait vraisembla
blement imposer brutalement un mouvement harmonique si I'on etudiait des frequences 
faibles (k ~ 0,2) pour lesquelles VN serait proportionnelle a rx 2

). 11 importe de souligner 
que cette phase transitoire permet d'eviter !'apparition d'oscillations dans les resultats 
numeriques au debut de la phase instationnaire proprement dite et que par ailleurs les 
essais effectues sur sa duree ont montre qu'elle n'avait pas d'incidence sur les resultats 

. . . (d' w(t-t1) I) mstatwnnatres es que :n: ~ T · 

3.4. Phase instationnaire 

3.4.1. Analyse des resultats. Les repartitions de pression sur le profil, relatives a 
l'etat stationnaire et a quatre instants du mouvement harmonique d'amplitude rx = 3°, 
sont representees sur la figure 9. On constate qu'aux instants 1 et 2, qui correspondent 
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--::__~_i ~=a sin w ( t -t1) 

I 
I 

ecoulement i 

stationnaire 
0, 5 --+------ --+- ----t-- ------'ilt--------1 

FIG. 9. Ecoulement instationnaire autour d'un profil oscillant (IX = 3°) autour de son centre. 

approximativement a deux maxima relatifs de !'angle de rotation du profil et du coeffi
cient de force normale CJ (fig. 10), les repartitions depression sont pratiquement symetri
ques par rapport a la repartition de pression stationnaire en amont de la zone de choc 
(pour xfc < 0,8) mais que, par contre, les deux positions correspondantes du choc ne 
sont pas symetriques par rapport a sa position stationnaire. Aux instants 3 et 4, qui cor
respondent approximativement a deux maxima relatifs du moment M+ (fig. 10) et pour 
lesquels le profil est voisin de sa position moyenne, on remarque que la pression subit 
une vari~tion relativement importante par rapport a sa valeur stationnaire dans la partie 
avant du profil (xfc < 0,25) alors que les deux positions instationnaires du choc sont 
tres voisines de sa position stationnaire. 

http://rcin.org.pl



CALCUL DE L'ECOULEMENT INSTATIONNAIRE TRANSSONIQUE AUTOUR . . . 875 

La figure 10, sur laquelle sont representees les evolutions des coefficients de force 
normale CJ et de moment M+ (definis par (3.1)) en fonction du temps, montre que ceux-ci 
ont une allure nettement periodique (du moins au bout d'une periode w(t- t1)/n > 2)
le CJ est presque en phase avec l'angle de rotation cp du profil -, le moment M+ est 
approximativement dephase d'une demi-periode par rapport a cp- et que le regime per
manent semble pratiquement etabli des la deuxieme periode. 
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0 0 
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w (t-t1)jn 

FIG. 10. Ecoulement instationnaire autour d'un profil o~cillant (!X = 3°) autour de son centre. £volutions 
des coefficients de force normale (CJ) et de moment (M+) en fonction du temps. 

Avant de preciser ces resultats qualitatifs par une analyse de Fourier, on notera tout 
d'abord que ces forces instationnaires ne sont pas symetriques par rapport a Ieurs valeurs 
stationnaires nulles (profil symetrique sans incidence) mais que l'on obtient en fait pour 
valeurs moyennes (CJt /(crx) = -0.451 et (M+t /(Srx) = 3,386 si I' on calcule celles-ci 
sur une ou deux periodes. 

Si l'ecoulement verifiait exactement les proprietes de symetrie et d'antisymetrie, on 
devrait a voir: 

---J (p+-p-)dx = Cft 
1 2 -2eoo Voo 

( defini en (3.1)) puisque on aurait alors p+ - p- = 2(p+ - p 0
) et de meme 

11 Arch. Mech. Stos . 5-6176 
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et en regime oscillatoire etabli les valeurs moyennes devraient etre nulles, ce qui n'est pas 
le cas sur la figure 10; en effet ces proprietes ne peuvent etre verifiees dans la region du 
choc, comme on le voit sur la figure 9. Aussi est-il plus correct de definir la pression cote 
intrados obtenue a une incidence ({J comme etant egale a la pression calculee a !'extrados 
a !'incidence- q;, ce qui est rigoureusement verifie en regime etabli. De cette fa~on on 
retrouve bien pour le coefficient de force normale CN et du moment M des valeurs moyennes 
nulles en utilisant les resultats numeriques sur une seule periode. Notons que les hypo
theses de symetrie et d'antisymetrie faites au depart n'interviennent ainsi dans le calcul 
numerique que par certaines conditions aux limites sur l'axe Y = 0 (2.1)2 • 

L'influence de !'amplitude du mouvement sur les forces instationnaires a ete etudiee 
en effectuant un autre calcul pour ex = 1,5°. La figure 11 montre que les coefficients de force 
normale et du moment sont des- fonctions quasi-lineaires de !'amplitude ex. De fa~on plus 
precise, la loi de variation du coefficient de force normale CjJ" en fonction du temps etant 

5 ctj(cw:a. 

/' .. '1-
- Jtr 

- Jtr 
- Jtr 0 

Jtr 

-·=~-"= 

'f/a. 
1 _, 

'"to= 0,85 k= wc/V.O = 1,6 
e fc =8,~·; • . h/c =2 

-~-~-:Jf~ a. sin w( t -t1) 

• • • 

0 ,. 

-tr-------T-~--~~------~~--~~------~~~~ 

FIG. 11. Evolutions des coefficients de force normale (C~") et de moment (M+) en fonction du temps, 
sur un profit oscillant, pour deux valeurs de !'amplitude: • ex = 3°, x = 1,5°. 
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c+ c: 
de la forme: _N_ = (Ctt+(Ct)1 (t), on peut constater que les deux variations de 

C~ Ca 

en fonction du temps ne different que par leurs valeurs moyennes ((Ct)o = <c;;o ~ 
~ -0,45 pour a= 3° et (Ctt ~ -0,7 pour a= 1,5°) mais que (Ct)1 (t) est pratiquement 

independant de !'amplitude. 
3.4.2. Interpretation des resultats par analyse de Fourier. L'analyse de Fourier des for-

ces instationnaires, obtenues pour un mouvement harmonique d'amplitude a = 3°, 
a ete effectuee sur une periode de leur mouvement en ne retenant que les quatre premieres 

harmoniques : 

f + ( t) ~ . ( 2nit ,~,.) T = ao+ L.J ai sm -y +~Pi , 
i=l 

- w(tp-t1) w(tp-t) 
ou t = t- tp avec ~ 2 pour le Ct et 1 

"' 3,38 pour le moment M+ 
n n 

(fig. 12). 

Mf/0=0,85 
e/c = 8,+.•1. 

k= wc/v_=~6 

h/c=2 

• --

- -- ~(t-t,) /• 
5'...... .. 

FIG. 12. Evolutions des coefficients de force normale (Ct) et de moment (M+) en fonction du temps sur 
un profil oscillant (oc = 3°) autour de son centre. 

11* 
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Les coefficients obtenus figurent dans le Tableau 1. 

Tableau 1 

ao a1 a2 a3 a4 

CJ/(C·rx) -0,451 3,969 0,035 0,006 0,002 
M+j(S·rx) 3,386 15,005 0,679 0,030 0,040 

cpl cp2 cp3 cp4 
CJ/(C·rx) 0,075 0,897 0,576 1,519 
M+j(S· rx) -0,2)2 -1,321 0,369 0,095 

Cette analyse montre que le mouvement du coefficient de force normale est presque 
sinusoidal. On peut voir en effet sur la figure 12 que, apres la premiere periode (w(t- t1 )/ 

fn > 2), la valeur calculee peut etre representee de facon tres satisfaisante en ne retenant 
que la premiere harmonique. La variation du coefficient de moment s'ecarte davantage 
d'une loi sinuso1dale puisque le coefficient a2 de la seconde harmonique n'est pas negli
geable. On remarque cependant sur la figure 12 que les resultats obtenus sont assez bien 
representes (a partir de la seconde periode (w(t-t1 )/n > 1,5) par un devoloppement de 
Fourier limite a la premiere harmonique. 

11 n'est evidemment pas etonnant que les forces instationnaires ne soient pas pure
ment sinusoidales, cela est du aux effets non lineaires et on a constate precedemment que 
le mouvement du choc n'etait pas sinusoidal. Si neanmoins, le mouvement des forces 
instationnaires s'ecarte relativement peu d'un mouvement harmonique, c'est que, pour 
les faibles amplitudes etudiees, le deplacement du choc n'est pas tres important (fig. 9). 

Ces resultats corroborent ceux de MAGNUS et YosHIHARA [4], obtenus dans le cas de 
l'ecoulement transsonique avec choc sur un profil portant (a = 2°), qui montrent que 
le mouvement du coefficient de force normal est voisin d'un mouvement sinusoidal alors 
que celui du moment s'en ecarte davantage. 

Enfin cette analyse de Fourier confirme que, pour la frequence etudiee k = I ,6, il 
suffit de calculer l'ecoulement instationnaire pendant deux periodes pour obtenir un 
regime quasi permanent puisque, comme le montre la figure 12, les deuxieme et troisieme 
periodes du mouvement des forces globales instationnaires sont pratiquement identiques. 

4. Conclusion 

Les resultats presentes concernent des calculs d'ecoulements instationnaires supercri
tiques avec choc sur un profil biconvexe anime d'un mouvement oscillatoire harmonique 
de frequence reduite k = wc/Voo = 1,6 et d'amplitudes a = 1,5 et 3 degres. lis ont montre 
que la presente methode permet de caracteriser les perturbations instationnaires pour 
de tels ecoulements et ont permis de faire ressortir les points suivants : 

les variations des forces locales instationnaires sur le profil sont pratiquement sinu
soidales sauf dans la region du choc, mais son de placement n'etant pas tres important pour 
les amplitudes etudiees, les variations des coefficients de force normale (CN) et du mo
ment (M) sont relativement proches de sinusoides, surtout celles de CN ; 

http://rcin.org.pl



CALCUL DE L'ECOULEMENT INSTATIONNATRE TRA,NSSONIQUE AUTOUR ... 879 

les forces instationnaires globales sont des fonctions quasi-lineaires de !'amplitude a, 
ce qui justifie l'hypothese de linearite qui a permis d'appliquer la condition de glissement 
sur le profil dans sa position moyenne et de se donner des conditions de symetrie ou 
d'antisymetrie par rapport a l'axe de la tuyere; 

le regime permanent est pratiquement etabli au bout de deux periodes, ce qui repre
sente un temps de calcul d'environ 90 minutes (le calcul de la phase transitoire etant in
clus) sur CII IRIS 80 pour la frequence etudiee k = 1,6 et une duree totale de 180 minutes 
pour calculer successivement les trois ecoulements : stationnaire, transitoire et instation
naire. 

La frequence utilisee, deja relativement elevee, a ete choisie de fa9on a pouvoir tester 
la methode sans etre conduit a des temps de calcul prohibitifs sur l'ordinateur employe. 
Le domaine des frequences faibles (k < 0,4) presente un plus grand interet pratique et 
on dispose pour celui-ci de resultats experimentaux. Mais, etant donne que la duree des 
calculs de la phase instationnaire est inversement proportionnelle a la frequence, !'appli
cation de la methode a ce domaine necessite une machine beaucoup plus rapide. Dans 
ces conditions, la methode devrait pouvoir etre etendue au calcul de l'ecoulement trans
sonique instationnaire dans une grille d'aubes avec un dephasage donne d'une aube a la 
suivante. 
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