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884.

NOTE SUB LES SURFACES MINIMA ET LE THEOREME DE 
JOACHIMSTHAL

[From the C0w7)ies Rendus, t. cvι. (1888), pp. 995, 996.]

I. La seule surface minima r^gl6e est Γhelicoιde a plan directeur: ce beau
thdoreme de M. Catalan se dcmontre par des considerations geom6triques tres simples.

Soit un systeme de droites ..., P, Q, R, ..., tel que, pour trois droites successives 
P, Q, R quelconques, tout plan ∏' perpendiculaire a Q rencontre les trois droites en 
des points p', q', r, situes sur une droite. En particulier, si qr est la distance la 
plus petite des droites Q et R, le plan perpendiculaire ∏, qui passe par le point q,
passera par le point r et rencontrera la droite P en un point p, tel que les points
p, q, r seront sur une m⅛me droite Λ, perpendiculaire a, chacune des droites P, Q, R∙, 
c’est-a-dire, chacune de ces droites rencontre perpendiculairement une seule et meme 
droite Λ. Cela etant, pour que les points de rencontre p', q', r αnqc, un autre plan 
∏' soient sur la meme droite, il faut encore une condition; et, en supposant (ce que 
Γon peut faire sans perte de ge'neralite) que les distances pq, qr soient egales, cette 
condition sera: que Γinclinaison des plans (PA, QΛ) est egale a Γinclinaison des
plans (QΛ, PΛ).

En considerant de m⅛e les droites Q, R, S, on dcmontre d’abord que la
droite rencontre perpendiculairement la droite ∙ Λ; puis, en supposant que les
distances qr, rs soient egales, on obtient la condition que Γinclinaison des plans
(QΛ, PΛ) est ^gale a celle des plans (PΛ, iSΛ), et ainsi de suite: savoir, on obtient 
une sdrie de droites ..., P, Q, R, ..., qui rencontrent perpendiculairement la droite 
Λ et sent telles qu’en supposant que les distances ..., pq, qr, rs, ... soient egales, 
les inclinaisons ..., (PΛ, QA.}, (QA, RA), {RA, 8A),... sent dgales: c’est-a-dire, en 
considdrant des droites ..., P, Q, R, S, ... cons0cutives, on a les generatrices d’une 
hdlico’ide έ. plan directeur; et Γon voit ainsi que cette surface est la seule surface 
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reglee, qui est telle que tout plan perpendiculaire a πne generatrice quelconque 
rencontre la surface selon une courbe qui a, au point de rencontre avec la generatrice, 
une inflexion (ou, ce qui est la naeme chose, un rayon infini de courbure). Mais, 
comme Γavait remarque M. Catalan, c’est la la condition pour que les deux rayons 
principaux de courbure soient dgaux et opposes, ou enfin pour que la surface soit 
une surface minima.

II. Le theoreme de Joachimsthal et aussi le theoreme plus general de Bonnet 
et Serret, par rapport aux lignes de courbure planes ou spheriques, se dcduisent 
immediatement de ce theorbme eiementaire de Geometric: En considerant, dans des 
plans differents, deux triangles isosceles ΡΡΌ et PP'N avec une base commune 
PP' {OP=OP' et NP = NP'), les angles OPN et ()P'N seront egaux. En effet, si, 
pour une surface quelconque, PP' est Γeiement d’une courbe de courbure sph0rique, 
les normales a la surface aux points P et P' se rencontrent dans un point N, et 
les rayons de la sphere aux memes points se rencontrent dans un point 0; on a 
ainsi les deux triangles isoscbles ΡΡΌ et PP'N, et de la les angles egaux OPN et 
OP'J^, c’est-a-dire que, pour deux points consdcutifs P et P' de la ligne de courbure 
sphdrique, Γinclinaison de la norm ale de la surface au rayon de la sphere a la 
meme valeur, et cette inclinaison a ainsi la meme valeur pour tons les points de la 
ligne de courbure. En prenant le point 0 a Γinfini, on obtient le theoreme pour 
une ligne de courbure plane, ou, si Γon veut, le theoreme pour ce cas se dcduit 
directement de celui-ci: Une droite quelconque P0, perpendiculaire a la base PP' 
d’un triangle isoscele PP'N, est egalement inclinee sur les deux droites PN et P'N.
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