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Approximation du second ordre de la loi de comportement des fluides 
sim.ples. 
Lois classiques deduites de l'introduction d'un nouveau tenseur 
objectif 

R. DROUOT et M. LUCIUS (PARIS) 

DANS cette etude on utilise le theoreme du retard de CoLEMAN et NOLL pour obtenir differents 
types d'approximation de la loi de comportement des fiuides simples de Noli. Les approximations 
fournies par cette methode dependent essentiellement du transport choisi et de la derivation 
associee. Ceci permet de faire un parallele entre les fiuides du deuxieme ordre classique et le 
modele de HUILGOL qui apparait alors dans uncertain sens comme une approximation au deu• 
xieme ordre. Le transport associe est explicite dans le cas des ecoulements viscometriques. 

W pracy zaproponowano funkcjonalne r6wnania konstytutywne typu cieczy prostej, w kt6rych 
dziedzin'l funkcjonalu jest historia pewnego tensora obiektywnego, r6zni'lcego si~ od prawego 
tensora wzgl~dnej deformacji Cauchy'ego-Greena. Stosujl!C wyprowadzone przez CoLEMANA 
i NOLLA twierdzenie o op6znianiu, otrzymano odpowiednie przybli:Zenia n-tego ~du, w szcze
g6lnosci r6wnania cieczy newtonowskiej oraz cieczy drugiego ~du. W tym ostatnim przypadku 
wyprowadzone r6wnania S'l identyczne z r6wnaniami podanymi przez HUILGOLA w r. 1968 
oraz zapewniajl! stabilnosc rozwi~n dla przeplyw6w scinajllcych. Pokazano r6wniez, :le znane 
przypadki cieczy Rivlina-Ericksena i cieczy Reinera-Rivlina wynikajll z zaproponowanych r6w
nan konstytutywnych. 

B pa6oTe npe~nome:abi cpYIJ:I<I.lHOHaJibHbie onpe~enmou:ure ypaa:aeHHH THIIa npocroH: »<Jm
I<OCTH, B I<OTOpbiX 06JiaCTblO onpe~eJieHHH $YIJ:I<I.lHOHaJia HBJUieTCH HCTOpHH Hei<OTOpOrO 
o6'hei<THBHoro TeH3opa, OTJIIftlaiOI.l{erocn OT npaaoro TeH3opa OTHOCHTeJibHOH ~e$opMal.lHH 
Koum-rpHHa. llpHMeHH.R BbiBe~eHHYIO KonEMAHOM H HoJIJioM TeopeMy o 3ana3~biBamm 
DOJiyqeHbl COOTBeTCTBYIQIIUie npH6JIH»<eHHH n-oro nopH.l{I<a, a B qaCTHOCTH ypaaHeHIDI 
HbiOTOHOBCI<oH: »<H~I<OCTH H »<H~I<OCTH BToporo nopH~I<a. B 3TOM nocne~HeM cnyqae BbiBe
~eHHbie ypaBHCHHH COBna~aiOT C ypaa:aeHHHMH npHBe~eHHbiMH rroHJibrOJlOM B 1968 ro~, 
a Tai<me o6ecne~aaroT cra6HJibHOCTb pemei-IHH ~JUI c~BHrOBbiX TeqeHHH:. lloi<a3aHO Tome, 
qTo H3BeCTHbie cnyqaH »<H~I<OCTH PHBJIHH:a-3pHI<ce:aa H »<H~I<OCTH PeH:Hepa-PHBJIHHa Bbi
Tei<aiOT H3 npe~nomeHHbiX onpe~enmo~HX ypaaHeHHii. 

Introduction 

De nombreuses lois de comportement de fluides simples ont ete proposees par differents 
auteurs. Pour les milieux appeles fluides du second ordre, certaines relations peuvent etre 
deduites de la loi de comportement des fluides simples proposee par NoLL[l], par utilisation 
du theoreme du retard (voir B. D. CoLEMAN et W. NOLL[2]). Nous rappelons en particulier 
le cas des fluides newtoniens, de REINER-RIVLIN et de RIVLIN-ERICKSEN [3]. 

HUILGOL[4], dans un article publie en 1968, propose un autre modele, pour un fluide 
incompressible du second ordre. L'auteur presente cette formulation en dehors de toute 
theorie des fluides simples, en n'utilisant qu'une forme de loi posee a priori et le principe 
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190 R. DROUOT ET M. LUCIUS 

d'objectivite materielle. L'avantage essentiel de ce modele est de ne pas presenter de pheno
menes d'instabilite, mis en evidence par COLEMAN-DUFFIN-MIZEL[5], pour les fluides du 
second ordre classiques. 

Nous nous proposons, dans cette etude, de replacer ces differentes lois de comportement 
comme autant de cas particuliers d'une relation fonctionelle generale, utilisant comme 
argument un nouveau tenseur objectif. 

1. Introduction du tenseur objectif Bt(-r) 

Rappelons tout d'abord que pour comparer les configurations d'un milieu continu a 
deux instants -r et t (no us supposerons que -r < t) on introduit la relation: 

(1.1) ; = Xr(X, -r), 

oil X designe le vecteur position d'une particule M, a !'instant t, relativement a un repere 
lie a UD referentiel (fH) et; le vecteur position de Cette meme particule a }'instant T. 

La fonction etant supposee differentiable relativement a X on definit 

(1.2) F1( r) = grad xXr(X, r) 

appelee gradient des deplacements relatifs. 
La decomposition polaire de F1 peut s'effectuer a tout instant suivant 

(1.3) 

ou 

(1.4) 

oil Rr represente le tenseur des rotations relatives, U, et V, les extensions relatives droite 
ou gauche. 

On peut ainsi definir 

(1.5) 

(1.6) 

Cr(r) = Ul{r) = Fi{r)F,(r), 

B,(r) = Vl(r) = F,(r)F[(r), 

tenseurs relatifs droit oil gauche de Cauchy-Green. 
11 est interessant de considerer !'expression de Fr et des grandeurs qui s'en deduisent 

lorsque l'on observe le mouvement dans un autre referentiel (rH*). 
Dans un premier temps, ecrivons la relation liant les positions ; et ;* d'une meme 

particule dans deux reperes lies a (!H) et (rH*) . 

(1.7) ;* = c(r)+Q(r);. 

Un calcul simple [6] montre que: 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

F:(r) = Q(r)F,(r)QT(t), 

c:(r) = Q(t)C,(r)QT(t), 

B~ ( r) = Q( r)B,( r)QT ( r). 
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APPROXIMATION DU SECOND ORDRE DE LA LOI DE COMPORTEMENT DES FLUIDES SIMPLES 191 

L'expression (1.10) montre que si l'on veut conserver la meme propriete que celle (1.9) 
pour un tenseur construit a partir de Br, il no us fa ut considerer le tenseur 

(1.11) 

(1.12) 

B('Z") = Pt" 1 ('Z")B('Z")Pr('Z"), 
t t 

{
1) PH'Z") = Q('Z")Pr('Z")QT(t), 

P, etant tel que 2) P,(t) = 1_ 

Re marques. 1) Le tenseur :8, defini par (1.11) est objectif si Pr('Z") verifie (1.12). 

2) L'objectivite du tenseur Bt entraine celle de ses derivees successives par rapport a 1", 
prises pour 'l" = t, 

(1.13) d"B1( 1") = Q( ) _d" B,( 'Z")_ QT( ) 
d'l"" t d'l"" t , 

relation vraie en particulier pour 'l" = t. 

2. Generalisation de la loi de comportement des fluides simples incompressibles 

Rappelons tout d'abord la definition proposee par B. D. CoLEMAN et W. NOLL [7] 
pour caracteriser un fluide simple: 

a) l'etat des contraintes a !'instant considere depend de l'histoire du gradient de 
deplacements relatifs; 

b) le fluide ne presente aucune configuration privilegiee. Ces deux conditions se trou
vent reunies si l'on propose une relation fonctionelle de la forme: 

00 -

(2.1) T = ~ (B(t-s)). 
s=O 

En effet, B, est un tenseur (symetrique) construit a partir de l'histoire du gradient de 
deplacements relatifs, et la condition b) resulte de la condition d'isotropie verifiee par: 

00 00 

(2.2) Q ~ (Br(t-s))QT = ~ (QBr(t-s)QT). 
S=O S=0 

Cette identite provient en particulier du principe d'objectivite materielle et de l'objectivitc 
du tenseur Br. 

Puisque B,(t) = 1, on peut remarquer que 

00 

(2.3) ~ (1(s)) = pl, 1(s) = 1 Vs E IR +, 
.1'=0 

ou p designe la pression hydrostatique. Ainsi, en definissant: 

(2.4) 
00 - 00 -

~ (G(s)) = pl+ ~ (G(s)+l(s)) 
.1'=0 S=O 

on obtient 
00 

(2.5) T = -pl+ ~ (G(s)), G(s) = Br(t-s)-1. 
s=O 

4* 
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192 R. DROUOT ET M. LUCIUS 

3. Approximation d'ordre n des ftuides simples 

Rappelons que B. D. COLEMAN et W. NoLL [2J ont demontre le resultat suivant 
(appele theoreme du retard): 

- soit i> une fonctionnelle de memoire de type (h; n); supposons que !'argument g 

dei> parcourt un espace vectoriel norme .tf et prenne ses valeurs dans l'espace des tenseurs 
symetriques 9'. Si i> prend ses valeurs dans un espace vectoriel norme "!', alors, pour 

chaque p-uple d'indice Ut, ... , iP) tels que 1 ~it ~ ... ~ iP ~ n, it + ... + iP ~ n, il 
existe une forme p-lineaire bornee E , dependant de p tenseurs de 9', a valeurs dans "!', 

telle que pour tout g E .tf 

(3.1) 

oil 

(3.2) 

i>(gcz) = 2 E (g~t>, ... 'g~iP>)+O'(~"), 
(h . .. jp) h ···h 

Ce theoreme va permettre de definir une approximation au rang n de la fonctionnelle. Pour 
cela, no us pouvons remarquer que: 

- pour tout 9' E IR +' G(s) E 9' (cette relation tient a la nature symetrique de Br)' 
- G(O) = 0. Cette relation provient de Br(t) = 1 et est necessaire pour l'appartenance 

de G a un espace de type .tf, 
- G est supposee p fois continument derivable pour s = 0, 
- la verification de l'applicabilite de ce theoreme est immediate quand on connait 

la nature des espaces 1' et .tf (voir [2]). 
N ous pouvons alors considerer: 

(3.3) 

Gcx, ainsi definie, correspond du point de vue cinematique a une his to ire essentiellement 

semblable a celle de G, mais qui se deroule plus ou moins "lentement" suivant la valeur 
de~. 

Les tenseurs 

(3.4) Bk = ddkk Br ( 'l') I = (- 1 )kG<">, k = 1 , ... , n 
'l' T=t 

s'apparentent aux tenseurs de Rivlin-Ericksen definis par 

(3.5) dk I Ak = d k Cr(r) . 
'l' T=t 

Re marque. Compte tenu de l'objectivite des tenseurs B( r), les tenseurs Bk sont 
t 

objectifs. 
En effet, lors d'un changement de referentiel, 

(3.6) 

et done 

(3.7) 
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et en particulier pour T = t: 

(3.8) 

(la notation sous-entend la dependance de Bk par rapport at). 
On peut, grace a (3.4), definir les derivees a l'origine de l'histoire retardee soient 

(3.9) 

Ainsi la formule (3.1), appliquee a la loi de comportement des fluides simples (2.5) conduit 
a !'expression du tenseur des contraintes associe a l'histoire retardee 

(3.10) T« = -pl+ 2; _e (Bj
1

, ••• , Bjp)+a(a"). 
(h. . .jp) h. .. jp 

L'isotropie de ~ permet de montrer que les formes multilineaires _e sont des fonctions 

isotropes de leurs arguments. 

Cas particuliers 

Le cas n = 1 presente un interet particulier. En effet, }'utilisation de l'isotropie de la 
fonctionnelle £1 et des theoremes de representation des fonctionnelles isotropes conduit a: 

(3.11) 

No us verrons par la suite que cette equation repn!sente, dans to us les cas etudies, celle des 
fluides newtoniens. 

Pour n = 2, si le fl.uide est incompressible et si le tenseur Pr introduit dans (1.12) est 
orthogonal, 

(3.12) 

alors l'utilisation des memes theoremes de representation conduit a: 

(3.13) 

ou n, {3, y sont des constantes caracteristiques du milieu considere, p differe en general de p, 

puisque l'on englobe dans ce terme toutes les grandeurs scalaires multiples du tenseur 
unite. 

Nous allons a present montrer comment on peut, en particularisant le tenseur Pr, 
retrouver dans les resultats precedents Ies lois classiques des fluides newtoniens et des 
fluides du second ordre. 

4. Lois de comportement usuelles deduites des formulations precedentes 

4.1. Fluiles newtoniens 

Rappelons que le tenseur Pr defini dans (1.13) doit satisfaire 

(4.1) Pr(t) = 1, P~(T) = Q(r)Pr(T)QT(t) 
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(formule deduite du changement de referentiel). 
Prenons P,('r) = F,('r). 11 est clair que les relations (4.1) sont satisfaites. 
Alors 

(4.2) B,(r) = Ff" 1(r)B,(r)F,(r) = C,(r). 

Ainsi 

(4.3) G(s) = C,(t-s)-1 

et done 

(4.4) B1 = [dd C,(r)] = A1 = 2D, (C1(t) = 1). 
't' T=l 

La relation (3.11) donne: 

(4.5) T11 = -p1+21JD11 +A.tr(D11)1+a(a) . 

En negligeant les terms d'ordre a dans cette relation on obtient 

(4.6) 

c'est a dire la loi de comportement des ftuides newtoniens. 

4.2. Fluides de Rivlin-Ericksen ou de Reiner-Rivlln 

Toujours en utilisant P,( r) = F,( r) 

(4.7) B2 = [ dd
2

2 C,( r)] = 2(A2), 
't' T=l 

oil A1 et A2 sont les deux premiers tenseurs de Rivlin-Ericksen definis dans (3.5). 
Ainsi la relation (3.13) conduit a: 

(4.8) 

Si l'on neglige les termes du second ordre en a, dans cette expression, on obtient: 

(4,9) 

c'est a dire la relation classique des fluides du second ordre. 
La distinction entre ftuides de Reiner-Rivlin et de Rivlin-Ericksen se fait simplement 

suivant que y est nul ou non. 

4.3. Fluides de Huilgol en ecoulements viscometriques 

Le probleme pour le ftuide de Huilgol est de definir le tenseur P,( T) qui verifie (1.12) 
et qui soit distinct des tenseurs F,(r) et R,(r) qui les conduisent aux tenseurs de Rivlin
Ericksen. 

Considerons les ecoulements viscometriques ou plus generalement les mouvements 
a l'histoire de deformation constante [14), p. 438. Pour de tels mouvements: 

(4.10) 
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K( r) tenseur orthogonal, k( r) une fonction scalaire de r, N0 tenseur constant tel que 
INol = 1. 

Alors 

(4.11) 

En posant 

(4.12) 

le tenseur gradient des vitesses s'ecrit 

(4.13) 

k'(t) = ~~ (t), soit 

(4.14) 

L = KKT +k'(t)N 

Si nous considerons la quantite K(T)KT(t), elle verifie les proprietes (1.12). En effet 
lors d'un changement de referentiel defini par le tenseur orthogonal Q 

K*(r)K*T(t) = Q(r)K(r)KT(t)QT(t) 

et d'autre part 

Ceci suggere le choix pour 

(4.15) 

Dans le cas d'ecoulements viscometriques stationnaires ou non, 2KKT est bien different 

d'
1B (T) I de (L-LT) et deL et les derivees d~ T=t sont pour n ~ 2 differentes des tenseurs 

de Rivlin-Ericksen. 
En effet 

(4.16) 

Le tenseur derive premier de Br( r), calcule pour T = t, s'identifie done au premier 
tenseur de Rivlin-Ericksen. 11 y aura done identite entre !'approximation au 1er ordre 
donnee dans (4.6) avec celle que l'on pourrait deduire de !'utilisation de ce tenseur B1 • 

Par contre 

(4.17) 

ou L represente le tenseur des taux de deformation. Dans ce cas Pr(t) = -QQT; B2 

s'identifie ainsi au tenseur introduit par HUILGOL[4]. 
La relation (3.13) s'ecrit dans ce cas 

(4.18) 
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c'est a dire, en negligeant les termes du second ordre en 

T« = -jjl+r;A! +{J(AD 2 +; B2. 

On obtient ainsi une relation identique a celle proposee par HUILGOL. 
En conclusion, la meme formulation et le meme degre d'approximation no us permettent 

de retrouver les deux cas particuliers des ftuides de Rivlin-Ericksen et de Huilgol, dont 
les origines semblaient fort differentes. 

Re marques. 1) Pour ces ecoulements viscometriques, Z(t) introduit dans [4] 
coincide avec KKT. 

De fa~on generale, peut-on envisager d'ecrire le tenseur 

L = L 1 + L 2 oil W = L-LT = W 1 + W 2 , 

wl etant tel que lors d'un changement differentiel W! = QQT·+QWlQT? 
De la meme fa~on peut-on dans un ecoulement quelconque mettre en evidence dans 

le tenseur Rr(-r) de la decomposition polaire de Fr( r) une partie Pr( r) qui provient d'un 
mouvement rigide du voisinage de la particule consideree et qui est independante de la rota
tion due a la deformation de ce meme voisinage? 

Ce probleme ouvert, signale par NoLL dans [14] "A rational basis for specifying the 
change of prefered reference configuration in time remains to be found", est en cours 
d'etude. 

2) On peut brievement rappeler ici les raisons essentielles qui peuvent conduire a 
preferer le type d'approximation c). 

Toutes les lois classiques des ftuides incompressibles du second ordre, utilisees par 
LODGE [8], WHITE et METZER [9] ou RIVLIN-ERICKSEN, presentent des phenomenes d'insta
bilite [4]. 

L'equivalence donnee par WALTERS [10] entre ftuides d'OLROYD [11] et RIVLIN-ERICKSEN, 
permet d'affirmer, comme l'ont montre TANNER et SIMM:ONS[12] que le ftuide d'OLROYD 
presente les memes inconvenients. 

La loi de type differentiel proposee par HUILGOL, et qui conduit a une equation aux 
derivees partielles 

o2 V o3 V av 
rJo iJx2 +P iJx2t = (!at' P>O 

pour un ecoulement de cisaillement simple, ne presente pas de telles instabilites. Une etude 
plus generale a d'ailleurs ete developpee par R. DROUOT [13] pour un tel ftuide, en ecou
lement de Couette, soumis a des conditions initiales et aux limites irregulieres. Les resultats 
obtenus prouvent que ce ftuide conserve son caractere de stabilite. Par ailleurs, un tel 
materiau presente toujours des effets non lineaires, comme les ftuides · du second ordre 
classiques avec, en particulier, !'apparition de contraintes normales. 

S. Conclusion 

Le resultat essentiel de ce memoire tient dans la mise en evidence d'une origine commune 
a des lois de comportement de fluides non newtoniens approximees au second ordre, lois 
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presentees jusqu'alors de maniere sensiblement differente. Ceci a pu etre realise par !'intro
duction d'un tenseur objectif (B,)' construit a partir du tenseur relatif gauche de Cauchy
Green et qui ne presente pas, quant a lui, ce caractere d'objectivite. 

R e m a r q u e s. 1. L'etude qui precede a ete volontairement limitee aux schemas classi
ques. 11 est facile d'imaginer que d'autres modeles de lois de comportement de fiuides du 
second ordre peuvent etre deduites de !'approximation (3.13). Nous n'avons en effet parti
cularise le tenseur P1 que de deux manieres differentes. On doit toutefois s'attendre a 
trouver des relations equivalentes. Cette conjecture sous-entend que les differences dans les
lois de comportement ne pourraient etre considerees qu'en comparant les termes de meme 
ordre d'approximation (et en particulier, apres avoir neglige les termes d'ordre superieur· 
a (X 2 ; une telle situation pourrait se presenter pour certains tenseurs P1). 

2. Notre travail s'est ici limite aux approximations deduites de !'utilisation du theoreme 
du retard. B. D. CoLEMAN et W. NOLL [7] ont propose d'autres types d'approximation, 
comme celles de la viscoelasticite lineaire finie, basee sur !'introduction d'espaces fonction
nels contenant les histoires de deformations relatives et sur des notions de Frechet-diffe-
rentiabilite pour les fonctionnelles materielles. Une etude interessante de stabilite pourrait 
etre proposee sur !'approximation du 1 er ordre conduisant a 

00 00 

T = -pl+ J m(s)G(s)ds+ [ J 1(s)tr(G(s))ds]1, 
0 0 

oil G representerait l'histoire G(s) = B1(t-s)-1 avec 

B1( r) = PT ( r)B,( r)P,( r), 

P, etant le tenseur orthogonal defini dans ( 4.3). 
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