IX.

Uber die Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
[Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, 1860, S. 66—75.]

In den meisten Lehrbiichern findet man die Sitze iiber die so-
genannten zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten in folgender Weise
aufgestellt: ,Ist @ die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 4, b die
eines zweiten B, so ist @ -+ b die Wahrscheinlichkeit, dal 4 oder B,
und ab die Wahrscheinlichkeit, da 4 und B eintritt¥. Man iiber-
zeugt sich aber leicht, dafl von diesen beiden Sdtzen immer hochstens
einer richtig sein kann, und dal auch in unzihligen Fillen beide
falsch sind. Dies findet seinen Grund darin, dafl die Wahrscheinlich-
keit eines zusammengesetzten Ereignisses durchaus nicht allein von
den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse, sondern aullerdem
noch von der gegenseitigen Beziehung derselben zueinander abhingt.
Die so haufig vorkommende Vernachlissigung dieses Umstandes mag
die nachfolgende Darstellung eines so elementaren Gegenstandes
entschuldigen, auf welche in einer spiteren Mitteilung Bezug ge-
nommen wird.

1 ¥4

Bej der urspriinglichen Begriffshestimmung der mathematischen
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 4 mufl man immer von der
Voraussetzung ausgehen, daf sich gewisse Elementarfille aufzihlen
lassen, welche die doppelte Bedingung erfiillen, erstens, daf einer,
aber auch nur einer von ihnen eintreten muf; zweitens, dal wir
keinen Grund haben, das Eintreten eines dieser Fille eher zu er-
warten als das eines anderen. Sind diese beiden Bedingungen erfiillt,
und ist p die Anzahl derjenigen dieser Fille, in welchen A eintritt,

g die Anzahl der iibrigen, so ist der Bruch j—o—f—_—q das Mal fiir die

Wahrscheinlichkeit, mit welcher wir das Eintreten des Ereignisses A4
erwarten. Ist dagegen eine der beiden Bedingungen nicht zu er-
fiillen, sc bleibt eine genaue Schitzung der Wahrscheinlichkeit von 4
unmoglich.

Handelt es sich nun um Eintreten oder Nichteintreten von zwei
Ereignissen 4 und B (deren Identitit nicht ausgeschlossen ist), so
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denken wir uns die séimtlichen Elementarfille in vier Gruppen zer-
legt; es sei nidmlich die Anzahl aller Elementarfille, in welchen

A und B eintritt, gleich m,

A allein eintritt, gleich p,

B allein eintritt, gleich g,

weder A noch B eintritt, gleich n.

Erato

o

Jeder Elementarfall gehort jedenfalls einer, aber auch nur einer
dieser vier Gruppen an, so dall m + p + ¢+ » die Anzahl aller
Elementarfille ist. Zufolge der vorhergehenden Definition ist dann

a=m+2$%mfmwmmmmmmnmA;

b E%ﬁ die Wahrscheinlichkeit von B.

Man sieht nun, daB die Wahrscheinlichkeit eines von dem Eintreten
oder Nichteintreten von 4 und B abhéngigen Ereignisses im all-
gemeinen von den drei Verhiltnissen zwischen den vier Zahlen m,
P, ¢, n abhéngt, also durch alleinige Angabe der zwei Zahlen a, b
noch nicht vollstindig bestimmt ist. Es mufl daher noch eine
dritte Zahl, ein Element gegeben sein, welches dazu dient, die Art
des Zusammenhanges zwischen den beiden Ereignissen 4 und B zu
charakterisieren. Im allgemeinen wird namlich das Eintreten eines
dieser beiden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit des andern abéindern.
Tritt z.B. das Ereignis B ein, so ist die Wahrscheinlichkeit von A
— da dann die Fille der zweiten und vierten Gruppe ausgeschlossen
sind — jetzt &
Tomte

und dhnlich ist die, durch die GewiBheit von A4 modifizierte Wahr-

scheinlichkeit von B
m

P=ar
Ist nun auller @ und b noch eine der beiden modifizierten Wahr-
scheinlichkeiten «, 8 gegeben, so lift sich die Wahrscheinlichkeit
eines jeden aus 4 und B zusammengesetzten Ereignisses bestimmen.
Zandchst mufl zwischen den vier Zahlen a@, b, «, B, welche nur von
den Verhdltnissen zwischen m, p, ¢, » abhéngen, eine Relation

bestehen; eliminiert man m, p, ¢, n, so erhilt man
(1) ap = ba,
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und zwar ist der gemeinschaftliche Wert dieser beiden Produkte gleich
m
Pl . 1 i o
m+p+qg+n
also gleich der Wahrscheinlichkeit, da 4 und B eintreten. Ferner
ist die Wahrscheinlichkeit, dal A allein eintritt, gleich

» P PR SR S ek 1
(2) m—-———+p+q+n_~a be —=a(l —f) = a — w;
ebenso ist

—___._—__.q = s g —_— ety o
(3) m+p+q+n_b(1 ) =b—af =b—ow
die Wahrscheinlichkeit, dal B allein eintritt; und

n

4 _ = 1—a—b+b
@ aFptatn T R

l

l—a—b+tap=1—a—b+ow

ist die Wahrscheinlichkeit, dal weder A noch B eintritt.

Ferner ist:

®) 06 st
P+qg+mn

die Wahrscheinlichkeit, daf keines der beiden Ereignisse 4, B allein

eintritt;

=1—a—b+2w

L N rpto g slipait atal R e
(6) "m+p+q+n_a+b bo—a+b—afp=a+b—ow
die, dafl mindestens eins der beiden Ereignisse eintritt;
Pl e s S e e e

(7 gt e L e
die, dafl hochstens eins der beiden Ereignisse eintritt;

B0 v . SRR RPN 8., N i
(8) m+p+q+n—l a+bae=1—a(l ﬁ)__l a+ o
die, daB A nicht allein eintritt; und endlich ist

mebip A w1 iy iy G e i
9) m—}—p—i—q-}—n_l bl—aw)=1—b+ap=1—b+w

die Wahrscheinlichkeit, da B nicht allein eintritt.

Um die Bedeutung von o, 8 noch anschaulicher zu machen,
mogen hier noch folgende Bemerkungen Platz finden. Man sagt,
zwei Ereignisse A und B schliefen einander aus, wenn das Ein-
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treten des einen das des andern unmioglich macht; der arithmetische
Ausdruck dafiir ist

A= =2 0T ap) 2=
(vorausgesetzt, dall @ und b nicht selbst — 0 sind); dann ist die

Wahrscheinlichkeit, dall mindestens eins der beiden Ereignisse ein-
tritt, d.h. daB wirklich eins eintritt,

—=a-+b
Man sagt ferner, zwei Ereignisse sind voneinander unabhingig, wenn

das Eintreten des einen durchaus keinen Einflull anf die Wahr-
scheinlichkeit des andern ausiibt, d.h. wenn

== 8= b gl

ist; in diesem Falle ist die Wahrscheinlichkeit, daf mindestens eins
der beiden Ereignisse eintritt,
=a-+b—ab

Und' umgekehrt sieht man, da8 der erste der beiden zu Anfang er-
wihnten Sitze nur dann richtig ist, wenn die beiden Ereignisse
einander ausschliefen, und der zweite nur dann, wenn sie voneinander
unabhiingig sind; und nur dann sind beide Sitze zu gleicher Zeit
richtig, wenn mindestens eins der beiden Ereignisse unmoglich ist.

Ist ferner « — 1, so zieht das Eintreten von B das von 4 als
notwendige Folge nach sich, und dann ist & = af = a. Ist auber-
dem B = 1, so ist @ =— b, und die beiden Ereignisse sind gewisser-
mallen identisch; aber es ist wohl zu bemerken, daf nicht umgekehrt
aus @ — b diese Identitit d\er Ereignisse folgt.

2.

Es hat nun keine Schwierigkeit, diese Sitze auf Kombinationen
von mehr als zwei Ereignissen auszudehnen; sind zB. W,, W, ... W,
Ereignisse, von denen je zwei einander ausschliefen, und sind w,,
Wy, ... w, ihre Wahrscheinlichkeiten, so ist die Summe

w,+w,+ sss 4 W0
die Wahrscheinlichkeit, daB eins dieser Ereignisse eintritt, wovon man
sich leicht durch den Schluf von n auf (n + 1) iiberzeugt.
Man kann sich dieses Satzes hiufig bedienen, um die Wahr-
scheinlichkeit @ eines Ereignisses 4 zu bestimmen, ohne auf die
Aufzihlung der einzelnen gleich moglichen Elementarfille zuriick-
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zugehen. Gesetzt, man habe verschiedene einander ausschliefende
Eventualititen B,, B,, ... B,, in welchen das Ereignis A eintreten
kann, in so erschopfender Weise aufgestellt, dall das Eintreten von A4
unter keiner anderen Eventualitit moglich ist. Es sei b die Wahr-
scheinlichkeit, dafl die Eventualitit B, eintritt, und o, sei die Wahr-
scheinlichkeit, dafl, wenn B, eintritt, auch A eintritt. Dann ist
a = ba, +byog + -+ + bpon;
denn irgend ein Glied b,¢, — w, ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses W,, dall gleichzeitig B, und A4 eintritt, und das Er-
eignis A ist identisch mit demjenigen, dall von diesen » einander
ausschliefenden Ereignissen W, ... W, irgend eins eintritt.
Umgekehrt kann man nun auch, wenn das Ereignis 4 wirklich
eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit a posteriori bestimmen, dafl
dies infolge der Eventualitit B, geschehen ist; denn diese Wahr-
scheinlichkeit B, ist nichts anderes, als die durch die Gewilheit
von A modifizierte Wahrscheinlichkeit von B,, so daf
b, o
bldl o bn“s eidlon = bn“n’
und die hieraus sich ergebende Gleichung

P - e v - Ml
ist nur ein Ausdruck fiir unsere urspriingliche Annahme, dafll das
Eintreten von 4 nur unter einer der Eventualititen B,, B, ... B,
und auch unter keiner anderen moglich ist. Von diesem Satze iiber
die Wahrscheinlichkeit a posteriori wird in einer folgenden Mitteilung
Gebrauch gemacht werden.

af; = by also B, —

1 2 3 4 x
1 1d0| & (@ | @
2 |1 ® | OO ®
8 .1 M @ | @} (1)
4 | ® DO

)

Ein Beispiel, welches zugleich zu einer weiteren Bemerkung
Veranlassung geben wird, mag das Bisherige erliutern. Es seien

www.rcin.org.pl



BT e S

16 Urnen in quadratischer Anordnung aufgestellt, so dal sie vier
Vertikalreihen (x — 1, 2, 3, 4) und vier Horizontalreihen (y = 1, 2,
3,4) von je vier Urnen bilden; die einzelnen Urnen konnen dann
durch Angabe der Vertikalreihe # und der Horizontalreihe y, in
denen sie sich finden, voneinander unterschieden werden. In jeder
Urne seien zehn Kugeln enthalten, von denen so viele weill sind, wie
die in Klammern gesetzte Zahl angibt (also enthilt z B. die Urne
(x =1, y = 1) nur weille Kugeln, die Urne (z = 4, y — 3) ent-
hiilt eine weiffe und neun schwarze Kugeln). [*)] Wir nehmen an, daf
der Zug ebensowohl aus der einen wie aus jeder anderen Urne ge-
schehen kann; dann ist die Wahrscheinlichkeit, dal eine weife Kugel
gezogen wird

o =3 sz,y“z,y = —

wo b, , die Wahrscheinlichkeit ;5 bedeutet, dal der Zug aus der Urne
(z,y) geschehen wird, und o, , die Wahrscheinlichkeit, daB der Zug,
wenn er aus der Urne (2, y) geschieht, eine weille Kugel geben wird.

Nun sei umgekehrt eine weile Kugel gezogen, ohne dal man die
Urne kennt, aus welcher sie gezogen ist. Dann ist die Wahrscheinlich-
keit a posteriori, daf dieser Zug aus der Urne (z, y) geschehen ist,

Boy = be,y @,y e iy JIGE T
e Zbyyery e,y 7
Am wahrscheinlichsten ist es daher, dal der Zug aus der Urne (1, 1)
geschehen ist; d. h. also, das wahrscheinlichste System der beiden
Unbekannten z, y ist das System z = 1, y = 1.

Man findet nun hdufig die ganz uvnrichtige Ansicht, daB der
Wert einer unbekannten Grofle, der ihr in dem wahrscheinlichsten
System von mehreren Unbekannten zukommt, zugleich auch ihr
wahrscheinlichster Wert sein miisse. Dal dem nicht so ist, lehrt
recht augenfillig das vorliegende Beispiel; denn wir finden fiir die
Wahrscheinlichkeit, dall der Zug aus der ersten, zweiten, dritten,
vierten Vertikalreihe geschehen ist, d. h. dal x den Wert 1,2, 3, 4
hat, resp. den Wert
W OE e
b A LS 3

[*) In der Originalarbeit ist die Tabelle iiber die Anzahlen weifier Kugeln
nicht frei von Druckfehlern.]
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und dieselben Zahlen driicken auch (infolge der Symmetrie des obigen
Schemas) die Wahrscheinlichkeiten aus, dafl die Unbekannte y den
Wert 1, 2, 3 4 hat. Wir finden also, dall der wahrscheinlichste
Wert von z gleich 2, der von y gleich 2 ist; und doch haben wir
vorher gesehen, dall das wahrscheinlichste Wertsystem der beiden
Unbekannten das System z = 1, y = 1 ist. Die Wichtigkeit dieser
Bemerkung wird in einer spiiteren Mitteilung sich herausstellen.

Ganz dhnlich verhilt es sich, wenn die Werte der unbekannten
Grolen ein Gebiet stetig erfiilllen. Ist z B.

51;(99 + 3@ tPdady

die Wahrscheinlichkeit, dal die Abszisse eines unbekannten Punktes
in dem unendlich kleinen Intervall zwischen z und x 4 dz, und dal}
seine Ordinate zugleich zwischen y und y + dy liegt, so findet man

Z}V-: 22+ 3)e**dx

als Wahrscheinlichkeit, dall seine Abszisse zwischen z und x + dz
liegt, und ebenso

1
—— (694® +1)e—d
4];—“(3;%)8”3;

als Wahrscheinlichkeit, dafi seine Ordinate zwischen y und y 4+ dy
liegt. . Die erste Wahrscheinlichkeit wird ein Maximum fiir die beiden
Systeme
¢ Je 0/ TR of
die zweite fiir den Wert
gl
die dritte fiir die beiden Werte

5
AT Lo AL
y—;VG

In diesem Falle stimmt das System der beiden wahrscheinlichsten
Werte zwar sehr nahe, aber doch nicht vollstindig mit dem wahr-
scheinlichsten Wertsystem iiberein.
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