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Unicite et principe d'extremum en 
thermoviscoplasticite finie couplee (*) 

B. HALPHEN (PARIS) 

THE VARIATIONAL formulation of the rate problem is established in this paper for an elastic
viscoplastic material in finite quasi-static transformation, with thermomechanical coupling. 
We give also a uniqueness criterion for the solution of this problem. 

W niniejszej pracy przedstawiono sformulowanie wariacyjne problemu pr~dkosciowego dla 
materialu spr~zysto-lepkoplastycznego przy skonczonych przeksztalceniach quasi-statycznych 
i przy uwzgl~dnieniu termomechanicznego sprz~i:enia. Dla rozwictzania tego problemu podano 
r6wniei: kryterium jednoznacznosci. 

B HacToH~e:H pa6oTe npe,n;cTaBJieHa aapHan;ommH 4>opMyJIHpOBKa CKopocrnoii sa,n;atiH ~JVI 
ynpyrOBH31<0DJiaCTHtieCKOrO MaTepHaJia, npH I<OHetiHbiX I<Ba3HCTaTHqeCKHX ,n;e4>opMau;WIX 
H npH ytieTe TepMOMexaHHtien;Koro conpH>KeHHH. .UJIH peweHHH 3TOH sa,n;atiH npHBe~eH 
TO>Ke KpHTepHH e,rt;HHCTBeHHOCTH. 

1. Introduction 

LES FONDEMENTS de la theorie de l'elastoviscoplasticite finie sont maintenant bien etablis. 
En particulier en precisant la nature des variables d'ecrouissage et en introduisant la notion 
de configuration intermediaire relachee, differents auteurs, dont LEE [3], MANDEL [4], 
TEODOSIU [5] ZARKA [6], en ont mis le formalisme en accord avec les bases physiques. 

Afi.n de pouvoir traiter numeriquement les nombreux problemes industriels concemant 
les materiaux elastoviscoplastiques, il etait necessaire d'etudier la formulation du probleme 
aux limites pour un volume de matiere. L'emploi de la methode des elements finis, la plus 
utilisee actuellement, impose de mettre un tel probleme sous forme variationnelle. A partir 
de resultats dus a HILL [2], qui donne une methode generale conduisant a la formulation 
variationnelle du probleme aux limites en vitesse pour une certaine classe de materiaux, 
j'ai done cherche a etablir une telle formulation pour Ies materiaux elastoviscoplastiques 
en transformation finie avec couplage thermomecanique. 

2. Cinematique et thermodynamique de la transformation elastoviscoplastique 

Soit (0) la configuration de reference d'un element de matiere sous contrainte nulle, 
a la temperature T 0

• Soit (a) sa configuration actuelle, oil (] est le tenseur de contrainte 
de Cauchy et T la temperature absolue. Supposons qu'a partir de cette configuration (a) 

(*)The paper has been presented at the EUROMECH 53 COLLOQUIUM on "THERMOPLASTIC
ITY", Jablonna, September 16-19, 1974. 

2* 
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on decharge instantanement I' element de matiere en le ramenant a la temperature T 0
; 

on obtient ainsi une configuration (x) dite intermediaire relachee (MANDEL [4]). Cette 
configuration (x) n'est de:finie qu'a une rotation arbitraire pres et n'est done pas unique. 
Nous verrons plus loin comment fixer son orientation. 

Soit F le gradient de la transformation totale qui fait passer de (0) a (a), E le gradient 
de la transformation elastique qui fait passer de (x) a (a), et p le gradient de la transforma
tion plastique qui fait passer de (0) a (x). On a: 

(2.1) F=EP. 

De cette relation on deduit aisement !'expression du gradient de la vitesse de deplace
ment sous la forme: 

(2.2) 

Ce gradient est ainsi la somme d'une partie elastique et d'une partie plastique, dont chacune 
n'aura de signification intrinseque que lorsqu'on aura fixe !'orientation de la configuration 
rel!chee. On a: 

(2.3) V= ve+VP 

oil 

ve = kE-1' VP = £pp-1 E-1. 

Par definition un materiau elastoviscoplastique est un materiau pour lequel VP n'est fonc
tion que de l'etat actuel du materiau. Considerant la partie symetrique des deux membres 
de la relation (2.3), on obtient la vitesse de deformation totale D comme somme d'une 
vitesse de deformation elastique ne et d'une vitesse de deformation viscoplastique DP: 

(2.4) D = De+DP. 

L'etat thermodynamique d'un element de matiere elastoviscoplastique est defini par 
les varjables d'etats suivantes (TEooosru [5], MANDEL [4]): LJe, tenseur de deformation 
de Green de la transformation elastique, rx = (rxk, k = 1, ... , n), famille de parametres 
internes, scalaires ou tensoriels, caracterisant l'etat d'ecrouissage du materiau, T, tempera
ture absolue. 

Pour definir !'orientation de la configuration reHichee (x), on introduit la notion de 
triedre directeur dans la configuration relachee (MANDEL [4]), triedre dans lequel les 
fonctions thermodynamiques ont une expression fixe en fonction des variables d'etat. 
Dans la suite nous ne considererons que des configurations relachees isoclines, c'est-a-dire 
telles que le triedre directeur y ait une orientation constante. Les fonctions thermodyna
miques ont alors une expression fixe en fonction des variables d'etat. 

En particulier, si 4> est l'energie libre specifi.que du materiau: 

(2.5) 

Voyons maintenant a quels resultats conduit !'application du premier et du deuxieme 
principe de la thermodynamique. 
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Soitt n le tenseur de contrainte de Kirchhoff relatif a la configuration relachee ("): 

(2.6) 

ou e,o f2 designent les masses volumiques dans la configuration (")et dans la configuration 
actuelle (a). 

L'inegalite de Clausius-Duhem, qui exprime le second principe de la thermodynamique, 
peut etre ecrite: 

(2.7) ( 
n ef/J ) . ( ef/J ) · n T • el/J q ---- L1e- s+- T+-E EPP- 1--Ii-- ·gradT ~ 0 ex eL1e eT ex ea. eT 

ou s est l'entropie specifique et q le vecteur flux de chaleur. Pour un materiau viscoplastique, 

pp-1 et IX sont donnes par l'etat actuel du materiau. On peut done donner a .Je et T des 

valeurs arbitraires, sans que les vitesses pp-1 et & soient modifiees. L'inegalite (2.7) con
duit alors aux relations: 

(2.8) 
n ef/J 
- = ~je' ex u 

La vitesse de production d'entropie est alors donnee par: 

(2.9) • n T£p"p 1 ef/J • 1 d' Ts=-E ---rx--tvq 
ex ea. e 

que I' on peut a us si ecrire: 

(2.10) T." uDP of/J • 1 d. 
s =-e--a; a.-e 1vq. 

Derivons la deuxieme relation (2.8) par rapport au temps et comparons a la relation 
(2.10) !'expression ainsi trouvee pour la vitesse de production d'entropie; on obtient ainsi 
la vitesse de la temperature sous la forme: 

(2.11) • 1 [ 'Mo le • uiiDfJ 1 d' J T=- T ;-LJ 1·-N"rx"+---- tvq , 
c 1 1 e e 

oil on a introduit les notations suivantes: 

et ou c designe la chaleur specifique a deformation constante: 

i)2<J> 
c = -T iJT2. 

Notons que le terme Nit" qui apparait dans la relation (2.11) n'est autre que le taux 
d'energie interne stockee par ecrouissage; 

Comme la vitesse du tenseur de Green L1 e est liee a la vitesse de deformation elastique 
De par: 
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si nous definissons la matrice M des "coefficients thermoelastiques apparents" par: 

nous pouvons transformer la relation (2.11) et obtenir la vitesse de temperature sous la 
forme: 

(2.12) f = !__ [TM(D- DP)- Nixk + aDP - _.!:._ div q]. 
. c (! (! 

On a ainsi exprime Ten fonction de la vitesse de deformation totale D et de l'etat 
actuel du materiau. 

3. Les resultats de Hill 

Rappelons maintenant les quelques resultats dus a HILL [2] que nous utiliserons plus 
loin pour etablir la formulation variationnelle du probleme en vitesses. 

Soit 0, de composantes 011 , le tenseur de contrainte nominale, tenseur de Lagrange 
relatif a la configuration actuelle du materiau considere. () est egal au tenseur de contrainte 
de Cauchy a mais sa vitesse n'est pas egale a a. On a en effet: 

(3.1) iJ = a- V a+ adivv, 

oil vest le vecteur vitesse de deplacement et V son gradient. En particulier, on note que iJ 

est statiquement admissible, c'est-a-dire que, si i designe la vitesse des forces de masse: 

(3.2) 
ao,j . 
~ +eFJ = o. 
UHt 

On peut done appliquer a iJ le theoreme des puissances virtuelles. HILL [2] considere la 

classe des materiaux tels que la vitesse de contrainte nominale 0 derive d'un potentiel en 
gradient de la vitesse de deplacement, c'est-a-dire tels que: 

(3.3) 

oil v11 = ov1jox1• 

. au 
()lj = ~' 

UVji 

Pour de tels materiaux le theoreme des puissances virtuelles permet d'etablir le principe 
d'extremum en vitesses suivant: soit "Y un volume de matiere dont on suppose connu 
l'etat actuel. Soit o "Y sa surface. Sur la partie Sv de o"Y on s'impose des vitesses de deplace
ment v4 et sur la partie complementaire ST de o"Y on s'impose des vitesses de forces nomi-

nales f4 (telles que f1 = n/Jib ni etant les composantes de la normale exterieure). On 

suppose donnees dans "Y les vitesses de forces de masse F. 
Alors le champ des vitesses reel rend extremale la fonctionnelle J(v*) defi.nie par: 

(3.4) J(v*) = J Ud-r:- J eF· v*d-r:- J 'fd. v*ds. 
V V 
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D'autre part, la theoreme des puissances virtuelles permet aussi d'etaolir le critere 
d'unicite suivant: la solution du probJeme aux limites en vitesses est unique si, quels 
que soient les champs de vitesses v1 , v 2

, cinematiquement admissibles: 

(3.5) f (OlJ-OJi)(v}i-v]i)dr > 0, 
tJ 

ou Of1 et i)f1 sont deduits de v1 et v2 par la formule (3.3). Ce critere d'unicite n'est autre 
qu'un critere de convexite de la fonctionnelle J(v*). Dans ces conditions, si ce critere (3.5) 
est verifie, le champ des vitesses reel minimise J( v*). 

4. Unicite et principe d'extremum en thermoviscoplasticite 

Nous allons maintenant appliquer les resultats du paragraphe precedent aux materiaux 
elastoviscoplastiques. Pour cela il faut connaitre !'expression de la vitesse de contrainte 

nominale iJ en fonction du gradient de la vitesse de deplacement et de l'etat actuel du 
materiau. 

Derivons done par rapport au temps la relation (2.6) qui definit :n:. On obtient: 

(4.1) 

ou la derivee a est definie par: 

(4.2) 

D'autre part si on derive la premiere relation (2.8), on obtient: 

(4.3) (ir,li) xo Ae MoT· R . e;: = f}klLJkl + iJ + i}k IX~;, 

ou on a introduit les nouvelles notations: 

Comparons alors les relations (4.1) et (4.3). Compte tenu du lien entre Lie et ne, et definissant 
les tenseurs K et R par: 

Kmnpq = EmiEniK){k,EpkEq, Rm~k = EmiEniR~k' 

on obtient !'expression de la derivee a sous la forme: 

(4.4) 

Rapprochant l'egalite (4.2) qui definit a de l'egalite (3.1) qui definit iJ, on note la rela
tion suivante entre ces deux derivees de tenseurs de contrainte: 

(4.5) 
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Reportons dans cette derniere equation rexpression de a donnee par (4.4), oil I'on 

remplace T par son expression donnee par la relation (2.12) en fonction du gradient de 
la vitesse de deplacement et de l'etat actuel du materiau. On obtient: 

(4.6) 0 = e(K+S)(D-DP)+aVT -(VPa+aVPT)+eRa+ M (aDP-eNif.k-divq) . 
c 

On peut ecrire cette relation sous la forme: 
. au 

(4.7) (jij = -
avji 

danslaquelle 

(4.8) U = ~ D(K+S)D-eD(K+S)DP+ ~ ainvinvii 

+D[ ~ (aD'-eN.&.-divq)+eR<i-(V'a+aV'T)], 

oil la matrice S est definie par: 

Les materiaux elastoviscoplastiques avec couplage thermomecanique appartiennent done 
a la classe des materiaux etudies par HILL [2]. 

D'apres les resultats rappeles au paragraphe 3, la solution du probleme aux limites en 
vitesses rend extremale la fonctionnelle J( v*) definie par (3.4), et minimale si cette fonc
tionnelle est convexe. Le critere (3.5) de convexite de J, qui est aussi un critere d'unicite 
de la solution du probleme aux Iimites en vitesses, s'ecrit ici: 

(4.9) 
V 

quels que soient les champs de vitesses cinematiquement admissibles v 1
, v 2

, tels que 
L1v = v 1 -v2 • 

Si on veut negliger le couplage thermomecanique, il suffit de faire M = 0, S = 0 dans 
les relations (4.8) et (4.9). Notons d'autre part, que le critere d'unicite (4.9) est identique 
a celui que l'on trouve par la meme methode en thermoelasticite finie. 

5. Conclusion 

Le principe d'extremum que nous avons etabli permet de resoudre numeriquement le 
probleme aux limites en vitesses pour un materiau elastoviscoplastique en transformation 
quasistatique fi.nie, avec couplage thermomecanique. Cependant il ne faut pas confondre 
solution du probleme en vitesses et solution du probleme d'evolution d'un volume de 
matiere. En particulier l'unicite en vitesses n'est pas synonyme d'unicite de la solution du 
probleme d'evolution, contrairement ace que l'on suppose implicitement lorsqu'on realise 
numeriquement !'integration dans le temps, meme dans les algorithmes les plus elabores 
comme celui utilise par FRELAT et ZARKA [1]. Les bifurcations de !'evolution elle-meme 
restent done a etudier. 
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