
OBLICZENIE DROGI PLANETOIDY
(259) ALETHEIA.

PRZEZ

Dra MARCINA ERNSTA.

Wniesiono na posiedzeniu Wydz, mat.-przyr, dnia 5. lutego 1900; ref. czł. Karliński

Planetoida Aletheia odkryta została przez C. H. F. Petersa w obser- 
watoryum Clinton d. 28. czerwca 1886 r. Od czasu odkrycia obserwo
waną była w 5-ciu opozycyach, mianowicie w latach 1886, 1887, 1888, 
1890 i 1898 1). W tym czasie zakreśliła ona łuk heliocentryczny około 
800°, a zatem blizko 21∕4 raza obiegła dokoła słońca. Na podstawie 
obserwacyj w 3-ch pierwszych opozycyach prof. Tietjen obrachował na
stępujący układ elementów:

1) Obserwacye r. 1899 zrobione zostały już po napisaniu tej pracy i nie są 
w obliczeniach uwzględnione.

Elementy te, obrachowane bez uwzględnienia zaburzeń, czyniły 
zadość danym obserwacyjnym, użytym za podstawę rachunku. Z bie
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182 MARCIN ERNSI.

giem czasu jednakże, pomimo uwzględnienia zaburzeń, różnice pomiędzy 
obserwacyą a rachunkiem coraz bardziej wzrastały, czemu głównie przy
pisać należy, że w okresie między rokiem 1890 a 1898 żadnej obser
wacyi tej planety nie wykonano, a w r. 1898 znaleziono ja w znacznej 
odległości od pozycyi podanej w efemerydzie.

W porozumieniu z instytutem rachunkowym w Berlinie podjąłem 
się wyprowadzenia nowych elementów na podstawie całego, dotychczas 
zebranego materyału obserwacyjnego i rachunkowego. Za punkt wyjścia 
posłużyły mi wyżej podane elementy Tietjena, a zadaniem mojem było 
poprawić te elementy w ten sposób, aby dokładnie odpowiadały obser- 
wacyom.

Pierwszą czynnością było dokładne sprawdzenie materyału obser
wacyjnego, a mianowicie: 1) wyprowadzenie spółrzędnych planety, jako 
sumy spółrzędnych gwiazdy porównanej, odniesionych do średniej 
równonocy roku obserwacyi, redukcyi tych spółrzędnych na pozycyę 
pozorną, oraz różnic ∆x i ∆δ między spółrzędneini planety i spółrzęd- 
nemi gwiazdy porównanej; 2) obliczenie ilości, służących do redukcyi 
gwiazd z pozycyj średnich na pozycye pozorne w dzień obserwacyi;
3) obliczenie czynników paralaktycznych, przyczem przyjętą została 
wartość paralaksy słońca π = 8-"80.

W obok załączonym wykazie obserwacyj wszystkie ilości podane 
są tak, jak wypływają z moich rachunków. Obserwacye każdej opo- 
zycyi są podane oddzielnie i załączone są odpowiednie gwiazdy po
równane.
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Opozycya r. 1886.
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Gwiazdy porównane dla równonocy średniej 1886*0.
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Opozycya r. 1888.

Gwiazdy porównane. Równ. 1888 0.

Opozyeya r. 1890.
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Gwiazdy porównane. Równ. 1890'0.

Opozycya r. 1898.

Gwiazdy porównane. Równ. 1898 0.
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188 MARCIN ERNST.

Pozycye gwiazd porównanych, podane w tem zestawieniu, są te, 
które zużytkowałem dla otrzymania pozycyi planety. Ponieważ katalogi, 
w których gwiazdy te się znajdują, były dla mnie niedostępne, więc 
poprawienie pozycyj przez uwzględnienie wszystkich obserwacyj lub też 
zredukowanie na system fundamentalny z uwzględnieniem wagi każdego 
źródła było niemożliwe. Pozycye użyte sa więc w ogólności te same, 
które podane zostały przez obserwatorów przy ogłoszeniu obserwacyi. 
Tylko w tych razach, gdy rozmaici obserwatorowie pozycyę tej samej 
gwiazdy podają według rozmaitych źródeł, wzięta została średnia wszyst
kich pozycyj. Tyczy się to gwiazd 5-tej i 6-tej. Prócz tego w pozy- 
cyach gwiazdy 2, podanych przy obserwacyach clintońskiej i paryskiej, 
jest mała różnica, mianowicie 0's04 w AR i 0 "2 w D, pomimo że 
z tego samego źródła zostały wzięte. Przyczyna tego jest niewątpliwie 
pewna różnica w uwzględnieniu precesyi i variatio saec. przy przeno
szeniu pozycyi z epoki katalogu na równonoc i ekliptykę 1886-0. Dla 
pozycyi tej gwiazdy również wziętą została średnia. Co się tyczy re- 
dukcyi gwiazd na miejsce pozorne, to liczby podane w zestawieniu od
noszą się do daty 1-ej obserwacyi, przy której użytą została dana gwia
zda. Liczby, użyte do redukcyi na inne daty, bardzo mało różnią się 
od podanych i przytoczenie ich pominąłem.

Wszystkie obserwacye planety należy porównać z efemerydami, 
Obrachowanemi na podstawie tego układu elementów, który zamierzamy 
poprawić. Ponieważ ten układ elementów, podany na początku, odnie
siony jest do średniej równonocy i ekliptyki r. 1890 0, obserwacye zaś 
planety odnoszą się do 5-ciu rozmaitych równonocy i ekliptyk, więc 
należy przedewszystkiem dany układ elementów zredukować na każdą 
z tych równonocy. Możnaby też rachować wszystkie efemerydy na pod
stawie jednego układu elementów. Otrzymalibyśmy w ten sposób p<>- 
zycye, odniesione do tej równonocy i ekliptyki, do których odnosi się 
użyty układ elementów; pozycye te trzebaby następnie zredukować na 
epokę efemerydy. Ja obrałem 1-szą drogę i otrzymałem 5 następują
cych układów elementów. W wykazie poniższym pominięte zostały te 
elementy, które od precesyi i pochyłości ekliptyki nie zależą i są wspólne 
dla wszystkich lat; natomiast podane w nim są stałe A, B1 C1 Igsina1 
Ig sin ó, Ig sin c, służące do przejścia od współrzędnych ekliptykalnych 
na Spółrzędne równikowe.
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Z tymi elementami zostały obrachowane efemerydy każdej opo- 
zycyi na południk berliński. Części tych efemeryd, obejmujące okresy, 
w których przypadają obserwacye, i pozwalające na interpolacyę mo
mentu obserwacyi, przytaczamy poniżej, nie rozróżniając już opozycyj. 
Podana też jest aberracya planetarna każdej epoki efemerydy.
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Ponieważ pozycye obrachowanych efemeryd odnoszą się do śre
dniego południa lub średniej północy południka berlińskiego, więc w celu 
interpolacyi spółrzędnych na moment obserwacyi, należało obrachować 
średni czas berliński wszystkich obserwacyi, a następnie odciągnąć war
tość aberacyi planetarnej, gdyż obserwowane pozycye w istocie odpo
wiadają momentom, wcześniejszym od momentów obserwacyi o tyle, ile 
czasu potrzebuje światło, ażeby przebiedz drogę od planety do ziemi. 
Wszystkie miejsca otrzymane z efemeryd są geocentryczne; chcąc za
tem porównać pozycye obrachowane z obserwowanemi, należy te ostatnie 
sprowadzić do środka ziemi przez uwzględnienie paralaksy. Załączona po
niżej tabelka zawiera wartość aberacyi planetarnej dla każdej obserwacyi 
oraz paralaksy w dwóch spółrzędnych równikowych. Spółrzędne obser
wowane, zamieszczone w tejże tabelce, są już zredukowane na środek 
ziemi, Spółrzędne zaś obrachowane odnoszą się do momentów, wcześniej
szych od epok obserwacyi o aberacyę planetarną, odpowiadającą od
ległości planety w tych epokach, i są zredukowane na miejsce pozorne 
(precesya od początku roku, nutacya, aberacya gwiazdowa). ‘
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Nr. Aberacya
Paralaksa Observatum Calculatum
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W powyższem zestawieniu dane, należące do różnych opozycyj, oddzielone są liniami poziomemi. Spółrzędne 
obserwowane i obrachowane, tu zamieszczone, odpowiadają tym samym momentom bezwzględnym i odnoszą się 
do jednego początku spółrzędnych, środka ziemi. Porównanie ich daje nam dla każdej epoki obserwacyi ró
żnicę : obserwacya — rachunek. Epoki te w odniesieniu do południka berlińskiego i odpowiadające im różnice 
są następujące:
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Dla dalszego rachunku na podstawie powyższych danych utwo
rzone zostały miejsca normalne w liczbie siedmiu. Obserwacye 1-ej opo- 
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zycyi połączone zostały w 3 miejsca normalne, każda zaś z pozostałych 
opozycyj dała po jednem miejscu normalnem. Wszystkie obserwacye, 
względem których obserwator nie wyraża jakichś wątpliwości, otrzymały 
ważność 1, bez względu na rodzaj instrumentu używanego, mikrometru 
i liczbę porównań. Ważność 1∕2 otrzymały obserwacye Clintonskie 
3. czerwca (uwaga obs.: powietrze gęste), 6. czerwca (księżyc, powietrze 
gęste) i 6. sierpnia (bardzo widno, obserwacya trudna); wagę 3∕4 otrzy
mały obserwacye Clint. d. 27. Iipca (silna zorza północna) i 20. sierpnia 
(powietrze nie bardzo dobre); wreszcie ważność 1∕4 otrzymała obserwacya 
19. sierpnia (wartość mała, 2 porównania). Wyłączone zostało z obser
wacyj Nr. 32 i 36 zboczenie, ponieważ różnice O — R bardzo się ró
żnią od innych, a powodem jest prawdopodobnie źle określone albo też 
mylnie z katalogu wzięte zboczenie gwiazdy porównawczej, która jest 
wspólną w obu obserwacyach. Jaka jest przyczyna w istocie, nie mia
łem możności sprawdzić. Wreszcie wyłączoną została obserwacya wie
deńska 19. stycznia 1890 r. z powodu niewiadomej pozycyi gwiazdy 
porównawczej.

Pierwsze miejsce normalne utworzone zostało z obserwacyj Nr. 1 
do 26, drugie z obserwacyj 26—43 i trzecie z obserwacyj 43—46. 
W każdej z tych grup utworzoną została średnia (z uwzględnieniem 
ważności) wszystkich różnic O — R dla AR i D. Średnia ta odpowiada 
epoce średniej ze wszystkich momentów obserwacyj, otrzymanej również 
z uwzględnieniem ważności. Jednakowoż bez uszczerbku dokładności 
można ową średnią poprawkę odnieść do epoki efemerydy, najbliższej 
do owej średniej epoki, przez co rachunek się upraszcza. Zupełnie tak 
samo postąpiłem z obserwacyami innych opozycyj. Wprawdzie różnice 
O — R obserwacyj opozycyi r. 1898 zmieniają się szybko; jednakże 
zmiany te nie odstępują bardzo od charakteru liniowego tak, że uwzglę
dnienie wyższych potęg czasu nie wpłynęłoby w znaczniejszy sposób 
na wynik. Zresztą, wobec znanych różnic, utworzenie nowych miejsc 
normalnych na podstawie nowych elementów, zdaje się, będzie niezbędne. 
Z tych względów i ostatnie miejsce normalne utworzone zostało w taki 
sam sposób, jak inne.

Dodając owe średnie poprawki do spółrzędnych najbliższych epok 
efemeryd, otrzymujemy 7 następujących miejsc normalnych:
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Zadanie, które należy rozwiązać teraz, polega na tem, ażeby zna
leźć taki układ elementów, na podstawie którego otrzymuje się wyżej 
podane Spółrzędne epok miejsc normalnych. Jednakże wartość ele
mentów planety nie jest stałą, lecz ulega ciągłej zmianie skutkiem 
zaburzeń, powodowanych przez inne planety. Zaburzenia te są funk
cyami elementów planety i ażeby je obrachować z całą ścisłością, 
należy już uprzednio znaleźć elementy. Znając przybliżony układ ele
mentów, musimy na jego podstawie obrachować przybliżone wartości 
zaburzeń, które tem mniej różnić się będą od rzeczywistych, im ele
menty użyte bardziej zbliżają się do prawdziwych. Przy małych różni
cach błędy, pozostałe z rachunku zaburzeń na podstawie elementów 
przybliżonych, nie przekraczają granic błędów obserwacyi i można się 
otrzymaną dokładnością zadowolić.

Jeżeli szukamy układu elementów, czyniącego zadość obserwa- 
cyom, to w istocie szukamy takiego układu danej jakiejś epoki. Zabu
rzenia elementów od tej epoki do epok miejsc normalnych, jako dające 
się w przybliżeniu obrachować, możemy uważać za znane. Niechaj ele
menty przybliżone w epoce t0 będą: 

a zaburzenia w czasie t —10 wynoszą dla każdego elementu odpowiednio 

to elementy przybliżone w czasie t są:

Ażeby otrzymać elementy prawdziwe, należy do tych elementów 
przybliżonych dodać takie poprawki 

ażeby dla epoki t rachunek dawał dla planety te same Spółrzędne α, δ, 
jakie wynikają z obserwacyi. Elementy te są:
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Wartości δJf, δω i t. d. są dla każdej epoki t inne, lecz są znane; 
wartości zaś ΔJ∕, ∆ω i t. d. są jednakowe dla wszystkich epok i są 
niewiadome.

Rachunek zaburzeń Jowiszowych na podstawie elementów przybliżo
nych został wykonany dla Alethei przez p. Neugebauera w Berlinie i tylko 
te zaburzenia tymczasowo uwzględnione zostały przy dalszych rachunkach. 
Dodając do elementów wyjścia zaburzenia za czas od epoki tych ele
mentów do epok miejsc normalnych, otrzymalibyśmy 7 układów elemen
tów, z których trzebaby obrachować Spółrzędne geocentryczne równi
kowe. Ponieważ rachunek ten nie jest ostatecznym, więc dla każdej 
opozycyi, a zatem i dla pierwszej pomimo 3-ch miejsc normalnych zo
stał wzięty jeden układ elementów i to nie ściśle odpowiadający epoce 
miejsca normalnego, ale dosyć mu blizkiej. Te uchybienia od ścisłości 
tylko bardzo nieznacznie wpłynąć mogą na wynik — i tem bardziej 
sa dozwolone, że i z innych względów już wynik nie będzie zupełnie 
dokładny. Skoro będziemy dążyć do wyniku ostatecznego taka nieści
słość nie będzie już mogła być popełnioną.

Podajemy tych 5 układów elementów wraz ze stałemi A, B, C, 
sin a, sin 6, sin c.
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Rachując na podstawie tych układów Spółrzędne planety dla epok 
miejsc normalnych, otrzymamy a. i δ w odniesieniu do tej równonocy 
i ekliptyki, do której odnoszą się elementy. Chcąc porównać te Spół
rzędne z oc i S miejsc normalnych, odniesionych do równonocy początku 
roku, w którym przypada epoka miejsca normalnego, należy je zredu
kować na te same równonoce przez uwzględnienie precesyi i zmian po
chyłości ekliptyki. Rachunek wykonany w ten sposób daje następujące 
Spółrzędne dla epok miejsc normalnych:
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Wynikające stąd różnice: Obserwacya — Rachunek, są następujące:

Ponieważ Spółrzędne planety w danej chwili są funkcyami ele
mentów, więc różnice powyższe można uważać za różniczki spółrzędnych 
względem elementów. Wartość każdej z nich określoną jest przez ró
wnanie postaci: 

i podobnież

Ponieważ wartości dv. i d⅛ są znane, a Spółczynniki etc., 

etc. możemy uważać za wiadome, więc niewiadome dM. dω etc. 

określają się na podstawie 6-ciu równań postaci powyższej. Spółczyn
niki oddzielnych wyrazów są wprawdzie również funkcyami elementów, 
lecz do ich obrachowania wystarczy znać elementy przybliżone. Natu
ralnie im dokładniej znane są elementy, a zatem i wartości owych ilo
razów różniczkowych, tem dokładniejsze będą otrzymane wartości nie
wiadomych poprawek elementów. Jeżeli poprawki te są duże, w takim 
razie trzeba cały rachunek powtórzyć, t. j. obrachować dla nowych 
elementów różnicę Obs. — Rach.. oraz wartości ilorazów różniczkowych 
i rozwiązać równania.

Ze względu, że rachunek tych współczynników wymaga dość 
znacznego nakładu pracy, z drugiej zaś strony od postaci równań za
leży też w znacznej mierze dokładność wyników, więc należy nadać 
im postać najdogodniejszą. W tym celu jest rzeczą korzystną zamiast 
Diektorych elementów wprowadzić inne, które otrzymuje się z pierw
szych w sposób prosty. Przedewszystkiem wzory otrzymują postać dogo
dniejszą, jeżeli zamiast elementów odniesionych do płaszczyzny ekliptyki, 
poprawiać będziemy elementy, odniesione do płaszczyzny równika. Otrzy
mane poprawki bez trudności dadzą się następnie przenieść na elementy 
ekliptykalne. Naturalnie skutkiem odniesienia do innej płaszczyzny
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podlegają zmianie tylko te elementy drogi planety, które określają po
łożenie tej drogi w przestrzeni, te zaś, które określają jej kształt i ro
zmiary, nie zmieniają się. A zatem Jf, <p, o. pozostają te same, natomiast 
zamiast Ω, ω, i otrzymamy Ω,, ω', które dla 5-ciu wyżej podanych 
układów są następujące:

Jeżeli położymy:

i zamiast wprowadzimy jako niewiadome poprawki 
to równania (a) otrzymają postać:

W tych równaniach Spółczynniki obrachowane zostały zapomocą 
następujących wzorów', podanych przez Oppolzera:
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W tych wzorach r oznacza promień wodzący planety, p jej odle
głość od ziemi, w= v -f- ω' (u prawdziwa anomalia), A1 B1 A∖ B , F' Detc. 
wielkości i kąty pomocnicze, określone przez wzory następujące:

W tych wzorach oznacza t ilość dni, upłynionych od epoki ele
mentów podstawowych do epoki miejsca normalnego. Znaczenie innych 
wielkości jest wiadome.

Rachując Spółczynniki wszystkich miejsc normalnych według tych 
wzorów, możnaby wszędzie używać tych samych elementów zasadni
czych, niedokładność stąd powstająca nie byłaby zbyt wielką. Ponieważ 
jednakże różnica między elementami I i V jest znaczną, więc uważałem 
za stosowne Spółczynniki każdego miejsca normalnego rachować z odpo
wiednimi elementami. Liczby, potrzebne do rachunku, i wyniki zawarte 
są w niżej załączonej tabelce.
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Poprawki dΦ i dΨ są, podobnie jak Φ, Ψ, funkcyami elementów 
ω', Ω' i φ, które stosownie do różnych miejsc normalnych mają wartości 
rozmaite. Dlatego też poprawki ∆φ i ∆ω' każdego miejsca normalnego 
muszą wypaść rozmaicie, co jest przeciwne naszemu dążeniu. Jeżeli 
jednakże możemy przewidywać, że wystarczajacem będzie poprawienie 
elementów Φ, Ψ, wynikających z elementów układu podstawowego, 
w takim razie na ∆φ i ∆ω' otrzymamy tylko po jednej wartości, wspól
nej dla wszystkich miejsc normalnych. Uczyniwszy takie założenie, 
otrzymujemy na Φ i Ψ, odpowiadające elementom poprawianym, war
tości następujące:

Ponieważ każde miejsce normalne daje nam 2 równania postaci (b), 
więc wogóle otrzymamy 14 równań, z których należy określić 6 nie
wiadomych poprawek elementów. Spółczynniki niewiadomych oraz prawe 
strony równań zawarte są w tabelce.

Wyniki dalszych rachunków naturalnie tylko w tym razie mogą 
być dokładne, jeżeli Spółczynniki obrachowane zostały bez błędu. Ra
chunek tych spółczynników jest uciążliwy głównie dlatego, że nie daje 
żadnej prostej kontroli. Jedyną kontrolą, prowadzącą z cała pewnością 
do celu, jest nadanie niewiadomym pewnej, dowolnej, niezbyt wielkiej 
wartości i obrachowanie z temi wartościami prawych stron. Jeżeli na
stępnie do elementów planety dodamy te same poprawki, obrachujemy 
na podstawie otrzymanych elementów Spółrzędne geocentryczne równi
kowe epok wszystkich miejsc normalnych i znajdziemy, że Spółrzędne 
te różnią się od spółrzędnych miejsc normalnych o te same ilości, jakie 
otrzymaliśmy po prawej stronie równań warunkowych, wtedy możemy 
być przekonani, że w równaniach warunkowych niema błędu. W prze
ciwnym razie nie pozostaje nic innego, jak Spółczynniki rachować na 
nowo, później znów kontrolować w sposób opisany i t. d. Rachować 
zaś dalej bez dokładnej kontroli jest rzeczą zbyt ryzykowną, niema 
bowiem rachmistrzów, którzyby się nie mylili.

Kontrolę przeprowadziłem początkowo w sposób wzmiankowany 
i znalazłem w kilku miejscach niezgodność. Obliczyłem zatem Spół
czynniki powtórnie, a później zupełnie niezależnie po raz trzeci; w ten 
sposób niedokładności przez porównanie dały się usunąć.

Pomimo to przy pierwszem rozwiązywaniu równań warunkowych, 
spółczynnik przy dL' w 10-tem równania warunkowem użyty został 
z przeciwnym znakiem. Elementy stąd wypływające, chociaż mało do
kładne, dosyć dobrze odtwarzały miejsca normalne. Wobec zbliżającej 
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się opozycyi Alethei w 1899 r. na podstawie tych przybliżonych ele
mentów obrachowałem efemerydę, która dawała możność znalezienia 
planety. W istocie Dr. Palisa w Wiedniu znalazł planetę w odległości 
— 21s i —0',l od obrachowanego miejsca d. 30. paźdz. 1899 r.

14 równań warunkowych z 6-ma niewiadomemi należy rozwiązać 
w ten sposób, ażeby suma kwadratów pozostałych błędów była naj
mniejszą, a możliwie blizką zera. W równaniach warunkowych wynosi 
ta suma:

Nie wszystkie równania warunkowe mają jednakową ważność. 
Zależną jest ona przedewszystkiem od ilości oddzielnych obserwacyj, 
które składają się na każde z tych równań warunkowych, a następnie 
od ważności każdej oddzielnej obserwacyi. Przyjmując za jedność poje
dynczą obserwacyę, której ważność równa się 1, i uwzględniając to, 
co mówiliśmy o ważności obserwacyj przy tworzeniu miejsc normalnych, 
otrzymujemy następujące ważności równań warunkowych:

Ażeby sprowadzić równania warunkowe do tej samej miary, na
leży każde z nich pomnożyć przez pierwiastek kwadratowy z ważności. 
W ten sposób otrzymujemy równania następujące:

W tych równaniach zamiast liczb występują ich logarytmy, co 
powtarza się i następnie. Dla ujednostajnienia spółczynników połóżmy:
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Przyjmując dalej dla błędów za jedność liczbę, której logarytm = 
= 3,73135n, mamy:

Rozwiązując te równania zapomocą metody najmniejszych kwa
dratów, otrzymujemy dla określenia 6-ciu niewiadomych 6 równań normal
nych, z których otrzymane wartości niewiadomych czynią zadość wa
runkowi:

Równania te są:

Rugując z tych równań niewiadome sposobem podanym przez 
Gaussa, otrzymujemy następujące równania określające:

Z tych równań otrzymujemy:
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a poszukiwane poprawki elementów wynoszą:

Jeżeli oznaczymy: 

to poprawki dπ' i dφ otrzymujemy zapomocą wzorów:

Wypada stąd :

Wreszcie, przechodząc z równika na ekliptykę, otrzymujemy następu
jący system poprawek elementów zasadniczych :

Jeżeli oznaczymy przez t ilość dni, które upłynęły od epoki ele
mentów podstawowych do epoki każdego z miejsc normalnych, to ano
malię średnia każdego miejsca normalnego trzeba poprawić o ilość 
tdμ+dM. Poprawka ta dla wszystkich miejsc normalnych wynosi:

Poprawione zatem elementy epok miejsc normalnych wraz z odpo
wiedniemi stałemi są następujące:
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Spółrzędne równikowe planety oraz pozostałe różnice O — R epok 
miejsc normalnych są:

Suma kwadratów pozostałych błędów jest już znacznie mniejszą 
i wynosi tylko 12567. Jest to jednakże ilość jeszcze dosyć znaczna, 
i musimy się starać zmniejszyć ją jeszcze, o ile to możliwe. Widzimy 
z powyższego zestawienia, że największe różnice O — R wypadają na 
czwarte miejsce normalne, które jest ze wszystkich najmniej dokładnem 
(wszystkiego jedna obserwacya). Różnice te muszą się zmniejszyć, jeżeli 
jeszcze raz rozwiążemy równania warunkowe, uważając je za jednakowo 
ważne. Inne różnice okazały się znacznie większemi w porównaniu 
z temi, jakie wypływają z równań warunkowych po podstawieniu w nie 
niewiadomych, wskutek tego, że we wszystkich miejscach normalnych 
przyjętem zostało jednakowe dφ i dω'. Gdy dφ i dω' obrachujemy od
dzielnie w każdym układzie elementów oskulujących, t. j. uwzględniając 
rozmaite wartości ω i φ, to różnice otrzymane z równań zgadzają się 
z otrzymanemi przez porównanie obrachowanych i obserwowanych spół
rzędnych planety. Zatem dla większej dokładności drugie poprawki dφ 
i dω należy obrachować na średnie wartości ω i φ. Naturalnie zupełna 
zgodność w ten sposób osiągniętą być nie może. Okazuje się zatem, 
że wprowadzenie elementów Φ i 'I nie jest bardzo korzystne w tych 
razach, gdy epoki miejsc normalnych są od siebie znacznie odległe, 
a zatem punkty przysłoneczne drogi planety, odpowiadające epokom 
tych miejsc normalnych, są znacznie od siebie oddalone.

Do obrachowania dalszych poprawek elementów użyjemy tych 
samych spółczynników równań warunkowych, gdyż wprowadzenie po
prawionych elementów na miejsce pierwotnych nie miałoby wielkiego 
znaczenia dla dokładności. Prawe strony równań sa:
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Kładąc dla ujednostajnienia: 

i przyjmując za jedność błędu 1'86395, otrzymamy nowy układ ró
wnań warunkowych w postaci:

Z tych równań otrzymujemy równania normalne:

oraz równania określające:

z których wynikają następujące wartości niewiadomych :

Poszukiwane poprawki są:
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Podstawiając te wartości w równaniach warunkowych, otrzymamy 
następujące pozostałe błędy miejsc normalnych:

Surna kwadratów pozostałych błędów wynosi obecnie 6047. Jest 
to granica dokładności, do której można było dojść przy założeniach, 
na początku wymienionych. Zaznaczyć należy, iż główną przyczyna 
stosunkowo znacznych pozostających błędów jest obserwacya z r. 1 887 
(t. j. czwarte miejsce normalne). Opuszczając tę obserwacye, możnaby, 
jak wynika z pobieżnego rachunku, otrzymać błędy innych miejsc nor
malnych, prawie że nie przekraczające możliwych błędów obserwacyi. 
Jaką jest istotna tego przyczyna, wykaża dalsze poszukiwania, zmie
rzające do wyznaczenia ostatecznych elementów.

Z otrzymanych poprawek rachujemy poprawki elementów, odnie
sionych do ekliptyki, które są:

Do rachunku tych ostatnich poprawek użyte zostały nie jak po
przednio elementy oskulujace z r. 1888, lecz średnie wartości 5 ciu ukła
dów elementów, odpowiadających epokom miejsc normalnych. Przez to 
błędy rozłożą się bardziej równomiernie na wszystkie miejsca normalne. 
Pomimo to błędy te nie będą ściśle równały się tym, które wynikają 
z podstawienia poprawek w równaniach warunkowych, t. j. przytoczo
nych powyżej. Równość zachodziłaby tylko wówczas, gdyby poprawki 
elementów, odniesionych do ekliptyki każdego miejsca normalnego, ra
chowane były z odpowiadającymi mu elementami. Wtedy jednakże 
otrzymalibyśmy tyleż różnych systemów poprawek Dodać winienem, 
że rachunek ten dla kontroli został wykonany i zgodność powyższa 
stwierdzona.

Poprawka tdu. dM siedmiu miejsc normalnych wynosi:

Stałe A, B1 C1 sina1 sinb1 sine wobec nieznacznych zmian ele
mentów ulegną również tylko nieznacznej zmianie. Zamiast więc racho
wać te stałe według zwykle używanych wzorów, wygodniej obrachować 
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tylko ich zmiany na podstawie wzorów różniczkowych. Wzory te wy
prowadzają się z łatwością. Mamy:

Różniczkując, otrzymujemy po zrozumiałych podstawieniach :

Podobnie:

Ażeby otrzymać poprawkę zwykłych Iogarytmow na sina, sinb, 
sin c. trzeba poprawkę Iogarytmow naturalnych pomnożyć przez moduł 
Iogarytmów zwykłych; dalej ponieważ dLl i dA' etc. wyrażamy w se
kundach, należy prawą stronę wyrażeń tych poprawek pomnożyć przez 
sin 1"; wreszcie, ażeby poprawki otrzymać w jednościach siódmego 
miejsca dziesiętnego, mnożymy je przez 10'. Połóżmy jeszcze dla 
uproszczenia:

Otrzymujemy ostatecznie :
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Stosowanie tych wzorów jest korzystne z tego względu, iż wy
starcza rachunek cztero a najwyżej pięciocyfrowy i nie potrzeba przepro
wadzać rachunku wszystkich układów elementów, jak to przy stosowaniu 
wzorów ścisłych jest konieczne, lecz wystarcza obrachować poprawki 
jednego średniego układu elementów, o ile różnice między oddzielnemi 
(lita średniemi znajdują się w granicach ± 1'.

Poprawki te rachowałem na średnie (2 i t, odpowiadające pierw
szym czterem opozycyom, oddzielnie zaś na opozycyą r. 1898. Okazało 
się wszakże, że poprawki w obu przypadkach były jednakowe, mia
nowicie:

Wartości na wynikające po dodaniu tych poprawek A', B1, CL, 
sina, sinb, sine zostały skontrolowane zapomocą wzoru: 

przyczem stwierdzoną została zupełna zgodność.
Elementy zatem i stałe, odpowiadające epokom, blizkim opozycyj, 

są obecnie następujące:
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Rachując na podstawie tych elementów Spółrzędne geocentryczne 
epok miejsc normalnych, otrzymujemy następujące różnice O — R:

Zgodność tych różnic z temi, które wypływają z równań warun
kowych, jest w granicach dokładności 7-cyfrowego rachunku prawie 
zupełną. Kilka większych zboczeń są, jak to już wspomnieliśmy, sku
tkiem niezupełnej identyczności poprawek dy i cńo różnych miejsc nor
malnych, pomimo identycznych <ZΦ i c?'l’.

Po ogłoszeniu obserwacyj, dokonanych w czasie opozycyi r. 1899, 
przystąpię natychmiast do rachunku ostatecznych elementów. W tym 
celu przedewszystkiem trzeba będzie poprawić przyjęte pozycye gwiazd 
porównawczych na podstawie wszystkich istniejących obserwacyj tych 
gwiazd; dalej wykonać rachunek zaburzeń Saturna, oraz, jeżeli to okaże 
się konieeznem, przynajmniej na epoki największego zbliżenia się do 
Jowisza obrachować zaburzenia Jowisza z poprawionymi elementami.

Lwów, 11. stycznia 1900. — Obserwatoryum.
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