XXII.

Uber einen arithmetischen Satz von GauB.

[Mitteilungen der Deutschen mathematischen Gesellschaft in Prag,
Jahrgang 1892, S.1—11.]

§ 1.
Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den im Art. 42
der Disquisitiones Arithmeticae enthaltenen Satz:

I. Wenn die Koeffizienten der beiden ganzen Funktionen

Pl g® 49 W73 e i =2 LA
Q=2a"+qa" ' +¢2"* +-+q
der Variablen z rationale, aber nicht simtlich ganze Zahlen
sind, so konnen auch die Koeffizienten ihres Produkts
PQ — gm+tn + 7, gmtn—1 4 ... H g

nicht simtlich ganze Zahlen sein.

Derselbe kommt meines Wissens nur ein einziges Mal, ndmlich
im Art. 341 zur Anwendung, und fiir diese Anwendung reicht die
obige Fassung auch vollstindig aus. Aber bei niherer Priifung
erkennt man leicht, dal der im Art. 42 enthaltene Beweis eine viel
grobere Tragweite besitzt, als diese Fassung des Satzes erkennen
1aft. Um dies ganz deutlich zu machen, wollen wir mit p/, ¢/, 7’
bzw. die Nenner der in den Funktionen P, @, PQ auftretenden, in
den kleinsten Zahlen ausgedriickten Koeffizienten p, ¢, » und mit A
irgendeine Primzahl bezeichnen; ist nun unter den Nennern 2’
mindestens einer durch die Potenz A*, aber keiner durch A*+1 teilbar,
und ist ebenso mindestens einer der Nenner ¢' durch %*, aber keiner
durch A**1 teilbar, so zeigt GauB, daBl mindestens einer der Nenner 7'
durch die Potenz h“*” teilbar ist, und hiermit ist der obige Satz
bewiesen, weil es (nach Annahme) mindestens eine Primzahl % gibt,
fiir welche w + v >> 0 ist. Um aber von dem, was Gaull bewiesen
hat, nichts zu opfern, wollen wir mit @, das kleinste gemeinsame
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Vielfache der Nenner p’, mit b, dasjenige der Nemmer ¢/, mit ¢, das-
jenige der Nenmer »' bezeichnen; nach der bekannten Regel fiir die
Bildung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von gegebenen Zahlen
sind dann A*, B’ und (weil offenbar keiner der Nenner 7' durch
hrtv+1 teilbar sein kann) h*+* die hochsten Potenzen von A, welche
bzw. in @, b, und ¢, aufgehen; und weil Ahnliches fiir jede Prim-
zahl gilt, so folgt hieraus offenbar
@ by = ¢y,

withrend im obigen Satze nur behauptet wird, dafl ¢, gewill nicht — 1
sein kann, wenn mindestens eine der beiden Zahlen @, b, > 1 ist.

Multipliziert man nun eine Funktion P, deren hochster Koeffizient
— 1 ist, mit dem Generalnenner @, der iibrigen (oder auch aller)
Koeffizienten, so entsteht immer eine sogenannte urspriingliche
(primitive) Funktion, d.h. eine Funktion

A = ™ S alxm—~1 -+ a'axm—z‘*_ Sl (7

deren Koeffizienten ganze Zahlen ohre gemeinsamen Teiler sind; und
umgekehrt, dividiert man eine urspriingliche Funktion 4 durch
ihren hochsten Koeffizienten @,, so entsteht eine Funktion P, deren
hochster Koeffizient — 1 und deren iibrige Koeffizienten den General-
nenner @, haben. Aus dieser Bemerkung ergibt sich sofort, dafl der
von Gaul bewiesene Satz a,b, = ¢, auch in folgender Form aus-
gesprochen werden kann:

Il. Das Produkt von zwei urspriinglichen Funktionen ist
wieder eine urspriingliche Funktion.

Versteht man ferner unter dem Teiler einer mit beliebigen
ganzen rationalen Koeffizienten behafteten Funktion den grofiten
gemeinsamen Teiler dieser Koeffizienten, so ist jede solche Funktion
offenbar das Produkt aus ihrem Teiler und aus einer urspriinglichen
Funktion, und der vorstehende Satz nimmt folgende Form an, in
welcher ich ihn gelegentlich®*) in Dirichlets Vorlesungen iiber
Zahlentheorie (S. 466 der zweiten, S. 545 der dritten Auflage)
erwihnt habe: : "

IIL. Der Teiler eines Produktes von zwei Funktionen ist
das Produkt aus den Teilern der beiden Faktoren.

*) DaB dieser naheliegende und so leicht zu beweisende Satz schon vor
mir von anderen ausgesprochen sein mag, ist zwar sehr wahrscheinlich, aber ich
habe keine solche Stelle finden konnen.
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Offenbar gilt derselbe Satz auch fiir Funktionen mit gebrochenen
rationalen Koeffizienten, wenn man unter dem Teiler einer solchen
Funktion # diejenige vollstindig bestimmte (positive) Zahl ¢ versteht,
tiir welche der Quotient F':¢ eine urspriingliche Funktion wird; dann
gind z B. die Teiler der oben mit P, @, P@Q bezeichneten Funktionen
die umgekehrten Werte von a,, b,, ¢,, und der Satz besteht wieder
in der Gleichung ¢y = a@,b,, Man findet ferner leicht, daf der Satz
fiir Produkte von beliebig vielen Faktoren und fiir Funktionen von
beliebig vielen unabhingigen Variablen gilt. Statt aber auf solche
Verallgemeinerungen einzugehen, ziehe ich es vor, dem Satze noch
eine andere gleichwertige Form zu geben, welche insofern einfacher
und deshalb leichter auf hohere Zahlengebiete zu iibertragen ist, als
in ihr der Begriff des Teilers gar nicht mehr auftritt:

IV. Sind alle Koeffizienten @ der Funktion 4 und alle
Koeffizienten b der Funktion B rationale Zahlen, und sind
alle Koeffizienten ¢ des Produktes AB ganze Zahlen, so
sind auch alle Produkte ab ganze Zahlen.

Um dies zu heweisen, bezeichne ich mit «, § die Teiler der
Funktionen 4 = « A', B — B B' und mit a', b' alle Koeffizienten der
urspriinglichen Funktionen A4', B'; jedes Produkt ¢ b ist dann von der Form
(ea’)(BY'), und weil e 8 (nach I oder III) der Teiler der Funktion 4 B
ist, diese aber (nach Annahme) lauter ganze Koeffizienten ¢ hat, so
ist ¢ und folglich auch jedes Produkt @b eine ganze Zahl, w. z. b. w.

Ebenso leicht ist es, aus diesem Satze IV umgekehrt den Satz II
oder III abzuleiten, ohne nochmals auf den Nerv des Beweises von
GauB, also auf die Bildung der Koeffizienten eines Produktes aus
denen der Faktoren zuriickzugehen. Wire namlich ein Produkt aus
zwei urspriinglichen Funktionen A, B, deren Koeffizienten mit g, b
bezeichnet werden mogen, keine urspriingliche Funktion, wiren also
alle (offenbar ganzen) Koeffizienten von A B durch eine Primzahl A

teilbar, so miiften, weil dann das Produkt %-B lauter ganze

Ao (nach IV) ganze Zahlen sein,

h
was offenbar nicht der Fall ist, weil sowohl in A als auch in B
sich mindestens ein durch % nicht teilbarer Koeffizient @, b findet.

Der Satz IV ist daher vollkommen gleichwertig mit dem Satze II
oder III; aber jeder dieser Sitze ist schirfer als der Satz L

Koeffizienten hitte, alle Produkte
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§ 2.

Ich gehe nun dazu iiber, den Satz in der Weise zu verallgemeinern,
dal die Koeffizienten, welche bisher als rational angenommen waren,
beliebige algebraische Zahlen sein diirfen. Unter einer algebraischen
Zahl verstehe ich jede Wurzel einer Gleichung mit rationalen Koeffi-
zienten, und ich nenne sie eine ganze algebraische Zahl oder kiirzer
eine ganze Zahl, wenn unter den unendlich vielen Gleichungen,
deren Wurzel sie ist, es auch eine solche gibt, deren hochster Koeffi-
zient — 1 und deren iibrige Koeffizienten ganze rationale Zahlen
sind (Dirichlets Zahlentheorie, Aufl. 2 und 3, § 160). Hieraus er-
geben sich sofort die a.a.O. bewiesenen Sitze:

1. Die Summen, Differenzen, Produkte von je zwei ganzen Zahlen
sind ganze Zahlen.

2. Jede Wurzel einer Gleichung, deren hochster Koeffizient — 1
und deren iibrige Koeffizienten ganze Zahlen sind, ist eine ganze Zahl.

Aus diesen beiden Sétzen leiten wir leicht noch den folgenden ab:

3. Eine Zahl @ ist gewifl eine ganze Zahl, wenn es ein end-
liches System von Zahlen g,, g, ... g, gibt, die nicht simtlich ver-
schwinden und deren jede (u,) durch Multiplikation mit @ ein
Produkt von der Form

ay,,. e 2(17')“1 + Z(ar)y', + P + zs{)y’n
gibt, wo alle mit z bezeichneten Koeffizienten ganze Zahlen sind.

Denn dur¢h Elimination der » Grofien w, aus diesen % homo-
genen linearen Gleichungen ergibt sich bekanntlich die Gleichung

21— @, 2, I

H,, " "

2 S Zai— .l b0
(n) (n) (n)

o ) % v EMW—a

entwickelt man die Determinante nach Potenzen von a, so erhilt
man eine Gleichung von der ‘Form

@+ Yo"+ Y0ty = 0,
deren Koeffizienten y,, 9, ... 4, durch Addition, Subtraktion, Multipli-
kation aus den ganzen Zahlen z entstehen und folglich (nach 1.)

ebenfalls ganze Zahlen sind, und hieraus folgt (nach 2.), daB auch a
eine ganze Zahl ist, w. z. b. w.
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Mit Hilfe der in dem genannten Werke begriindeten allgemeinen
Zahlentheorie, die sich auf die Begrifie des endlichen Zahlen-
korpers und der ihm angehorenden Ideale stiitat, ist es nun leicht,
den obigen Satz III auf Funktionen mit beliebigen algebraischen
Koeffizienten zu iibertragen. Sind ndmlich die Koeffizienten der
beiden Funktionen

A—=ax2™+a, " 11 -+ ap,
B = b,z +ba"—* 4| -.-+ b,

und folglich auch diejenigen ihres Produktes
AB = ¢cyamtn L amtr—1L .o Loy,

ganze Zahlen eines endlichen Korpers £, und bedeutet p irgendein
Primideal in &, so ergibt sich in ganz &hnlicher Art wie bei dem
Beweise von Gauf, dal die hochste in allen Koeffizienten ¢ auf-
gehende Potenz von p gleich p*+* ist, wo p* die hochste in allen
Zahlen @, und p* die hochste in allen Zahlen b enthaltene Potenz
ist; sind ndmlich 7, s die kleinsten Indizes, fiir welche @, nicht
durch p*+1 und b, nicht durch p*+1 teilbar ist, so kann der Koeffi-
zient ¢, . ; gewil nicht durch p*t*+1 teilbar sein, weil er ein Aggregat
von Produkten ab ist, die alle, mit Ausnahme des einzigen Gliedes
a, b, durch p«+7+1 teilbar sind. Hiermit ist aber nach den Prinzipien
der Idealtheorie wirklich bewiesen, dafl der Teiler des Produktes 4 B
d. h. der groBite gemeinsame Idealteiler aller Koeffizienten ¢, das
Produkt aus den Teilern von 4 und B ist.

Aber welche weit ausgedehnte Theorie gehort dazu, um diesen
Satz beweisen, ja um ihn nur mit Verstindnis aussprechen zu kénnen!
Ganz anders verhidlt es sich mit der folgenden Verallgemeinerung
des Satzes IV, die nur den obigen einfachen Begriff der ganzen Zahl
aber gar nichts von Korpern oder Idealen voraussetzt:

V. Wenn das Produkt aus zwei Funktionen 4, B lauter
ganze Koeffizienten besitzt, so ist jedes aus einem Koeffi-
zienten von A und einem Koeffizienten von B gebildete
Produkt eine ganze Zahl

Dieser Satz ist zwar fiir den Kenner der Idealtheorie wieder
gleichwertig mit der eben besprochenen Verallgemeinerung des
Satzes III, aber seine viel einfacliere Form it auch die Moglichkeit
eines einfacheren Beweises vermuten. Die Herstellung eines solchen
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Beweises bildet den eigentlichen Gegenstand der vorliegenden Ab-
handlung, und dies wird wohl im Hinblick auf die zahlreichen An-
wendungen, welche der Satz V gestattet, hinreichend gerechtfertigt
erscheinen.

§ 3.

Am kiirzesten gelangt man zu dem gewiinschten Ziele, indem
man sich auf den folgenden speziellen Fall stiitzt:

VI. Wenn die ganze Funktion f(z) lauter ganze Koeffi-
zienten hat, und wenn @ irgendeine Wurzel der Gleichung
f(w) = 0 bedeutet, so hat auch die ganze Funktion

st
1 fe e

W
lauter ganze Koeffizienten.
Um dies zu beweisen, setzen wir
f(x):coxk +clxk_1+"'+ck7

fl(x) == 02t G, - gy,
1 e L N et

folgt. Multipliziert man nun einen bestimmten solchen Koeffizienten a,
mit jeder der k Potenzen 1, w, ®®... @*—1, so erhdlt man

Gro —oal - ciat el L. clat)

woraus

ist der Exponent s eine der k£ — r Zahlen 0,1, 2 ... k —r — 1, also
r + 8 <k, so behalten wir diese Form des Produktes bei; ist aber
der Exponent s eine der 7 Zahlen k—1r, k—r+1... £E—1, so
multiplizieren wir die Gleichung
fl@ =c¢o*+cao*14-.-4¢ =0
mit @"+4—% wodurch sich die andere Form
U@ = — Cpp @1 — Gy @ — er — G Pt
ergibt; da mithin alie diese Produkte a,®® in der Form
Zot ettt 2
darstellbar sind, wo die Koeffizienten z ganze Zahlen bedeuten, so
ist (nach 3. in § 2) auch jeder Koeffizient a, eine ganze Zahl, w.zb. w.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich offenbar
folgendes. Wenn die Funktion

f(@) = ¢ (2 — @) (x—w,) ... (2 — o)
Dedekind, Gesammelte Werke, I1. 3
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lauter ganze Koeffizienten hat, so behdlt sie diese Eigenschaft nach
Division durch beliebig viele der Faktoren ersten Grades (x — w);
der letzte Koeffizient einer so erhaltenen Funktion ist (abgesehen
vom Vorzeichen) immer von der Form ¢,0 = ¢, 0,00 ..., WO
7,8t ... irgendwelche voneinander verschiedene Indizes aus der
Reihe 1, 2 ... k bedeuten, also @' jedes beliebige Glied des ent-
wickelten Produktes
I+e)14+ @) ... (1+ o)

sein kann. Alle Produkte von der Form c¢,@  sind also ganze
Zahlen.

Und hieraus folgt leicht der zu beweisende Satz V. Denken
wir uns nidmlich die Funktion f(z) auf irgendeine Weise in zwei
Faktoren 4, B zerlegt, und setzen

A=ay(r—a)(®*—a) ... (®— o),
B = by(x— B)(x—By) ... (x— B),
so ist @ b, = ¢,, m + n = k, und der Komplex der m + n Zahlen

«, B ist identisch mit dem Komplex der k& Zahlen w. Bezeichnen
wir daher mit o jedes Glied des entwickelten Produktes

(l‘l"“l)(l‘l‘“z) (1+am)a

ebenso mit B jedes Glied des entwickelten Produktes

(L4 B8)(A+ By ... (1+ Ba),

so sind die Produxte o' B’ identisch mit den Zahlen @', und folglich
ist jedes Produkt a,a'.b,B = c,@’, also eine ganze Zahl. Da nun
jeder Koeffizient @ der Funktion 4 (abgesehen vom Vorzeichen) ein
Aggregat von Produkten a@,o’ und ebenso jeder Koeffizient b der
Funktion B ein Aggregat von Produkten b, #' ist, so ist jedes
Produkt @b auch ein Aggregat von Produkten a,e'.b,f', also eine
Summe von ganzen Zahlen und folglich (nach 1. in § 2) ebenfalls
eine ganze Zahl, w. z b. w.

Man sieht leicht, dafl der nunmehr bewiesene Satz V auch fir
Produkte von beliebig vielen Faktoren gilt. Sind a, b, ¢ die Koeffi-
zienten der drei Funktionen A4, B, C, so wird, wenn das Produkt
ABC = (AB)C lauter ganze Koeffizienten hat, nach V auch jede
Funktion (4 B)c, also auch jedes Produkt A4 (Bc) ganze Koeffizienten
haben, woraus nach V wieder folgt, dall die Produkte a(bc) ganze
Zahlen sind; und so kann man offenbar fortfahren. Ubrigens leuchtet
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ein, dal man den obigen Beweis auch ohne weiteres fiir Produkte
von beliebig vielen Faktoren hitte fiihren konnen.

Ebenso wiirde die Ubertragung des Satzes auf den Fall, wo die
Koeffizienten nicht Zahlen, sondern algebraische Funktionen von ver-
anderlichen Grofien sind, keine neue Schwierigkeit darbieten, und in
dieser Allgemeinheit kann der Satz sehr wohl dazu dienen, die Be-
trachtungen, welche Kronecker in §14 seiner ,Grundzige einer
arithmetischen Theorie der algebraischen Grofen“ (1882) entwickelt
hat, zu vereinfachen und zu vervollstindigen. Der in dieser gedanken-
reichen Abhandlung herrschenden Auffassung der arithmetisch-alge-
braischen Probleme wiirde freilich der obige Beweis des Satzes V
insofern wohl nicht vollkommen entsprechen, als in ihm die Zerleg-
barkeit der Funktion f(x) in Faktoren ersten Grades vorausgesetzt
wird. Aus diesem Grunde will ich zum Schluf noch einen ganz
anderen Beweis des Satzes V mitteilen, in welchem diese Zerlegbar-
keit durchaus nicht benutzt wird.

§ 4.

Der Gang des neuen Beweises 140t sich am einfachsten dar-
stellen, wenn man einige wenige Begriffe aus der Theorie der Moduln
entlehnt. Ein System a von Zahlen « nenne ich einen Modul*),
wenn die Summen und Differenzen von je zwei solchen Zahlen o
wieder demselben System a angehoren. Sind alle diese Zahlen o
auch in dem Modul d enthalten, so heillt a teilbar durch b; sind
zwei Moduln o, d gegenseitig durch einander teilbar, so sind sie
identisch, was durch a = d bezeichnet wird. Bedeutet o jede Zahl
des Moduls a, ebenso B jede Zahl des Moduls b, so hilden alle
Produkte o3 und alle Summen solcher Produkte wieder einen Modul,
welcher das Produkt von a und 6 heiit und mit ab bezeichnet
wird. Ist a teilbar durch b, so ist offenbar ab teilbar durch $b
Ebenso kann man Produkte von beliebig vielen Moduln und Potenzen
von Moduln bilden, und es gelten hierbei dieselben Multiplikations-
gesetze wie bei Produkten von Zahlen.

Wir brauchen uns hier nur mit sogenannten endlichen Moduln
zu beschéftigen. Sind @, @,, @, ... @, irgendwelche bestimmte Zahlen,

*) Dirichlets Zahlentheorie, Aufl. 2, § 161.
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wiahrend z,, ,, 2, ... ®, willkiirliche rationale ganze Zahlen be-
deuten, so bilden alle in der Form

0= ay%y+ 0, %, + gz, + - + Ay (1)
darstellbaren Zahlen o einen solchen endlichen Modul a, der durch
das Symbol '
' do==ifasts g vid indial] _ ®))
bezeichnet wird; das System der Zahlen a,, @, ... @, heillt eine
Basis von a, und diese Zahlen selbst heifflen die Glieder oder
Elemente dieser Basis. Offenbar kann die Basis eines endlichen
Moduls a in unendlich viele, duflerlich verschiedene Formen gebracht
werden, ohne die geringste Anderung des gesamten Zahleninhalts
von a; z B. darf man das erste Glied @,, indem man alle anderen
beibehalt, durch jede Zahl von der Form (1) ersetzen, in welcher
%, = 11 ist.. 'Wenn nun

e [ e (3)
ebenfalls ein endlicher Modul ist, so gilt dasselbe offenbar auch von
dem Produkt ab, und zwar ist

ab = [py, P, ..} (4)
wo die Zahlen p,, p, ... alle Produkte von der Form a,b, bedeuten.
Ebenso leuchtet ein, daB auch jede Potenz des endlichen
Moduls (2) wieder ein endlicher Modul ist; die Basis einer solchen
Potenz '
Bt e dliee o o ore o]
besteht aus allen Produkten « von n 4 1 gleichen oder verschiedenen
Faktoren aus der Reihe a,,a, ... @,,; die Anzahl dieser Produkte o
ist bekanntlich
II(m + n +1)
OmyI(n +1)
Fiir unseren Zweck ist aber eine Transformation dieser Basis in eine
andere erforderlich, deren Glieder gewisse aus den Grofien a,, @, ... a,,
gebildete Determinanten sind. Der Kiirze halber wollen wir mit »

irgendeine Kombination von 7 -+ 1 verschiedenen, der Grofle nach
geordneten Indizes

Pl (r)
bezeichnen, welche der Reihe der m + m + 1 Zahlen
0,1,2...(m+n)
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angehoren; dann ist zugleich
0 gt ol - SRk
und diese # + 1 Zahlen 7, — v gehoren alle der Reihe der m - 1 Zahlen
0,1,2...m
an; jeder Kombination r entspricht daher ein bestimmtes Produkt
Oy == Qg Qpy—1 Qryg—2 + -+ Ar, —ny
und umgekehrt leuchtet ein, dall jedes Produkt e, also jedes Glied

der Basis von ant1 aus einer und nur aus einer einzigen Kombi-
nation 7 entspringt. Ist ferner s.eine von r verschiedene Kombination

So<81<52"'<8m (8)
so konnen die Differenzen 7, —s,, 7, — 8, ... 7, — s, nicht alle ver-
schwinden, und wir wollen von den beiden entsprechenden Gliedern
o, oy das erste als das hohere, das zweite als das niedrigere ansehen,
wenn die erste nicht verschwindende dieser Differenzen positiv aus-
fallt; offenbar ordnen sich dann alle Glieder o ihrer Hohe nach in
eine bestimmte Folge der Art, daf, wenn von drei Gliedern o,, e, &
das erste hoher als das zweite und dieses hoher als das dritte ist,
gewill das erste auch hoher als das letzte ist; von allen Gliedern o
ist ant' das hochste, ag T' das niedrigste.

Indem wir ferner festsetzen, dal @; = 0 sein soll, so oft der
Index ¢ nicht in der Reihe der m -+ 1 Zahlen 0, 1, 2 ... m enthalten
ist, lassen wir jeder Kombination r, also jedem Produkte e, eine
bestimmte Determinante

I Qpy Qryg—1 +++ Bry—n
! Qpy Opy—1 «os Ary—n
ar T | C TR ST

@y Oy —1 o ve Oy |

entsprechen. Dieselbe ist ein Aggregat von lauter Produkten o,
unter denen sich das Hauptglied o, befindet, und man kann be-
weisen — was wir der Kiirze halber dem Leser iiberlassen miissen —
daf alle anderen Glieder niedriger als o, sind. Hieraus folgt mit
Riicksicht auf eine frithere Bemerkung, dafl man die aus den Produkten
0 @, ... bestehende Basis des Moduls an+1! schrittweise, indem man
immer ¢, durch e, ersetzt, in eine neue Basis transformieren kann,
welche aus den samtlichen Determinanten e, besteht, daf also

athliz= fogt ergion]
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ist. Mit Hilfe dieser Transformation kann man leicht den folgenden
Satz beweisen:
VIL. Bildet man aus den Koeffizienten der drei ganzen
Funktionen
A= agya2™ ‘o arl L. g,
Bi— bjiar " U4 byansd fne e tliby
B e Cy o + C, e S O o Cmtn
die drei endlichen Moduln
0 == [, 8 ... G},
=R Il T
et K s
80 ist
im0 el D ) i e

Beweis. Aus der Bildungsweise der Koeffizienten

6 = @by + a1 b, -+ -+ ay_n by
geht zundchst hervor, dal der Modul ¢ durch ab und folglich a”c
durch an+1p teilbar ist. Setzt man ferner fiir ¢ die in einer
bestimmten Kombination r enthaltenen Indizes 7,7, ... 7,, so ergibt
sich, daf} alle Produkte ¢, b, in der Form

“;,ocro+°‘;,lcr1 +‘xr,,ncrn
darstellbar sind, wo &, o, 0, 1 ... &, gewisse Unterdeterminanten nte
Grades von o, bedeuten und folglich in dem Modul a» enthalten
sind. Mithin ist jedes Produkt «,6, in a7c enthalten, und da die
Determinanten «, eine Basis von a»+! und die Zahlen b, eine Basis
von b bilden, so ist das Produkt a»+1b teilbar durch a?c und
folglich an+1p — an¢, w.z b.w.

Aus diesem ganz allgemeinen Satze, in welchem iiber die Be-
schaffenheit der Koeffizienten @, b, ¢ gar nichts -vorausgesetzt wird,
ergibt sich nun unmittelbar unser Satz V. Bilden niimlich die Zahlen
W1, Us ... w; eine Basis des Moduls a”, so sind alle Produkte

abu,, abuy ... aby
in (ab)a?, d.h. in a”c enthalten, also von der Form
2oty 2y 0 2 s
WO 2,2, ... % Zahlen des Moduls ¢ bedeuten. Setzen wir also jetzt
(wie in V) voraus, daf alle Koeffizienten ¢ ganze Zahlen sind, so
-gilt dasselbe (nach 1. in § 2) auch von diesen Zahlen 2,,2, ... 2 und
folglich (nach 3. in § 2) auch von jedem Produkt ab, w.zb.w.
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Erlduterungen zur vorstehenden Abhandlung.

In der Abhandlung Nr. XXV: Uber die Begriindung der Idealtheorie, be-
merkt Dedekind, da er den Beweis des Satzes V, des Hauptsatzes der vorstehenden
Abhandlung, schon am 15. Februar 1887 gefunden und am 20. Februar d. J. an
H. Weber mitgeteilt hat. Etwas spiter, aber unabhingig von Dedekind, ist der
Satz von A. Hurwitz (Uber die Theorie der Ideale, Gottinger Nachrichten 1894,
Math.-phys. Kl., S. 291—298, vgl. Fufinote S.292) in einer #quivalenten Form
ausgesprochen worden. Aus Satz V folgt bekanntlich einfach, daB man zu einem
beliebigen Ideale ein zweites so bestimmen kann, daB das Produkt ein Hauptideal
wird, und diese Tatsache ist sowohl von Hurwitz als auch gelegentlich von
Dedekind zum Aufbau der Idealtheorie benutzt worden. Eine eingehende Dis-
kussion dieser Probleme gibt Dedekind in der Abhandlung Nr. XXV; man ver-
gleiche auch die Besprechung dieser Abhandlung im Vorwort zur vierten Auflage
von Dirichlets Zahlentheorie, ebenso die weiteren Literaturangaben (Kronecker,
Mertens) bei A. Hurwitz: ,Uber einen Fundamentalsatz der arithmetischen Theorie
der algebraischen GroBen“, Gottinger Nachrichten 1895, S.230—240.

Ore.
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