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Б И Б Л Ю Т Е К А К Л А С С И К О В Ъ Т О Ч Н А Г О З Н А Н 1 Я . IV. 

В. БОЛЬЦАНО 

ПАРАДОКСЫ 
БЕЗКОНЕЧНАГО 

изданные по посмертной рукописи автора 

Д р . Ф р , П р ж и г о н с к и м ъ , 

Переводъ съ нЪмецкаго подъ редакщей 

Проф. И. В. СЛЕШИНСКАГО. 

]е $иг$ 1е11етеп1 роиг 1'гп/гпге ас1не1} 

^и'аи Ней А'аАтсНге, уие 1а па1нге 1'аЪ-
Ьогге, сотте Топ сШ уи1§а1гетеп! г /с Нет 
1]н'е11е 1'а#ес1е риг1ои1, роиг тких таг-
цисг 1с$ ре^есПот <1е $оп Аи(енг. (Ье'/Ьпц. 
Орега отпга х1тИо Ьт1оу. йи1еп$. Тот. II. 
раП. I. р. 24]). 

(}[ въ такой мгърп стою за акту-
альную бесконечность, что не только не 
допускаю, что природа боится ем, какь 
обыкновенно выражаются, но н признаю, 
что природа всюду являешь именно та-
кую бесконечность, чтобы лучше отмп-
тить совершенство своею Творца). 

О Д Е С С А 1911 
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Типограф1я Л. Шутака. Троицкая 27. 

http://rcin.org.pl



Отъ редактора перевода. 

Бернардъ Больцано (Вегпагс! Во1гапо. 5. X. 1 7 8 1 — 1 8 . XII 1848) 
занималъ съ 1 8 0 5 по 1820 годъ каеедру исторш релипи въ Праж-
скомъ университет^ . Уволенный на основанш доносовъ враговъ, 
обвинявшихъ его въ отступленш отъ догматовъ католической церкви, 
онъ посвятилъ остальную часть жизни исключительно научнымъ за-
нят1ямъ въ области логики и математики. 

Приводя списокъ его работъ въ этой области, я пользуюсь 
случаемъ обратить внимаше на хранящ1яся въ венской придворной 
библютекЪ не опубликованныя рукописи Больцано. ОнЪ составляют -!, 
десять кипъ, помЪченныхъ буквами А, В, С, О, Е, Р, С, Н, Н, Л. 
Только часть одной кипы содержитъ лекцш этики, все остальное 
математическаго содержашя. 

Больцано первый ввелъ въ математику п о н я л е о верхней гра-
ни цЪ и раньше Коши установилъ понят1е о сходимости рядовъ, 
формулируя т а к ж е общш критерШ сходимости, известный подъ име-
немъ критер1я Коши. (См. сочинешя, помЪщенныя въ списк'Ь подъ 
нумерами 3 и 4). 

Въ сочиненш, переводъ котораго здЪсь предлагается (№ 9 
списка), Больцано является предшественникомъ Георга Кантора (Се-
ог§ Кап1ог. 3. III. 1845) въ теорш безконечныхъ многообраз1Й. Имен-
но, въ §§ 20-24 онъ устанавливаетъ и развиваетъ тЪ свойства без-
конечнаго, которыя легли въ основаше теорш Кантора. 

Я хотЪлъ бы обратить внимаше читателя еще на нЪкоторыя 
ЗамЪчательныя мЪста этой книги. Въ § 5 дается то опредЪлеше 
суммы, на которомъ построилъ свою ариеметику Г. Грассманнъ 
(Н. Сга55гпапп. 1 5. IV. 1 8 0 9 — 2 6 . IX. 1 877) . Въ § 34 дается научное 
опредЪлеше нуля. Очень интересны разъяснешя, содержащ1яся въ 
концЪ § 36. Замечательный мысли содержитъ § 37. посвященный 
обоснованш анализа . ОтмЪтимъ еще конецъ § 40, конецъ § 41, на-
чало § 49 и конецъ § 70. 
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VI 

С ъ некоторыми взглядами автора, въ особенности въ области 
метафизики, трудно согласиться. Утверждения, содержащ1яся въ при-
мЪчашяхъ на страницахъ 61 и 64, оказались неверными, но мнЪшя 
эти разделялись наиболее знаменитыми математиками этой эпохи. 

Понимаше математическихъ частей сочинешя предполагаетъ 
лишь элементарныя знашя изъ области высшей математики. Для по-
нимашя сказаннаго на странице 91 необходимо знать свойства ло-
гариомической спирали. 

И. Слешинскж. 
30.111.1911 Одесса. 
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С о ч ш ш Б о л ь н о но л о г и й I математик! 
1. Ве1гасЫип^еп йЬег е т ^ е Се&епз1апс1е с^ег Е1етеп1аг^еоте1:пе. 

Рга&. 1804 . 
2. ВеНга^е ги е т е г Ье^гйп^е1егеп Э а г ^ е И и п ^ с1ег М а Ш е т а И к . 

1. Ые(егип§. Рга&. 1 8 1 0 . 
3. Бег ЫпогшзсЬе ЬеЬг5а(:2 ипс! а1з Ро1^егип& аиз Лип с1ег ро-

]упот15сЬе, ипс! сПе РеНпеп, с!1е гиг ВегесЬпип^ с!ег Ь о ^ а г Л Ь т е п игкЗ 
Ехропепиа]§тбз5еп с31епеп, ^епаиег а1з ЫзНег е г м е з е п . Рга&. 1 8 1 6 . 

4. Р е т апа1у(;1зсНег Ве\уе1з <3ез ЬеЪгза^гез, с1а55 гичзсЬеп ]е 
2ше1 МегЧНеп, сПе е т е п ^ е & е п ^ е з е Ы е з РезиИа!: ^ е ^ а Н г е п , 
е т е гее11е Шигге1 с!ег С1е1сЬип§- Пе&е. Рга^ . 1 8 1 7 . ВегПп 1 8 9 4 . 

5. 01е с1ге! Р г о Ы е т е с!ег РесНПсаИоп, йег Сотр1апа1юп ипс! 
с!ег СиЫгип^ оЬпе Ве{гасНит& с1ез ипепсШсЬ к 1 е т е п , оНпе сПе Ап-
п а Ь т е с1ез А г с Ы т е ё е з ипс! оНпе 1г^епс! е т е п1сЫ §1геп§; ег^ге1зПсЬе 
Уогаи55е1;2ип§ г и ^ е к Ъ а1з РгоЬе е т е г &апгПсЬеп 1)тз1:а11:ип^ 
с!ег Р а и т и ч з з е п з с Ь а К а11еп М а Ш е т а И к е т гиг Ргй^ип^ Уог^е1е^1:. 
Ье1рг^ . 1 8 1 7 . 

6. Ог. В. В о к а п о ' з \У155еп5сНа1ЫеНге, УегзисЬ е т е г аизШгПсЬеп 
ипс! ^гб55(;еп1Не11з пеиеп 0агз(;е11ип^ с1ег Ь о ^ к т к з1е!ег Р й с к з к М 
аи^ с1егеп ЫзЬепде ВеагЬекег. Негаиз^е&еЬеп УОП т е Ь г е г е п ЙЕ1ПЕГ 

Ргеипёе. Мк е т е г Уоггейе с!ез Ог. X С . А. Не1пго1Ь. 4. Вс1е. 5и1г-
ЬасЬ 1 8 3 7 . 

7. УегзисЬ е т е г оЬ^'екНуеп Ве^гипс1ип^ сЗег 1^еЬге УОП с!ег 2и-
з а т т е п з е ^ и п ^ с1ег КгаКе. Рга&. 1 8 4 2 . 

8. УегзисЬ е т е г О ^ е к Н у е п Ве^гйпбип^ С!ег ЬеЬге УОП ^ЕП с!гсм 
0 1 т е п з ю п е п с1ез Р а и т е з . Рга&. 1 8 4 3 . 

9. В. Во!2апо'5 Рагас1ох1еп с1ез 1)пепс1НсЬеп. Негаиз^е&еЬеп УОП 
Р п Ь о п з к у . Ье1р21^. 1 8 5 1 . ВегНп. 1 8 8 9 . 
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Натерши ш биглафш и оцбга дЬягзльнойгй Больцано. 
1. Lebensbeschreibung des Dr. B. Bolzano mit einigen seine 

ungedruckten Aufsätze und dem Bildnisse des Verfassers, eingeleitet 
und erläutert vom Herausgeber. Sulzbach. 1836 . (ABTo6iorpa(J)m). 

2. Skizzen aus dem Leben Dr. B. Bolzano's von dessen Arzte 
Dr. A. Wisshaupt. Leipzig. 1850 . 

3. Bruchstücke zu einer künftigen Lebensbeschreibung des sei. 
Professors Bernard Bolzano von Josef Hoffman in Techobuz. 
Wien. 1850 . 

4. Bernard Bolzano. Zivotopisny nästin. Sepsala Marie Cervinkovä. 
V. Praze. 1881 . 

5. B. Bolzano's Bedeutung in der Geschichte der Infinitesimal-
rechnung. Von Stolz in Innsbruck. 1881 . Math. Ann. Bd. XVIII. s. 255. 

6. Erdmann. Grundriss der Geschichte der Philosophie. Bd. 2. 
1878 . S. 389 . 

7. Bernard Bolzano. Prednaska Marie Cervinkove-Riergovj. V 
Praze. 1893 . 

8. Husserl. Logische Untersuchungen. 1900. s. 225. 
9. Palägyi. Kant und Bolzano. 1902. 

http://rcin.org.pl



Ц р е д и с д о в 1 е и з д а т е л я . 

Б о л ь ц а н о началъ писать замечательное сочинеше «о п а-
р а д о к с а х ъ б е з к о н е ч н а г о » еще лЪтомъ 1847-го года на пре-
лестной дачЪ въ ЛибохЪ близъ Мельника, въ сообществ^ издателя, 
но, вслЪдсЫе перерыва, обусловленнаго другими работами, закончилъ 
это сочинеше только лЪтомъ слЪдующаго года, послЪдняго года своей 
жизни. Б о л ь ц а н о доказалъ этимъ сочинешемъ, что, несмотря на 
позднш возрастъ — 66 л Ъ т ъ — и на очевидный упадокъ тЪлесныхъ силъ, 
его духовныя силы сохранили еще всю свежесть и подвижность. 
КромЪ того, э т а работа показала всему ученому м1ру всю самобыт-
ность его воззрЪнш на самые отвлеченные и глубоюе вопросы ма-
тематики, чистаго естествознашя и метафизики. Действительно, если 
бы Б о л ь ц а н о не написалъ и не оставилъ намъ ничего больше, 
кром^ этого одного трактата , то и въ такомъ случай его слЪдо-
вало-бы причислить, по нашему глубокому убЪжденш, къ самымъ 
выдающимся людямъ нашего столЪт1я. Самые интересные и запутан-
ные вопросы, возникающ1е при изслЪдованш понят1я о безконеч-
ности, вопросы, которые занимали съ давнихъ временъ ученыхъ, 
работавшихъ въ области апрюрныхъ наукъ , онъ умЪетъ р а з р е ш а т ь 
съ поразительной легкостью. КромЪ того, онъ умЪетъ излагать и 
развертывать передъ глазами читателя эти вопросы съ такой 
ясностью, что они въ большинства случаевъ становятся доступными 
для каждаго, кто не вполнЪ чуждъ этой области и лишь немногое 
усвоилъ въ ней. З н а т о к ъ - ж е , если только онъ отнесется къ этому 
трактату съ нЪкоторымъ внимашемъ, (и развЪ мы не въ правЪ 
ожидать этого о т ъ каждаго ученаго?) вскорЪ узнаетъ значеше взгля-
довъ Б о л ь ц а н о , намЪченныхъ здЪсь и разработанныхъ обстоя-
тельнее въ другихъ его сочинешяхъ (особенно въ его «Логик^» и 
въ «А1Ьапа51а»), и вскоре замЪтитъ, что ими намечается полное 
преобразоваше всей современной системы науки. 
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Издатель, получивъ э т о т ъ т р а к т а т ъ въ рукописи о т ъ наслЪд-
никовъ автора съ обязательствомъ напечатать его возможно скорее , 
принялъ на себя э т о обязательство тЪмъ охотнЪе, что оно вполнЪ 
согласовалось съ самымъ сокровеннымъ его желашемъ ( Б о л ь ц а н о 
былъ его незабвеннымъ учителемъ и другомъ). Онъ охотно испол-
нилъ-бы и раньше это обязательство, если бы не возникли препят-
ств1я, которыя онъ могъ устранить лишь въ т е ч е т е настоящаго года. 
Только теперь сд-Ьлалось для него возможнымъ исправить перепи-
санное по рукописи, не всегда четкой и представляющей кое-гдЪ 
даже неправильности, составить точный указатель содержашя для 
удобства въ пользоваши книгой и найти подходящее мЪсто для ея 
издашя. Для этой цЪли онъ выбралъ Лейпцигъ, съ одной стороны, 
надЪясь на болЪе широкое распространеше сочинешя, напечатаннаго 
именно въ ЛейпцигЪ; съ другой стороны, желая почтить знаменитый 
городъ книгъ, у к р а ш е ш е и гордость новой родины издателя ( о н ъ 
чехъ по происхожденш) , т а к ъ к а к ъ онъ вЪритъ, что въ будущемъ, 
когда велик1Й генш Б о л ь ц а н о будетъ признанъ всЪми, Лейпцигъ 
прославится тЪмъ, что былъ мЪстомъ, гдЪ появились впервые 
«Парадоксы». 

Будиссинъ, 10 1юля, 1850. 
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С 0 Д Е Р Ж Д Н 1 Е . 

§ 1. Почему авторъ занимается исключительно изсл'Ьдовашемъ па-
радоксовъ безконечнаго. 

§ 2—10. Понят1е о безконечномъ въ изложенш математиковъ и 
изслЪдоваше его. 

§ 11. Какъ представляютъ себ"Ь безконечное Г е г е л ь и друпе 
философы. 

§ 12. Друг1я опредЪлешя безконечнаго и разборъ ихъ. 
§ 13. Реальность понят1я, установленнаго авторомъ, доказанная 

примерами изъ области недействительнаго. Количество истинъ и теоремъ 
безконечно. 

§ 14. Опровержеже некоторыхъ возражешй. 
§ 15. Количество чиселъ безконечно. 
§ 16. Количество величинъ вообще безконечно. 
§ 17. Количество простыхъ частей времени и пространства вообще 

безконечно; точно также безконечно количество точекъ времени и про-
странства, которыя находятся между двумя сколь угодно близкими точ-
ками пространства или времени. 

§ 18. Не всякая величина, которую мы разсматриваемъ, какъ сумму 
безконечнаго множества конечныхъ величинъ, является величиной безко-
нечной. 

§ 19. Существуютъ безконечныя многообраз1я, ббльаня или мень-
шая, ч е м ъ друпя безконечныя многообраз1я. 

§ 20. Замечательное соотношеше двухъ безконечныхъ многооб-
разж, состоящее въ томъ, что каждая вещь, принадлежащая одному мно-
гообраз1Ю, можетъ быть соединена съ некоторой вещью, принадлежащей 
другому, такимъ образомъ, чтобы ни одна вещь въ обоихъ многообра-
31яхъ не оставалась безъ соединения и не появлялась-бы более одного 
раза въ соединенш съ другой вещью. 

§ 21. Т е м ъ не менее два безконечныхъ многообраз1я, равныя по 
количеству своихъ частей, могутъ быть однако въ такомъ соотношеши, 
что одно изъ нихъ будетъ представлять только часть другого. 

§ 22 и 23. По какой причине для конечныхъ многообразш имеетъ 
место другой случай, и какимъ образомъ эта причина исчезаетъ для 
безконечныхъ многообраз1й. 
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§ 24. Две суммы попарно равныхъ величинъ, если ихъ многооб-
раз1е безконечно, могутъ не быть равными; это равенство будетъ иметь 
место только въ томъ случае, когда оба множества определяются оди-
наковыми уСЛОВ1ЯМИ. 

§ 25. Въ области действительна™ также существуетъ безконечное. 
§ 26. Законъ полной определенности всего действительно суще-

ствующаго не противоречить этому утверждешю. 
§ 27. Заблуждеше т е х ъ математиковъ, которые говорятъ о безко-

нечно большихъ промежуткахъ времени, ограниченныхъ однако съ обе-
ихъ сторонъ, или, что случается еще чаще, о безконечно малыхъ про-
межуткахъ времени. Заблуждаются и т е , что говорятъ о безконечно 
большихъ и безконечно малыхъ разстояшяхъ. Ошибаются также физики 
и метафизики, предполагая или утверждая, что существуютъ силы во 
вселенной въ безконечное число разъ бблышя или менышя, чемъ друпя. 

§ 28. Главнейнпе парадоксы безконечнаго въ области математики; 
прежде всего въ общей теорш величинъ и особенно въ учеши о числахъ. 

Какъ разрешается парадоксъ исчислешя безконечнаго. 
§ 29. Существуетъ исчислеше безконечно большихъ. 
§ 30, Точно также существуетъ и исчислеше безконечно малыхъ. 
§ 31 и 3?. Неправильность некоторыхъ понятш, принятыхъ даже 

въ математике, о безконечно большихъ и безконечно малыхъ. 
§ 33. Осторожность, которую необходимо соблюдать для избежа-

шя ошибокъ при производстве вычислений съ безконечными. 
§ 34. Более точное определеше понят1я о нуле. Нуль не можетъ 

являться делителемъ въ равенстве, не представляющемъ простого 
тождества. 

§ 35. Противореч1я, вытекакищя изъ в с т р е ч а ю щ а я с я иногда утвер-
ждешя, что безконечно малыя величины, соединенныя помощью сложешя 
или вычиташя съ некоторыми другими, обращаются въ нуль или исче-
заютъ. 

§ 36. Эти противореч1я не устраняются предположешемъ некото-
рыхъ математиковъ, что безконечно малыя величины равны нулю, без-
конечно-же болышя суть частныя отъ делешя конечной величины на 
нуль. 

§ 37. Какъ, по мнешю автора, следуетъ понимать методъ исчисле-
н1я безконечныхъ, чтобы освободить его отъ всякихъ противореч1й. 

§ 38. Парадоксы безконечнаго въ прикладной части учешя о вели-
чинахъ, а именно въ учеши о времени и пространстве. 

Уже самое понят!е о континууме или непрерывномъ протяжен'ш 
заключаетъ въ себе кажугщяся противореча . Какъ разрешить эти про-
тивореч1я? 

§ 39. Парадоксы въ понятж о времени. 
§ 40. Парадоксы въ понятш о пространстве. 
§ 41. Какимъ образомъ большая часть парадоксовъ въ учеши о 

пространстве объясняется и з ъ понят1я о пространстве, которое предла-
гаетъ авторъ? 
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§ 42 и 43. Какимъ образомъ неправильное понимание учешя о без-
конечно большомъ привело н'бкоторыхъ математиковъ къ неправиль-
нымъ представлешямъ? 

§ 44. Вычислеше величины безконечнаго пространства, принадле-
жащее I. Ш у л ь ц у , и въ чемъ собственно заключается ошибка этого 
вычислешя. 

§ 45. Учете о безконечно маломъ тоже подало поводъ къ нЪкото-
рымъ несообразностямъ. 

§ 46. Что слЪдуетъ думать о предложен'ш Галилея: окружность 
круга также велика, какъ и его центръ. 

§ 47. Объяснеше предложешя, что обыкновенная циклоида им'Ьетъ 
безконечную кривизну въ той точке , где она встр-Ьчаетъ свое основаше. 

§ 48. Какимъ образомъ происходитъ то, что нЪкоторыя протяже-
шя, распространяясь въ безконечномъ пространстве, т'Ьмъ не менее 
им'Ьютъ конечную величину; друпя-же, напротивъ того, будучи ограничены 
конечнымъ пространствомъ, им-Ьютъ все-таки безконечную величину; и 
далее, нЪкоторыя друпя сохраняютъ конечную величину, хотя делаютъ 
безконечное число оборотовъ вокругъ одной точки. 

§ 49. Еще нЪкоторыя парадоксальныя отношешя пространствен-
ныхъ протяженш, им-Ьющихъ безконечную величину. 

§ 50. Парадоксы безконечнаго въ области физики и математики. 
Какчя истины слЪдуетъ признать, чтобы судить правильно объ 

этихъ парадоксахъ. 
Доказательство того, что нЪтъ двухъ совершенно равныхъ вещей, 

а также, следовательно, двухъ совершенно равныхъ атомовъ (простыхъ 
субстанцш) во вселенной; далее,—что несомненно существуютъ простыя 
субстанцш, и что это суть перем-Ънныя субстанцш. 

§ 51. Предразсудки, отъ которыхъ слЪдуетъ освободиться, чтобы 
правильно судить объ относящихся сюда парадоксахъ. НЪтъ мертваго 
вещества, но есть инертное вещество. 

§ 52. Предположен'^, что непосредственное действ1е субстанцш 
недопустимо, представляетъ предразсудокъ школы. 

§ 53. Подобнымъ-же образомъ уверенность въ томъ, что непо-
средственное вл1яше на разстоянш невозможно, является предразсудкомъ. 

§ 54. Проникновеше одной субстанцш въ другую безусловно от-
рицается. 

§ 55. Предразсудокъ, состояний въ томъ, что духовныя существа не 
занимаютъ пространства, т а к ъ что не могутъ даже занимать места 
одной точки. 

Между созданными субстанщями нЪтъ другихъ различш, кроме 
различ1й въ степени. 

§ 56. Съ этой точки з р е ш я устраняется самъ собой большой па-
радоксъ о связи духовныхъ и матер1альныхъ субстанцш. 

§ 57. Ошибочное представлеше о построена вселенной изъ однехъ 
силъ, безъ субстанцш. 
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§ 58. НЪтъ ни высшей, ни низшей ступени бьпчя въ творенш Бога. 
§ 59. Непрерывное наполнете безконечнаго пространства субстан-

ц|ями хорошо согласуется съ различною плотностью тЪлъ, и нЪтъ ни-
какой надобности предполагать, что субстанцш проникаютъ одна въ 
другую. 

§ 60. Каждая субстанщ'я въ м!рЪ находится въ постоянномъ взаи-
мод1зйствш съ каждой другой. 

§ 61. Существуютъ между ними субстанцш господствуюния, но ни 
одна изъ нихъ не обладаетъ силами, которыя-бы превосходили силы 
подчиненныхъ субстанцш на безконечную величину. 

§ 62. Существуетъ-ли господствующая субстанщя въ каждой сово-
купности субстанцш. 

§ 63. КромЪ господствующихъ субстанцш существуетъ еще м1ро-
вое вещество—эоиръ, которое заполняетъ все остальное мировое про-
странство и соединяетъ всЪ м1ровыя тЪла 

Между субстанщями существуетъ притяжеже и отталкиваше, и ка-
кимъ образомъ авторъ представляетъ себЪ это. 

Отчего происходить, что вещества, различаюнцяся между собой 
своими силами, а именно степенью взаимнаго притяжежя, по вЪсу равны 
между собой или что в"Ьса ихъ относятся между собою, какъ массы. 

§ 64. Въ чемъ проявляется господство опред'Ьленныхъ субстанцш 
или атомовъ надъ другими,и что отсюда слЪдуетъ. 

§ 65. Ни одна особенная субстанщя не можетъ испытывать такого 
изм'Ьнен1я, чтобы, благодаря ему, освободиться отъ всЪхъ ближайшихъ 
частицъ, окружающихъ ее. 

§ 66. ГдЪ кончается одно тЪло и начинается другое или вопросъ 
о границахъ т1зла. 

§ 67. Находятся-ли т-Ьла въ непосредственномъ соприкосновенш 
одно съ другимъ, и когда это бываетъ. 

§ 68. Возможные виды движенш во вселенной. 
§ 69. Описываетъ-ли какой-нибудь атомъ во вселенной въ какое-

либо время лин1Ю вполнЪ прямую или вполнЪ кривую. 
Принимая во внимаше мн-бше автора о безконечности вселенной, 

возможно-ли допустить поступательное движете ея въ каком ь-нибудь 
опредЪленномъ направлен^ или вращательное движете ея вокругъ дан-
ной м1ровой оси или м1рового центра. 

§ 70. Два парадокса, получившихъ, благодаря Э й л е р у , большую 
известность. 
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§ 1. 

Хотя и нельзя согласиться съ мнЪшемь К е с т н е р а , что все 
встрЪчающ1яся въ математике п а р а д о к с а л ь н ы я утверждешя 
представляютъ собою предложежя, которыя либо непосредственно 
заключаютъ въ себе понят1е о б е з к о н е ч н о м ъ, либо т а к ъ или 
иначе опираются на это понят1е, когда делается попытка ихъ до-
казать , но это несомненно справедливо для большей части э т и х ъ 
утверждешй. Еще безспорнЪе то, что к ъ разряду т а к и х ъ утвержде-
шй принадлежатъ именно тЪ математическ1е парадоксы, которые 
заслуживаютъ наибольшаго внимашя по той причине, что р е ш е т е 
в а ж н е й ш и х ъ вопросовъ въ некоторыхъ другихъ наукахъ , какъ , на-
примеръ , въ м е т а ф и з и к е и физике , з ависитъ отъ удовлетворитель-
н а я опровержешя кажущихся п р о т и в о р е ч а , заключающихся въ 
э т и х ъ утверждешяхъ. 

Это-же и составляетъ причину, по которой я въ предлагаемомъ 
сочиненш занимаюсь исключительно р а з с м о т р е ш е м ъ парадоксовъ 
безконечнаго. Прежде всего необходимо выяснить, какое собственно 
понят1е мы разумеемъ подъ словомъ «безконечное»; иначе окажется 
для насъ невозможнымъ обнаружить, что противореч1я, заключаю-
щ1яся въ э т и х ъ математическихъ парадоксахъ, представляются лишь 
кажущимися. Поэтому-то мы и начинаемъ съ определешя понят1я 
безконечнаго. 

§ 2. 

Само назваше показываетъ, что б е з к о н е ч н о е противостав-
ляется всему к о н е ч н о м у . То обстоятельство, что мы выводимъ 
н а з в а н 1е безконечнаго изъ назвашя конечнаго, указываетъ намъ 
сверхъ того, что мы представляемъ себе п о н я т 1 е безконечнаго 
происходящимъ изъ понят1я конечнаго, в с л е д с ш е присоединен]'я къ 
нему новой составной части (такой частью является уже и понят1е 
О ПрОСТОМЪ О Т р И Ц а Н 1 И ) . ЧТО Оба ЭТИ ПОНЯТ1Я относятся къ м н о -
г о о б р а з 1 я м ъ , къ к о л и ч е с т в а м ъ (т. е. к ъ многообраз1ямъ 
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единицъ), а потому и к ъ в е л и ч и н а м ъ, этого нельзя отрицать 
уже по той причин^, что именно въ м а т е м а т и к е , т. е. въ н а у к е 
о величинахъ, мы и говоримъ чаще всего о безконечномъ, разсма-
тривая конечный и безконечныя множества и делая предметомъ 
нашего изследоважя и даже вычислешя, наряду съ к о н е ч н ы м и , 
не только б е з к о н е ч н о б о л ь ч н я , но даже и б е з к о н е ч н о 
м а л ы я величины. Не делая еще предположешя, что оба эти поня-
т1я—конечнаго и безконечнаго—применяются всегда только къ та -
кимъ вещамъ, въ которыхъ въ какомъ-либо смысле могутъ быть 
обнаружены в е л и ч и н а и м н о ж е с т в о , мы въ п р а в е надеяться , 
что более точное изследоваше вопроса, при какихъ обстоятельствахъ 
мы считаемъ многообраз]'е конечнымъ или безконечнымъ, дастъ намъ 
возможность определить, что такое б е з к о н е ч н о с т ь в о о б щ е . 

§ з. 
С ъ этой целью мы должны однако обратиться къ одному и з ъ 

п р о с т е й ш и х ъ понятш нашего ума, имея въ виду установить значе-
ше термина, который будемъ употреблять для обозначешя этого по-
нят1я. Мы говоримъ о понятш, лежащемъ въ основе союза и. Для 
того, чтобы сделать это понят1е настолько яснымъ, насколько этого 
во множестве случаевъ требуютъ математика и философ1я, я думаю, 
лучше всего выразить его следующими словами: с о в о к у п н о с т ь 
и з в е с т и ы х ъ в е щ е й или ц е л о е , с о с т о я щ е е и з ъ и з в е с т -
н ы х ъ ч а с т е й . При этомъ мы должны установить, что эти слова 
принимаются въ т о м ъ широкомъ значенш, что во в с е х ъ предложе-
шяхъ, где употребляется союзъ и, предметъ речи есть и з в е с т -
н а я с о в о к у п н о с т ь п р е д м е т о в ъ , ц е л о е , состоящее изъ 
известныхъ ч а с т е й . Напримеръ : 1) с о л н ц е , з е м л я и л у н а 
находятся во взаимодействш; 2) р о з а и п о н я т 1 е о р о з е — д в е 
различныя вещи; 3 ) имена С о к р а т ъ и с ы н ъ С о ф р о н и с к а 
обозначаютъ одно и то же лицо. Въ первомъ п р и м е р е это целое 
составляютъ солнце, земля и луна, и объ этомъ целомъ высказы-
вается мысль, что части его находятся во взаимодействш. Во вто-
ромъ п р и м е р е э т о совокупность двухъ вещей: розы и понят1я о 
ней, при чемъ высказывается суждеше, что это две совершенно раз-
личныя вещи и т. д. Э т и х ъ немногихъ словъ уже будетъ достаточно 
для установпешя соглашешя относительно понят1я, о которомъ идетъ 
речь, если мы при этомъ еще, конечно, прибавимъ, что любая вещь 
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А съ любыми вещами В, С, В. . . можетъ составить совокупность 
вещей, или еще, говоря точнее , сама по себе составляетъ совокуп-
ность, о которой можно высказать много более или менее важныхъ 
истинъ, постольку, поскольку представлешя А, В, С, И . . . . въ 
действительности с о о т в е т с т в у ю т р а з л и ч и ы м ъ предметамъ, т . е. 
поскольку ложно каждое изъ следующихъ предложенш: А есть 
то же, что В; А есть то же, что С; В есть то же, что С и т. д. 
Если бы, напримеръ , А было то-же самое, что В, то конечно было бы 
нелепымъ говорить о совокупности вещей А и В. 

§ 4. 

Существуютъ совокупности, которыя, хотя и заключаютъ т е 
ж е части А, В, С , I ) . . . , но являются р а з л и ч н ы м и (мы назо-
вемъ ихъ существенно различными) въ зависимости о т ъ точки з р е -
шя (понят1я), съ которой мы ихъ разсматриваемъ, напримеръ , ц е -
лый и разбитый въ куски стаканъ, разсматриваемые, какъ сосуды 
для питья. То, что л е ж и т ъ въ основанш различ1я т а к и х ъ совокуп-
ностей, мы называемъ с п о с о б о м ъ с о е д и н е н 1 я или р а с п о л о -
ж е н ! я ихъ частей. Совокупность , определяемую т а к и м ъ понят1емъ, 
при которомъ расположеше частей безразлично (въ которой, сле-
довательно, не происходитъ никакихъ существенныхъ изменешй, 
если меняется только расположеше ч а с т е й ) , — т а к у ю совокупность 
я называю м н о г о о б р а з 1 е м ъ ; а такое многообраз1е, все части 
котораго будутъ разсматриваться , какъ е д и н и ц ы известнаго рода 
А, т. е. к а к ъ предметы, содержащ1еся въ понятш А, называется 
м н о ж е с т в о м ъ предметовъ А . 

§ 5. 

Известно, что существуютъ совокупности, части которыхъ 
являются также составными, т. е. представляютъ изъ себя опять 
совокупности. Между ними есть также совокупности, которыя мы 
разсматриваемъ съ такой точки з р е ш я , что въ нихъ не произой-
детъ существеннаго изменешя, если мы станемъ разсматривать ча-
сти частей, к а к ъ части целаго. Этого рода совокупности я назову 
терминомъ, заимствованнымъ у математиковъ, — с у м м а м и . Д е й -
ствительно, понят1е суммы и состоитъ въ томъ, что 

А + (В-\-С) = А-\-В + С. 
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§ 6. 

Если мы разсматриваемъ предметъ, к а к ъ принадлежащш к ъ 
такому роду вещей, что любыя двЪ и з ъ н и х ъ М и ДГ не могутъ 
никогда имЪть другого о т н о ш е ш я между собой, к а к ъ то, что онЪ или 
р а в н ы между собой, или одна изъ нихъ представляетъ сумму, содер-
жащую часть, равную другой, т. е. что или М= N или М = А т + у 
или + причемъ для составныхъ частей V и имЪетъ 

мЪсто то же самое, т . е., что онЪ или равны между собой, или одна 
изъ нихъ можетъ быть разсматриваема, к а к ъ часть другой, то э т о т ъ 
предметъ мы разсматриваемъ , к а к ъ в е л и ч и н у . 

§ 7. 

Если данная совокупность предметовъ А, В, С, Д Е, Р. . . . 
Ь, М, N. . . . обладаетъ т а к и м ъ свойствомъ, что для каждой части М 
можно у к а з а т ь одну и только одну часть N такого рода, что мы 
можемъ о п р е д е л и т ь помощью закона , одинаковаго для всЪхъ частей 
совокупности, — или N его о т н о ш е ш е м ъ к ъ М , или М его отноше-
ш е м ъ к ъ Ы, — то такое собраше я называю р я д о м ъ , а части его 
ч л е н а м и этого ряда. З а к о н ъ , по которому или N определяется 
о т н о ш е ш е м ъ к ъ М , или М о т н о ш е ш е м ъ къ N, з а к о н ъ э т о т ъ на-
зывается з а к о н о м ъ с о с т а в л е н 1 я р я д а . Одинъ изъ членовъ 
ряда, притомъ какой угодно, я назову п р е д ы д у щ и м ъ , другой— 
п о с л Ъ д у ю щ и м ъ (не обозначая э т и м ъ назвашемъ действительной 
последовательности во времени или пространств^) . Я назову в н у -
т р е н н и м ъ членомъ ряда каждый членъ М, который имЪетъ 
предыдущ1й членъ и послЪдующш, т. е. не только самъ получается 
и з ъ другого члена, но и о т ъ котораго т о ж е получается трет1Й членъ, 
по закону составлешя этого ряда. Отсюда уже само собой ясно, ка -
к1е члены я назову в н е ш н и м и , въ случаЪ, если только они су-

ществуютъ, какой членъ я назову п е р в ы м ъ или п о с л Ъ д н и м ъ * ) . 

§ 

Представимъ себЪ р я д ъ , п е р в ы й членъ котораго есть е д и -
н и ц а рода А , а каждый послЪдующШ членъ составляется и з ъ сво-
его предыдущаго т а к и м ъ образомъ, что, взявъ предметъ, ему рав-

*) Дальн1зйш1я р а з ъ я с н е т я этихъ и н'бкоторыхъ изъ установленныхъ 
въ предыдущихъ §§ понятш сл-Ьдуетъ искать въ «^ззепзсЪаИзкЪге» . 
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ный, соединяютъ его съ новой единицей рода А , образуя изъ нихъ 
сумму. Тогда все входящ1е въ э т о т ъ рядъ члены, за исключешемъ 
перваго, который представляетъ п р о с т у ю е д и н и ц у рода А , бу-
дутъ количествами. Они будутъ представлять именно т е количества, 
которыя я называю к о н е ч н ы м и или и с ч и с л и м ы м и к о л и -
ч е с т в а м и или даже — со включешемъ перваго ч л е н а — ч и с л а м и , 
более определенно: ц е л ы м и числами. 

§ 9-

Смотря по различнымъ свойствамъ понят1я, которое мы здесь 
обозначаемъ черезъ А , оно можетъ заключать въ себе то большее, 
то меньшее количество предметовъ, т. е. единицъ рода А ; поэтому 
въ вышеупомянутомъ ряде можетъ быть и большее и меньшее ко-
личество членовъ. Ихъ можетъ быть т а к ж е столько, что рядъ, ко-
торый долженъ исчерпать в с е эти единицы, не будетъ иметь п о -
с л Ъ д н я г о ч л е н а , к а к ъ это мы покажемъ обстоятельнее впослед-
ствии Установивъ это, я буду называть б е з к о н е ч н ы м ъ к о л и-
ч е с т в о м ъ количество большее, чЪмъ каждое конечное, т . е. ко-
личество такого рода, что каждое конечное многообраз1е представ-
ляетъ только часть его. 

§ Ю. 

Со мной, я надеюсь, согласятся въ томъ, что приведенное 
здесь определеше обоихъ понят1й, к о н е ч н а г о и б е з к о н е ч -
н а г о количества, устанавливаетъ различ1е между ними такъ , к а к ъ 
его представляли себе т е , кто употреблялъ эти выражешя въ стро-
гомъ смысле слова. Со мною согласятся и въ томъ, что въ э т и х ъ 
определешяхъ н е т ъ ложнаго круга. Теперь для насъ является важ-
нымъ только то, сможемъ-ли мы при посредстве определешя одного 
только безконечнаго к о л и ч е с т в а дать определеше б е з к о н е ч -
н о с т и вообще. Это было-бы т а к ъ , если-бы оказалось, что понят1е 
безконечнаго въ настоящемъ значеши слова можетъ быть применено 
только къ количествамъ, т. е., что безконечность есть свойство 
только однихъ количествъ; иначе говоря, что мы, называя нечто 
б е з к о н е ч н ы м ъ , постольку даемъ ему это назваше, поскольку 
мы въ немъ находимъ свойство, которое можно разематривать, какъ 
безконечное количество. А это, по моему мнешю, действительно 
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справедливо. Математикъ, очевидно, не употребляетъ никогда этого 
слова въ другомъ смысле, т а к ъ какъ онъ вообще занимается почти 
исключительно определешемъ величинъ, принимая одну изъ нихъ, 
того-же рода, за единицу и пользуясь понят1емъ о числе. Если онъ 
находитъ величину, которая больше, ч е м ъ любое число т е х ъ , кото-
рыя приняты за единицу, то онъ называетъ ее б е з к о н е ч н о 
б о л ь ш о й . Если-же онъ находитъ величину столь малую, что каж-
дое кратное ея оказывается меньше единицы, то онъ называетъ ее 
б е з к о н е ч н о м а л о й . Кроме э т и х ъ двухъ родовъ безконечнаго и 
кроме выводимыхъ изъ нихъ родовъ безконечно большихъ и безко-
нечно малыхъ в е л и ч и н ъ в ы с ш а г о п о р я д к а , которыя выте-
каютъ все изъ того-же понят1я, не существуетъ для него ничего 
безконечнаго. 

§ 11. 

Это, столь известное математикамъ, понят1е о безконечномъ 
не удовлетворяетъ однако н е к о т о р ы х ъ философовъ, особенно фило-
софовъ новейшаго времени, к а к ъ Г е г е л я , и его последователей. 
Они называютъ его презрительно плохимъ безконечнымъ и думаютъ, 
что з н а ю т ъ несравненно более высокое, истинное, к а ч е с т в е н н о е 
б е з к о н е ч н о е , которое они находятъ только въ Б о г е и вообще 
въ а б с о л ю т е . Если они, к а к ъ Г е г е л ь , Э р д м а н ъ и друпе, 
представляютъ себе математическую безконечность только, к а к ъ ве-
личину, которая и з м е н я е т с я и не и м е е т ъ г р а н и ц ъ въ своемъ 
в о з р а с т а л и (что принимается некоторыми математиками, какъ мы 
вскоре увидимъ, за определеше этого понят1я ) ,—то я охотно при-
соединяюсь къ нимъ въ отрицательномъ отношенш къ этому поня-
т ш о величине, которая только безконечно в о з р а с т а е т ъ , но 
никогда не д о с т и г а е т ъ безконечности. Д е й с т в и т е л ь н а я 
б е з к о н е ч н а я в е л и ч и н а , напримеръ , длина целой прямой, 
неограниченной съ о б е и х ъ сторонъ (т. е. величина протяжешя, за-
к л ю ч а ю щ а я все точки, которыя определяются только выражаемымъ 
въ понят1яхъ отношешемъ к ъ двумъ даннымъ точкамъ) , не должна 
быть переменной, чего и н е т ъ на самомъ д е л е въ приведенномъ 
здесь п р и м е р е . Величина, которая можетъ быть всегда взята боль-
шей, ч е м ъ мы ее брали раньше, и которая можетъ стать больше, 
ч е м ъ каждая данная (конечная) величина, можетъ при этомъ оста-
ваться всегда просто конечной величиной, что верно, напримеръ , 
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для каждой числовой величины 1, 2, 3, 4 . . . * ) . Я не допускаю 
только того, чтобы философу извЪстенъ былъ какой либо предметъ, 
которому онъ былъ-бы | въ п р а в е приписать свою безконечность, 
какъ качество, не обнаруживъ раньше въ этомъ предмете, въ ка-
комъ-либо отношенш, безконечной величины или безконечнаго коли-
чества. Если я могу доказать, что даже говоря о Боге , котораго 
мы разсматриваемъ, к а к ъ всесовершенно единое, можно указать та -
к1я точки зрЪшя, съ которыхъ мы видимъ въ немъ безконечное ко-
личество, и что эти -то точки зрЪшя и позволяютъ приписывать 
ему безконечность, то врядъ-ли нужно будетъ доказывать дальше, 
что подобныя соображешя л е ж а т ъ также въ основе в с е х ъ осталь-
ныхъ случаевъ, где правильно употребляется понят1е о безконеч-
ности. Я же говорю: мы называемъ Бога безконечнымъ, потому что 
мы должны признать , что онъ владЪетъ силами более, чЪмъ одного 
рода, имеющими безконечную величину. Т а к ъ мы должны приписать 
ему силу познашя, которая и есть истинное всеведеше, т . е. обнимаетъ 
безконечное множество истинъ, а именно все истины, и т. д. Что 
же это за понят1е объ истинно безконечномъ, которое намъ х о т я т ъ 
навязать вместо того, которое мы здесь установили? Это должно 
быть Все, заключающее въ себе каждое нечто , абсолютное Все, в н е 
котораго н е т ъ ничего. Согласно такому объяснешю это была-бы 
безконечность, заключающая въ себе и по нашему определенно без-
конечно многое. Это была-бы совокупность не только всехъ дЪй-
ствительныхъ вещей, но т а к ж е и всего того, что не и м е е т ъ ника-
кой действительности, совокупность предложенШ и истинъ въ себ'1;. 
Итакъ, не принимая даже в ъ разсчетъ в с е х ъ остальныхъ ошибокъ, 
которыя вплетены въ это учеше о понятш «все», мы не и м е е м ъ 
никакого основашя отказываться о т ъ нашего понимашя безконеч-
ности и принимать учеше н а ш и х ъ противниковъ. 

§ 12. 

Я долженъ, однако, признать неправильными и отвергнуть 
также некоторыя друпя определешя безконечнаго, которыя были 
предложены даже математиками, полагавшими при томъ, что эти опре-

*) Мысль автора заключается, повидимому, въ томъ, что перемен-
ная величина, принимающая сколь угодно болышя значешя, не есть 
истинно безконечная величина, потому что каждое значение ея конечно. 

Прим. ред. 
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дЪлешя представляютъ только составныя части одного и того же 
ПОНЯТ1Я. 

1. Въ самомъ д е л е , к а к ъ я уже упоминалъ, некоторые мате-
матики, въ томъ числ^ даже С а и с Ь у (въ своемъ « С о п и Н'ппа1г/5е» 
и нЪкоторыхъ другихъ сочинешяхъ) , авторъ статьи « б е з к о н е ч -
н о е » въ словарЪ К л ю г е л я ( К 1 и & е 1 ) считали, что даютъ опре-
делеше безконечнаго, описывая его, какъ переменную величину, ко-
торая возрастаетъ б е з г р а н и ч н о и можетъ сделаться больше в с я -
к о й д а н н о й в е л и ч и н ы , к а к ъ - б ы в е л и к а о н а н и б ы л а -
Г р а н и ц а этого безграничнаго возрасташя должна быть б е з к о -
н е ч н о б о л ь ш о й в е л и ч и н о й . Т а к ъ , тангенсъ прямого угла, 
разсматриваемый, к а к ъ величина непрерывная, безграничная, не 
имеющая конца, является в ъ с о б с т в е н н о м ъ с м ы с л е с л о в а 
б е з к о н е ч н ы м ъ . Ошибочность этого определешя ясно видна уже 
изъ того, что то, что математики называютъ п е р е м е н н о й в е -
л и ч и н о й , на самомъ д е л е не есть величина, а только понят1е, 
п р е д с т а в л е н 1 е о величине, и при томъ такое представлеше, 
которое заключаетъ въ себе не одну величину, а безконечное мно-
жество различающихся по своимъ значежямъ величинъ, то есть 
величинъ, которыя отличаются другъ отъ друга по своей в е л и ч и н е 
(СгоззЬек) . Называютъ безконечнымъ не р а з л и ч н ы я значешя при-
веденнаго здесь для примера выражешя 1ап$. <р при различныхъ 
значешяхъ а только то единственное значеше, о которомъ ду-
маютъ, хотя въ данномъ случае и неправильно, что это выражеше 

принимаетъ его для значешя <р = . Противоречиво также говорить 

о границе безграничнаго возрасташя и, при определенш безконечно 
малаго, о границе безграничнаго убывашя. Если мы считаемъ пер-
вую определешемъ безконечно большого, то по аналогш следовало-бы 
считать нуль (ничто) определешемъ безконечно малаго, что, однако, 
несомненно неправильно, и чего не позволяютъ себе говорить ни 
С а и с Ь у, ни С г и п е г 1. 

2. Если вышеприведенное определеше слишкомъ широко, то 
определеше, принятое Спинозой ( З р т о г а ) и многими другими фило-
софами и математиками, напротивъ того, слишкомъ узко. Это опре-
делеше состоитъ въ томъ, ч т о т о л ь к о т о б е з к о н е ч н о , ч т о 
н е с п о с о б н о к ъ д а л ь н е й ш е м у у в е л и ч е н ! ю, или — къ 
чему не можетъ быть ничто прибавлено (приложено). Математикъ 
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позволяетъ себе прибавлять къ каждой величине, также и къ без-
конечно большой, еще друпя величины, и не только конечныя, но 
даже и безконечныя; онъ даже повторяетъ безконечную величину 
безконечное число р а з ъ и т . д. Если некоторые и спорятъ еще о 
томъ, законно-ли это , то какой математикъ — если только онъ не 
отрицаетъ все безконечное—откажется признать, что длина прямой, 
ограниченной съ одной стороны, но простирающейся въ безконсч-
ность съ другой, безконечна, и можетъ быть, несмотря на это, уве-
личена прибавлешями съ первой стороны. 

3. Мы не можемъ признать более удовлетворительнымъ также 
опредЪлеше, предлагаемое теми , которые, придерживаясь точно зна-
чешя составныхъ частей слова, говорятъ, что безконечное есть то, 
что н е и м е е т ъ к о н ц а . Если-бы при этомт» они имели въ виду 
только конецъ во времени, т . е. прекращеше, то только вещи, суще-
ствующая во времени, могли-бы называться конечными или безконеч-
ными. Но вЪдь мы спрашиваемъ также о вещахъ, которыя существуютъ 
не во времени, напримеръ , о л и ш я х ъ и вообще о величинахъ, конеч-
ны-ли онЪ или безконечны? Если-же они понимаютъ это слово въ бо-
лее широкомъ смыслЪ, напримеръ , въ смысле г р а н и ц ы вообще, то 
я напомню, в о - п е р в ы х ъ , что существуютъ предметы, для которыхъ 
нельзя надлежащимъ образомъ доказать , что они имеютъ границу, 
если не придавать этому слову въ высшей степени н е о п р е д е л е н н а я 
и сбивчиваго значешя; а между т е м ъ никто не причислить ихъ къ 
безконечнымъ. Т а к ъ , напримеръ , каждая простая часть времени или 
пространства (точка во времени или пространстве) не и м е е т ъ гра-
ницъ, а, напротивъ того, разсматривается сама, какъ граница (про-
межутка времени или линш), даже определяется многими именно 
т а к ъ , к а к ъ будто-бы это и составляло ея сущность; но, однако, не 
пришло еще въ голову никому (даже Гегелю) увидеть безконеч-
ность въ простой точке . Точно также математикъ не знаетъ гра-
ницы окружности и столь многихъ другихъ замкнутыхъ линш и 
поверхностей, считаетъ и х ъ однако предметами конечными (если 
только онъ не и м е е т ъ въ виду безконечнаго множества точекъ, за -
ключающихся въ нихъ, хотя съ этой точки з р е ш я онъ долженъ 
признать нечто безконечное въ каждой ограниченной линш). Я за-
мечу, в о - в т о р ы х ъ , что существуетъ много предметовъ, безспорно 
ограниченныхъ, но разсматриваемыхъ, к а к ъ величины безконечныя. 
Это и м е е т ъ место не только для ранее упомянутой прямой, которая 
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только съ одной стороны простирается въ безконечность, но также для 
площади, ограниченной двумя безконечными параллельными прямыми 
или двумя простирающимися въ безконечность сторонами угла, на-
черченнаго на плоскости и т. д. Точно также , въ рацюнальной пси-
хологш мы назовемъ безконечно большой познавательную силу в ъ 
томъ случай, когда, не будучи всеобъемлющей, она можетъ обозре -
вать только какое-либо безконечное множество истинъ, напримЪръ, 
только безконечный рядъ десятичныхъ знаковъ , заключающихся въ 
единственной величин^ \ / 2 . 

4. Самое обыкновенное опредЪлеше таково: безконечно боль-
шимъ называется то, что больше всякой д а н н о й величины. ЗдЪсь 
приходится прежде всего определить точнее , что подразумЪваютъ 
подъ словомъ « д а н н ы й » . Означаетъ-ли оно нЪчто в о з м о ж н о е , 
т. е. то, что м о ж е т ъ существовать въ действительности или 
лишь то, что н е содержитъ въ себЪ п р о т и в о р Ъ ч 1 я ? Въ пер-
вомъ случай понят1е к о н е ч н а г о ограничиваютъ только разря-
домъ предметовъ, принадлежащихъ къ р е а л ь н о с т я м ъ, т. е. та -
кихъ, которые всегда реальны или были когда то, или еще только 
с т а н у г ъ реальными, или, по крайней мЪрЪ, м о г л и - б ы когда либо 
стать реальными. Рпез (ЫаШгрЬИоворЫе, § 47) , к а к ъ кажется , 
и понимаетъ безконечность именно въ этомъ смыслЪ, называя ее 
н е о с у щ е с т в и м о й . Въ разговорномъ языкЪ, однако, применя-
ется понят1е конечнаго, также , какъ и безконечнаго, въ обоихъ слу-
чаяхъ: и къ предметамъ, которымъ присуща действительность , какъ, 
напримЪръ, къ Богу, и къ другимъ предметамъ, о с у щ е с т в о в а л и ко-
торыхъ не можетъ быть и рЪчи, каковы, напримЪръ, простыя пред-
ложешя и истины сами въ себЪ, вмЪстЪ со своими составными ча-
стями, представлешями въ себЪ; при э т о м ъ мы допускаемъ, к а к ъ 
конечныя, т а к ъ и безконечныя множества ихъ. Если-же понимать 
подъ даннымъ все то, что только н е с о д е р ж и т ъ в н у т р е н -
н я г о п р о т и в о р " Ь ч 1 я , то уже въ самое опредЪлеше понят1я вно-
сится утверждеше, что безконечное не существуетъ, потому что ве_ 
чичина, большая, чЪмъ каждая величина, не заключающая въ себЪ 
внутренняго противор'Ьч1я, должна бы быть больше самой себя, что, 
очевидно, нелепо. Но есть еще третье значеше, въ которомъ можно 
принимать слово д а н н ы й , а именно, если мы подъ этимъ словомъ 
подразумЪваемъ все, ч т о н а м ъ м о ж е т ъ б ы т ь т о л ь к о д а н о 
т. е. что можетъ сделаться предметомъ н а ш е г о о п ы т а . Но я 

http://rcin.org.pl



17 

обращаюсь съ вопросомъ къ каждому, не понимаетъ-ли онъ выра-
жешй « к о н е ч н о е » и « б е з к о н е ч н о е » именно т а к ъ (и, если толь-
ко употреблеше ихъ должно быть полезно въ науке , то не долженъ-
ли онъ ихъ понимать непременно въ э т о м ъ смысле), что эти выра-
жешя относятся во всякомъ случае къ известнымъ внутреннимъ 
свойствамъ предметовъ, а никоимъ образомъ не касаются только 
отношений ихъ къ нашей п о з н а в а т е л ь н о й с п о с о б н о с т и , даже 
къ нашимъ чувствамъ (въ т о м ъ смысле, можемъ-ли мы или не мо-
жемъ производить надъ ними о п ы т о в ъ ) . Следовательно, вопросъ 
о томъ, конечно-ли что-нибудь или безконечно, не можетъ зависеть 
о т ъ того, имеетъ-ли предметъ, о которомъ идетъ речь, такую ве-
личину, которую мы можемъ воспринимать (напримеръ , отъ того, 
можемъ-ли мы его обозревать или н е т ъ ) . 

§ 13 . 

К а к ъ только мы пришли къ соглашенш, какое понят1е мы 
должны связывать со словомъ б е з к о н е ч н ы й , и какъ только мы 
уяснили себе вполне составныя части этого понят1я, то ближай-
шимъ вопросомъ является следующШ: обладаетъ ли это понят1е 
п р е д м е т н о с т ь ю , то есть существуютъ-ли предметы, къ кото-
рымъ оно применимо, многообраз1я, которыя мы можемъ назвать 
безконечными въ установленномъ нами значенш. На э т о т ъ вопросъ 
я смело отвечаю у т в е р д и т е л ь н о самымъ решительнымъ обра-
зомъ. Уже в ъ р я д у т е х ъ п р е д м е т о в ъ , к о т о р ы е н е и м е~ 
ю т ъ н и к а к и х ъ п р и т я з а н 1 й н а д е й с т в и т е л ь н о с т ь и 
д а ж е н а в о з м о ж н о с т ь , безспорно существуютъ многообраз1я 
безконечныя. Очень легко з а м е т и т ь , что м н о г о о б р а з 1 е п р е д л о -
ж е н ^ и и с т и н ъ с а м и х ъ в ъ с е б е — б е з к о н е ч н о . Если мы ста-
немъ, напримеръ , разсмагривать какую нибудь истину, скажемъ, пред-
ложеше, что истины вообще существуютъ, или любую другую истину, 
которую мы обозначимъ черезъ А, то мы увидимъ, что предложеше, 
выраженное словами «А истинно», уже отлично о т ъ А, потому что 
предложеше А имеетъ , очевидно, совершенно другое подлежащее, а 
именно: подлежащимъ второго предложешя будетъ все первое предло-
жеше А. Далее, по тому самому закону, по которому мы вывели изъ 
предложешя А отличное о т ъ него предложеше, которое мы назовемъ В, 
мы можемъ вывести изъ В третье предложеше С, и т а к ъ далее 
безъ конца. Совокупность в с е х ъ э т и х ъ предложен^ , изъ которыхъ 

9 
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каждое последующее находится къ непосредственно предыдущему 
въ только что указанномъ отношенш, а именно, что подлежащимъ 
п о с л е д у ю щ а я предложешя является предыдущее предложеше, о ко-
торомъ высказывается, что оно истинно, совокупность э т а — у т в е р ж д а ю 
я — обнимаетъ такое многообраз1е частей (предложены), которое больше, 
ч е м ъ всякое конечное многообраз1е. Ибо читатель з а м е т и т ь безъ 
указашй съ моей стороны сходство, которое и м е е т ъ рядъ предло-
женШ, составленныхъ по только что приведенному закону образо-
вашя, съ р я д о м ъ ч и с е л ъ, разсмотреннымъ въ § 8. Сходство 
это состоитъ именно въ томъ , что къ каждому члену п о с л е д н я я 
ряда найдется соответствующШ въ первомъ ряду, что, следователь-
но, для каждаго числа, какъ-бы велико оно ни было, найдется рав-
ное ему число различныхъ предложен^ , и что мы можемъ всегда 
составить новыя предложешя, или, лучше сказать , что существуютъ 
сами по себе подобныя предложешя, независимо о т ъ того, будемъ-ли 
мы ихъ составлять или н е т ъ . Отсюда следуетъ, что совокупность 
всехъ э т и х ъ предложены и м е е т ъ множественность, которая больше 
всякаго числа и, следовательно, безконечна. 

§ 14. 

К а к ъ ни просто и к а к ъ ни ясно только что приведенное до-
казательство, однако есть много ученыхъ и очень остроумныхъ лю-
дей, которые считаютъ парадоксальнымъ и даже ложнымъ то пред-
ложеше, которое я считаю здесь д о к а з а н н ы м и Они отрицаютъ 
с у щ е с т в о в а н 1 е ч е г о - л и б о б е з к о н е ч н а г о . Они утвер-
ждаютъ, что не только среди реальныхъ, но и среди остальныхъ 
предметовъ н е т ъ ни о т д е л ь н а я предмета, ни совокупности несколь-
кихъ предметовъ, въ которыхъ можно было-бы допустить налич-
ность безконечнаго множества частей. Мы разсмотримъ позже воз-
ражешя, которыя они приводятъ противъ безконечнаго въ области 
д е й с т в и т е л ь н а я , т а к ъ к а к ъ мы только позже приведемъ основа-
н1я существовашя такой безконечности. Здесь -же мы разсмотримъ 
только т е положешя, которыми пользуются для доказательства того, 
что н е т ъ безконечнаго нигде, даже и въ области предметовъ, не 
и м е ю щ и х ъ притязашй быть действительными. 1. «Безконечнаго 
множества», к а к ъ говорятъ наши противники, «не можетъ быть нигде 
«уже потому, что безконечное н е м о ж е т ъ б ы т ь с о е д и н е н о в ъ 
« о д н о ц е л о е , н е м о ж е т ъ б ы т ь о б ъ я т о ц е л и к о м ъ в ъ 
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« м ы с л и » . Это утверждение я долженъ назвать попросту ошибочнымъ. 
Ошибка вытекаетъ изъ ложнаго убЪждешя, что для того, чтобы 
вообразить себе целое, состоящее изъ извЪстныхъ предметовъ 
а , Ь, с, А — нужно сперва составить себе п р е д с т а в л е н 1 е о 
каждомъ отдЪльномъ предмете. На самомъ дЪлЪ это совершенно 
неверно. Я могу вообразить себе множество или совокупность в с е х ъ 
жителей Праги или Пекина или, если у ж ъ т а к ъ предпочитаютъ, 
ц е л о е населеше э т и х ъ городовъ, не представляя себе каждаго изъ 
жителей въ отдельности, т. е. не составляя отдельныхъ представле-
н а о каждомъ. Я это и делаю въ данную минуту, говоря объ этомъ 
множестве и высказывая, напримеръ , суждеше, что количество это 
въ Праге колеблется между 1 0 0 0 0 0 и 1 2 0 0 0 0 . Какъ только мы 
имеемъ представлеше А, которое с о о т в е т с т в у е м каждому изъ пред-
метовъ а, Ь, с, А— и не с о о т в е т с т в у е м ничему другому, то намъ 
очень легко составить представлеше о с о в о к у п н о с т и в с е х ъ 
э т и х ъ предметовъ. Для этого не нужно ничего другого, какъ только 
связать понят1е, заключенное въ слове с о в о к у п н о с т ь съ пред-
ставлешемъ А т а к и м ъ образомъ, какъ это указываютъ слова: с о-
в о к у п н о с т ь в с е х ъ А . Одно это замечаше , правильность ко-
тораго, я думаю, очевидна каждому, уничтожаетъ все трудности, 
которыя ХОТЯТЪ усмотреть ВЪ ПОНЯТ1И о многообразш, состоящемъ 
изъ безконечнаго числа частей. Для этого нужно только, чтобы 
было на лицо родовое понят1е, заключающее въ себе все эти части 

заключающее ничего другого, к а к ъ это, напримеръ , и м е е т ъ 
место въ понятш «совокупность в с е х ъ п р е д л о ж е н а или истинъ въ 
«себе» , въ которомъ необходимымъ родовымъ понят1емъ является 
«предложеше или истина въ себе» . 

Я, однако, не могу оставить незатронутой еще д р у г у ю ошиб-
ку, которая таится въ обсуждаемомъ возраженш. 

А именно э т о — м н е ш е , которое гласить, что «многообраз1е не 
существовало-бы, если-бы не было кого либо, кто бы д у м а л ъ о 
немъ. Утверждающш э т о — е с л и только онъ желаетъ быть после-
довательнымъ настолько, насколько это возможно, защищая оши-
бочное положеше—долженъ не только утверждать, что н е т ъ б е з -
к о н е ч н ы х ъ многообраз1й предложешй или истинъ въ себе, но 
долженъ также утверждать, что н е т ъ в о о б щ е ни предложешй, 
ни истинъ въ себе . Действительно, если мы уяснили себе вполне 
поня'пе о предложешяхъ и истинахъ въ себе и если мы не сомне-
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ваемся нисколько въ ихъ существованш, то врядъ-ли мы дойдемъ 
до подобныхъ утверждешй и уже во всякомъ случай не будемъ на 
нихъ настаивать . Чтобы сдЪлать это вполнЪ очевиднымъ, я позволю 
себЪ предложить одинъ вопросъ: находятся-ли на полюсахъ земли 
тЪла жидк1я и твердыя, воздухъ, вода, камни и т. п., дЪйствуютъ-
ли эти тЪла по извЪстнымъ законамъ другъ на друга, напримЪръ, 
т а к ъ , что скорости, которыя они передаютъ другъ другу при ударЪ, 
находятся въ отношенш обрагномъ къ ихъ массамъ, и т. п., и 
происходитъ-ли это и тогда, когда этого не наблюдаетъ ни одинъ 
человЪкъ, ни вообще ни одно мыслящее существо? Если на э т о т ъ 
вопросъ послЪдуетъ утвердительный отвЪтъ (а кто-же могъ бы 
о т в е т и т ь иначе?), то имеются предложешя и истины въ себЪ, ко-
торыя выражаютъ всЪ эти явлешя, несмотря на то, что никто 
не думаетъ и не з н а е т ъ о нихъ . Въ э т и х ъ - ж е предложешяхъ часто 
говорится о цЪломъ, о множеств^ , потому что каждое тЪло есть 
вЪдь цЪлое и производитъ мнопя изъ своихъ дЪйствШ только бла-
годаря множеству своихъ составныхъ частей. Существуютъ, следова-
тельно, множества и цЪлыя независимо о т ъ того, имЪется-ли суще-
ство, которое-бы о нихъ думало. А если бы этого не было, если бы 
даже эти множества не существовали, то какимъ образомъ могли-бы 
быть правильными суждешя, которыя мы о нихъ высказываемъ? Или, 
больше того, какой былъ-бы смыслъ э т и х ъ сужденш, если бы они 
были истинными лишь постольку, поскольку есть кто-то, воспри-
нимающш эти я в л е ш я ? Когда я говорю: «Эта глыба оторвалась на 
«моихъ глазахъ о т ъ той скалы и упала внизъ, разсЬкая воздухъ», 
то это должно было-бы имЪть приблизительно слЪдующШ смыслъ: 
въ то время, к а к ъ я представлялъ себЪ мысленно извЪстныя про-
с т а я существа т а м ъ наверху, произошло соединеше ихъ, которое я 
назову глыбой; это соединеше отделилось о т ъ другихъ соединешй, 
которыя, въ то время, к а к ъ я соединялъ ихъ мысленно, объедини-
лись въ одно цЪлое. которое я называю скалой и т. д. 

2. Можно было-бы, однако, сказать: «при всемъ т о м ъ остается 
«все-же справедливымъ т о т ъ фактъ , что исключительно отъ н а с ъ , 
«и по большей части, вполнЪ отъ нашего произвола з ависитъ 
«то, з ахотимъ-ли мы соединить несколько простыхъ предметовъ 
«въ одну совокупность или нЪтъ, и что только въ случай, когда 
«мы это дЪлаемъ, между ними возникаютъ извЪстныя отношешя. 
«Центральный а т о м ъ пуговицы на моемъ сюртукЪ и централь-
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«ный атомъ того яблока на б а ш н е не имЪютъ ни малЪйшаго 
«отношешя другъ къ другу и другъ съ другомъ ничЪмъ не связаны, 
«и только благодаря тому, что я думаю о нихъ одновременно, воз-
«никаетъ некоторый родъ связи между ними» .—Но я долженъ выска-
заться и противъ этого. Еще до того, какъ мыслящее существо 
связало оба атома въ своемъ представлеши, они уже находились 
во взаимодЪйствш, напримЪръ, въ силу притяжешя и т. п . ;иесли-бы 
только это мыслящее существо не предприняло подъ в;ияшемъ сво-
ихъ мыслей никакихъ д-Ьйств1й, которыя повл1яли-бы на отношешя 
между обоими атомами, то было бы совершенно неверно утверж-
дать, что только благодаря тому, что ихъ мыслятъ вместе , между 
ними возникли отношешя, которыхъ безъ этого не было-бы; непра-
вильно также утверждать, что эти отношешя не существовали между 
ними и раньше. Если я сужу правильно, что одинъ атомъ нахо-
дится ниже, а другой выше, и что, следовательно, э т о т ъ притяги-
вается тЪмъ несколько вверхъ и т. д., то все это имЪетъ место и 
въ томъ случай, когда я и не думаю объ этомъ. 

3. Некоторые говорятъ: «Для того, чтобы существовала сово-
к у п н о с т ь , н е т ъ надобности въ томъ, чтобы мыслящее существо 
« д е й с т в и т е л ь н о д у м а л о о н е й , но необходимо, чтобы о 
«ней м о ж н о было думать. А т а к ъ какъ мыслящее существо не мо-
«жетъ представить себе безконечное множество вещей, каждую въ 
«отдельности, и связать з а т е м ъ эти представлешя въ совокупность, 
«то невозможна и совокупность, заключающая въ себе безконечное 
«множество вещей въ качестве составныхъ частей». 

Мы уже видели въ № 1, насколько ошибочно повторенное 
здесь предположеше, что для того, чтобы мыслить о совокупности, 
необходимо мыслить все ея части въ отдельности, т. е. мыслить 
каждую отдельную часть при посредстве соответствующего ей еди-
ничнаго представлешя. Не представляется намъ т а к ж е никакой на-
добности въ томъ, чтобы указывать на всеведущее существо, к а к ъ 
на такое , котораго не затрудняетъ даже понимание безконечнаго 
множества предметовъ, каждаго въ отдельности. Мы не должны со-
глашаться даже и съ первымъ предположешемъ, а именно съ т е м ъ , 
что существоваше совокупности вещей покоится на в о з м о ж н о с т и 
д у м а т ь объ этой совокупности. И б о в о з м о ж н о с т ь м ы с л и т ь 
вещь никоимъ образомъ не составляетъ основашя для возможности 
ея существовашя. Напротивъ того, возможность существовашя вещи 
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составляетъ основаже для того, чтобы разумное существо, если оно 
только не впадаетъ въ ошибку, нашло эту вещь в о з м о ж н о й 
или, к а к ъ говорятъ (въ переносномъ смысле), мыслимой, т. е. чтобы 
ее можно было мыслить. Мы убедимся вполне въ правильности 
этого замЪчажя и въ полной несостоятельности, правда, очень рас-
п р о с т р а н е н н а я мнЪжя, которое я здесь оспариваю, если постара-
емся уяснить себе составныя части весьма важнаго понят1я «воз-
«можности». Если называть в о з м о ж н ы м ъ то, что м о ж е т ъ быть, 
то это, очевидно, еще не будетъ разложеже понят1я о возможности, 
т а к ъ к а к ъ оно заключается еще цЪликомъ въ выраженш «можетъ 
«быть». Но еще неправильнее было бы пытаться установить следую-
щее определеже: возможно то, ч т о м о ж н о м ы с л и т ь . Мыслить, 
въ собственномъ значенш этого слова, включая сюда уже и простое 
п р е д с т а в л е н ! е, мы можемъ и невозможное. Это мы и дЬлаемъ въ 
действительности каждый разъ , когда мы высказываемъ о немъ 
с у ж д е ж е , — признаемъ его, напримеръ , невозможнымъ. Такъ , мы го-
воримъ, что н е т ъ и не можетъ быть величины, которая-бы выража-
лась нулемъ или \ / — 1 . Но даже если-бы мы разумели подъ мы-
ш л е ж е м ъ не простое представлеже, а п р и з н а н 1 е д е й с т в и-
т е л ь н а г о с у щ е с т в о в а н 1 я , то ложнымъ является утверждеже, 
что возможно все то, что мы можемъ считать истиннымъ. в е д ь мы 
считаемъ иногда ошибочно и невозможное истиннымъ, какъ, напри-
меръ , то, что мы нашли квадратуру круга. Въ т а к о м ъ случае, сле-
довало бы сказать (съ поправкой, которую я уже делалъ выше), 
что возможно то, о чемъ мыслящее существо, при условш правиль-
ности суждежя, высказываетъ, что оно можетъ случиться, т. е. воз-
можно. Объяснеже , заключающее въ себе очевидный ложный кругъ! 
Итакъ, мы вынуждены отказаться окончательно о т ъ отношешя 
къ мыслящему существу при объяснены возможнаго и поискать 
другого признака . Иногда говорятъ, что возможно то, ч т о с е б е 
« н е п р о т и в о р е ч и т ь » . Все, что содержитъ въ себе противоре-
ч1е, конечно, невозможно, т а к ъ , напримеръ , суждеже, что ш а р ъ не 
есть шаръ . Но не все невозможное является именно такимъ, что 
противореч1е содержится уже въ составныхъ частяхъ, изъ кото- : 

рыхъ составлено представлеже. Невозможно, чтобы тело , ограни-
ченное семью плоскими гранями, имело равныя грани, но въ дан-
номъ случае противореч1е еще не обнаруживается сразу въ соедине-
н ы словъ. Следовательно, мы должны расширить наше определение. 
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Если-бы мы сказали, что невозможно все, что противоречить какой 
либо истина , то э т и м ъ мы-бы провозгласили невозможность всего, 
что не существуетъ, потому что суждеше, что возможное есть, противо-
р е ч и в истине, что его нЪтъ. Въ такомъ случай мы не допускали-бы 
никакой разницы между возможнымъ и истиннымъ, и даже необхо-
д и м ы м и что мы дЪлаемъ однако все. Отсюда мы видимъ, что об-
ласть истинъ, которымъ п р о т и в о р е ч и т ь невозможное, должна быть 
ограничена только извЪстнымъ родомъ ихъ, и врядъ-ли теперь о т ъ 
насъ можетъ ускользнуть, какого рода будутъ эти истины. Э т о — 
истины, содержания чистыя п о н я т я . Что противорЪчитъ истине, со-
держащей чистыя понят1я, то слЪдуетъ назвать н е в о з м о ж н ы м ъ ; 
возможно, следовательно, то, что не противоречить никакой истине , 
содержащей чистыя понят1я. Кто разъ постигъ, что это и есть пра-
вильное опредЬлеше понят1я возможности, тому врядъ-ли прШдетъ 
на умъ утверждать, что нечто возможно лишь тогда, когда оно мы-
слимо, т. е. когда мыслящее существо, не ошибающееся въ своемъ 
сужденш, найдетъ его возможнымъ. Это ведь значило-бы: «Предло-
«жеше лишь тогда не противоречить истине, содержащей чистыя 
«понят1я, когда не п р о т и в о р е ч и т ь никакой истине, содержащей чис-
«тыя понят1я то, что существуетъ мыслящее существо, которое въ 
«согласш съ истиной находитъ, что это предложеше не прбтиворЪ-
«читъ никакой истине, содержащей чистыя понят1я». Кто-же не за-
м е т и т ъ , какимъ лишнимъ, не относящимся къ делу является здесь 
в в е д е т е этого мыслящаго существа? Если же решено , что возмож-
ность создается не м ы ш л е н 1 е м ъ, то где-же найдется основаше 
для вывода о невозможности безконечнаго множества на основанш 
мнимаго обстоятельства, что невозможно м ы с л и т ь с о в м е с т н о 
безконечное множество вещей? 

§ 15. 

Я считаю теперь достаточно обоснованнымъ и доказаннымъ 
мнеше , что существуютъ безконечныя множества, по крайней м е р е , 
среди вещей не реальныхъ, что именно множество в с е х ъ и с т и н ъ 
в ъ с е б е безконечно. Подобно тому, к а к ъ это было сделаны въ 
§ 13 , мы пр1йдемъ къ заключенш, что безконечно также множество 
в с е х ъ ч и с е л ъ (такъ называемыхъ натуральныхъ или ц е л ы х ъ чи-
селъ, сущность которыхъ мы определили въ § 8). Но и это положе-
ше звучитъ п а р а д о к с а л ь н о , и мы можемъ, собственно, считать 
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его п е р в ы м ъ среди п а р а д о к с о в ъ , появляющихся въ области 
математики, т а к ъ к а к ъ раньше разсмотр-Ьнный парадоксъ относится 
къ более общей науке , чЪмъ наука о величинахъ. 

«Если каждое число», можно сказать , «по самому п о н я т ш о 
«числе, есть лишь простое конечное множество, то какимъ образомъ 
«можетъ быть безконечнымъ множество в с Ь х ъ чиселъ? Когда мы 
«разсматриваемъ рядъ натуральныхъ чиселъ 

1, 2, 3, 4, 5, 6 . . . 

«то мы замЪчаемъ, что множество чиселъ, которое содержитъ э т о т ъ 
«рядъ, начиная съ перваго (единицы), до какого-нибудь другого, на-
«примЪръ, до числа б, выражается всегда этимъ послЪднимъ чис-
«ломъ. Поэтому множество в с е х ъ чиселъ должно быть именно 
« т а к ъ велико, к а к ъ п о с л е д н е е изъ нихъ и, следовательно, само 
«должно быть числомъ, а не безконечностью». 

Обманчивость этого вывода исчезаетъ тотчасъ-же, какъ только 
мы вспомнимъ, что во множестве в с е х ъ чиселъ въ натуральномъ 
ряду н е т ъ п о с л е д н я г о числа, что т а к и м ъ образомъ понят1е о 
последнемъ (высшемъ) ч и с л е — п о н я т 1 е безпредметное, потому что 
содержитъ противореч1е. Ибо, по з а к о н у о б р а з о в а н 1 я этого 
ряда, данномъ въ определенш его (§ 8), каждый членъ ряда и м е е т ъ 
п о с л е д у ю щ ! й. Однимъ э т и м ъ з а м е ч а ш е м ъ разрешается уже э т о т ъ 
парадоксъ. 

§ 1 6 . 

Если множество чиселъ (и именно т а к ъ называемыхъ ц е л ы х ъ 
чиселъ) безконечно. то т е м ъ более б е з к о н е ч н о множество ве-
личинъ (по определешю. приведенному въ § 6 и въ « М з з е п з с Ь а ^ з -
1еЬге» въ § 87) . Въ самомъ д е л е , по этому определешю не только 
все числа будутъ т а к ж е и величинами, но имеется гораздо больше 
величинъ, ч е м ъ чиселъ, т а к ъ к а к ъ дроби | , . . . . , а равно 
и т а к ъ называемыя и р р а ц 1 о н а л ь н ы я выражешя ] / 2 , | / 2 , 
. . . . , . т а к ж е обозначаютъ величины. По этому определешю 
н е т ъ противореч1я въ томъ, чтобы говорить о б е з к о н е ч н о 
б о л ь ш и х ъ и б е з к о н е ч н о м а л ы х ъ величинахъ, если подъ 
б е з к о н е ч н о б о л ь ш о й величиной подразумевается лишь такая 
величина, которая при разъ положенной въ основаше единице яв-
ляется целымъ, по отношению къ которому каждое конечное мно-
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жество э т и х ъ единицъ составляетъ только часть; а подъ б е з к о -
н е ч н о м а л о й величиной подразумевается такая , по отношешю къ 
которой сама единица является цЪлымъ, частью котораго будетъ каждое 
конечное множество э т и х ъ величинъ. Множество всЪхъ чиселъ яв-
ляется неоспоримымъ примЪромъ безконечно большой в е л и ч и н ы . 
Я говорю: величины, а не безконечно большого ч и с л а , потому 
что, к а к ъ мы уже заметили въ предыдущемъ параграфе, никакъ 
нельзя назвать числомъ это безконечно большое множество. Если-
же величину, б е з к о н е ч н о б о л ь ш у ю по сравнешю съ другой 
величиной, взятой за единицу, мы примемъ за единицу и станемъ 
ею и з м е р я т ь ту величину, которую мы прежде принимали за еди-
ницу, то эта последняя представится намъ б е з к о н е ч н о м а л о й . 

§ 17. 

В р е м я и п р о с т р а н с т в о представляютъ въ высшей сте-
пени важный родъ безконечно большихъ величинъ, которыя т а к ж е 
еще не принадлежатъ къ области реальнаго, хотя и могутъ о п р е -
д е л я т ь реальное. Ни время, ни пространство не представляютъ 
ничего реальнаго, т а к ъ к а к ъ они не представляютъ изъ себя 
ни с у б с т а н ц 1 й , ни с в о й с т в ъ субстанцш. Они выступаютъ 
только, к а к ъ нечто о п р е д е л я ю щ е е для всехъ несовершённыхъ 
(ограниченныхъ, конечныхъ или, что сводится къ одному и тому-же, 
зависимыхъ, сотворенныхъ) с у б с т а н ц 1 й , а именно, каждая и з ъ 
последнихъ должна постоянно пребывать въ некоторомъ времени и 
въ известномъ пространстве , т а к и м ъ образомъ, что каждая простая 
с у б с т а н ф я въ каждомъ п у н к т е времени, т . е. въ каждой простой 
части времени должна пребывать въ какой-нибудь простой части 
пространства, т . е. въ какой-нибудь его точке . Множество про-
стыхъ частей или точекъ, и з ъ которыхъ состоитъ время и про-
странство, безконечно. Безконечно не только количество про-
стыхъ частей, изъ которыхъ состоитъ все время и все про* 
странство, т . е. количество точекъ времени и пространства во-
обще, но и количество т о ч е к ъ времени между двумя точками а и Ь, 
какъ-бы близко ни отстояли эти точки другъ о т ъ друга, тоже без-
конечно. Точно т а к ж е безконечно и количество точекъ пространства 
гиежду любыми двумя точками пространства а и Ъ, какъ-бы 
близко ни отстояли другъ о т ъ друга эти две точки. Мне н е т ъ 
нужды защи щ ат ь эти предложешя, т а к ъ какъ врядъ-ли найдется ма-
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тематикъ , (если только онъ не отрицаетъ всякой безконечности), 
который не согласился-бы съ ними. Чтобы спасти себя отъ призна-
шя безконечнаго, которое здесь столь явно обнаружено, противники 
в с я к о й безконечности приводятъ следующее возражеше: «Мы мо-
«жемъ, конечно, всегда м ы с л и т ь большее количество точекъ време-
«ни и пространства , чЪмъ то , которое мы мыслили, но количество 
«точекъ д е й с т в и т е л ь н о с у щ е с т в у ю щ и х ъ останется всегда 
«конечнымъ». Но на это я возражаю, что ни время, ни простран-
ство, а потому также ни простыя части времени, ни простыя части 
пространства не представляютъ ничего д е й с т в и т е л ь н а я , и что по-
этому несообразно говорить о конечномъ множестве ихъ, какъ су-
ществующихъ въ д е й с т в и т е л ь н о с т и . Т е м ъ более несообраз-
но воображать , что эти части становятся действительными т о л ь к о 
черезъ наше м ы ш л е н 1 е. Ибо ведь отсюда следовало-бы, что 
свойства времени и пространства зависятъ о т ъ нашего мышлешя и 
нашей оценки истинности, и что," следовательно, отношеше д1амет-
ра къ окружности круга было р а ц т н а л ь н о , пока мы ошибочно счи-
тали его рацюнальнымъ, и что пространство получить только тог-
да все т е свойства, которыя мы узнаемъ впоследствш, когда они 
намъ станутъ известны. Если-же наши противники исправятъ вы-
шеприведенное выражеше въ томъ смысле, что настоящ1я свойства 
времени и пространства определяются только мышлешемъ. с о о т в е т -
ствующимъ истине, то сказанное ими представить нечто тавтоло-
гическое, а именно: истинно то, что истинно; откуда, конечно, нель-
зя вывести ни малейшаго возражешя противъ утверждаемой нами 
безконечности времени и пространства . Во всякомъ случае, нелепо 
говорить, что время и пространство заключаютъ столько точекъ , 
сколько мы ихъ мыслимъ. 

§ 18. 

Хотя каждая величина, вообще каждый предметъ, который 
намъ представляется безконечнымъ въ какомъ-либо отношенш, дол-1 

ж е н ъ представляться намъ именно въ э т о м ъ отношенш, к а к ъ це-
лое, состоящее изъ безконечнаго множества частей ,—невозможно 
однако утверждать наоборотъ , чтобы каждая величина, которую мы 
разсматриваемъ, к а к ъ сумму безконечнаго множества другихъ 
конечныхъ величинъ, была непременно безконечной. Такъ , на-
примеръ , всеми признается , что ир^ацюнальныя величины, к а х ъ 
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У 2, по отношешю къ единице, положенной въ основание, будутъ 
величинами конечными, хотя ихъ можно разсматривать, какъ со-

ставленныя изъ безконечнаго множества дробей вида 

числители и знаменатели которыхъ — цЪлыя 

числа; точно также известно, что сумма безконечнаго ряда слагае-

мыхъ вида т . е . р а в н я е т с я конечной 

величине каждый разъ , к а к ъ Итакъ, въ утвержде-

*) Такъ какъ обыкновенное доказательство суммироважя этого ря-
да представляется не вполне строгимъ, то да будетъ мне позволено по 
этому случаю привести следующее доказательство. Если мы будемъ считать 
а = 1 и е положительнымъ (примкнете этого доказательства къ дру-
гимъ случаямъ делается само собой), и если мы напишемъ символиче-
ское равенство 

то верно, по крайней м е р е , то, что 5 означаетъ величину положитель-
ную, конечную или безконечно большую. Но для каждаго целаго п 

или также 

• 1П Ы . 

вместо чего мы можемъ также написать 

если обозначимъ значеше безконечнаго ряда 1 
ш Ы . че-

резъ Р. При этомъ мы, по крайней м е р е , знаемъ, наверное то, что Р 
означаетъ величину, зависящую отъ е и отъ п, измеримую или неизме-
римую, во всякомъ случае положительную. Но тотъ-же безконечный 
рядъ мы можемъ представить еще следующимъ образомъ: 

Здесь сумма безконечнаго числа членовъ, стоящая въ скобкахъ въ пра-
вой части равенства, а именно 
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н , что сумма безконечнаго количества конечныхъ величинъ сама 
будетъ величиной конечной, н е т ъ никакого противорЪч1я, потому 
что иначе оно не могло-бы оказаться правильными Парадоксъ, ко-
торый можно было-бы въ немъ усмотреть , происходить только о т ъ 
того, что забываютъ о томъ, к а к ъ складываемые здесь члены ста-

совершенно сходна по виду съ рядомъ, который въ символическомъ ра-
венстве (1) положенъ = 5, но не сл^дуетъ считать ее одной и той-же, 
такъ какъ м н о ж е с т в о слагаемыхъ здесь и въ (1), хотя оно и без-
конечно въ обоихъ случаяхъ, не будетъ однимъ и т^мъ-же; здесь въ 
немъ несомненно ч л е н о в ъ н а п м е н ь ш е , чЪмъ въ (1). 

Итакъ, мы можемъ съ полной уверенностью написать равенство 

при чемъ мы можемъ предположить, 

что Р обозначаетъ во всякомъ случае величину, зависящую отъ п и 
всегда положительную. Поэтому мы получаемъ: 

или 

или, наконецъ, 

Соединеже обоихъ равенствъ (3) и (5) даетъ 

или 

откуда можно видеть, что если мы примемъ п сколь угодно большимъ и 

сделаемъ такимъ образомъ значеже меньше любой, сколь угод-

1 но малой величины > то каждая изъ величинъ 3 должна 

сделаться также меньше любого значежя. Но разъ это такъ, то каждое 

изъ равенствъ (3) и (5) показываетъ, что такъ какъ 5 при 

одномъ значенш е можетъ иметь только одну неизменную величину, 
следовательно, не можетъ зависеть отъ п. 
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новятся все меньше и меньше. Никого ведь не удивить, что сумма 
слагаемыхъ, въ которой каждое последующее слагаемое составляетъ 
только половину предыдущаго, не можетъ никогда составить боль-
ше, чЪмъ удвоенное первое слагаемое, потому что при каждомъ са-
момъ далекомъ члене этого ряда не достаетъ до этого удвоеннаго 
числа именно столько, сколько составляэтъ э т о т ъ последнш членъ. 

§ 19-

Мы не могли не з а м е т и т ь уже въ примерахъ безконечнаго, 
приведенныхъ до сихъ поръ, что не следуетъ считать р а в н ы м и 
м е ж д у с о б о й в с е безконечныя многообраз1я въ о т н о ш е н 1 и 
и х ъ м н о ж е с т в е н н о с т и . Напротивъ того, некоторыя изъ нихъ 
б о л ь ш е , друпя м е н ь ш е , т. е. одно многообраз1е можетъ заклю-
чать въ себе другое, к а к ъ часть (или, наоборотъ, можетъ само со-
ставить часть другого). Это утверждеше также звучитъ парадо-
ксально для многихъ. Конечно, всемъ т е м ъ , кто определяетъ безко-
нечное, к а к ъ нечто неспособное къ дальнейшему увеличешю, долж-
но казаться не только парадоксальнымъ, но даже п р о т и в о р е -
ч и в ы м ъ утверждеше, что одно безконечное больше другого. Но 
мы нашли уже выше, что э т о мнеше опирается на такое понят1е о 
безконечномъ, которое не согласно съ обыкновеннымъ употреблеш-
емъ этого слова въ речи. По нашему определенш, соответствую-
щему не только обычному употреблешю этого понят1я, но и ц е л я м ъ 
науки, никто не можетъ найти ничего противоречива™ или даже 
страннаго, въ мысли, что одно безконечное множество можетъ быть 
больше другого. Для кого, напримеръ , не будетъ ясно, что длина 

прямой, 

простирающейся безгранично въ направленш аК, безконечна, но 
что прямая ЬР, изъ точки Ь идущая въ томъ-же направленш, боль-
ше, ч е м ъ аК на о т р е з к е Ьа? и, накопецъ, что прямая, идущая не-
ограниченно въ обоихъ направлешяхъ аК и а5, должна быть назва-
на большей на величину, которая сама безконечна, и т. д. 

§ 20. 

Перейдемъ теперь къ разсмотрешю въ высшей степени замеча -
тельной особенности, которая можетъ встретиться въ отношенш двухъ 
многообразий, е с л и о н и о б а б е з к о н е ч н ы ; она, собственно го-
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воря, действительно имЪетъ всегда место, но ее упускали до 
сихъ поръ изъ виду въ ущербъ познашю многихъ важныхъ истинъ 
метафизики, физики и математики —и она, пожалуй, и теперь, 
когда я это высказываю, покажется въ такой степени парадоксаль-
ной, что весьма необходимо остановиться несколько дольше на ея 
разсмотрЪнш. Я утверждаю: два безконечныхъ многообраз1я могутъ 
быть въ т а к о м ъ отношенш одно къ другому, что, с ъ о д н о й с т о -
р о н ы , возможно соединить каждую вещь одного многообраз1я съ не -
которой вещью другого въ пару т а к и м ъ образомъ, что не останет-
ся въ обоихъ многообраз1яхъ ни одной вещи, не соединенной въ 
пару, и ни одна вещь не будетъ входить въ две или несколько паръ. 
С ъ д р у г о й с т о р о н ы , возможно при этомъ, что одно изъ э т и х ъ 
многообразш заключаетъ въ себе другое просто к а к ъ ч а с т ь , т а к ъ 
что множества, которыя они представляютъ, если мы разсматрива-
емъ составляющ1я ихъ вещи, к а к ъ равныя, т. е. к а к ъ единицы, име-
ютъ между собой с а м ы я р а з н о о б р а з н ы я о т н о ш е н 1 я . Я 
докажу это утверждеше, приведя два примера, въ которыхъ сказан-
ное несомненно и м е е т ъ место . 

1. Возьмемъ любыя две (отвлеченныя) величины, напримеръ, 5 
и 12; очевидно, что многообраз1е величинъ между нулемъ и пятью 
(или величинъ меньшихъ, ч е м ъ 5), а также многообраз1е вели-
чинъ, меньшихъ ч е м ъ 12, безконечно. Точно также ясно, что по-
следнее многообраз1е должно считаться ббльшимъ, чемъ первое, 
т а к ъ к а к ъ первое составляетъ только часть второго. Если мы возь-
мемъ друпя величины, вместо величинъ 5 и 12, то мы принужде-
ны будемъ сказать , что оба эти многообраз)я не всегда сохраняютъ 
одно и то -же отношеше другъ къ другу, а, напротивъ того, вступа-
ютъ въ самыя разнообразныя отношешя. Но не менее всего этого 
истинно и следующее: если * обозначаетъ любую величину, содер-
жащуюся между 0 и 5, и если мы определимъ отношеше между 
.г и у уравнешемъ 

5 у = 12 х, 

то у будетъ величиной, лежащей между 0 и 12, и, наоборотъ, если 
только г/ содержится между 0 и 12, то х содержится между 0 и 5. 
Изъ этого уравнешя следуетъ также, что каждому значешю х принад-
л е ж и м только одно значеше т/, и наоборотъ. Отсюда ясно, что для 
каждой величины многообраз1я величинъ между 0 и 5, равной дг, 
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существуетъ въ многообразш величинъ, лежащихъ между 0 и 12, 
величина, равная г/, которая можетъ быть соединена съ ней въ па-
ру такимъ образомъ, что ни одна изъ вещей, составляющихъ оба 
эти многообраз1я, не останется не соединенной въ пару и ни одна 
не окажется въ двухъ или нЪсколькихъ соединешяхъ. 

2. Второй примерь заимствуемъ изъ пространственной вещи. Кто 
уже знаетъ, что свойства пространства основываются на свойствахъ 
времени, а свойства времени на свойствахъ отвлеченныхъ чиселъ и 
величинъ, т о т ъ не нуждается, конечно, въ примере для усмотрЪшя 
того, что и во времени и въ пространстве находятся таюя безко-
нечныя многообраз1я, каюя мы нашли въ области величинъ вообще. 
Однако, ради правильнаго примЪнешя нашего предложешя впослЪд-
ств1и, необходимо разсмотрЪть подробно по крайней м е р е одинъ 
случай, въ которомъ-бы встречались таюя многообраз1я. Пусть будутъ 
поэтому а, Ь, с три любыя точки на прямой; отношение разстоянш 
пЬ: ас можетъ быть какимъ угодно, лишь-бы ас означало большее 
изъ двухъ разстоянш. Въ такомъ случае, хотя многообраз1я точекъ, 
лежащихъ на аЬ и на ас, оба безконечны, 

однако многообраз1е точекъ на ас превзойдетъ многообраз1е ихъ на 
аЬ, т а к ъ какъ на ас, кроме точекъ аЬ, находятся еще точки Ьс, 
которыхъ н е т ъ на аЬ. Если изменить произвольно отношеше аЬ: ас, 
то мы даже принуждены будемъ сказать, что и отношеше э т и х ъ 
многообраз1й будетъ совершенно изменено. Относительно э т и х ъ 
двухъ многообраз1й также справедливо то самое, что прежде было 
показано для двухъ многообраз1Й величинъ, содержащихся между 
О и 5 и между 0 и 12, относительно паръ, которыя можно соста-
вить изъ любой вещи одного многообраз1я и любой вещи другого. 
Въ самомъ деле , пусть л:—точка, лежащая на #/>;.если мы возьмемъ 
точку г) въ направлены ах т а к и м ъ образомъ, что аЬ: ас = ах: ау, 
то т/ будетъ точкой, лежащей на ас. Если же, наоборотъ, г^—точка, 
лежащая на ас, если только мы будемъ определять ах по ау и зъ 
того-же уравнешя, то х будетъ точкой, лежащей на аЬ. Точно так-
же всякое другое х будетъ определять другое у, и, наоборотъ, вся-
кое другое у будетъ определять другое х. Изъ э т и х ъ двухъ истинъ 
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опять очевидно, что для каждой точки отрезка аЬ можно выбрать 
точку отрезка ас и для каждой точки отрезка ас—точку отрезка 
аЬ т акимъ образомъ, что относительно паръ, образованныхъ соеди-
нешемъ любыхъ двухъ т а к и х ъ точекъ, можно утверждать, что н е т ъ 
ни одной точки ни въ многообразш точекъ аЬ, ни въ многообразш 
точекъ ас, которая не входила-бы въ одну изъ этихъ паръ, и что 
н е т ъ также ни одной точки, которая-бы входила въ две или более 
пары. 

§ 21. 

Только на томъ основанш, что два многообраз1я А и В на-
ходятся другъ къ другу въ такомъ отношенш, что къ каждой час-
ти а, находящейся въ А, поступая по известному правилу, мы мо-
жемъ найти находящуюся въ В часть Ь т акъ , что все пары (а-\-Ь), 
которыя мы составимъ такимъ образомъ, заключаютъ въ себе каж-
дую вещь, находящуюся въ А и въ Б и заключаютъ ее только по 
одному разу ,—на одномъ только этомъ основанш невозможно еще 
заключить, какъ видимъ, что эти о б а м н о г о о б р а з 1 я , е с л и 
о н и б е з к о н е ч н ы , р а в н ы д р у г ъ д р у г у въ отношенш мно-
жества своихъ частей (т. е. если мы не примемъ во внимаше ни-
какихъ другихъ различш между частями). Однако, несмотря на 
это отношеше между ними, которое само по себе, во всякомъ слу-
чае, представляется одинаковымъ для обоихъ многообраз1Й, они мо-
гутъ находиться въ отношенш неравенства своихъ множествъ, т а к ъ 
что одно изъ нихъ можетъ представлять целое, а другое—его часть. 
О равенстве этихъ множествъ можно будетъ заключить только тог-
да, когда для этого будетъ существовать еще какое-нибудь другое 
основаше, какъ, напримеръ, то, что оба многообраз1я имеютъ со-
вершенно одинаковыя определяющ1я ихъ основашя, напримеръ, со-
вершенно одинаковое происхождеше. 

§ 22. 

Парадоксальность, связанная (чего я вовсе не отрицаю) съ этимъ 
утверждешемъ, проистекаетъ единственно изъ того обстоятельства, 
что взаимное отношеше, которое мы находимъ въ двухъ сравнива-
емыхъ между собою многообраз1яхъ, и которое состоитъ въ томъ, 
что мы можемъ соединить ихъ части въ пары по способу, уже мно-
гократно указанному,—что это взаимное отношеше въ томъ случае, 
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когда эти многообраз1я к о н е ч н ы , совершенно достаточно для то-
го, чтобы признать и х ъ вполне равными въ отношенш м н о ж е -
с т в а ихъ частей. Действительно, два конечныхъ многообраз1я тако-
го свойства, что для каждой вещи а одного многообраз1я можно 
найти вещь Ь въ другомъ и соединить ихъ въ пары такимъ обра-
зомъ, чтобы не осталось ни въ одномъ изъ обоихъ многообраз!Й 
ни одной вещи, для которой не нашлось-бы соответствующей въ 
другомъ, и чтобы не было ни одной вещи, которая входила-бы въ 
две или несколько п а р ъ , — д в а т а к и х ъ многообраз1я въ отношенш мно-
жества всегда равны между собой. Поэтому кажется, что то же долж-
но иметь место, если многообраз1я будутъ безконечны. 

Т а к ъ , кажется,, говорю я; но при ближайшемъ разсмотренш 
обнаруживается, что это вовсе не является необходимымъ, т а к ъ 
какъ основаше, почему это всегда т а к ъ во всехъ конечныхъ мно-
гообраз1яхъ, заключается, именно, только въ конечности ихъ и, сле-
довательно, отпадаетъ для многообразШ безконечныхъ. Действитель-
но, положимъ, что два многообраз)я А и В конечны или ( такъ 
какъ и этого уже достаточно), что мы знаемъ объ одномъ изъ 
нихъ А, что оно конечно, и, положимъ также, мы не обращаемъ 
внимашя ни на каюя различ1я между вещами ихъ составляющими, 
съ целью разсмотреть эти многообраз1я только въ о т н о ш е н ш ' и х ъ 
множествъ. Тогда, обозначивъ любой предметъ въ многообразш А 
черезъ 1, какой-нибудь другой черезъ 2 и продолжая такимъ обра-
зомъ дальше, то есть, обозначая каждый последующш всегда чис-
ломъ вещей, разсмотренныхъ раньше (со включешемъ его самого), 
мы должны будемъ дойти наконецъ до предмета въ А, после обо-
значешя котораго не останется больше ни одного, не обозначенна-
го. Это есть непосредственное с л Ъ д с ш е понят1я о множестве ко-
нечномъ или исчислимомъ. Если э т о т ъ последнш предметъ въ А, 
о которомъ мы только что говорили, получилъ для своего обозна-
чешя число п, то число вещей въ А будетъ равно п. Т а к ъ к а к ъ 
для каждой вещи въ А должна находиться вещь въ В, которую 
можно соединить съ ней въ пару, то, обозначивъ каждую вещь въ 
В т е м ъ самымъ символомъ, которымъ обозначили въ А ту вещь, 
съ которой вещь В соединяется въ одну пару, мы необходимо долж-
ны пршти къ тому, что число вещей, взятыхъ нами такимъ об-
разомъ изъ Л, т а к ж е будетъ п, при чемъ каждая и з ъ нихъ снаб-
жена знакомъ, дающимъ возможность узнать, сколько мы до нея 

3 
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употребили вещей. Отсюда ясно, что въ В вещей не меньше, чЪмъ 
п, ибо э т и м ъ знакомъ отмечена одна вещь (та, которую мы упо-
требили последней). Но ихъ будетъ также и не больше, потому 
что, если-бы была хотя еще одна сверхъ уже употребленныхъ, то 
не было-бы такой вещи въ А, съ которой можно было-бы соеди-
нить ее въ п а р у , — а это противорЪчитъ п р е д п о л о ж е н а . Итакъ, чи-
сло вещей въ В не меньше и не больше, чЪмъ п, следовательно, 
равно п. Оба многообраз1я имЪютъ, значитъ, одно и то же мно-
жество, или, к а к ъ еще можно выразиться, р а в н о е множество. 
Очевидно, что это заключеше не имЪетъ мЪста, к а к ъ только мно-
гообраз1е вещей въ А б е з к о н е ч н о , потому что въ такомъ слу-
чай не только мы, с ч и т а ю щ I е, не дойдемъ никогда до последней 
вещи въ А, но, по опредЪлешю безконечнаго многообраз1я, такая 
п о с л е д н я я вещь въ А сама по себЪ не существуетъ, т . е. сколько 
бы мы не означали вещей въ А, все еще останутся друпя для обо-
значен!^. Поэтому, несмотря на то, что въ многообразш В никогда 
не будетъ недостатка въ вещахъ, которыя могли-бы быть соединены 
все въ новыя и новыя пары съ вещами многообраз1я А, исчезнетъ, 
однако, всякое основаше къ заключешю, что множество обоихъ мно-
гообразШ одно и то же. 

§ 23. 

Изъ сказаннаго только что ясно, что д л я б е з к о н е ч н ы х ъ 
м н о г о о б р а з 1 й и с ч е з а е т ъ о с н о в а н 1 е , обуславливающее не-
обходимое равенство конечныхъ многообраз1й, какъ только имЪетъ 
мЪсто то отношеше, о которомъ мы много разъ говорили. Но ска-
занное не указываетъ намъ, какимъ образомъ и вслЪдств1е чего яв-
ляется неравенство въ безконечныхъ многообраз1яхъ. Это становится 
яснымъ только послЪ разсмотрЪшя приведенныхъ примЪровъ. Они 
именно учатъ насъ тому, что взятыя изъ сравниваемыхъ многообра-
31 й двЪ части а и Ь, которыя мы соединяемъ въ пару а -(- Ь, в х о -
д я т ъ в ъ с в о и м н о г о о б р а з 1 я н е в п о л н Ъ о д и н а к о в ы м ъ 
о б р а з о м ъ . Въ самомъ дЪл-Ь, если части а' и Ъ' образуютъ еще 
одну, вторую пару, и если мы сравнимъ отношешя, въ которыхъ 
находятся л и л ' въ многообразш А, Ь и Ъ' въ многообразш В, то 
тотчасъ-же окажется, что эти отношешя различны. Если мы возь-
мемъ (въ первомъ примЪрЪ) изъ многообраз1я величинъ, содержа-
щихся между 0 и совершенно произвольно, двЪ величины, напри-
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мЪръ, 3 и 4, то величины, соотвЬтствующ1я имъ въ В (т. е. обра-
зующ1я съ ними пары), будутъ слЪдующ1я: 

Если мы правильно понимаемъ подъ о т н о ш е н 1 е м ъ двухъ 
предметовъ совокупность в с е х ъ свойствъ, обнаруживающихся при 
ихъ соединенш, то при разсмотренш отношешя, въ которомъ нахо 
дятся въ одномъ многообразш части 3 и 4, въ другомъ—части 71; 

и 9 | , мы должны обратить внимаше не только на т а к ъ называемое 
г е о м е т р и ч е с к о е отношеше, но и на все, сюда относящееся, а 
именно также и на то, что а р и о м е т и ч е с к о е отношеше между 
величинами 3 и 4 совершенно иное, чЪмъ между величинами и 9 | , а 
именно—первое равно 1, второе 2 | . Итакъ, хотя каждая величина въ 
А или въ В можетъ соединиться въ пару съ одной, и только съ од-
ной, величиной въ В или въ А, но однако множество величинъ въ 
В иное (больше), чемъ въ А, потому что р а з с т о я н 1 е между дву-
мя любыми величинами въ В будетъ инымъ (больше), чЪмъ р а з -
с т о я н 1 е , разделяющее две соответствующ1я имъ величины въ А. 
Отсюда, естественно, следуетъ, что въ промежутке каждыхъ двухъ 
величинъ въ В содержится другое (большее) количество величинъ, 
чемъ это имеетъ место въ А; такимъ образомъ, н е т ъ ничего уди-
в и т е л ь н а я , что и все количество величинъ въ В другое (больше), 
чемъ въ А.—Во второмъ п р и м е р е мы имеемъ случай совершенно 
сходный съ первымъ; поэтому мы скажемъ о немъ только то, что 
точки въ аЬ, составляются пары съ точками въ ас, стоятъ другъ 
къ другу б л и ж е , чемъ соответственныя точки въ ас, т а к ъ какъ 
разстояше любыхъ двухъ точекъ перваго отрезка всегда относится 
къ разстояшю соответственныхъ двухъ точекъ второго отрезка , какъ 
аЬ: ас. 

§ 24. 

Если мы можемъ считать теперь вполне доказаннымъ и разъ-
ясненнымъ предложеше § 20, то ближайшимъ с л е д с Ы е м ъ его является 
то, ч т о м ы н е м о ж е м ъ с ч и т а т ь с е й ч а с ъ - ж е р а в н ы м и 
д в е с у м м ы в е л и ч и н ъ , к о т о р ы я п о п а р н о р а в н ы (т. е. 
каждая величина изъ одной суммы равна некоторой величине изъ 
другой), е с л и и х ъ м н о ж е с т в о б е з к о н е ч н о . Это возможно 
лишь въ томъ случае, когда мы заранее убедились въ томъ, что 
безконечное множество этихъ величинъ въ обеихъ суммахъ то-же 
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самое. Что сумма определяется своими слагаемыми и что, следова-
тельно, равныя слагаемыя даютъ равныя суммы, это конечно без-
спорно и имеетъ место не только тогда, когда многообраз1е э т и х ъ 
слагаемыхъ конечно, но и тогда, когда оно безконечно. Но т а к ъ какъ 
безконечныя многообраз1я бываютъ различны, то въ последнемъ 
случае должно быть также доказано, что безконечное многообраз1е 
слагаемыхъ въ одной сумме въ точности таково-же, какъ и въ дру-
гой. Но, чтобы иметь право сделать это заключеше, недостаточно 
ни въ какомъ случае , по нашей теореме, только того обстоятель-
ства, что можно будетъ найти по какому нибудь способу для каж-
даго члена одной суммы равный ему членъ другой суммы. Мы мо-
жемъ сделать это заключеше съ полной уверенностью только тогда, 
когда оба мнояобраз1я и м е ю т ъ о д и н а к о в ы я о п р е д е л я ю щ а я 
и х ъ о с н о в а н 1 я . Впоследствш мы увидимъ на несколькихъ при-
мерахъ , къ какимъ несообразностямъ можно прШти при вычисле-
ш я х ъ съ безконечностями, если не принять этого въ разсчетъ. 

§ 25. 

Я обращаюсь теперь къ утверждешю, что существуетъ безко-
нечное не только среди вещей, не имеющихъ действительности, 
но также и в ъ с а м о й о б л а с т и д е й с т в и т е л ь н а г о . Кто 
только пришелъ къ чрезвычайно важному убеждешю (помощью ли 
ряда заключенш изъ истинъ, касающихся чистыхъ понятШ, или дру-
гимъ какимъ-либо образомъ) , ч т о с у щ е с т в у е т ъ Б о г ъ , суще-
ство, не имеющее причины своего б ь т я ни въ какомъ другомъ су-
ществе и, вследств1е этого, в с е с о в е р ш е н н о е , т . е. соединяющее 
въ себе все совершенства и силы, которыя только могутъ совме-
щаться, и каждую изъ нихъ въ самой высшей степени, въ какой 
только она можетъ существовать наряду съ другими—кто пришелъ 
къ этому убеждешю, т о т ъ принимаетъ уже этимъ самымъ, что есть 
существо, безконечное не въ одномъ только отношенш, въ своемъ 
в е д е н 1 и , въ своей в о л е , въ своемъ в н е ш н е м ъ в о з д е й -
с т в 1 и, т. е. могуществе, такое существо, которое б е з к о н е ч н о 
м н о г о з н а е т ъ (совокупность в с е х ъ истинъ), б е з к о н е ч н о 
м н о г а г о ж е л а е т ъ (сумму всего въ себе возможнаго добра), 
и в с е , ч е г о т о л ь к о х о ч е т ъ , силою в н е ш н я я воздействия, 
о с у щ е с т в л я е т ъ в ъ д е й с т в и т е л ь н о с т и . Изъ этого послед-
н я я свойства Бога вытекаетъ дальнейшее следств!е, что, кроме не-
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го, существуютъ существа с о з д а н н ы й , которыя мы назовемъ, въ 
противоположность ему, с у щ е с т в а м и к о н е ч н ы м и , въ кото-
рыхъ, однако, можно усмотреть нечто безконечное. Въ самомъ д е л е , 
уже самое м н о г о о б р а з 1 е э т и х ъ существъ должно быть безко-
нечнымъ; точно т а к ж е многообраз1е с о с т о я н 1 й , испытываемыхъ 
каждымъ изъ э т и х ъ существъ въ отдельности, хотя-бы въ самое 
короткое время, должно быть безконечно (потому что каждый про-
м е ж у т о к времени содержитъ въ себе безконечно много мгновешй) 
и т. д. Итакъ, и въ области действительна™ мы встрЪчаемъ везде 
безконечное. 

§ 26. 

Не согласны съ этимъ, однако, даже мнопе изъ тЪхъ ученыхъ, 
которые не находятъ возможнымъ отрицать безконечность въ ве-
щахъ недЪйствительныхъ (какъ, напримЪръ, въ предложешяхъ и исти-
нахъ въ себе) . Допустить безконечность также и въ области дей-
ствительна™, это, по ихъ мнЪшю, запрещается древнимъ основнымъ 
положешемъ, по которому в с е д е й с т в и т е л ь н о е д о л ж н о 
и м е т ь п о л н у ю о п р е д е л е н н о с т ь . Однако, я считаю уже до-
казаннымъ въ « \ \ М 5 5 е п 5 с Н а Й з 1 е Ь г е » (Вс1. 1 § 45), что это 
основное положеше относится и къ предметамъ недЪйствительнымъ 
въ томъ-же смысле, какъ и къ д е й с т в и т е л ь н ы м ъ . Оно спра-
ведливо везде только въ т о м ъ смысле, что изъ двухъ п р о т и в о-
р е ч а щ и х ъ другъ другу свойствъ у каждаго предмета одно должно 
ему принадлежать, а наличность другого должна отрицаться. Поэто-
му, если бы утверждеше, что мы совершаемъ погрешность противъ 
этого положешя, допуская безконечность вещей действительныхъ, 
было обосновано,—мы бы не имели права говорить о безконечности 
д а ж е . въ случае недействительныхъ объектовъ нашего мышлешя, 
следовательно, мы-бы не могли допускать безконечнаго многообра-
31я истинъ въ себе или простыхъ чиселъ. Но т е м ъ только, что мы 
признаемъ нечто безконечнымъ, мы не противоречимъ еще выше-
приведенному основному положешю. Мы говоримъ только, что въ 
данномъ предмете, въ известномъ отношенш, существуетъ множество 
частей большее, ч е м ъ какое угодно число, следовательно, во вся-
комъ случае, такое множество, к о т о р о е н е в о з м о ж н о о п р е -
д е л и т ь просто числомъ. Отсюда, однако, вовсе не следуетъ, чтобы 
это множество было чемъ-то , н е п о д д а ю щ и м с я н и к о и м ъ 
о б р а з о м ъ о п р е д е л е н ! ю; вовсе не следуетъ также, чтобы су-
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ществовала хоть одна пара свойствъ, противорЪчащихъ другъ дру-
гу, Ь и не-Ь, и чтобы ни одно изъ нихъ не было присуще этому 
множеству. Что не имЪетъ ц в е т а , напримеръ , предложеше, не мо-
ж е т ъ быть и определено у к а з а ш е м ъ ц в е т а ; что не издаетъ ника-
кого тона , не можетъ быть определено указашемъ тона и т. д. Но 
отсюда вовсе не следуетъ , чтобы подобныя вещи были неопредели-
мы; о н е и не составляютъ исключешя изъ того основного положе-
жешя , что одинъ изъ предикатовъ, Ь или не-Ь (голубой или него-
лубой, благозвучный или неблагозвучный и т. д.), относятся къ каж-
дой вещи, если только мы эти предикаты понимаемъ такъ , к а к ъ сле-
дуетъ, т . е. т а к ъ , чтобы они остались противоречивыми. Совершен-
но т а к ъ , какъ не голубое и не благовонное является опредкпешемъ 
(правда, очень широкимъ) теоремы Пиеагора, т а к ъ и простое ука-
заше того, что многообраз1е точекъ между т и п безконечно, яв-
ляется однимъ изъ определешй этого многообраз1я. И часто н е т ъ 
надобности во многихъ данныхъ для того, чтобы вполне определить 
подобное безконечное многообраз1е вещей, т . е. т а к ъ , чтобы в с е 
его свойства сами собой вытекали изъ т е х ъ именно несколькихъ, 
которыя даны. Т а к ъ , мы определили самымъ совершеннымъ образомъ 
только-что упомянутое безконечное многообраз1е точекъ между т и 
п, к а к ъ скоро мы определили только д в е точки т и п (напримеръ , 
наглядно). Ибо этими немногими словами уже устанавливается дизъ-
юнкц1я между принадлежностью или непринадлежностью къ этому 
многообразш всякой другой точки. 

§ 27 . 

Если я и м е л ъ смелость въ предыдущемъ защищат ь существо-
ваше безконечнаго въ н е к о т о р ы х ъ случаяхъ противъ лицъ, оспари-
вающихъ его, то теперь я долженъ признать съ тою же откровен-
ностью, что мнопе ученые, особенно м а т е м а т и к и , зашли слиш-
комъ далеко въ сторону противоположную, принимая б е з к о н е ч н о 
б о л ь ш о е и б е з к о н е ч н о м а л о е въ т а к и х ъ случаяхъ, когда, по 
моему глубокому убеждешю, не с у щ е с т в у е м ни того, ни другого. 

1. Я не имею ничего возразить противъ допущешя б е з к о -
н е ч н о б о л ь ш о г о перюда времени, если разуметь подъ этимъ 
перюдъ, не имеющ1й начала или конца, или ни того, ни другого 
(следовательно, все время или совокупность всехъ точекъ времени 
всобще). Но о т н о ш е н ! е , которое имеетъ величина одного раз-

http://rcin.org.pl



39 

стояшя между двумя точками времени, или одного промежутка вре-
мени къ каждому другому р а з с т о я н ш между двумя точками времени, 
или къ каждому другому промежутку времени, я нахожу нужнымъ 
признать только конечнымъ отношешемъ величинъ, вполне опредЪ-
ляемымъ съ помощью однихъ понятШ, и потому не нахожу возмож-
нымъ предположить, что промежутокъ времени, ограниченный нача-
ломъ и концомъ, въ безконечное число разъ больше или меньше 
другого подобнаго промежутка. А это именно и дЪлаютъ, какъ из-
вестно, мнопе математики, говоря не только о безконечно большихъ 
промежуткахъ времени, ограниченныхъ при этомъ съ обеихъ сто-
ронъ, но и еще чаще о б е з к о н е ч н о м а л ы х ъ ч а с т я х ъ в р е -
м е н и , въ сравненш съ которыми каждый конечный промежутокъ 
времени, напримеръ , одна секунда, долженъ быть признанъ безко-
нечно большимъ. 

2. То-же самое следуетъ сказать о р а з с т о я н 1 я х ъ м е ж д у 
д в у м я т о ч к а м и в ъ п р о с т р а н с т в е , которыя, по моему мне-
н ш , могутъ быть другъ къ другу всегда только въ отношенш ко-
нечномъ (определяемомъ вполне съ помощью чистыхъ понят1й). Ме-
жду т е м ъ н е т ъ ничего более о б ы к н о в е н н а я у н а ш и х ъ математи-
ковъ, к а к ъ речь о б е з к о н е ч н о б о л ь ш и х ъ и б е з к о н е ч н о 
м а л ы х ъ р а з с т о я н 1 я х ъ . 

3. То-же самое следуетъ наконецъ сказать о принимаемыхъ въ 
м е т а ф и з и к е и ф и з и к е с и л а х ъ, действующихъ во вселенной. Мы 
не должны предполагать, чтобы одна изъ э т и х ъ силъ была въ без-
конечное число разъ больше или меньше, чемъ другая; напротивъ 
того, мы должны думать, что все о н е находятся между собой въ 
отношешяхъ , вполне определяемыхъ посредствомъ понятШ, к а к ъ бы 
часто ни позволяли себе д е л а т ь обратное. Я не могу, конечно, съ 
достаточной ясностью указать здесь основашя этого утверждешя 
тому, кому не известно , каюя понят1я я связываю со словами: в о з -
з р е н 1 е и п о н я т 1 е, в ы в о д и м о с т ь одного предложешя изъ 
другого, о б ъ е к т и в н ы й в ы в о д ъ одной истины изъ другихъ, и 
многими другими словами, а также о п р е д е л е н 1 е времени и про-
странства. Кто, однако, прочелъ, по крайней м е р е , две с т а т ь и : 
« О п ы т ъ о б ъ е к т и в н а г о о б о с н о в а н 1 я у ч е н 1 я о с л о -
ж е н 1 и с и л ъ » * ) и « О п ы т ъ о б ъ е к т и в н а г о о б о с н о в а -

*) «УегзисН етег оЬ]ес{'1УЕП Ве§гйпс1ип§ с!ег ЬеЬге УОП с!ег 2 и з а т -
теп5е*2ип§ <1ег КгаКе». Фгад 1842.1п Сотггпззюп Ье1 КгопЬег§ег& К21\упаз). 
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н 1 я у ч е н 1 я о т р е х ъ и з м Ъ р е ь и я х ъ п р о с т р а н с т в а » , * ) 
тому не покажется вполнЪ непонятнымъ следующее доказательство. 

Изъ опредЪленш времени и пространства слЪдуетъ непосред-
ственно, что всЪ субстанцш з а в и с и м ы я, т. е. с о з д а н н ы й , н а -
х о д я т с я въ безпрестанномъ взаимодЪйствш; а также, что для каж-
дыхъ двухъ точекъ времени а и какъ-бы близко или далеко другъ о т ъ 
друга онЪ ни отстояли, возможно разсматривать состояше вселенной въ 
предыдущш моментъ а, к а к ъ п р и ч и н у , а состояше вселенной въ 
посл-Ьдующ1Й моментъ [3, к а к ъ с л Ъ д с т в 1 ' е (по крайней м-ЬрЪ, не 
непосредственное), однако постольку, поскольку мы при этомъ 
отнесемъ къ причинЪ непосредственное воздЪйств1е Бога, которое 
могло имЪть м'Ьсто въ промежутокъ времени а Отсюда слЪду-
етъ дальше, что разъ даны обЪ точки времени а и всЬ с и л ы , 
которыя имЪли созданныя субстанцш въ точкЪ времени ос, м Ъ с т а 
нахождешя каждой субстанцш, наконецъ, даны божественный 
вл1ян1я, которыя испытала одна или другая изъ э т и х ъ субстан-
Ц1Й внутри промежутка времени а — т о с и л ы, которыя получили 
эти субстанцш въ точкЬ времени (3, а также м Ъ с т а , которыя эти 
субстанцш заняли, могутъ быть выведены такимъ-же образомъ, какъ 
выводится д - Ь й с т в 1 е (непосредственное или черезъ посредство) изъ 
своей полной причины. Это-же опять требуетъ, чтобы всЪ свойства 
дЪйств1я могли быть выведены изъ свойствъ причины съ помощью 
составленной ИЗЪ ОДНИХЪ ЧИСТЫХЪ ПОНЯТ1Й большой посылки слЪду-
ющаго вида: «каждая причина, обладающая свойствами и, и' , и " . . . , 
имЪетъ д Ь й с г а е , обладающее свойствами XV, V/', \у" . . . Отсюда лег-
ко вывести с л Ъ д с ш е , нужное для нашей цЪли: каждое обстоятель-
ство въ причинЪ, н е б е з р а з л и ч н о е для дЪйств1я, т. е. обстоя-
тельство такого рода, что при его измЪненш дЬйств1е не остается 
безъ измЪнешя, должно быть в п о л н Ъ о п р е д е л и м о при помощи 
однихъ понятий, при чемъ въ основаше могутъ быть положены въ 
крайнемъ случай лишь так!я воззрЪшя, которыя также необходимы 
для опредЬлешя д Ъ й с ш я . 

ПослЪ э т и х ъ предпосылокъ легко обосновать выше установлен-
ныя утверждежя. Действительно: 

*) «УегзисН етег оЬ]ес11уеп Ве§гипс!ип2 с!ег ЬеЬге УОП ёеп сЗге! 
01шеп51опеп сЗез Каитез» . (Рга§ 1*43. 1п Сотпш'ззюп Ье1 КгопЬег^ег ипс! 
КгКупаз). 

http://rcin.org.pl



41 

1. если бы имелись даже только двЪ точки времени а и (3, 
разстояше которыхъ другъ о т ъ друга было-бы въ безконечное число 
разъ больше или меньше, чЪмъ разстояше двухъ другихъ точекъ 
у и В, то отсюда вытекала-бы та несообразность, что решительно 
невозможно было-бы определить состояше вселенной, которое дол-
жно наступить въ моментъ [3, по тому ея состоянно, которое имЪло 
мЪсто въ моментъ «, если даже принять при этомъ въ разсчетъ бо-
жественныя вл1яшя за промежутокъ времени а (3 и величину этого 
промежутка. ДалЪе, для опредЪлешя состояшя, въ которомъ нахо-
дятся созданныя существа, и даже только для опредЪлешя в е л и ч и -
н ы и х ъ с и л ъ въ моментъ а, необходимо положить въ основаше 
особую единицу времени; въ самомъ дЪлЪ, т а к ъ какъ эти силы 
только силы и з м Ъ н я ю щ 1 я , то мы не можемъ определить ина-
че величину ихъ, какъ принявъ во внимаше некоторый данный про-
межутокъ времени, въ течеше котораго онЪ производятъ данное 
дЪйств1е. Следовательно, если мы примемъ (имЪя на это право) про-
межутокъ времени у В за эту единицу времени, то, даже въ самомъ 
благопр1ятномъ случай, т. е. если бы возможно было определить при 
этой единиц^ времени всЪ силы созданныхъ субстанцш въ точкЪ 
времени а, и если бы возможно было определить совершенно точно 
все другое, что составляетъ полную причину состояшя вселенной въ 
точкЪ времени [3, то, однако, невозможно-бы было, пользуясь этой 
единицей времени, определить разстояше, въ которомъ находится 
эта точка времени о т ъ а, т а к ъ какъ оно оказалось-бы безконечно 
большимъ или безконечно малымъ. Поэтому, если можно н а о б о -
р о т ъ разсматривать любое состояше вселенной (при несколько 
разъ уже упомянутыхъ выше услов1яхъ), какъ причину любого 
позднЪйшаго, то не могутъ существовать двЪ точки времени а и [3, 
разстояше которыхъ было-бы безконечно большимъ или безконечно 
малымъ въ сравненш съ разстояшемъ, въ которомъ находится дру-
гая пара у и о. 

2. Если бы были даны только двЪ точки въ пространств^ а и ^ 
разстояше которыхъ другъ о т ъ друга въ сравненш съ разстояшемъ 
другой пары с и с1, оказалось-бы безконечно большимъ или безко-
нечно малымъ, то въ опредЪлеше состояшя вселенной въ любой 
точкЪ времени ос, входило бы между прочимъ опредЪлеше величины 
силы (напримЪръ, притяжешя или отталкивашя) , съ которой дЪй-
ствуетъ въ э т о т ъ моментъ времени находящаяся въ точкЪ а суб-
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станфя А на находящуюся въ т о ч к е Ь субстанцш В. Это, однако, 
оказалось-бы невозможнымъ для этой силы, если бы мы приняли (что, 
во всякомъ случае , позволительно) разстояше с й за единицу, и 
если бы даже, въ самомъ благопр)'ятномъ случае, это могло быть сде-
лано для всехъ прочихъ силъ. Въ самомъ деле , если бы сила при-
тяжешя или отталкивашя , съ которой субстанщя А действуешь на 
субстанщю, вполне впрочемъ сходную съ субстанщей В, но находя-
щуюся въ разстоянш, принятомъ за единицу длины (с с1), имела да-
же совершенно определенную величину, то, именно в с л е д с ш е ея 
определенности, сила притяжешя или отталкивашя, съ которой А 
действуетъ на В, была-бы неопределенной, если бы отношеше раз-
стоянш аЬ: Ы, о т ъ котораго она во всякомъ случае зависитъ, было 
безконечнымъ и потому неопределеннымъ. 

3. Если бы, наконецъ, была только одна сила /г, которая, по 
сравнешю съ другой силой /, оказалась-бы безконечно большой или 
безконечно малой, и если бы мы обозначили точку времени, въ 
которой и м е е т ъ место это отношеше черезъ я, то для этой 
самой точки времени въ самомъ благопр1ятномъ случае, именно, 
если-бы все остальныя силы при выбранныхъ для ихъ измерешя 
единицахъ времени и пространства оказались конечными, причемъ, 
следовательно, и / была-бы величиной конечной,—величина к, имен-
но вследств1е этого, оказалась-бы безконечно большой или безко-
нечно малой, т. е. неопределимой. Но в с л е д с ш е этого все состояше 
вселенной въ т о ч к е времени а оказалось-бы неопределимым^ по-
этому невозможнымъ оказалось-бы вывести позднейшее состояше 
вселенной, какъ результатъ действ1я перваго. 

§ 28. 

Мне кажется, что я установилъ уже въ предыдущемъ основ-
ныя правила, которыя дадутъ возможность судить правильно о всехъ 
т е х ъ странныхъ учешяхъ, которыя намъ пршдется изложить ниже, 
а также решить , следуетъ-ли намъ отбросить эти учешя, какъ за-
блуждешя, или принять ихъ, признавъ ихъ истинность, несмотря на 
всю ихъ кажущуюся несообразность. Порядокъ, въ которомъ мы бу-
демъ приводить эти парадоксы, будетъ определяться научной об-
ластью, къ которой они принадлежатъ, и ихъ большей или меньшей 
важностью. 

Первая и самая обширная наука, въ области которой мы 
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встрЪчаемъ парадоксы безконечнаго, это, какъ намъ показали уже 
некоторые примеры, есть о б щ е е у ч е н 1 е о в е л и ч и н а х ъ, где 
н е т ъ недостатка въ парадоксахъ даже въ у ч е н 1 и о ч и с л а х ъ . 
С ъ нихъ мы и начнемъ. 

Уже само п о н я т 1 е и с ч и с л е н 1 я б е з к о н е ч н о с т и , я 
признаю это, кажется заключающимъ въ себе противорЪч1е. Дей-
ствительно, и с ч и с л и т ь — з н а ч и т ь попытаться о п р е д е л и т ь съ 
помощью чиселъ. Но какъ-же возможно пытаться определить съ 
помощью чиселъ безконечное, то безконечное, которое, по нашему 
собственному определешю, должно представлять изъ себя не -
что, состоящее и з ъ безконечно многихъ частей, т. е. такое мно-
гообраз1е, которое больше всякаго числа, и которое, поэтому, не 
можетъ быть определено никакимъ числомъ? Это с о м н е т е исчез-
нетъ однако, к а к ъ только^ мы сообразимъ, что правильное исчисле-
ше безконечнаго и м е е т ъ целью не вычислеше того, что въ безко-
нечности неопределимо никакимъ числомъ (а именно, не вычислеше 
безконечнаго множества самого въ с е б е ) : целью этого исчислешя 
является определеше о т н ош е н \ я между однимъ безконечнымъ и 
другимъ, что выполнимо въ известныхъ случаяхъ, какъ мы это по-
кажемъ на многихъ примерахъ . 

§ 29. 

Кто признаетъ существоваше безконечныхъ множествъ, а сле-
довательно, и безконечныхъ величинъ вообще, т о т ъ не станетъ 
оспаривать существовашя безконечныхъ величинъ, очень различныхъ 
по размерамъ. Если мы изобразимъ, напримеръ, рядъ натуральныхъ 
чиселъ такимъ образомъ: 

1, 2, 3, 4, п, п + 1, . . . ш т ! . , 

то изображеше 

1 + 2 + 3 + 4 + + п + (п + 1) + ш М . , 

будетъ представлять с у м м у э т и х ъ натуральныхъ чиселъ; следую-
щее же изображеше 

въ которомъ отдельныя слагаемыя 1°, 2°, 3° . . . суть простыя едини-
цы, представляетъ просто к о л и ч е с т в о или число всехъ натураль-
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о 
ныхъ чиселъ. Если мы обозначимъ его черезъ N. составивъ т а к и м ъ 
образомъ чисто символическое равенство 

и обозначимъ подобнымъ-же образомъ количество натуральныхъ чи-
II 

селъ о т ъ (п-}-1) чрезъ N. составивъ т а к и м ъ образомъ равенство 

то мы получимъ, при посредстве отнимашя, совершенно безупречное 
равенство 

изъ котораго мы видимъ, какъ иногда д в е безконечныя величины 
о п 
N и N им-Ьютъ совершенно определенную конечную разность. 

Если-же мы обозначимъ величину, которая представляетъ 
о 

с у м м у в с е х ъ натуральныхъ чиселъ, черезъ 5 или составимъ про-
сто символическое равенство 

то мы тотчасъ-же поимемъ. что ь должно быть много больше, 
о 

чЪмъ N5 но не т а к ъ легко удается точно определить разность меж-
ду этими двумя безконечными величинами или ихъ (геометрическое) 
о т н о ш е н 1 е другъ другу. Действительно, если мы составимъ, к а к ъ 
это делали некоторые, равенство. 

то для оправдашя его врядъ-ли нашлось-бы у насъ другое основа-
ше, кроме того, что при каждомъ конечномъ числе членовъ спра-
ведливо равенство 

откуда, повидимому, следуетъ, что, въ случае безконечнаго количе-
о 

ства чиселъ, п переходитъ только въ N. Однако, на самомъ д е л е , 
это не такъ , потому что было-бы безсмысленно, въ случае безко-
нечнаго ряда, говорить о его последнемъ члене, имеющемъ значе-

о 
ше N. 
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Положивъ-же въ основаше символическое равенство (4), по-
о 

слЪдовательнымъ умножешемъ обЪихъ его частей на Ы, можно ко-
нечно вывести слЪдующ1я равенства : 

Изъ этого мы видимъ, что существуютъ безконечныя величины т а к ъ 
называемыхъ в ы с ш и х ъ п о р я д к о в ъ, изъ которыхъ одна превос-
ходить другую въ безконечное число разъ . Существоваше безко-
нечныхъ величинъ, имЪющихъ рацюнальное, также какъ и иррацю-

о 
нальное отношеше а : (3, вытекаетъ уже изъ того, что, поскольку N 

о 
означаетъ неизменную безконечную величину, постольку а . N 

о 
и ' Р . И представляютъ пару безконечныхъ величинъ, находящихся въ 
отношенш а : [3. 

Не мен^е яснымъ окажется и то, что все м н о г о о б р а з 1 е 
(множество) величинъ, находящихся между двумя данными величи-
нами, напримеръ , между 7 и 8, хотя оно и б е з к о н е ч н о и не 
можетъ быть вследств1е этого определено никакимъ числомъ, какъ-
бы велико последнее ни было, зависитъ однако единственно отъ 
величины разстояшя э т и х ъ двухъ крайнихъ величинъ, т . е. зависитъ 
о т ъ величины 8 — 7 и должно быть вследств1е этого одинаковымъ, 
к а к ъ только это разстояше одинаково. Въ этомъ предположен^ , 
если обозначить количество в с е х ъ величинъ, лежащихъ между а и Ь 
черезъ 

МиП. (Ь — а), 

то получатся безчисленныя равенства с л е д у ю щ а я вида: 

а также и с л е д у ю щ а я : 

противъ правильности которыхъ нельзя возразить ничего основа-
т е л ь н а я . 

§ 30 . 

Эти немнопе примеры показали уже въ достаточной степени, 
что существуетъ и с ч и с л е н 1 е б е з к о н е ч н о б о л ь ш о г о ; точно 
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также существуетъ и исчислеше безконечно малаго. Въ самомъ дЪ-
0 

лЪ, если N представляетъ величину безконечно большую, то 

будетъ, безспорно, представлять величину безконечно малую, и не бу-
детъ никакого основашя къ тому, чтобы считать подобное предста-
влеше безпредметнымъ, по крайней мЪрЪ въ о б щ е м ъ ученш о 
величинахъ. Возьмемъ одинъ только примерь . Пусть будетъ постав-
ленъ слЪдующШ вопросъ: если кто-нибудь стрЪляетъ на удачу, то 
какова вероятность , чтобы центръ пули на пути своемъ прошелъ 
точно черезъ центръ того яблока, которое виситъ на этомъ дереве. Каж-
дый долженъ признать, что многообраз1е всехъ возможныхъ здесь 
случаевъ, о т в е ч а ю щ и х ъ подобной или еще меньшей вероятности, 
будетъ безконечно, откуда следуетъ, что степень этой вероятности 

и м е е т ъ величину, которая = или < Этимъ уже доказано суще-
оо 

ствоваше безконечнаго количества безконечно малыхъ величинъ, 
взаимныя отношешя которыхъ могутъ быть каюя угодно, а именно: 
одна безконечно малая величина можетъ быть больше другой без-
конечно малой величины въ безконечно большое число разъ. По-
этому, к а к ъ между безконечно большими, т а к ъ и между безконечно 
малыми величинами, существуетъ безконечно много порядковъ, и, 
при соблюдены известныхъ правилъ, будетъ, конечно, возможно най-
ти некоторыя правильныя равенства между величинами этого рода. 

Пусть будетъ, напримеръ , установлено, что значеше перемен-
ной величины у зависитъ о т ъ другой величины х такимъ образомъ, 
что между ними всегда и м е е т ъ место уравнеше : 

Если природе того особеннаго рода величинъ, которыя обозначены 
здесь черезъ х и у не противоречить то обстоятельство, что о н е 
могутъ сделаться безконечно малыми и получать, следовательно, 
безконечно малыя приращешя, то увеличивъ х на безконечно малую 
часть, которую мы обозначимъ черезъ с1х, и обозначивъ черезъ йу 
изменеше, которое получаетъ в с л е д с ш е этого у, мы поймемъ, что 
въ т а к о м ъ случае необходимо будетъ иметь место следующее ра-
венство : 
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изъ котораго безспорно вытекаетъ равенство: 

которое представляетъ отношеше обЪихъ безконечно малыхъ вели-
чинъ въ зависимости не только отъ а, Ь, с и х, но также о т ъ зна-
чешя переменной с1х. 

§ 31 . 

Большинство математиковъ, которые решились заниматься 
исчислешемъ безконечнаго, пошло, однако, гораздо дальше, чЪмъ это 
возможно на основанш установленныхъ здЪсь основныхъ положешй. 
Они не только позволяли себЪ предполагать, безъ дальнЪйшихъ раз-
мышлешй, безконечно большое или безконечно малое въ величинахъ, 
съ природой которыхъ это предположеше несогласно (примеры чего 
мы приведемъ лишь впослЪдствш), но даже величины, получаемыя 
о т ъ суммовашя безконечнаго ряда, они позволяли себЪ— то считать 
равными, то считать одну большей, чЪмъ другую; и это только 
потому, что въ обЪихъ величинахъ можно указать попарно члены, 
находящ1еся въ этомъ отношенш равенства или неравенства, хотя 
ихъ многообраз1я были очевидно неравны. Они имЪли смелость 
утверждать, что нетолько исчезаетъ каждая безконечно малая вели-
чина въ сложенш съ величиной конечной или каждая величина 
в ы с ш а г о порядка при величин^ н и з ш а г о порядка, но даже каж-
для безконечно б о л ь ш а я величина низшаго порядка въ сложенш 
наряду съ величиной в ы с ш а г о порядка исчезаетъ п о д о б н о 
п р о с т о м у н у л ю . Чтобы оправдать, хотя-бы до некоторой степени, 
свой методъ исчислешя, основанный на этомъ предложены, они ста-
ли утверждать, что можно принимать и нуль за делителя, и что 
частное 

1 

О 

означаетъ, въ сущности, не что иное, какъ б е з к о н е ч н о б о л ь -

ш у ю в е л и ч и н у , а частное — величину совершенно неопреде-

ленную. Мы должны показать , насколько эти понят1я ложны и какъ 
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они вводятъ въ заблуждеше, потому что они еще и теперь болЪе 
или менЪе въ ходу. 

§ 32 . 

Еще въ 1 8 3 0 году въ Сегдоппе Аппа1ез с!е т а Ш ё т а Н я и е 
(Т. 20. № 12) нЪкто, п о д п и с а в ш а я буквами М. Р. 5. , пробовалъ 
доказать, что известный безконечный рядъ 

имЪетъ значеше Предположивъ, что это значеше = х, онъ счелъ 

себя въ правЪ заключить, что 

и что рядъ, заключенный въ скобкахъ, тождественъ съ рядомъ, под-
лежащимъ вычислешю, и потому можетъ быть положенъ равнымъ х, 
что даетъ 

и, следовательно, 

Не трудно найти ошибку въ этомъ заключены. Рядъ въ скоо-
кахъ представляетъ, очевидно, не то самое многообраз1е членовъ, 
какъ рядъ, который былъ положенъ раньше равнымъ л:; въ немъ не-
достаетъ перваго п. Поэтому, въ случай, если бы вообще возможно 
было найти значеше ряда, заключеннаго въ скобки, то его следо-
вало бы обозначить черезъ х — а, а это даетъ тождественное ра-
венство 

х = а + х — а. 

На это можно было-бы возразить следующее: «Въ этомъ-то 
«именно и л е ж и т ъ нЪчто парадоксальное, а именно въ томъ, что 
«этотъ рядъ, который несомненно не безконечно великъ, оказы-
«вается неимЪющимъ измЪримаго, поддающагося точному опредЪле-
«шю значешя, и притомъ еще онъ происходитъ о т ъ продолженнаго 
«въ безконечность дЪлешя а на 2 = 1 + 1, а это происхождеше 
«говоритъ въ пользу предположешя, что его настоящее значеше 

а 
«именно — » 

2 
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Я напомню, что нЪтъ ничего непонятнаго въ томъ, что су-
ществуютъ в ы р а ж е н 1 я в е л и ч и н ъ , не обозначающ1я н и к а -
к о й д е й с т в и т е л ь н о й в е л и ч и н ы ; т а к ъ , мы все считаемъ и 
должны считать нуль т а к и м ъ выражешемъ. 

Если мы въ частности определимъ р я д ъ , только какъ вели-
чину, а именно, к а к ъ сумму его членовъ, то, въ силу п о н я т 1 я о 
сумме (которая принадлежитъ къ многообраз1ямъ, т. е. къ такимъ 
совокупностямъ, въ которыхъ не должно обращать внимашя на п о-
р я д о к ъ частей), э т о т ъ рядъ долженъ обладать такимъ свойствомъ, 
что, какъ ни изменять порядокъ его членовъ, значеше его не изме-
нится. Для величинъ должно быть 

(А + В) + С = А + (В + С) = (А + С) + В. 

Этотъ признакъ даетъ намъ ясное доказательство того, что изобра-
жеше, о которомъ здесь говорится, 

а — а - [ - а — а - ( - а — а + . . . >п ш^. 

не будетъ изображешемъ действительной величины. Въ самомъ де-
ле , мы не изменили-бы наверное ничего въ представленной здесь 
величине, если бы только это была величина, изменяя это изобра-
жеше следующимъ о б р а з о м ъ : 

(1) (а — а) + (а — а) + (а — а) + . . . . ш 

т а к ъ к а к ъ здесь не произошло ничего другого, кроме соединешя въ 
частныя суммы каждыхъ двухъ членовъ, следующихъ непосредствен-
но другъ за другомъ; это-же наверное возможно, т а к ъ какъ дан-
ный рядъ действительно не долженъ иметь п о с л е д н я г о члена. 
Но т а к и м ъ образом ь мы получаемъ 

0 + 0 + 0 + ш 

что очевидно равно 0. 

Точно также ничто не можетъ измениться въ величине, пред-
ставляемой э т и м ъ выражешемъ, въ случае, когда оно выражаетъ 
действительно некоторую величину, если мы его преобразуемъ либо 
къ виду 

(2) а + ( — а + а) + ( — а + а) + ( — а + а) + . . . . 1п Ы . , 

при чемъ, пропуская первый членъ, мы соединяемъ каждые два сле-
дующ1е въ частную сумму, либо къ виду 

4 
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что мы получимъ и з ъ выражешя (1), переставляя члены въ каждой п а р е 

и производя въ полученномъ выраженш т е же измЪнешя, посредствомъ 

которыхъ получилось (2) изъ (1). Если бы данное выражеше не бы-

ло б е з п р е д м е т н ы м ъ , то выражешя (1), (2) и (3) должны бы-

ли-бы обозначать все одну и ту же величину, т а к ъ какъ очевидно, 

что представлеже суммы одного и того-же многообраз1я величинъ не 

можетъ представлять нЪсколькихъ о т л и ч н ы х ъ д р у г ъ о т ъ 

д р у г а величинъ, какъ это и м е е т ъ место для выраженш К + 1 , 

агс 5 ш . = ~ и во многихъ другихъ случаяхъ. Разсматриваемое 

здесь выражеше 

если оно не вполне безпредметно, съ такимъ-же правомъ, съ ка-
кимъ-бы мы х о т е л и положить его равнымъ нулю (который, въ не-
собственномъ значении этого слова, тоже обыкновенно называютъ 
величиной), должно-бы быть также положено равнымъ + а, а т а к ж е 
и — а. Но это совершенно безсмысленно и даетъ намъ право заклю-
чить, что мы и м е е м ъ здесь предъ собой совершенно безпредметное 
выражеше. 

Справедливо, что рядъ, о которомъ мы говорили, получается 
о т ъ продолженнаго до безконечности делешя на 2 = 1 1, но, 
именно потому, что это делеше даетъ всегда остатокъ (здесь, по-
перемено, то — а, то -(- а), все ряды, которые получаются т а к и м ъ 
образомъ, только тогда представляютъ истинное значеше частнаго 

(здесь ^ ) , когда остатки, получаемые при дальнейшемъ деленш, стано-
вятся меньше каждой, сколь угодно малой величины, к а к ъ это и м е е т ъ 

место для разсмотреннаго въ § 18 ряда а + ае + ае 2 + . . . ш т ( \ , 

который получается отъ делешя а на 1 -.— е, при е < 1. Если-же, 
к а к ъ въ разсматриваемомъ случае, е = 1 или даже е > 1 , т а к ъ 
что остатки возрастаютъ т е м ъ более , чемъ дольше продолжается 

делеше, то н е т ъ ничего понятнее , к а к ъ то, что невозможно значе-

а 
ше ряда положить равнымъ частному ^ • Ибо какимъ образомъ 

1 

можно было-бы, напримеръ , положить —— равной знакоперемен-

ному ряду 
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1 — 10 + 100 - 1 ООО + 1 0 0 0 0 — 1 0 0 0 0 0 + . . . ш т*. , 

получаемому продолженнымъ въ безконечность дЪлешемъ 1 на 1 + 1 0 ? 
Кто-бы захотЪлъ считать рядъ 

1 + 10 + 100 + 1000 + . . . ш Ы . , 

составленный изъ однихъ положительныхъ членовъ, равнымъ отри-

цательной величин^ 5 только потому, что разложеше — 

9 1 — 1 0 
ведетъ къ этому ряду? ТЪмъ не менЪе, упомянутый выше М. К. 5 . 
з а щ и щ а е т ъ и т а ю я суммовашя и хочетъ доказать , напримЪръ, 
справедливость равенства 

1 — 2 + 4 — 8 + 16 — 32 + 64 — 1 2 8 . . . ш = 

только на томъ основании, что 

х = 1 — 2 + 4 — 8 + 16 — 32 + 64 — . . . 
= 1 - 2 ( 1 — 2 + 4 - 8 + 16 — 32 + . . . ) = 1 — 2 х. 

При этомъ упущено опять изъ виду, что рядъ, содержащшся въ 
скобкахъ, вовсе не тождественъ съ первоначальным^ т а к ъ к а к ъ 
онъ уже не имЪетъ того-же количества членовъ. Что это выраже-
ше т а к ж е безпредметно, обнаруживается подобно тому, кайъ и въ 
раньше разсмотр-Ьнномъ случай, потому что и это выражеше ведетъ 
къ противорЪчш. Въ самомъ дЬлЪ, съ одной стороны, должно было-
бы б ы т ь : 

1 _ 2 + 4 — 8 + 16 — 32 + 64 — . . . 

= 1 + ( — 2 + 4) + ( - 8 + 1 6 ) + ( — 32 + 64) + . . . 

= 1 + 2 + 8 + 32 + 64 + . . . 

С ъ другой стороны, также вЪрно, что разсматриваемое выражеше 

= (1 _ 2) + (4 — 8) + (16 — 3 2 ) + (64 — 1 2 8 ) + . . . 

= — 1 — 4 — 16 — 6 4 — . . . 

Т а к и м ъ образомъ, двумя правильными способами получается сперва 
безконечно большое положительное значеше, затЪмъ безконечно 
большое отрицательное значеше одного и того-же выражешя. 

§ 33. 

Итакъ, если мы не желаемъ впадать въ заблуждешя въ на-
ш и х ъ вычислешяхъ безконечнаго, то мы не должны никогда позво-
лять себЪ считать, что двЪ безконечно болышя величины, происшед-
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1шя о т ъ сложешя членовъ двухъ безконечныхъ рядовъ, равны или 
что одна больше или меньше другой на т о м ъ только основанш, что 
каждый членъ одного ряда соответственно равенъ, больше или 
меньше нЪкотораго члена другого ряда. Столь же мало мы имЪемъ пра-
во считать одну сумму большей только потому, что она заключаетъ 
всЪ члены другой суммы и, кромЪ того, еще много, даже безконеч-
но много, другихъ (положительныхъ) членовъ, которыхъ нЪтъ въ 
другой суммЪ. Несмотря на все это, первая сумма можетъ быть 
меньше, даже въ безконечное число р а з ъ меньше, чЪмъ вторая. 
ПримЪръ этого представитъ намъ очень известная сумма к в а д р а -
т о в ъ всЪхъ натуральныхъ чиселъ, если мы сравнимъ ее съ суммой 
п е р в ы х ъ с т е п е н е й э т и х ъ чиселъ. Конечно, никто не станетъ 
оспаривать, что каждый членъ ряда всЪхъ квадратовъ 

будучи т а к ж е натуральнымъ числомъ, встречается и въ ряду всЪхъ 
первыхъ степеней натуральныхъ чиселъ 

точно также никто не станетъ оспаривать, что въ послЪднемъ ряду 
1 2 
5, кромЪ всЬхъ членовъ ряда 5, содержится еще много, даже без-

2 

конечно много членовъ, отсутствующихъ въ ряду 5, т а к ъ какъ они 
2 

не квадратныя числа. ТЪмъ не менЪе, 5 , сумма всЪхъ квадратовъ, 
1 

вовсе не меньше, а, напротивъ того, безспорно, больше 5 , 
суммы первыхъ степеней всЬхъ чиселъ. Въ самомъ дЪлЪ, во-первыхъ, 
к о л и ч е с т в о ч л е н о в ъ въ обоихъ рядахъ (если они еще не раз-
сматриваются, к а к ъ суммы и потому не разлагаемы на произволь-
ное количество частей) наверное одно и то же, несмотря на всю ка-
жущуюся верность противоположнаго. Возвышая въ квадратъ каж-

1 2 
дый отдельный членъ ряда 5 при о б р а з о в а л и ряда 5, мы измЪняемъ 
только свойство (величину) э т и х ъ членовъ, а не ихъ количество. 

1 2 
Если-же множество членовъ 5 и 5 одно и то же, то очевидно, что 

http://rcin.org.pl



53 
ч 

2 1 
5 должно быть много больше, чемъ 5, т а к ъ какъ, за исключешемъ 

2 
п е р в а г о члена, каждый изъ остальныхъ членовъ 5 решительно 

1 
больше с о о т в е т с т в у ю щ а я члена 5. Т а к и м ъ образомъ, разсматривая 
2 2 1 
5, к а к ъ величину, мы видимъ, что 5 заключаетъ въ себе 5, к а к ъ 
часть, и содержитъ въ себе еще другую часть, которая представ-
ляетъ опять безконечный рядъ съ такимъ-же числомъ членовъ, какъ 

1 
и 5 , а именно: 

0 , 2 , 6 , 1 2 , 2 0 , 3 0 , 4 2 , 5 6 . . . п (п — 1) ш т * . ; 

Въ этомъ ряду, если исключить д в а первыхъ члена, все следующ1е 
1 

члены больше соответственныхъ членовъ въ 5, т а к ъ что сумма 
1 

целаго ряда опять безспорно больше, ч е м ъ 5. Если мы отнимемъ 
1 

о т ъ этого остатка снова рядъ 5, то мы получимъ въ качестве в т о -
р о г о остатка рядъ съ т е м ъ - ж е самымъ количествомъ членовъ 

— 1 , 0 . 3 , 8 , 15, 2 4 , 3 5 , 4 8 . . . п (п — 2 ) . . . ш Ы . ; 

за исключешемъ т р е х ъ первыхъ членовъ все следующ1е снова бу-
1 

дутъ больше т е х ъ - ж е по порядку членовъ въ 5, т а к ъ что и э т о т ъ 
1 

третш остатокъ следуетъ считать безспорно ббльшимъ, ч е м ъ 5. А 
т а к ъ какъ эти заключешя могутъ быть продолжены до безконечно-

2 

сти, то ясно, что сумма 5 въ безконечное число р а з ъ больше сум-
1 

мы 5, т а к ъ к а к ъ вообще имеемъ 

и въ этомъ ряду только конечное число отрицательныхъ членовъ, а 
именно, только т — 1 первыхъ членовъ, т - т ы й членъ = 0, все-же 
остальные и м е ю т ъ положительныя значешя и возрастаютъ до безко-
нечности. 

§ 34 . 

Прежде, ч е м ъ разъяснить надлежащимъ образомъ неправиль-
ность утверждений, упомянутыхъ уже въ § 31-омъ, мы должны опре-
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делить понятие о н у л е точнее , чЪмъ это д-Ьлается обыкновенно*) . 
Безспорно, в с е математики связываютъ со з н а к о м ь 0 лишь 

такое понят1е, которое позволяетъ всегда написать оба слЪдующихъ 
равенства : 

I. А — А = О, II. А ± 0 = А, 

независимо о т ъ того, какое выражеше представляетъ А: соотвЪт-
ствуетъ-ли оно действительной величине, или совершенно безпредмет-
но. Каждый согласится, что это возможно только при условш, что 
мы разсматриваемъ знакъ 0 не какъ представлеже действительной 
величины, но просто, какъ о т с у т с г а е величины, а изображеше А ± О 
мы разсматриваемъ, какъ требоваше, состоящее въ томъ, чтобы к ъ 
величине, которую мы обозначимъ черезъ А, н е б ы л о н и ч е г о 
п р и б а в л е н о и чтобы н и ч е г о о т ъ н е я н е б ы л о о т н я т о . 
Ошибочно было-бы думать, что для полнаго определешя понят1я 
которое математики связываютъ съ э т и м ъ знакомь , достаточно про-
стого определешя, состоящаго въ томъ, что нуль есть безпредмет-
ное представлеше величины. Въ самомъ д е л е , известно, что суще-
ствуютъ и друпя употребительныя въ математике обозначешя вели-
чинъ, которыя т а к ж е безпредметны, но которыхъ мы не можемъ 
считать равными нулю, какъ напримеръ , знакъ, получившш такую 
важность въ анализе , У — 1. Если-же мы определимъ точнее зна-
чеше знака 0, говоря, что его следуетъ т а к ъ понимать, чтобы оба 
уравнешя I и II всегда имели место, то мы установимъ понят1е, 
которое, съ одной стороны, настолько широко, насколько этого тре-
буетъ обычное употреблеше и интересы науки, съ другой-же сторо-
ны, достаточно узко для того, чтобы не допустить неправильнаго 
употреблешя его. 

Требоваше, чтобы равенства 1 и II всегда выполнялись, не 
только определяетъ особымъ образомъ понят1е о нуле, но, если 
присмотреться ближе, то окажется , что и понят1я о с л о ж е н 1 и и 
в ы ч и т а н 1 и , которыя здесь являются выраженными при помощи 
з н а к о в ъ + и — , благодаря у с т а н о в л е н а э т и х ъ равенствъ, полу-

*) Очень охотно уступаю Г. М. О Ь т ' у заслугу, заключающуюся въ 
томъ, что онъ первый обратилъ внимаже математиковъ (въ своемъ 
очень цЬнномъ «опыте вполне последовательной системы математики»— 
«УегзисН е т е з у о П к о т т е п сопзедиеп^еп Зуз^ет сЗег Ма^Нетаик») на труд-
ности ПОНЯТ1Я О нуле. 
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чаютъ некоторое своеобразное расширеше, которое очень полезно 
для науки. 

Польза науки требуетъ еще, чтобы понят1е объ у м н о ж е н 1 и 
было т а к ъ расширено, чтобы возможно было при всякомъ А (бу-
детъ-ли оно величиной конечной, безконечно большой или безко-
нечно малой, или просто безпредметнымъ представлешемъ величины, 
к а к ъ напримЪръ, V — I или 0) написать равенство 

Наконецъ, въ интересахъ науки слЪдуетъ обобщить насколько 
возможно и понят1е д Ъ л е н 1 я такъ , чтобы не оказаться въ проти-
ворЪчш съ тремя установленными уже уравнешями; нужно, следова-
тельно, также въ равенств^ 

дать знаку В настолько широкое значеше, насколько это позволяютъ 
сделать первыя три равенства при уже установленной общности 
ихъ . Эти три равенства допускаюгь, чтобы В означало любую вели-
чину, конечную, также к а к ъ и безконечно большую или безконечно 
малую, также и мнимую Т — 1 , но не допускаютъ никоимъ обра-
зомъ, чтобы считать В = 0, т . е. не допускаютъ, чтобы б у л ъ при-
нятъ когда-либо д Ъ л и т е л е м ъ 0 или какое-либо выражеше, рав-
носильное нулю. Въ самомъ дЪлЪ, т а к ъ какъ по равенству III 0 X А 
должно быть равно 0 при всякомъ А, то, положивъ В = 0 въ равен-

д 
ств'Ь IV", мы найдемъ, что В X ( 0 ) должно быть также = 0; это согла-

В 
суется съ требовашемъ равенства (IV"), а именно съ тЪмъ, что д 

В X ( ) = А, только въ одномъ случай, когда А = 0. Чтобы не впасть 
В 

въ противорЪч1е, мы должны, следовательно, установить правило, 
что н у л ь и л и р а в н о с и л ь н о е н у л ю в ы р а ж е н 1 е н е м о -
ж е т ъ б ы т ь у п о т р е б л я е м о , к а к ъ д е л и т е л ь , в ъ р а в е н -
с т в Ъ, к о т о р о е д о л ж н о б ы т ь ч Ъ м ъ - н и б у д ь о т л и ч н ы м ъ 
о т ъ п р о с т о г о т о ж д е с т в а , какъ напримЪръ: 

А _ А 
0 ~ ~0 ' 

Необходимость соблюдешя этого правила, кромЪ только что сказан-
н а я , доказывается еще многими, крайне нелепыми слЪдств1ями, 
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которыя получаются изъ совершенно правильныхъ посылокъ, к а к ъ 
только мы допустимъ дЪлеше на нуль. 

Пусть а будетъ какой-либо вещественной величиной; тогда, 
если-бы было возможно дЪлеше на выражеше, равнозначное нулю, 
какъ напримЪръ, на 1 — 1, то по известному, конечно, совершенно 
правильному методу дЪлешя получилось-бы следующее равенство: 

въ которомъ можетъ быть любое количество слагаемыхъ вида а. 

Если-же мы отнимемъ о т ъ обЪихъ частей одно и тоже выражеше ^ 

то получится въ высшей степени нелЪпое равенство 

а 4 - а + а + . . . 4 - а = 0. 

Если а и Ь пара различныхъ величинъ, то будутъ имЪть мЪ-
сто слЪдующ1я два тождества: 

Если-же можно дЪлить обЪ части равенства на множителя, 
равнаго нулю, то мы получимъ нелепый результатъ а = Ь при вся-
кихъ а и Ь. Впрочемъ, всЪмъ известно, что при болЪе длинныхъ 
вычислешяхъ слишкомъ легко натолкнуться на неправильный резуль-
т а т ъ , отбрасывая множителя общаго обЪимъ частямъ уравнешя, не 
убедившись предварительно, что онъ не равенъ нулю. 

§ 35. 

Теперь легко будетъ показать , какъ неправильно обычное 
утверждеше, что не только безконечно малая величина высшаго по-
рядка въ соединенш помощью сложешя или вычиташя съ конечной 
величиной, но т а к ж е каждая конечная, даже безконечно большая вели-
чина всякаго, сколь угодно высокаго порядка, въ соединенш помощью 
сложешя или вычиташя съ другой безконечно большой высшаго по-
рядка и с ч е з а е т ъ , п о д о б н о п р о с т о м у н у л ю . Если сказан-
ное слЪдуетъ понимать т а к и м ъ образомъ (а въ обыкновенномъ из-
ложенш, которое еще болЪе неосмотрительно, чЪмъ употребленныя 
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нами выражешя, не предупреждаютъ противъ такого ложнаго толко-
вашя) ,—если это , говорю я, слЪдуетъ понимать такъ , что въ ком-
плексе двухъ величинъ М ± т , изъ которыхъ первая въ безконеч-
ное число разъ больше второй, можно вторую выбросить, даже и 
въ томъ случай, когда въ дальнЪйшихъ вычислешяхъ величина М 
сама исчезнетъ (напримеръ , вследств1е вычиташя равной ей вели-
чины), то мне незачемъ и доказывать ошибочность этого правила. 

Мне скажутъ , однако, что это следуетъ понимать иначе. Счи-
тая величины М и М ± т равными, этимъ не х о т я т ъ еще выразить, 
что о н е даютъ одинъ и т о т ъ - ж е результатъ, когда въ продолжеше 
вычислешй о н е войдутъ въ новыя соединешя помощью сложешя или 
вычиташя; равенство-же ихъ состоитъ только въ томъ, что о н е да-
дутъодинаковые результаты при процессе и з м е р е н 1 я именно вели-
чиною ЛГ, которая, будучи одного съ ними порядка, находится къ 
одной изъ нихъ въ конечномъ (следовательно, вполне определи-
м о м у отношенш. Для утверждешя, что величины равны между со-
бою, невозможно, правда, требовать меньше. Но удовлетворяютъ-ли, 
по крайней м е р е , этому требовашя М и М ± т ? Если одна изъ 
нихъ, напримеръ , М, находится въ иррацюнальномъ отношенш къ 
м е р е М, то при самомъ обыкновенномъ способе измерешя, при 
которомъ къ любому числу какъ-бы ни было оно велико, ищутъ 
другое число р такого свойства, что 

можетъ случиться, что т а к ж е и заключается постоянно въ 

т е х ъ - ж е границахъ, т . е. что 

Но если отношеше — будетъ рацюнальнымъ, то существуешь число 

для котораго 

> напротивъ того, или здесь, очевидно, об-

наруживается разница между этими величинами даже по сравненш съ 
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обыкновенными (конечными) ч и с л а м и . Какимъ-же образомъ мо-
ж е м ъ мы ихъ назвать равными? 

§ 36 . 

Чтобы и з б е ж а т ь подобныхъ п р о т и в о р е ч а , мнопе математики 
прибегали, по примеру Э й л е р а , к ъ о п р е д е л е н а , состоящему въ 
томъ, что безконечно малыя величины, на самомъ д е л е , — п р о-
с т ы е н у л и , безконечно болышя—частныя , которыя произошли о т ъ 
делешя конечнаго числа на простой нуль. Это опредЪлеше оправды-
вало съ избыткомъ исчезновеше или отбрасываше безконечно малой 
величины въ соединены ея посредствомъ сложешя съ конечной, но 
зато тЪмъ труднее оказалось сделать понятнымъ существоваше без-
конечно большихъ величинъ и возможность получешя конечной 
величины о т ъ делешя двухъ безконечно малыхъ или безконечно 
большихъ величинъ, а т а к ж е существоваше безконечно малыхъ и 
безконечно большихъ величинъ высшихъ порядковъ. Въ самомъ д е л е , 
безконечно большая величина являлась такимъ образомъ, какъ ре-
з у л ь т а т ъ делешя на нуль или на выражеше, равнозначное нулю 
(т. е., собственно, безпредметное представлеше); она получалась, сле-
довательно, способомъ, запрещеннымъ законами вычислешй; на всЬхъ 
же конечныхъ или безконечныхъ величинахъ, которыя получались о т ъ 
д1ьлешя безконечнаго числа на безконечное, лежало многократное 
пятно незаконнаго происхождешя. 

Что, повидимому, больше всего говорить въ пользу правильно-
сти этого вычислешя съ нулями, это способъ, которымъ вычисляется 
значеше величины у, зависящей о т ъ переменной х, значеше, опре-
деляемое уравнешемъ 

въ томъ частномъ случае , когда известное значеше х = а обра-
щ а е т ъ въ нуль или одного знаменателя этой дроби, или в м е с т е чис-
лителя и знаменателя . Въ первомъ случае, когда Фа = 0, а Ра 
остается величиной конечной, приходятъ къ заключешю, что у сде-
лался б е з к о н е ч н о б о л ь ш и м ъ . Во второмъ-же случае, когда 
Фа, т акже к а к ъ и Ра, равно нулю, приходятъ къ заключешю, что 
оба выражешя Фх и Рх содержатъ по одному или по нескольку 
р а з ъ сомножителя формы ( х — л ) и поэтому должны быть следую-
щ а я вида: 
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при чемъ срх или / х могутъ представлять постоянный величины. 
Если теперь т > п, то приходятъ къ заключешю, что после со-

Рх 
кращешя дроби - , неизмЪняющаго ея значешя, знаменатель для 

х — а все еще делается нулемъ; поэтому утверждаютъ, что значеше 
х — а даетъ безконечно большое значеше для у. Если-же т — п, то 

конечная величина, которая выражается дробью , будетъ истин-

нымъ значешемъ у, т а к ъ к а к ъ должно быть Если нако-

нецъ т < п, то, въ виду того, что 

при л* = д, обращается въ нуль, приходятъ къ заключешю, что зна-
чеше х — а обращаетъ въ нуль величину у. 

Я думаю объ этомъ способе следующее: если значеше у, о т в е -
чающее х = а, въ приведенныхъ случаяхъ считается безконечно 
большимъ, то это, очевидно, можетъ быть случайно правильнымъ 
только тогда, когда величина у принадлежитъ къ роду тЪхъ, кото-
рыя м о г у т ъ делаться т а к ж е и безконечно большими. Этотъ ре-
з у л ь т а т ъ не вытекаетъ, однако, изъ даннаго выражешя, которое тре-
буетъ дЬлешя на нуль. Изъ того только обстоятельства, что ска-
зано, что значеше у всегда одно и то же, а именно то, которое 

Р х 
определяется даннымъ выражешемъ - ф - , можно сделать заключеше 

о свойстве величины у для всЪхъ тЪхъ значенш х, которыя да-
ютъ действительную величину, но не для г Ь х ъ значешй х, при 
которыхъ это выражеше становится безпредметнымъ, какъ это бы-
ваетъ въ случай, когда его знаменатель или его числитель, или оба 
делаются нулями. Конечно, можно сказать , что величина у въ пер-
вомъ только случай, когда Ф х = 0, б о л ь ш е всякой данной вели-
чины; во второмъ-же случае, где Р х = 0. меньше всякой данной 

Р х 

величины; въ третьемъ случае, наконецъ, когда ф - заключаетъ оди-

наковое число сомножителей вида (л* — а ) въ числителе и знамена-
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тепЪ, приближается къ значешю — т а к ъ близко, к а к ъ только угод-
н а 

но, если значеше * будетъ сколь угодно приближено къ а. Однако, 
и з ъ всего этого не слЪдуетъ ничего относительно свойствъ этого 

Р х „ 
з н а ч е н а тамъ, гдъ выражеше ^ ^ б е з п р е д м е т н о, т. е. не имЪ-

е т ъ никакого значешя, потому что принимаетъ форму 0 или ^ > или 

0 
даже — • Въ самомъ дЪлЪ, предложеше о равенств^ двухъ дробей, 

и з ъ которыхъ одна отличается о т ъ другой только тЪмъ, что отбро-
ш е н ъ общ!й сомножитель въ числителЪ и знаменателЪ, справедливо, 
конечно, во всЪхъ случаяхъ, за исюпочешемъ одного, когда э т о т ъ 
сомножитель н у л ь . Иначе, съ такимъ-же правомъ, съ какимъ мы 

2 . 0 2 
пожелали-бы утверждать, что — - — - » можно было-бы утверждать, 

2 

что любая величина, напримЪръ, 1000 = — • Въ самомъ дЪлЪ, точ-

но т а к ж е вЪрно то, что 3 0 0 0 . 0 = 0, к а к ъ и то, что 2 . 0 = 0. По-2 . 0 2 
этому, если можно положить = ^ , то можно также положить 

Ошибка въ заключенш, которая бросается здЪсь въ глаза, 
т о л ь к о о т ъ того была менЪе замЪтна выше, что т а м ъ дЪлеше на 
множителя х — а, равнозначнаго нулю, производится въ такой фор-
мЪ, которая скрываетъ это нулевое значеше. А т а к ъ какъ отбра-
сываше общаго сомножителя во всякомъ другомъ случай позволи-
тельно, то съ тЪмъ большей уверенностью позволяютъ себЪ по-
ступать т а к ъ и въ этомъ случае, что значеше у оказывается к а к ъ 
р а з ъ такимъ, какимъ его ожидаютъ ,—а именно, когда оно к о н е ч -
н о е , то оно является такимъ , какимъ оно должно быть по закону 
непрерывности; оно оказывается равнымъ н у л ю , когда смеж-
ныя съ нимъ значешя стремятся къ н у л ю , — и б е з к о н е ч н о 
б о л ь ш и м ъ , когда смежныя съ нимъ возрастаютъ до безконечно-
сти. Забываютъ при этомъ, однако, что закону непрерывности не 
подчиняются всЬ перемЪнныя величины, что величина, которая ста-
новится сколь угодно малою, вслЪдств1е того, что значеше л" дЪла-

http://rcin.org.pl



61 

ютъ сколь угодно близкимъ къ з н а ч е н ш а , еще не должна по э т о й 
причин^ сделаться равной нулю для х — а ; и что, точно также воз -
растая до безконечности, съ приближешемъ * къ а , она не должна 
сделаться действительно безконечной для х = а . Въ геометрЫ имен-
но имеется безконечно много величинъ, не подчиняющихся закону 
непрерывности, напримеръ , величины линш и угловъ, которыя слу-
ж а т ъ для определешя периферЫ и поверхности многоугольниковъ и 
многогранниковъ, и мнопя друпя. 

§ 37 . 

Хотя въ принятомъ до настоящаго времени изложены у ч е н 1 я 
о б е з к о н е ч н о м ъ можно у к а з а т ь , — и не безъ основашя, по мо-
ему мнешю,—много важныхъ недочетовъ, однако известно, что ре-
зультаты, п о б о л ь ш е й ч а с т и , получаются с о в е р ш е н н о в е р -
н ы е, если только следовать съ надлежащей осмотрительностью 
правиламъ, общепринятымъ въ исчисленЫ безконечнаго. Т а ю е ре-
зультаты не могли-бы никогда получиться, если бы не существовалъ 
действительно безупречный способъ понимашя этого метода исчис-
лешя и употреблешя его. Я охотно допускаю, что только э т о т ъ спо-
собъ и былъ т е м ъ , который неясно рисовался въ у м е остро-умныхъ 
изобретателей этого метода, хотя они и не были еще въ состоянЫ 
изложить вполне ясно свои мысли въ этомъ направлеши, что въ 
т р у д н е й ш и х ъ случаяхъ удается обыкновенно только после много-
кратныхъ попытокъ. 

Да будетъ м н е дозволено указать здесь въ немногихъ чер-
тахъ , какъ, по моему мнешю, следуетъ понимать э т о т ъ методъ, чтобы 
считать его вполне обоснованнымъ. Достаточно будетъ поговорить о 
пр1еме, который следуетъ соблюдать въ д и ф ф е р е н ц 1 а л ь н о м ъ 
и и н т е г р а л ь н о м ъ и с ч и с л е н 1 и , т а к ъ какъ методъ исчисле-
Н1я б е з к о н е ч н о б о л ь ш и х ъ величинъ вытекаетъ уже отсюда по 
простой противоположности, особенно после всего того, что сделалъ 
С а и с Ь у въ этомъ направленш. 

А именно, я не нуждаюсь вовсе въ томъ стеснительномъ. 
предположены (которое считалось необходимымъ), что разсматри-
ваемыя въ вычислен1и величины могутъ становиться б е з к о н е ч н о 
м а л ы м и,—ограничеше, которое исключаетъ изъ области приложешя 
этого метода исчислешя все ограниченныя величины времени и про-
странства, а т а к ж е все силы ограниченныхъ субстанцШ, следова-
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тельно, въ сущности, все величины, опредЪлеше которыхъ для насъ 
наиболее важно. Я требую только, чтобы эти величины, въ случай, 
если онЪ п е р е м е н н ы й , но не произвольныя перемЪнныя, а зави-
сящая о т ъ одной или нЪсколькихъ другихъ величинъ, имели свои 
п р о и з в о д и ы я (ипе ^опсйоп с!епуёе, по определеше Ьа^гап&е'а), 
если не для в с е х ъ значенш о п р е д е л я ю щ и х ъ в е л и ч и н ъ , то, 
по крайней м е р е , для т е х ъ значешй, къ которымъ исчислеше долж-
но быть приложено. Другими словами, если х одна изъ произволь-
но изменяющихся величинъ, а у = / х , зависящая о т ъ нея величина, 
и если наше исчислеше должно дать правильный результатъ для 
в с е х ъ значешй, содержащихся между х — а и х = Ь, то у должно 
з а в и с е т ь отъ л: т а к и м ъ образомъ, чтобы для в с е х ъ значешй л;, со-
держащихся между а и Ь, частное 

получаемое о т ъ делешя приращешя у на соответствующее ему при-
ращеше х, подходило бы къ постоянной или къ зависящей только 
о т ъ л; величине / ' х сколь угодно близко, если только Ах будетъ 
взято достаточно малымъ; з а т е м ъ оставалось бы столь близкимъ или 
приближалось бы еще больше, если Ах будетъ еще уменьшено*) . 

Если дано уравнеше между х и у, то очень легкимъ и извест -
нымъ деломъ является нахождеше производной о т ъ у. Если, на-
примеръ , 

т о для каждаго Ах, которое лишь нэравно нулю, имеемъ: 

откуда, следуя известнымъ правиламъ, получимъ : 

*) Можно доказать, что все з а в и с и м ы я п е р е м е н н ы я в е -
л и ч и н ы , если только оне вообще о п р е д е л и м ы , должны следовать 
этому закону въ такой мере , что исключешя могутъ встречаться, если 
и въ безконечномъ множестве, всегда однако только для и з о л и р о-
в а н н ы х ъ значешй ихъ произвольныхъ п е р е м е н н ы х ъ. 

http://rcin.org.pl



63 

Искомая-же п р о и з в о д н а я ф у н к ц 1 я отъ функцш у или (по 
о б о з н а ч е н а Ьа§тапте 'а ) у ' будетъ 

т . е. функщя, которая получается изъ выражешя 

если после надлежащаго его преобразовашя, состоящаго въ томъ, 
что мы въ числителЪ и знаменателе отделимъ члены умножаемые на 
А х или на А у о т ъ остальныхъ членовъ, т. е. придадимъ ему видъ 

положить А х и А у = 0. 

Мне незачемъ говорить о томъ, въ сколь многихъ отноше-
ш я х ъ полезно нахождеше э т и х ъ производныхъ; а также, какимъ 
о б р а з о м ъ вычисляется съ помощью э т и х ъ производныхъ каждое ко-
нечное приращеше у, соответствующее конечному приращешю х, и 
какимъ образомъ, если дана, наоборотъ, только производная / ' х , 
можетъ быть определена первоначальная функщя / х до постоянной. 

Но т а к ъ к а к ъ мы получаемъ (что и было только что замече-
но) производную функц1ю зависимой величины у въ отношенш къ 
ея переменной х, полагая А х и \ у — 0 въ выраженш 

после того, к а к ъ оно преобразовано т а к и м ъ образомъ, что ни А х , 
ни А у не являются нигде делителями, то можно съ удобствомъ 
представить производную съ помощью такого изображешя, какъ 
4 У 
— > если мы при э т о м ъ скажемъ, что, с ъ о д н о й с т о р о н ы , 

• ^ У все А х, А у, являющ1еся въ преобразованномъ выраженш > или 

написанные вместо нихъ <1х, с1у, должны разсматриваться и быть 
употребляемы, к а к ъ п р о с т ы е нули; и что, съ другой стороны, 

на ~ следуетъ смотреть не какъ на ч а с т н о е , а только к а к ъ на 

-с и м в о л ъ производной о т ъ у по х. 
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Ясно, что подобный пр1емъ не заслуживаетъ ни въ какомъ 
случай упрека въ томъ , что при употребленш его разсматриваются 
отношешя между величинами, которыя вовсе не существуютъ (нуля 
къ нулю), т а к ъ к а к ъ подъ э т и м ъ изображешемъ ничего другого, 
кромЪ п р о с т о г о з н а к а , не разумЪютъ. 

ДалЪе, т а к ж е безупречнымъ будетъ и то, что мы обозначимъ 
а 2 у 

ч е р е з ъ — ^ в т о р у ю производную функц1ю о т ъ у по х, т. е. ту за -

висящую только о т ъ х (или можетъ быть и постоянную) величину, 

къ которой частное 

подходитъ сколь угодно близко, если только взять А х произволь-
но малымъ, и будемъ понимать это т а к и м ъ образомъ, что величины 

Д х, Д2у, являющ1яся въ разложенш > мы будемъ разсматпи-

вать и употреблять , какъ простые нули; въ и з о б р а ж е н а же мы 

будемъ видЪть не дЪлеше нуля на нуль, но только с и м в о л ъ 

функцш, въ которую обращается разложеше послЪ указаннаго 

измЪнешя. 

Предполагая, что символы имЪютъ эти значе-

шя, мы можемъ строго доказать, что для каждой переменной 

зависящей опредЪленнымъ образомъ о т ъ произвольной переменной 
.г, за исключешемъ лишь извЪстныхъ изолированныхъ значешй л- и 
Д л:, имЪетъ м^сто уравнеше: 

*) Доказательство этого предложешя для всякаго рода зависимости 
переменной у отъ х, будетъ-ли эта зависимость известной и выражае-
мой при помощи изв"Ьстныхъ до настоящаго времени знаковъ, или н1зтъ, 
—давно уже написано авторомъ и, быть можетъ, будетъ вскор-Ь опубли-
к о в а н о . Прпмпч. издателя. 
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ВсЪмъ известно, сколь много важныхъ истинъ общаго учешя 
о величинахъ (особенно т а к ъ н а з ы в а е м а я высшаго анализа) можетъ 
быть обосновано съ помощью этого одного равенства. Но и въ при-
кладномъ ученш о величинахъ, въ учеши о пространстве (геомет-
рш), въ учеши о силахъ ( статике , механике и т. д.) это уравнеше 
открываетъ путь къ рЪшенш труднЪйшихъ задачъ, напримеръ, къ 
спрямлешю лин1Й, къ вычислешю величины поверхностей, объемовъ 
тЪлъ, безъ предположешя о существованш безконечно малыхъ, ко-
торое здесь составляло-бы противореч1е, и безъ помощи какой-либо 
т а к ъ называемой аксюмы, к а к ъ напримеръ, известной аксюмы Архи-
меда и многихъ другихъ. 

Но если возможно установить уравнеше такого рода, к а к ъ 
* напримеръ , формула для спрямлешя кривыхъ въ прямоугольной сис-

т е м е координатъ 

въ выше изложенномъ значенш, то будетъ также возможно, безъ 
опасешя ошибки, написать уравнешя, подобныя слЪдующимъ: 

или, если г о значаетъ рад1усъ круга кривизны для лиши одной 
кривизны: 

и много другихъ, въ которыхъ мы не разсматриваемъ знаки Ах, Ау, А 
А$, А*у и т. д., к а к ъ знаки дЪйствительныхъ величинъ, а считаемъ 
ихъ, напротивъ того, равнозначными нулю. П р и э т о м ъ м ы р а з -
с м а т р и в а е м ъ в с е у р а в н е н 1 е , т о л ь к о к а к ъ т а к о е с о е-
д и н е н 1 е з н а к о в ъ , к о т о р о е п р и п р о и з в о д с т в е н а д ъ 
н и м ъ п р е о б р а з о в а н ! й, у с т а н о в л е н н ы х ъ п р а в и л а м и 
а л г е б р ы д л я с и м в о л о в ъ д е й с т в и т е л ь н ы х ъ в е л и ч и н ъ 
(зд^сь, следовательно, также делеше на Ах и т. п.), н и к о г д а н е 
д а е т ъ н е п р а в и л ь н а г о р е з у л ь т а т а в ъ т о м ъ с л у ч а е , 
к о г д а о к а ж е т с я в о з м о ж н ы м ъ о с в о б о д и т ь о б е ч а с т и 
у р а в н е н 1 я о т ъ Ах, Ау и т. д. 

5 
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Легко понять, что это действительно справедливо и что иначе 
и быть не можетъ. Потому что, если уравнеше 

правильно, то какъ-же могло-бы быть неправи^льнымъ уравнеше 

изъ котораго, по только что упомянутому способу, можно сейчасъ-
же вывести первое. 

Легко, наконецъ, понять, что не будетъ ошибки, если мы въ 
какомъ-нибудь уравненш, заключающемъ въ себе знаки с1х, Лу ? 

съ самаго начала выбросимъ для сокращешя все т е слагаемыя, о 
которыхъ мы напередъ точно знаемъ, что они исчезаютъ въ конце 
вычислешй, какъ равнозначныя нулю. Такъ , если, напримеръ, мы 
получили после нЬкоторыхъ вычислешй вытекающее изъ равенствъ 
1 и 2 уравнеше 

которое, при переходе къ символамъ, равнозначнымъ нулю, прини-
маетъ видъ 

то мы можемъ тотчасъ-же заметить , что слагаемыя, которыя заклю-
чаютъ высш1я степени йГу2, (Iу3, с1х2, во всякомъ случае исчезнуть 
въ конце к о н ц о в ъ ; поэтому можно сразу положить 

откуда немедленно получается искомая производная отъ у по х 

Въ заключеше скажемъ кратко, что весь э тотъ пр1емъ осно-
вывается на положешяхъ, совершенно подобныхъ темъ , которыя 
служатъ основашемъ исчислешя т а к ъ называемыхъ м н и м ы х ъ в е -
л и ч и н ъ (которыя, также к а к ъ наши Дх, с1у..., суть только простые 
символы) или найденнаго въ последнее время сокращеннаго метода 
делешя и другихъ подобныхъ сокращенныхъ методовъ вычислешй. 
Здесь именно т а к ъ же, какъ и тамъ, для оправдашя употребляемаго 
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пр1ема, достаточно придавать вводимымъ символамъ 

только так1я значешя и про-

изводить надъ ними только так1я преобразовашя, ч т о б ы к а ж -
д ы й р а з ъ , к о г д а в ъ к о н ц е к о н ц о в ъ п о я в я т с я , в м е с т о 
б е з п р е д м е т н ы х ъ с и м в о л о в ъ , с и м в о л ы , о б о з н а ч а ю щ е е 
н а с т о я щ 1 я в е л и ч и н ы , о б е ч а с т и у р а в н е н 1 я б ы л и 
д е й с т в и т е л ь н о р а в н ы м е ж д у с о б о ю . 

§ 38 . 

Если мы обратимся къ прикладной части учешя о величинахъ, 
то мы встретимъ первые парадоксы въ области учешя о в р е м е -
н и въ с а м о м ъ п о н я т 1 и о в р е м е н и , особенно, поскольку оно 
должно быть н е п р е р ы в н ы м ъ п р о т я ж е н 1 е м ъ . Но столь из-
вестные уже съ древнихъ временъ к а ж у щ 1 я с я п р о т и в о р е -
ч 1 я, которыя считались содержащимися въ понятЫ о н е п р е р ы в -
н о м ъ п р о т я ж е н ! и, континууме, т я г о т е ю т ъ равнымъ образомъ 
на протяженЫ времени, пространства и даже матерЫ, поэтому мы и 
будемъ разсматривать ихъ одновременно. 

Конечно, было замечено, что все протяженное, по само*Му сво-
ему п о н я т ш , должно состоять изъ частей; заметили далее, что не-
возможно объяснить безъ ложнаго круга существоваше протяженна-
го составлешемъ его изъ частей, которыя сами имеютъ протяжеше, 
но, т е м ъ не менее, усматривалось также противореч1е въ предполо-
ж е н ы , что протяженное происходитъ о т ъ соединешя частей, не 
и м е ю щ и х ъ протяжешя, безусловно простыхъ (точекъ во времени или въ 
пространстве , атомовъ, т. е. простыхъ субстанцЫ, во вселенной въ 
области действительности) . 

На вопросъ, что представляется въ этомъ последнемъ объяс-
нены страннымъ, отвечали одно изъ двухъ: или, что свойство, ко-
торое не принадлежитъ ни одной изъ частей, не можетъ принадле-
ж а т ь целому, или-же, что между любыми двумя точками, к а к ъ во 
времени, т а к ъ и въ пространстве , и точно также между любыми 
двумя субстанщями, существуетъ всегда некоторое разстояше, т а к ъ 
что о н е не могутъ образовать континуума. 

Но, чтобы заметить несообразность э т и х ъ возраженЫ, действи-
тельно, н е т ъ надобности въ долгихъ размышлешяхъ. Если части 
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не обладаютъ нЪкоторымъ свойствомъ, то должно-ли оно также от-
сутствовать въ цЪломъ? Наоборотъ, каждое целое имеетъ , и дол-
жно иметь , много свойствъ, которыя не принадлежатъ частямъ. Ав-
т о м а т ъ и м е е т ъ свойство подражать почти до неузнаваемости дви-
ж е ш я м ъ живого человека; отд^льныя же его части, пружины, колеса 
и т . д. лишены этого свойства .—Что любыя две точки времени от-
делены одна о т ъ другой безконечнымъ множествомъ точекъ, лежа-
щ и х ъ между ними; что между любыми двумя точками пространства 
тоже л е ж и т ъ безконечное множество точекъ; что даже въ области 
действительности между любыми двумя субстанфями существуетъ 
еще безконечное множество другихъ субстанцШ,—со всемъ этимъ, 
конечно, следуетъ согласиться ,—но вытекаетъ-ли отсюда следств1е, 
заключающее въ себе противореч1е? Отсюда следуетъ только то, что 
две точки, три, четыре, любое к о н е ч н о е множество точекъ не об-
р а з у е т ъ еще протяжешя. Со всемъ э т и м ъ согласны и мы; мы даже 
признаемъ, что и безконечнаго количества точекъ не всегда доста-
точно для того, чтобы образовать континуумъ, напримеръ , самую 
короткую лишю, если эти точки не и м е ю т ъ надлежащаго р а с п р е -
д е л е н ! я. А именно, если мы попытаемся уяснить себе понят1е, 
которое мы называемъ н е п р е р ы в н ы м ъ п р о т я ж е н 1 е м ъ , или 
к о н т и н у у м о м ъ , то мы принуждены будемъ признать, что конти-
нуумъ существуетъ тамъ , и только тамъ , где имеется совокупность 
простыхъ предметовъ (точекъ во времени или въ пространстве или 
субстанщй), расположенныхъ т а к и м ъ образомъ, что каждый изъ 
нихъ на каждомъ, сколь угодно маломъ, разстоянш, имеетъ , по край-
ней м е р е , одинъ соседшй съ нимъ предметъ. Если это не и м е е т ъ 
места , если, напримеръ , въ данной совокупности точекъ въ прост-
р а н с т в е найдется хотя-бы одна только точка, которая окружена со-
седними точками не настолько плотно, чтобы на каждомъ досточно 
маломъ разстоянш находилась соседняя точка, то мы скажемъ, что 
эта точка у е д и н е н н а я (изолирована) , и что эта совокупность 
именно поэтому не представляетъ совершеннаго континуума. Если-же, 
напротивъ того, въ данной совокупности точекъ н е т ъ ни одной точ-
ки въ этомъ смысле изолированной, следовательно, если для каждой 
и з ъ нихъ на каждомъ сколь угодно маломъ разстоянш существуетъ, 
по крайней м е р е , одна соседняя точка , то н е т ъ никакихъ основа-
нш не назвать этой совокупности континуумомъ. Иначе чего-же еще 
мы станемъ требовать? 
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«Должно требовать т о г о » , возражаютъ намъ, « ч т о б ы к а ж -
д а я т о ч к а с о п р и к а с а л а с ь н е п о с р е д с т в е н н о с ъ д р у -
г о й » . Но въ т а к о м ъ случай ставится ,очевидно невозможное требо-
ваше, заключающее въ себЪ явное противорЪч1е. Въ самомъ дЪлЪ, 
когда-же можно сказать , что двЪ точки соприкасаются? Быть мо-
ж е т ъ тогда, когда граница одной точки (скажемъ, правая ея сто-
рона) совпадаетъ съ границей другой (скажемъ, съ ея лЪвой стороной)? 
Но вЪдь т о ч к и — п р о с т ы я части пространства; онЪ следовательно, 
не имЪютъ н и к а к и х ъ границъ, никакой правой и лЪвой стороны. 
Если бы одна точка имЪла т о л ь к о одну часть, общую съ другой, то 
она совпадала бы съ этой точкой; а если одна изъ нихъ имЪетъ 
нЪчто отличное о т ъ другой, то онЪ обЪ должны лежать совершенно 
отдельно и, следовательно, между ними должно быть мЪсто еще для 
одной точки, даже для безконечнаго количества точекъ , т а к ъ какъ для 
этой средней точки, при сравненш ея съ другими точками, справед-
ливо то же самое. 

« Н о э т о в с е » , говорятъ, « н е д о с т у п н о п о н и м а н т ! » 
Конечно, этого нельзя ни осязать, ни воспринять съ помощью зрЪ-
шя, но это познается умомъ и познается к а к ъ нЪчто, что должно 
быть именно т а к ъ и не м о ж е т ъ быть иначе, т а к ъ что противорЪ-
Ч1е можетъ появится только въ случай, если представлять себЪ это 
иначе, т . е. неправильно. 

Однако, на это с к а ж у т ъ еще: «Слишкомъ трудно представить 
себЪ въ самой малой линш скоплеше безконечно многихъ точекъ, 
даже безконечное множество э т и х ъ скоплешй, к а к ъ это приходится 
дЪлать, слЪдуя обыкновенному ученю! ВЪдь мы должны быть въ 
состоянш разложить самую малую лишю еще на безконечное мно-
жество другихъ лин1Й, разлагая ее сперва на двЪ ПОЛОЕИНЫ, потомъ 
эти половины о п я т ь пополамъ и т а к ъ безъ конца!». Во всей этой 
совокупности мыслей я не нахожу ничего ни ошибочнаго, ни стран-
наго, за исключешемъ одного только выражешя: с а м о й м а л о й 
л и н 1 и. Это выражеше, встречаемое у многихъ, можно объяснить 
только недостаткомъ внимашя, т а к ъ к а к ъ самая малая лишя вовсе 
не существуетъ и не можетъ существовать, и именно о разсматри-
ваемыхъ здЪсь л и ш я х ъ было сказано, что онЪ могутъ быть разложены 
еще на менышя. Каждое безконечное многообраз1е, не только много-
образ1е точекъ, образующихълишю, можетъ быть разложено на части, ко-
торыя сами заключаютъ безконечныя многообраз1я, даже на безконечное 
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число т а к и х ъ частей. Действительно, если оо означаетъ безконеч-

ное многообраз1е, то т а к ж е б у д у т ъ б е з к о -

н е ч н ы м и м н о г о о б р а з 1 я м и . Это заключается въ понятш без-
конечнаго. 

Удовлетворившись после продолжительнаго обсуждешя пред-
ставленными объяснешями, намъ могутъ сказать наконецъ: «Какъ-
же истолковать объяснешя т е х ъ математиковъ, которые говорятъ, 
что протяженное не можетъ быть составлено никакимъ, даже са-
мымъ большимъ, накоплешемъ точекъ и не можетъ быть разло-
жено на простыя точки, какъ-бы ни было велико множество частей, 
на которыя мы его разлагаемъ». Строго говоря, с ъ о д н о й с т о -
р о н ы , следовало бы, конечно, учить, что конечное множество то-
чекъ не составить никогда протяжешя, безконечное-же множество 
непременно составить его, но только тогда, когда будеть выпол-
нено уже многократно упомянутое услов1е, а именно, чтобы для 
каждой точки существовали известныя соседшя точки на каждомъ 
достаточно маломъ разстоянш. При этомъ, с ъ д р у г о й с т о р о н ы , 
следовало-бы признать , что н е в с я к о е р а з л о ж е н 1 е даннаго 
протяжешя на части приводить къ простымъ частямъ, а именно, 
этого не достигаетъ никакое разложеше на таюя части, которыхъ 
многообраз1е конечно; далее, этого достигаетъ даже не всякое такое 
разложеше, которое простирается въ безконечность (напримеръ , 
посредствомъ п о с л е д о в а т е л ь н а я делешя пополамъ), какъ мы ви-
дели раньше. Т е м ь не менее, следуетъ настаивать на томъ, что 
каждый континуумъ не можетъ произойти въ конце концовъ ни 
и з ъ чего другого, кроме точекъ , и только точекъ. При правильномъ 
пониманш одно согласуется съ другимъ вполне хорошо. 

§ 39 . 

Можно было напередъ предугадать, что несомненныя трудно-
сти представятся при разсмотренш свойствъ того о с о б е н н а я не-
п р е р ы в н а я протяжешя, которымъ является в р е м я . Учеше о вре-
мени должно было представлять благодарную почву особенно для 
т е х ъ философовъ, которые, подобно скепгикамъ, прилагали ста-
рашя не къ тому, чтобы уяснить человечесшя понят1я, а къ тому, 
чтобы ихъ запутывать , находя въ нихъ всюду кажущ1яся противо-

реч1я. Здесь мы будемъ касаться только в а ж н е й ш и х ъ пунктовъ этого 
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вопроса, гЬмъ более , что не все, относящееся сюда, касается по-
нят1я о безконечности. 

Поставленъ былъ вопросъ, представляетъ-ли время нечто р е -
а л ь н о е и, если это такъ , то будетъ-ли оно субстанщей или атри-
бутомъ и, въ первомъ случай, если оно представляетъ изъ себя 
субстанцш, то какою она будетъ, сотворенною-ли или несотворен-
ной? Разсуждали т а к ъ : «если время — субстанщя, сотворенная, то оно 
«должно было иметь начало, а также будетъ иметь конецъ; слЪдо-
«вательно, оно должно изменяться , а потому должно нуждаться въ 
«другомъ времени, въ течеше котораго оно бы изменялось. Еще не-
«сообразнее считать время с а м и м ъ Б о г о м ъ или находящимся 
«въ немъ а т р и б у т о м ъ . Противополагаютъ, конечно, в р е м я 
« в е ч н о с т и , но что-же такое вечность? Какимъ образомъ возмож-
«но, чтобы безконечное многообраз1е не только мгновешй, но и ц е -
« л ы х ъ п р о м е ж у т к о в ъ в р е м е н и заключалось въ одномъ 
«только, сколь угодно короткомъ, промежутке , напримеръ, въ одномъ 
«мгновенш ока, каждая часть котораго также носитъ назваше 
« м г н о в е н 1 я ? На самомъ д е л е (говорятъ наконецъ) н е т ъ никакого 
«времени. Ибо, прошедшаго времени, очевидно, уже нетъ , именно 
«потому, что оно прошло; будущаго еще нетъ , т а к ъ какъ оно еще 
«будетъ; что-же касается настоящаго, то это ничто иное, какъ 
« п р о с т о е м г н о в е н 1 е въ самомъ строгомъ значенш этого сло-
«ва, мгновеше, не имеющее п р о д о л ж и т е л ь н о с т и , которое, 
«следовательно, не можетъ иметь претензш на и м я времени». 

По моимъ понят!ямъ, время, безъ сомнешя, не представляетъ 
н и ч е г о д е й с т в и т е л ь н а г о въ собственномъ значенш этого 
слова, при чемъ действительность приписывается только с у б с т а н-
ц 1 я м ъ и ихъ с и л а м ъ . Я не считаю поэтому времени ни Богомъ, 
ни созданной субстанщей, ни атрибутомъ Бога или какой-нибудь 
созданной субстанцш, или совокупности несколькихъ субстанщй. 
Поэтому самому оно не есть нечто п е р е м е н н о е , оно, напротивъ 
того, есть то, въ чемъ происходятъ все изменешя. Если высказы-
ваютъ противоположное, какъ напримеръ , въ поговорке: « в р е -
м е н а м е н я ю т с я » , то, какъ мы уже ранее говорили, здесь подъ 
временемъ п о д р а з у м е в а ю т лишь находячцяся въ немъ вещи и ихъ 
состоян1я. Ж е л а я объяснить ближе, что такое время, мы должны 
сказать, что оно есть то «о п р е д е л е н 1 е», присущее всякой зави-
симой (или, что тоже самое, переменной) субстанцш, представле-
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ше, о которомъ мы должны присоединить къ представлешю этой 
субстанцш для того, чтобы изъ двухъ п р о т и в о р Ъ ч а щ и х ъ 
д р у г ъ д р у г у с в о й с т в ъ Ь и н е Ь одно могло быть ей правильно 
приписано, а другое отвергнуто. Точнее говоря, упомянутое здесь 
«о п р е д е л е н 1 е» е с т ь т о л ь к о о д н а п р о с т а я ч а с т ь вре-
мени, точка времени или мгновеше, въ которомъ мы должны себе 
представить субстанщю х, которой мы желаемъ приписать съ дос-
товерностью одно изъ противорЪчащихъ свойствъ Ь и не Ь, т а к ъ 
что наше суждеше должно быть, собственно, выражено слЪдующимъ 
образомъ: х въ т о ч к е времени I имеетъ или свойство Ь или не Ь. 
Если только читатель согласится со мною въ правильности этого 
определешя понят1я о мгновенш, то я могу представить отчетливое 
объяснеше того, что такое само время, а именно: что такое в с е 
в р е м я или в е ч н о с т ь , т . е. то целое, для котораго все мгно-
вешя суть лишь части. Всякое к о н е ч н о е время, т. е. каждый 
заключенный между двумя данными мгновешями п р о м е ж у т о к ъ 
в р е м е н и или п р о д о л ж и т е л ь н о с т ь в р е м е н и , я определяю, 
какъ совокупность в с е х ъ мгновешй, заключенныхъ между этими 
двумя крайними мгновешями. Согласно этимъ определешямъ, н е т ъ 
никакой разницы между временемъ и вечностью, если подразуме-
вать подъ временемъ, к а к ъ это часто бываетъ, не ограниченное, 
конечное время, а все время, безконечное въ обоихъ направлешяхъ. 
Но есть большая разница въ способе, какъ пребываетъ въ этомъ 
времени Богъ и переменныя или созданныя существа. Созданныя 
существа пребываютъ во времени, и з м е н я я с ь в ъ н е м ъ , Богъ-
же во все времена неизменно тотъ-же . Это и подало поводъ назы-
вать его одного в е ч н ы м ъ , проч1я-же существа, его создашя — 
в р е м е н н ы м и с у щ е с т в а м и . — Представить себе въ чувствен-
номъ образе , что каждое, даже самое короткое, мгновеше, к а к ъ на-
примеръ , одинъ мигъ, заключаетъ уже безконечное множество 
целыхъ промежутковъ времени, это — задача, конечно, трудная для 
нашего воображешя. Довольно и того, что мы понимаемъ это 
у м о м ъ и признаемъ, что иначе оно и не можетъ быть. Изъ ука-
з а н н а я здесь понят1я о времени можно вывести и объективное его 
основаше, но изложеше этого здесь было бы слишкомъ простран-
н ы м и Несообразно было бы только утверждать, что въ короткомъ 
промежутке времени заключается такое-же множество мгновешй, 
к а к ъ и въ более длинномъ, или что безчисленные промежутки вре-
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мени, на которые можно разложить данный промежутокъ, имЪютъ 
ту же длину, к а к ъ и въ какомъ-либо более длинномъ промежутке 
времени. 

Наконецъ, то ошибочное заключеше, съ помощью котораго пред-
п о л а г а ю т совершенно уничтожить реальность понят1я о времени, пред-
ставляется столь простымъ, что едва-ли требуетъ опровержешя. Мы ведь 
признаемъ, что времени вообще не существуетъ, и потому, конечно, нЪтъ 
ни прошедшаго, ни будущаго времени, т а к ъ какъ нЪтъ даже насто-
я щ а я , но какимъ образомъ можетъ отсюда следовать, чтобы время 
представляло собою н и ч т о ? Ведь предложешя и истины сами по 
себе составляютъ нечто, хотя никому не прШдетъ въ голову 
утверждать, что о н е представляютъ нечто существующее, если не сме-
шивать ихъ съ ихъ понимашемъ въ сознанш м ы с л я щ а я существа 
т . е. съ действительными мыслями и суждешями? 

§ 40. 

Относительно парадоксовъ въ у ч е н 1 и о п р о с т р а н с т в е 
известно , что и для пространства также не найдено определешя. 
Часто принимали его за н е ч т о существующее, то смешивая его съ 
субстанщями, которыя въ немъ находятся, то считая его даже са-
мимъ Богомъ или, по крайней м е р е , атрибутомъ божества. Даже 
великому Н ь ю т о н у пришла мысль определить пространство, какъ 
сензорЫ божества. Друпе полагали, что д в и ж у т с я не только 
субстанцш, находящ1яся въ пространстве , но и само пространство, 
т а к ъ что меняются места местъ . Далее, во времена Д е к а р т а , 
провозглашали, к а к ъ новое о т к р ь т е , мысль, что въ пространстве 
находятся не все , а только, т а к ъ называемыя, чувственныя субстан-
цш, пока наконецъ не пришла К а н т у неудачная мысль, которую 
мнопе еще теперь за нимъ повторяютъ, не считать пространство 
ничемъ объективнымъ, а только (субъективною) ф о р м о ю н а ш е -
г о в о з з р е н 1 я . Далее былт» поставленъ вопросъ.. не имеютъ-ли 
друпя существа иного пространства, напримеръ, пространства о 
двухъ или о четырехъ измерешяхъ . Г е р б а р т ъ , наконецъ, х о т е л ъ 
одарить насъ двойнымъ н е п о д в и ж н ы м ъ и н е п р е р ы в н ы м ъ 
пространствомъ и точно т а к ж е двойнымъ временемъ. Обо всемъ 
э т о м ъ я уже высказывалъ свое мнеше въ другихъ местахъ . 

Для меня пространство, подобно времени, й е е с т ь с в о й -
с т в о субстанцШ, а только некоторое къ нимъ относящееся опре-
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д-Ьлеше, а именно: тЪ опредкпешя въ созданныхъ субстанщяхъ, ко-
торыя даютъ основаше того, что, владЬя своими свойствами, он1> 
вызываютъ въ известное время одна въ другой опредЬленныя измЪ-
нешя, я называю м е с т а м и , на которыхъ эти субстанцш находят-
ся; совокупность-же всЬхъ мЪстъ я называю п р о с т р а н с т в о м ъ , 
цЪлымъ пространствомъ. Это опредЪлеше дало мнЪ возможность вы-
вести о б ъ е к т и в н о учеше науки о пространств^ изъ учешя о 
времени, напримЪръ, показать , что пространство имЪетъ три измЪ-
решя, и почему это т а к ъ и многое другое. 

Парадоксы, которые были найдены уже въ самомъ понятш о 
пространств^ , въ той п р е д м е т н о с т и , которая ему присуща, не-
смотря на то, что оно не представляетъ ничего д е й с т в и т е л ь н а я , въ 
безконечномъ множеств^ его частей и въ непрерывности цЬлаго, 
которое онЪ образуютъ, несмотря на то, что даже никак1я двЪ изъ 
э т и х ъ частей (точекъ) не соприкасаются непосредственно между со-
б о ю , — э т и кажущ!яся противорЪч1я я не считаю нужнымъ еще раз-
сматривать и думаю, что вправЪ считать ихъ разъясненными. 

Первое, что требуетъ еще болЪе близкаго освЪщешя, это, ко-
нечно, понят1е о в е л и ч и н Ъ пространственнаго протяжения. Не 
подлежитъ сомнЪшю, что всякое протяжеше имЪетъ в е л и ч и н у . 
ВсЬ согласны также въ томъ, что величины, встрЪчающ1яся какъ въ 
одномъ измЪреши времени, т а к ъ и въ трехъ измЪрешяхъ простран-
ства, могутъ быть определены только съ помощью своего отношешя 
к ъ одной величин^, выбранной произвольно за е д и н и ц у м Ъ р ы , 
и что это протяжеше, принятое за единицу, должно быть однород-
но съ тЪми протяжешями, которыя будутъ измеряемы, т. е. должно 
быть для л и н 1 й — л и н 1 е й, для поверхностей —поверхностью, для 
т Ъ л ъ - тЪломъ*) . 

*) При этомъ случай н-Ькоторые, быть можетъ, охотно прочтутъ 
опред-Ьлеже этихъ трехъ видовъ пространственнаго протяжежя. Если 
признать правильнымъ опред"6л°же п р о т я ж е н 1я в о о б щ е , данное 
въ параграф^ 38 (а это опредЬлеже им^етъ то достоинство, что его 
можно легко распространить на гЬ изъ величинъ, разсматриваемыхъ 
в ъ о б щ е м ъ у ч е н !и о в е л и ч и н а х ъ, которыя называются н е п р е -
р ы в н о п е р е м е н н ы м и ) , то я говорю, что нЬчто пространственно 
протяженное будетъ п р о с т о протяженнымъ, или лишен, если каждая 
его точка на каждомъ достаточно маломъ разстоянш им'Ьетъ одну 
или больше сосЬднихъ точекъ, но никоимъ образомъ не такъ много, 
чтобы совокупность ихъ с а м а п о с е б 1з составляла уже протяжеже; я 
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Если-же мы спросимъ теперь, въ чемъ собственно состоитъ 
то, что мы называемъ величиной пространственная протяжешя, то , 
принимая во внимаше, что такое протяжеше состоитъ только изъ 
точекъ, расположенныхъ по известному правилу, и что при сужде-
нш о величине принимается въ разсчетъ не порядокъ частей, а 
только ихъ множество, можно было-бы легко пр1йти къ заключешю, 
что подъ величиной каждаго протяжешя мы подраз^меваемъ именно 
это самое м н о ж е с т в о т о ч е к ъ , на что, повидимому, указываетъ 
и с а м о е и м я , когда мы называемъ величину поверхности или т е -
ла с о д е р ж а н 1 е м ъ э т и х ъ протяженш. Но ближайшее разсмотре-
ше показываетъ, что это не такъ . Иначе какъ-же мы могли бы 
принять, (а мы это делаемъ, однако, всегда и не задумываясь), что 
величина протяжешя, напримеръ, куба, нисколько не изменится , 
присчитаемъ-ли мы къ его содержашю и границу его, т. е. поверх-
ность куба (которая и сама имеетъ уже известную величину) или 
н е т ъ ? А такимъ образомъ мы поступаемъ безспорно, когда мы на-
ходимъ, напримеръ, что величина куба, котораго ребро равно 2, въ 
восемь разъ больше, чемъ величина куба, ребро котораго = 1, не-
смотря на то, что первый кубъ и м е е т ъ на 12 квадратныхъ боко-
выхъ сторонъ величиной въ 1 меньше, чемъ восемь последнихъ, 
ибо, при соединенш меньшихъ кубовъ въ одинъ бблышй, изъ т е х ъ 
24 квадратовъ, которые попадаютъ внутрь большаго куба, половина 
отбрасывается*) . Отсюда вытекаетъ, что подъ величиной простран-
ственнаго протяжешя, будетъ-ли это лишя, плоскость или т е л о , мы 
подразумеваемъ не что иное, какъ величину, которая выводится изъ 
протяжешя, принятаго за единицу и однороднаго съ измеряемымъ 
протяжешемъ, по закону, удовлетворяющему следующему требован)ю: 
если мы нашли, следуя этому закону, для куска М величину т и 

говорю дальше, пространственное протяжеше будетъ протяжешемъ двухъ 
измеренш или поверхностью, если каждая точка на каждомъ достаточно 
маломъ разстоянш имеетъ целую лишю соседнихъ точекъ; я говорю на-
конецъ, что пространственное протяжеше будетъ протяжешемъ трехъ 
измеренш, или теломъ, если каждая точка на каждомъ достаточно ма-
ломъ разстоянш имеетъ целую поверхность соседнихъ точекъ. 

*) Кубъ, ребро котораго равно 2, разсекается 3-мя плоскостями, со-
ответственно параллельными его гранямъ, на 8 кубовъ. Полная поверхность 
разсеченнаго куба вместе съ суммой площадей сечешя равна 36. Сумма 
полныхъ поверхностей 8-ми составляюшихъ кубовъ = 48; 48 — 36 = 12. 

Прим. ред. 
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для куска N величину п, то мы найдемъ по тому же закону для 
протяжешя, п р о и с х о д я щ а я о т ъ соединешя кусковъ М и Ы, вели-
чину т + п, будемъ-ли при э т о м ъ принимать въ разсчетъ границы, 
которыя имЪютъ куски М и IV и составленное изъ нихъ целое М + АГ, 
или н е т ъ . Изъ этого понят1я могутъ быть выведены самыя общ1я 
формулы, которыя даетъ наука о пространстве для спрямлешя, вы-
числешя поверхностей и объемовъ, при чемъ не приходится прибе-
гать ни к ъ какому другому п р е д п о л о ж е н а , въ т о м ъ числе и къ 
предложешямъ, ложно названнымъ основными предложешями Архи-
меда. Справедливость этого утверждешя доказана въ работе , упомя-
нутой въ п а р а г р а ф е 37 *). 

§ 41 . 

Мы можемъ теперь, опираясь на данныя выше опредЪлешя и 
не опасаясь обвинешя въ противоречш, установить следующ1я 
предложешя, к а к ъ бы ни показались парадоксальными некоторыя 
и з ъ н и х ъ для обычнаго способа представлешя. 

1. Совокупность в с е х ъ точекъ, л е ж а щ и х ъ между двумя точ-
ками а и Ь, представляетъ протяжеше простого рода или лишю, 
независимо о т ъ того, присчитаемъ-ли мы къ ней точки а и Ь 
(въ т а к о м ъ случае , она будетъ прямой о г р а н и ч е н н о й ) , или не 
присчитаемъ одной или другой, или о б е и х ъ крайнихъ точекъ (въ 
т а к о м ъ случае она будетъ неограниченной); во всякомъ случае , она 
будетъ всегда той же длины, к а к ъ и прежде. Каждая подобная не-
ограниченная прямая съ той стороны, где недостаетъ крайней точки, 
именно поэтому не и м е е т ъ с а м о й к р а й н е й (самой отдаленной) 
точки; за каждой ея точкой находится, напротивъ того, дальнейшая , 
хотя разстояше остается всегда конечнымъ. 

2. Перифер1я треугольника аЬс можетъ быть составлена: 
1) и з ъ прямой аЬ, ограниченной съ о б е и х ъ сторонъ, 2) изъ пря-
мой ас, ограниченной только съ одной стороны, при с, и 3) изъ неогра-

*) Въ параграфе 37 н е т ъ однако упоминашя о какой-либо рабо-
т е . Авторъ, очевидно, имеетъ въ виду появившуюся въ 1817 году работу: 
«01е сЗге] РгоЫете с!ег КесйПсайоп, <3ег Сотр1апа1юп ипс! с!ег СиЫгипд, 
оЬпе Ве1гасМип& йез ипепсШсН к1ешеп, оЪпе с!ег А п п а т е с1ез АгсЫтесЗез 
ипс! оЬпе 1г§епй е'тег тсЫ: з4геп§ ег^е1зПсЬеп Уогаиззе^гип^ §е1бз*, 
1е1сЬ а1з РгоЬе ешег ^апгПсЬеп И т з Ы ^ и п ^ скг К а и т м з з е п з с Ь а К , а11еп 
Ма^Нетайкегп гиг Ргй?и§ Уог§е1е§(;. Прим. ред. 
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ниченной съ обЪихъ сторонъ прямой Ьс\ длина периферш, однако, 
равна сумме трехъ длинъ аЬ, Ьс, са. 

3. Если мы представимъ себе, что прямая а ^ разделена попо-
ламъ въ т о ч к е Ь, часть Ь^ разделена опять пополамъ въ т о ч к е с, часть 

опять разделена въ т о ч к е А и что продолжаютъ поступать т а -
кимъ образомъ безъ конца; далее , если мы предположимъ, что эти 
безконечно мнопя точки делешя Ь, с, А,... и точка ^ мысленно уда-
лены изъ совокупности точекъ , л е ж а щ и х ъ между д и то сово-
купность остальныхъ точекъ все-таки заслуживаетъ назвашя л и н 1 и, 
и величина ея будетъ та-же, что и прежде. Если же мы присчи-
таемъ % къ совокупности, то нельзя будетъ уже назвать ц е л о е 
непрерывно-протяженнымъ; въ самомъ д е л е , точка является изо-
лированной, ибо для нея н е т ъ такого, хотя-бы сколь угодно малаго 
разстояшя, о которомъ можно было бы сказать , что на этомъ раз-
стоянш и на каждомъ меньшемъ точка % и м е е т ъ соседнюю точку в ъ 
этой совокупности точекъ. А именно, на всехъ разстояшяхъ , которыя 

и м е ю т ъ форму ~ > не имеется точекъ, соседнихъ съ 

4. Если разстояше точекъ а и Ъ равно р а з с т о я н ш точекъ а и 
[3, то и множество точекъ между а и Ь должно считаться р а в -
н ы м ъ множеству точекъ между а и р. 

5. Протяжешя, которыя имеютъ равное множество точекъ , 
и м е ю т ъ также равную величину, но нельзя сказать наоборотъ , что-
бы два протяжешя равной величины имели одинаковое количество 
точекъ . 

6. Въ двухъ п р о т я ж е ш я х ъ совершенно подобныхъ между со-
бою, множества ихъ точекъ должны находиться въ т а к о м ъ - ж е отно-
шенш, какъ ихъ величины. 

7. Поэтому, если отношеше величинъ двухъ совершенно по-
добныхъ протяженш иррацюнально, то и отношеше множествъ и х ъ 
точекъ будетъ тоже иррацюнально. Существуютъ, следовательно, 
м н о ж е с т в а (именно только безконечныя), о т н о ш е н 1 я к о т о -
р ы х ъ п р е д с т а в л я ю т ъ в с я к а г о р о д а и р р а ц ю н а л ь -
н о с т и. 

§ 42 . 

Изъ э т и х ъ предложенш, число которыхъ (какъ видимъ) могло 

бы быть легко увеличено, насколько я знаю, было обращено вни-
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маше въ сочинешяхъ математиковъ только на шестое, и то лишь 
т а к и м ъ образомъ, что въ противоположность ему было установлено 
предложеше: « п о д о б н ы й л и н I и, к а к ъ б ы н и б ы л и о н Ъ 
р а з л и ч н ы п о в е л и ч и н Ъ, д о л ж н ы и м Ъ т ь о д и н а к о в о е 
к о л и ч е с т в о т о ч е к ъ » . Это утверждалъ Ф и ш е р ъ * ) въ отно-
шенш подобныхъ и концентрическихъ дугъ, приводя притомъ, какъ 
основаше, то, что черезъ каждую точку одной дуги можно провести 
рад1усъ, который встрЪчаетъ точку другой. Какъ известно, уже 
А р и с т о т е л ь занимался этимъ парадоксомъ. Заключеше Ф и -
ш е р а обнаруживаетъ, очевидно, убЪждеше, что два многообраз1я, 
если они даже безконечны, должны быть между собою равны, какъ 
только каждая часть одного можетъ быть соединена въ пару съ 
некоторой частью другого. ПослЪ того, какъ это заблуждеше рас-
крыто, нЪтъ никакой надобности въ дальнЪйшемъ опроверженш 
этого учешя, въ которомъ сверхъ того вовсе нельзя понять, по-
чему, въ случай его правильности, нужно было бы ограничивать 
утверждеше о равномъ множеств^ точекъ только случаемъ дугъ 
круга, и притомъ концентрическихъ и подобныхъ: вЪдь это самое 
основаше могло-бы быть приведено также и для всЪхъ п р я м ы х ъ 
и для разнообразнЪйшихъ кривыхъ лишй, вовсе не подобныхъ 
между собою. 

§ 43. 

Едва-ли существуетъ истина въ наукЪ о пространств^, противъ 
которой учители этой науки т а к ъ часто грЪшили, какъ противъ 
той, что « к а ж д о е р а з с т о я н 1 е м е ж д у д в у м я т о ч к а м и , а 
с л е д о в а т е л ь н о , и к а ж д а я о г р а н и ч е н н а я с ъ о б Ъ и х ъ 
с т о р о н ъ п р я м а я , п р е д с т а в л я е т с я к о н е ч н о й , т. е. на-
ходится съ каждой другой въ отношенш, которое можетъ быть точно 
определено съ помощью понятЫ. Въ самомъ дЪлЪ, врядъ-ли найдется 
геометръ, который-бы не говорилъ иногда о б е з к о н е ч н о б о л ь -
ш и х ъ разстояшяхъ и не превращалъ-бы при извЪстныхъ обстоятель-
ствахъ ограниченной прямой в ъ б е з к о н е ч н о б о л ь ш у ю . До-
статочно указать на известную пару лишй, которыя, въ геометри-
ческомъ значении этого слова, называютъ тангенсомъ и секансомъ 

*) Эг. I. К. р 1 3 с Ь е - г . Огип^пзз с1ег дезашт^еп НбЬегеп ЛШЬета-
«к. Ье1р218, 1809. ВсЗ. II. § 51. Апт.) . 
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угла или дуги. На основании совершенно яснаго определешя, о н е 
должны представлять пару прямыхъ лишй, ограниченныхъ съ о б е -
ихъ сторонъ; однако, какъ мало найдется людей, которые не рЪша-
лись-бы учить, что тангенсъ и секансъ прямого угла б е з к о н е ч -
н о в е л и к и . Это ложное у ч е т е немедленно влечетъ за собою на-
казаше въ видЬ затруднешя, в о з н и к а ю щ а я , какъ только прихо-
дится решать , слЪдуетъ-ли считать эти две безконечно болышя ве-
личины п о л о ж и т е л ь н ы м и или о т р и ц а т е л ь н ы м и ? Дей-
ствительно, основаше, которое можно привести въ пользу одного 
предположешя, оказывается справедливымъ и для другого, т а к ъ какъ 
известно, что прямая, проведенная черезъ центръ круга, параллель-
но къ касательной его, и м е е т ъ совершенно одинаковое отношеше 
къ об1*имъ сторонамъ этой касательной и, следовательно, не встре-
чается съ ней ни съ одной, ни съ другой стороны. Въ выражеши 

для э т и х ъ лишй — н е т ъ также ни малейшаго основашя къ 

тому, чтобы считать эту предполагаемую безконечную величину по-
ложительной или отрицательной, т а к ъ к а к ъ 0 не является ни по-
ложительнымъ, ни отрицательнымъ. Поэтому не только парадоксаль-
но, но совершенно ложно предполагать существовать безконечно 
большого тангенса прямого угла, а также всехъ угловъ видаГ 

Напомнимъ при этомъ случае, что, строго говоря, ни синусъ, ни 
тангенсъ не существуютъ также и для угла, равнаго нулю или для 
угла, равнаго + п . т:. Разница въ обоихъ допущешяхъ только та, 
что въ последнемъ изъ нихъ не получается ложнаго результата, 
если, въ случае, когда эти выражешя являются сомножителями, счи-
таютъ произведешя несуществующими; въ т е х ъ - ж е случаяхъ, когда 
они являются делителями, заключаюсь, что вычислеше требуетъ 
чего-то н е з а к о н н а я . 

§ 44. 

Такимъ же незаконнымъ пр1емомъ, который, къ счастью, на-
шелъ мало последователей, является вычислеше 1оганна Ш у л ь ц а 
(1оН. 5сНи1г) в е л и ч и н ы в с е г о б е з к о н е ч н а г о п р о с т р а н -
с т в а . Основываясь на т о м ъ обстоятельстве, что возможно про-
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вести прямыя лиши въ безконечность изъ каждой данной точки а 
во все стороны, т . е. во всевозможныхъ направлешяхъ, а также и 
на томъ, что каждая мыслимая точка т м1рового пространства 
должна лежать на одной, и только на одной, изъ э т и х ъ лишй, онъ 
счелъ себя вправе заключить, что можно считать безконечное про-
странство ш а р о м ъ , описаннымъ изъ любой точки а рад1усомъ, 
равнымъ оо; отсюда онъ тотчасъ-же получилъ, что все безконечное 

пространство и м е е т ъ величину 

Если бы это предложеше оказалось правильнымъ, то оно со-
ставило-бы, конечно, одно и з ъ в а ж н е й ш и х ъ предложешй науки о 
пространстве . Едва-ли можно представить основательныя возражешя 
противъ о б е и х ъ посылокъ (которыя я излагаю, однако, не точно по 
Ш у л ь ц у , т а к ъ какъ предо мной н е т ъ его книги). Въ самомъ д е л е , 
если бы кто-нибудь сказалъ, что вторая посылка ошибочна уже 
потому, что изъ нея следуетъ очень неравномерное распределеше 
точекъ вселеной, а именно более плотное скоплеше ихъ вокругъ 
произвольно избраннаго центра л, то этимъ онъ показалъ-бы толь-
ко, что не преодолелъ еще предубежден 1я, которое опровергнуто 
нами въ параграфе 21 и след. Ошибка, и совершенно очевидная > 
ошибка, Ш у л ь ц а состоитъ въ томъ, что прямыя, которыя должны 
быть проведены и з ъ точки а въ безпредельность по всемъ направле-
шямъ, для того, чтобы каждая точка пространства лежала на какой-
нибудь изъ э т и х ъ лишй, онъ считаетъ однако же р а д 1 у с а м и , 
т . е. лишями, ограниченными съ двухъ сторонъ. Ведь только и з ъ 
этого выводится шарообразность безконечнаго пространства и вы-

числеше его величины Изъ этой ошибки вытекаетъ 

т а к ж е следующая несообразность: т а к ъ к а к ъ для каждаго шара су-
ществуетъ объемлющш его цилиндръ или такой-же кубъ, и еще 
мнопя друпя протяжешя, напримеръ , безконечное количество объ-
емлющихъ его шаровъ одного и того-же д1аметра, то пространство, 
которое предполагалось целымъ пространствомъ, оказывается не ц е -
лымъ, а только частью, вне которой находится еще безконечно много 
другихъ пространствъ. 

Чтобы обнаружить несостоятельность большей части парадок-
совъ ( т у з 1 е п а шЯпШ), приведенныхъ Босковичемъ (В о з с о XV I с Н) въ 
0155. с!е 1гап5!огтаИопе 1осогиш § е о т е 1 п с о г и т (прибавлеше къ его 
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Е1ет. и т у . МаМезеоз Т . III. К о т а е 1754) , достаточно одного з а м е -
ч а е т , а именно, что прямая, простирающаяся въ безконечность, хотя 
бы въ одну только сторону, по этому самому не можетъ быть ли-
шей ограниченной съ этой стороны, и что поэтому говорить о ея 
конечной точке точно т а к ж е невозможно, к а к ъ говорить объ остр1е 
шара или о кривизне прямой, или отдельной точки, или о т о ч к е 
встречи двухъ параллельныхъ. 

§ 45. 

Несколько реже , чемъ безконечно больипя, вводились также 
и б е з к о н е ч н о м а л ы я р а з с т о я н « я и лиши въ простран-
стве , особенно, когда казалось нужнымъ разсматривать, какъ пря-
мыя лиши или к а к ъ плоскости, т аюя лиши и поверхности, кото-
рыхъ ни одна часть (имеющая еще протяжеше) не является прямой 
или плоской, напримеръ , для более легкаго определешя ихъ длины 
или величины ихъ кривизны, или известныхъ замечательных!, 
свойствъ, имеющихъ значеше въ механике. Въ такихъ случаяхъ 
позволяли себе даже измышлять разстояшя, которыя должны быть 
измеряемы безконечно малыми величинами второго, третьяго и дру-
гихъ высшихъ порядковъ. 

Т о т ъ фактъ , что употреблеше т а к и х ъ пр1емовъ, особенно въ 
геометрш, редко приводило къ ложнымъ результатами произошелъ 
благодаря упомянутому въ § 37 обстоятельству, а именно благодаря 
тому, что переменныя величины, относящ1яся къ пространственнымъ 
протяжешямъ, поддающимся определен!*), обладаютъ т е м ъ свойствомъ, 
что, за исключешемъ отдельныхъ и з о л и р о в а н н ы х ъ з н а ч е -
н 1 й, о н е имеютъ первую, вторую и каждую следующую п р о и з -
в о д н у ю функфю. Въ самомъ д е л е , где существуютъ производныя, 
тамъ то, что утверждаютъ о т а к ъ называемыхъ безконечно малыхъ 
лишяхъ, поверхностяхъ и т е л а х ъ , имеетъ место вообще для в с е х ъ 
лишй, поверхностей и т е л ъ , которыя ,—хотя и остаются постоянно 
конечными,—могутъ быть взяты сколь угодно малыми, т . е., какъ 
говорятъ, могутъ убывать до безконечности. Для этихъ-то пере-
менныхъ и было, собственно, справедливо то, что ложно высказыва-
лось о безконечно малыхъ разстояшяхъ. 

Само собой понятно, что, при подобномъ изложенш предмета, 
должны были предлагать и к а к ъ будто доказывать много парадоксальна-
го и даже много совершенно ложнаго. Какимъ страннымъ, напримеръ, 

6 
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представлялось утверждение, что каждая кривая лишя и поверхность 
есть не что иное, какъ соединеше безконечно многихъ прямыхъ 
лишй и плоскостей, которыя нужно только предполагать безконечно 
малыми; особенно, если наряду съ этимъ признавалось опять суще-
ствование безконечно малыхъ линш и поверхностей, которыя были 
однако кривыми. Какимъ страннымъ является утверждеше, что ли-
ши, которыя въ одной изъ своихъ точекъ не имЪютъ кривизны, к а к ъ 
напримеръ, въ точкЪ перегиба, что эти лиши имЪютъ въ этой точ-
к е безконечно малую кривизну и безконечно большой рад1усъ. Т а -
кимъ-же страннымъ являлось утверждеше, что лиши, заканчиваю-
щаяся въ одной изъ своихъ точекъ, и м е ю т ъ въ этой точке безко-
нечно большую кривизну и безконечно малый рад1усъ кривизны, и 
тому подобное. 

§ 46. 

Въ качестве действительно поразительнаго и, в м е с т е съ тЬмъ, 
очень простого примера того, къ какимъ несообразностямъ приво-
дишь допущеше т а к и х ъ безконечно малыхъ растояшй, я позволю 
себе привести предложеше, которое, по свидетельству Кестнера 
(Ап{ап&з§:гипс1е с!ег ЪбЪ. Апа1у515, Вс1. II, Уогг.), даетъ уже Галилей 
въ своихъ «015СОГ31 е сНтоз^гагюш т а 1 е т а И с Ь е е(с.», конечно, толь-
ко съ целью вызвать размышлеше, а именно, что о к р у ж н о с т ь 
к р у г а т а к ъ ж е в е л и к а , к а к ъ е г о ц е н т р ъ . 

Чтобы получить представлеше о томъ, какъ пытались это до-
казать . пусть читатель вообоазитъ себе квадоатъ аЬсА, въ немъ 

квадрантъ ЪД, описанный изъ а, какъ цен-
тра , рад1усомъ аЬ = а\ далее, прямую рг, 
проведенную параллельно аЬ и пересекаю-
щую стороны квадрата ад, и Ьс въ р и г, д1аго-
наль ас въ п, а квадрантъ въ ш; словомъ,— 
известную фигуру, которая употребляется 
для доказательства того, что кругъ рад|уса 
рп равняется кольцу, которое остается 
после вычиташя круга рад1уса р т изъ кру-

га рад1уса рг, или, что 

http://rcin.org.pl



83 

Если р г подходитъ все ближе къ аЬ , то очевидно, что кругъ 
рад1уса р п будетъ делаться все меньше и меньше, а кольцо между 
кругами рад|усовъ р т и р г все уже и уже. Геометры, которые не 
встречали никакого затруднешя въ томъ, чтобы допустить безко-
нечно малыя разстояшя, распространили это отношеше также и 
на т о т ъ случай, когда р г подходитъ безконечно близко къ аЬ, т а к ъ 
•что, напримЪръ, разстояше ар делается равнымъ Нх, и получается 

уравнеше 

которое въ действительности оказывается просто тождествомъ. Но 
въ этомъ случай, согласно ихъ представлешю, кругъ рад1уса рп 
•становится безконечно малымъ второго порядка; кольцо, которое 
остается после вычиташя круга радиуса рт изъ круга рад]'уса рг, 
лолучитъ теперь ширину *) 

которая сама представляетъ безконечно малую величину второго 
порядка. Если-же принять окончательно, что р г переходитъ въ аЬ , то 
безконечно малый кругъ стягивается въ одну точку а , а безконечно 
узкое кольцо ширины тг превращается въ окружность рад1уса аЬ. 
Поэтому считали возможнымъ заключить, что простой центръ а лю-
бого круга рад|уса аЬ и м е е т ъ одинаковую величину съ его окруж-
ностью. 

Обманчивость этого заключешя произошла, главнымъ обра-
зомъ, вследств1е введешя безконечно малыхъ. Оно же и приводитъ 
читателя къ ряду мыслей, которыя не даютъ ему заметить , к а к ъ 
много несообразнаго содержится и въ утвержденш, что о т ъ круга 
рад1уса рп, когда вместо точки р берется окончательно точка а , и 
когда рад1усъ рп уже больше не существуетъ, о с т а е т с я е щ е , 
о д н а к о , ц е н т р ъ а , и въ утвержденш, что кольцо, полу-
чаемое о т ъ вычиташя круга съ меньшимъ рад1усомъ рт и зъ круга 
с ъ большимъ рад1усомъ рг, когда оба рад1уса, а следовательно, и 
оба круга, сделаются равными другъ другу, обращается въ окруж-

Прим. ред. 
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ность того круга, который былъ раньше ббльшимъ. Въ самомъ 
д е л е , въ случай безконечно малыхъ величинъ, конечно, привыкли 
считать тЪ-же самыя величины то равными между собою, то одну 
больше или меньше другой на безконечно малую величину высшаго 
порядка, то совершенно равными нулю. Если мы будемъ выводить 
правильныя заключешя, то изъ правильно составленнаго уравнешя 

въ которомъ сравниваются только величины (площадей) круговъ, о 
которыхъ идетъ речь, мы можемъ заключить только, что въ слу-
чае, когда рг и рт станутъ равными между собою, кругъ рад1уса 
рп не будетъ иметь никакой величины и потому не будетъ вовсе 
существовать . 

Конечно, справедливо (и я самъ установилъ посылки, ведунья 
къ этой истине, въ § 41), что существуютъ круги съ перифер1ей и 
безъ нея, и что это не изменяетъ ихъ величины, которая з ависитъ 
только о т ъ величины ихъ рад1уса. Кто-нибудь могъ-бы вывести от-
сюда еще новое мнимое доказательство предложешя Галилея, исходя 
изъ требовашя, допустимаго во всякомъ случае, чтобы воображать 
себе кругъ рад!уса рт безъ периферш, а кругъ рад1уса рг съ пе-
рифер1ей. Тогда, после отнят1я круга рад1уса рт о т ъ круга радиуса 
рг и перехода о т ъ рг къ аЬ, въ действительности останется толь-
ко окружность круга рад1уса аЬ. Однако, и теперь все-таки невоз-
можно говорить о круге около а , который стягивается въ одну 
точку, и еще менее будетъ возможно ссылаться на вышеприведен-
ное уравнеше съ целью вывести изъ него следств1е, что точка а 
и известная окружность будутъ равны между собою, т а к ъ какъ ска-
занное уравнеше имеетъ въ виду только величины трехъ круговъ, 
взятыхъ съ перифер1ями или безъ нихъ. 

§ 47. 

Самъ изобретатель этого примера, какъ уже было упомянуто 
выше, предложилъ его не съ тою целью, чтобы ему удивлялись, 
какъ научной истине . Однако, какъ серьезную истину, излагаютъ 
следующее предложеше объ обыкновенной циклоиде. Циклоида 
и м е е т ъ безконечно большую кривизну въ т о ч к е ея встречи съ ос-
новашемъ, или (что представляетъ то же самое) она въ этой 
т о ч к е и м е е т ъ безконечно малый рад1усъ кривизны и перпен-
дикулярна въ ней къ основашю. Это утверждеше совершен-
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но справедливо, если понимать его такъ , что рад|усъ кривизны без-
конечно уменьшается, когда дуга циклоиды безконечно приближается 
къ основашю; а также , что направлеше ея въ этой т о ч к е перпен-
дикулярно къ основанпо. Но то, что говорится о рад1усЪ кривизны 
безконечно маломъ или (выражаясь правильнее) обращающимся въ 
нуль, сводится лишь къ следующему. Кривая, какъ известно, про-
стирается безконечно въ о б е стороны надъ основашемъ и, следова-
тельно, н е и м е е т ъ к о н ц о в ъ ; поэтому въ разематриваемой точ-
к е сходятся также две дуги и притомъ такъ , что будучи перпенди-
кулярны къ основашю, о н е образуютъ здесь о с т р 1 е , а именно 
такое остр1е, въ которомъ о б е имеютъ одно и то же направле-
ше или (по менее правильному выраженш) направлешя ихъ обра-
з у ю т ъ ' у г о л ъ, равный нулю. 

Однако, можно убедиться съ помощью вычислешй, что все это 
т а к ъ и есть на самомъ д е л е , и все таки не понимать, какъ это проис-
ходитъ или даже, какъ это возможно. Чтобы сделать и это очевид-
нымъ, а это необходимо для разрешешя парадокса, мы должны сперва 
понять, почему направлеше, въ которомъ поднимается обыкновенная 
циклоида надъ своимъ основашемъ, является перпендикулярнымъ. 

Изъ самаго способа построешя обыкновенной циклоиды (че-
резъ каждую точку О основашя проводятъ дугу круга, который, 
касаясь основашя, имеетъ рад1усъ, равный радиусу образующего 
круга, и, отсекая о т ъ дуги часть От, равную по длине разстоянш 
точки О отъ начальной точки л, разематриваютъ т, какъ точку 
Ц И К Л О И Д Ы ) обнаруживается тотчасъ-же , что уголъ та О т е м ъ ближе 
подходитъ къ прямому, ч е м ъ ближе точка О подходитъ къ а , т а к ъ 
к а к ъ уголъ шОа, который измеряется половиной дуги от, делается 
все меньше и меньше, а отноше-
ние о б е и х ъ сторонъ Оа и От въ 
треугольнике тОа все более и 
более приближается къ отноше-
н ш равенства; поэтому и углы 
при третьей стороне ат отлича-
ются все меньше и меньше о т ъ 
прямого. Действительно, вычисле-
ше показываетъ это совершенно 
ясно. Отсюда сверхъ того следуетъ, что дуга циклоиды ат лежитъ 
всеми своими точками^по одну сторону хорды ат, а именно между 
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нею и возставленнымъ въ точкЪ а перпендикуляромъ а1 и, следо-
вательно, этотъ перпендикуляръ опредЪляетъ направлеше кривой 
въ точкЪ а. ДалЪе, если мы изъ точки О , какъ центра, опишемъ 
рад!усомъ Он дугу, выходящую изъ точки а, то она, очевидно, пе-
ресЪчетъ хорду От только въ точкЪ ея продолжешя г, т акъ к а к ъ 
должно быть Ог — Оа^>От. Если и есть какая-нибудь точка кри-
вой, лежащая еще ближе къ а, то существуетъ для нея другая 
точка со, лежащая на а О еще ближе къ а и имеющая то свойство, 
что для хорды будетъ справедливо то же самое, что только что 
было сказано объ От, а именно, что дуга, описанная изъ а, к акъ 
центра, рад1усомъ шп, встрЪчаетъ продолжеше <о<х въ сторону точки 
;х въ некоторой точкЪ р. Но, вслЪдсше того, что о т < Оа, дуга а р 
лежитъ внутри дуги окружности аг, т. е. между дугой циклоиды 
а\ь и дугой окружности аг. Мы видимъ поэтому, что для каж-
дой дуги окружности аг (какимъ-бы малымъ рад1усомъ Оа она ни 
была описана), которая касается циклоиды аш въ а, существуетъ 
другая дуга др, которая въ этой области подходитъ къ циклоидЪ 
еще ближе. Другими словами, не существуетъ столь малаго круга, 
который можно было бы разсматривать, какъ мЪру кривизны въ а , 
если здЪсь кривизна существуетъ. Поэтому здЪсь въ действительно-
сти нЪтъ никакой кривизны, и кривая, которая не оканчивается въ 
этой точкЪ, имЪетъ здЪсь, какъ мы уже знаемъ, остр1е. 

§ 48. 

Часто находили парадоксальнымъ также и то, что нЪкоторыя про-
странственныя протяжешя, п р о с т и р а я с ь в ъ б е з к о н е ч н о м ъ 
п р о с т р а н с т в ^ (т. е. имЪя точки, разстояше которыхъ другъ 
отъ друга превосходитъ всякое данное разстояше), тЪмъ не менЪе, 
имЪютъ в е л и ч и н у к о н е ч н у ю ; друпя-же, к о т о р ы я о г р а н и -
ч е н ы к о н е ч н ы м ъ п р о с т р а н с т в о м ъ (т. е. всЪ точки кото-
рыхъ лежатъ такъ, что ихъ разстояшя другъ отъ друга не превосхо-
дятъ нЪкотораго даннаго разстояшя), имЪютъ б е з к о н е ч н о б о л ь -
ш у ю в е л и ч и н у ; или, наконецъ, что, нЪкоторыя пространствен-
ныя протяжешя сохраняютъ конечную величину, хотя и д Ъ л а ю т ъ 
б е з к о н е ч н о м н о г о о б о р о т о в ъ в о к р у г ъ о д н о й т о ч к и . 

1. Мы должны здЬсь прежде всего различать, слЪдуетъ-ли по-
нимать подъ пространственнымъ протяжешемъ, о которомъ будетъ 
р-Ьчь, цЪлое, состоящее изъ нЪсколькихъ, о т д е л е н н ы х ъ д р у г ъ 
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о т ъ д р у г а , ч а с т е й (напримеръ , гипербола о четырехъ вЪтвяхъ), 
— и л и в п о . л н Ъ о д н о с в я з н о е ц е л о е , т. е. протяжеше, не 
имеющее ни одной протяженной части, въ которой не было-бы, по 
крайней м е р е . о д н о й т о ч к и такого свойства, что, если ее при-
считать къ остальнымъ частямъ, то она составитъ съ ними опять 
одно протяжеше. 

Что протяжеше, состоящее изъ отдЬленныхъ другъ отъ друга 
частей, можетъ простираться въ безконечное пространство, не делаясь 
само всл"Ьдств1е этого безконечнымъ, — этого не найдетъ страннымъ 
никто, кто только подумаетъ, что и безконечный рядъ величинъ, убы-
вающихъ въ геометрической прогрессш, представляетъ только конеч-
ную сумму. Въ э т о м ъ смысле можетъ, конечно, и л и н 1 я прости-
раться въ безконечность, оставаясь при этомъ конечной, какъ на-
примеръ, та, которая получится, если мы изъ данной точки а въ 
данномъ направленш а К отложимъ ограниченную прямую аЬ, з а т е м ъ 
отложимъ въ некоторомъ разстоянш, остающемся все время неиз-
меннымъ, прямую сА, которая вдвое меньше предыдущей, и будемъ 
поступать по тому-же закону, продолжая э т о т ъ процессъ безконечно. 

Если-же мы говоримъ (что и будемъ делать впредь постоянно) 
только о т а к и х ъ пространственныхъ протяжешяхъ, которыя предста-
вляютъ о д н о с в я з н о е ц е л о е , то ясно, конечно, что нельзя найти 
среди протяжешй н а и н и з ш а г о п о р я д к а , т. е. среди л и н 1 й, 
ни одной, которая-бы простиралась въ безконечность и сама не 
имела бы б е з к о н е ч н о й в е л и ч и н ы (длины). Въ самомъ д е л е , 
это представляетъ необходимое следств1е известной истины, что 
только прямая лишя есть кратчайшая вполне односвязная лишя, 
соединяющая д в е данныя точки *). 

*) Доказательство этой истины столь кратко, что я позволю себе 
поместить его въ этомъ примечанш. Если лишя атопЬ не прямая, то на 
ней должна находиться точка о, лежащая вне прямой аЬ и, если мы опу-
стимъ перпендикуляръ ом на а />, то разстояшя удовлетворятъ нера-
венствамъ 

а о) < а о, Ь о) < Ь о. 
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Иное мы видимъ въ случай п о в е р х н о с т е й , к о т о р ы я , 
при той-же длине, можно уменьшить сколь угодно, уменьшая ши-
рину, а также и въ случай тйлъ, которыя, при той же длине и ши-
рине, могутъ быть сколь угодно уменьшены путемъ уменьшешя ихъ 
высоты. Отсюда понятно, почему поверхности, при безконечной д л и-
н е, и тела , при безконечной д л и н е и ш и р и н е , сохраняютъ ино-
гда конечную величину. Мы представимъ примерь, понятный даже для 
самого несведующаго. Представимъ себе, что на безконечно прости-
рающейся прямой а Я отложены равные отрезки аЬ=]=Ьс = сс1 и 
т. д. до безконечности; далее, надъ первымъ отрезкомъ аЬ вообра-

ос 

зимъ квадратъ Ьа, надъ вторымъ Ьс—прямоугольникъ г(, который 
имеетъ только половину высоты Ьс, и т а к ъ надъ каждымъ следую-
щимъ отрезкомъ — прямоугольникъ, который вдвое ниже, чемъ 
предыдущ|й. Тогда легко убедиться, что связная площадь, пред-
ставляющаяся здесь, простирается въ безконечность и, однако, будетъ 
не больше, ч е м ъ 2. Не более трудно будетъ представить себе кубъ, 
сторона котораго = 1, и приставить мысленно къ нему снизу вто-
рое тело , основаше котораго представляетъ квадратъ со стороною 
2, т . е. въ 4 раза болышй, чемъ основаше предыдущая куба, вы-
сота-же составляешь только 1 ; къ этому приставить снизу третье 
тело, основаше котораго вчетверо больше основашя предыдущая, 
высота-же составляетъ только ' высоты предыдущая ; представимъ 

Но такъ какъ все системы двухъ точекъ подобны между собою, то ме-
жду точками а и со существуетъ лишя подобная той части ашо 
данной лиши атопЬ, которая лежитъ между точками я и о; между точка-
ми Ь и о» существуетъ другая лишя Ь ы , подобная той части Ьпо дан-
ной линш Ьпота, которая лежитъ между точками Ь и о. Но это п о д о -
61 е ,требуетъ, чтобы длина прямой аы относилась къ длине Й[АО) такъ, 
какъ длина прямой до къ длине части ато, и чтобы длина прямой Ьы 
относилась къ длине Ьчы такъ, какъ длина прямой Ьо къ длине части 
Ьпо. А такъ какъ аш < а о, то < ато, и такъ какъ Ьм < Ь о, то и 
длина должна быть меньше, чемъ Ьпо. Следовательно, и целое 
ао)V/> меньше целаго атопЬ. Кривая лишя атопЬ не будетъ, следова-
тельно, кратчайшей лишей между а и Ь} и кривая ацычЬ будетъ короче ея. 
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себе продолжеше этого процесса по тому же закону до безконеч-
ности. Тогда будетъ понятно, что длина и ширина подставляемыхъ 
здесь т е л ъ увеличивается до безконечности, хотя ихъ объемъ д е -
лается все меньше и меньше, а именно, каждое последующее т е л о 
составляетъ только половину предыдущаго, т а к ъ что величина 
пирамидальнаго целаго, которое получается такимъ образомъ, не-
смотря на безконечное основаше, не превзойдетъ никогда объема, 
равнаго 2. 

2. Вышеразсмотренный случай, въ которомъ протяжеше, 
имеющее въ себе нечто безконечное (безконечную длину или ши-
рину), оказывается имеющимъ, однако, величину конечную, можетъ 
встретиться только въ двухъ высшихъ родахъ протяжешя, въ п о-
в е р х н о с т я х ъ и т е л а х ъ, а не въ лишяхъ . Теперь-же мы 
будемъ говорить о случае противоположномъ, когда протяжеше, 
кажущееся конечнымъ, потому что ограничено конечнымъ про-
странствомъ, на самомъ д е л е имеетъ , однако, величину безконеч-
ную. Этотъ случай можетъ иметь место только въ двухъ н и з ш и х ъ 
родахъ протяжешя, въ л и н 1 я х ъ и п о в е р х н о с т я х ъ , но — 
никогда не въ т е л а х ъ . Т е л о , не имеющее т а к и х ъ точекъ, взаимныя 
разстояшя которыхъ превосходили бы любую данную величину, на-
верно не можетъ быть никогда безконечно большимъ. Это выте-
к а е т ъ непосредственно изъ известной истины, что изъ всехъ т е л ъ , 
въ которыхъ взаимныя разстояшя точекъ не превышаютъ даннаго 
разстояшя г, наибольшимъ будетъ ш а р ъ д1аметра г. Въ самомъ 
д е л е , шаръ, описанный изъ одной изъ э т и х ъ точекъ рад1усомъ г, 

заключаетъ все эти точки, а величина шара равна только " • г3 ; 

поэтому каждое другое тело , не превосходящее этого пространства, 

•будетъ необходимо м е н ь ш е , чемъ ^ - г3. Л и н 1 й - ж е , которыя 

можно начертить на протяженш хотя-бы самой малой поверхности, 
напримеръ , к в а д р а т н а г о ф у т а , существуетъ безконечное множе-
ство , и возможно дать каждой изъ нихъ конечную величину, напри-
м е р ъ , длину квадратнаго фута , а прибавлешемъ одной или даже без-
конечно многихъ соединительныхъ лишй можно образовать изъ нихъ 
в с е х ъ одну связную лин1ю, длина которой въ такомъ случае будетъ 
несомненно безконечной. Совершенно т а к ъ же существуетъ безконеч-
ное количество поверхностей, которыя можно вписать въ простран-
с т в о сколь угодно малаго т е л а , напримеръ, к у б и ч е с к а г о ф у т а , 
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и каждой изъ нихъ мы можемъ дать величину, напримеръ, квадрат-
наго ф у т а ; а прибавивъ одну или безконечное количество соедини-
тельныхъ поверхностей, мы можемъ соединить ихъ все въ одну, 
величина которой, безспорно, будетъ безконечно большой. Все э т о 
не должно удивлять никого, кто только не забываетъ, что линш, 
плоскости и тЪла измеряются не одной и той-же единицей меры, 
и что, хотя множество точекъ въ каждой сколь угодно малой ли-
ши безконечно, нужно, однако, допустить, что въ каждой сколь 
угодно малой, поверхности это множество, во всякомъ случае, в ъ 
безконечное число разъ больше, чемъ въ линш, и также, наконецъ, 
несомненно, что въ т е л е оно въ безконечное число разъ больше, 
чЬмъ въ поверхности. 

3. Въ третьемъ парадоксе, о которомъ мы упомянули въ на-
ч а л е этого параграфа, говорится, что существуютъ протяжешя, ко-
торыя делаютъ безконечное число оборотовъ вокругъ одной точки 
и сохраняютъ все-таки при этомъ величину конечную. Если э т о 
протяжеше должно быть л и н е й н ы м ъ , то, какъ мы видели только 
что въ N0. 1, это можетъ иметь место только въ т о м ъ случае, когда 
вся лишя находится въ конечномъ пространстве . При этомъ же условш 
н е т ъ ничего непонятнаго въ томъ, что она сохраняетъ конечную длину, 
хотя и д е л а е т ъ безконечно много оборотовъ вокругъ данной точки. 
Для этого должно быть только соблюдено еще дальнейшее услов1е, 
что эти обороты, начиная съ некоторой конечной величины, безко-
нечно убываютъ надлежащимъ образомъ. Требоваше-же это можетъ 
быть выполнено, благодаря тому обстоятельству, что обороты бу-
дутъ происходить вокругъ о д н о й т о л ь к о т о ч к и . Въ са-
момъ д е л е , благодаря этому оказывается возможнымъ, чтобы раз-
стояше отдельныхъ точекъ одного оборота отъ центра, а следова-
тельно, также и ихъ разстояшя между собой, убывали безконечно, 
при чемъ, к а к ъ это видно уже для окружности, и длина этого обо-
рота можетъ быть безконечно уменьшена. Л о г а р и е м и ч е с к а я 
с п и р а л ь сама собой наверно представится нашему читателю, 
к а к ъ п р и м е р ъ лиши, о которой мы здесь говорили; следуетъ при- • 
нять во внимаше только ту ея часть, которая, начиная съ н е к о т о -
рой данной точки, постоянно приближается къ центру, никогда од-
нако его не достигая. 

Если же пространственное протяжеше, делающее безконечно 
много оборотовъ вокругъ одной данной точки, должно быть п о -
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в е р х н о с т ь ю или т 4 л о м ъ , то не представляется надобности 
даже и въ ограничительномъ условш, чтобы ни одна изъ точекъ 
протяжешя не удалялась о т ъ центра дальше опредЪленнаго разстоя-
шя. Въ самомъ дЪл-Ь, для того чтобы возможно скорЪе понять мою 
мысль, пусть читатель представитъ себЪ упомянутую спираль, 
какъ некоторый родъ лиши абсциссъ, изъ каждой точки которой 
проводятся ординаты перпендикулярно къ ней и ея плоскости. Со-
вокупность всЪхъ э т и х ъ ординатъ образуетъ тогда, очевидно, 
поверхность (изъ рода цилиндрическихъ), которая, съ одной сто-
роны, приближается въ безконечномъ количеств^ оборотовъ къ 
центру, никогда не достигая его; съ другой-же стороны—удаляется 
въ безконечность. Величина этой поверхности будетъ зависать о т ъ 
закона, по которому мы будемъ увеличивать или уменьшать ор-
динаты. Часть, приближающаяся къ центру, останется всегда конеч-
ной, если только ординаты этой стороны (т. е. только ординаты, 
отвЪчающ1я конечной вЪтви линш абсциссъ) не будутъ увеличиваться 
до безконечности, потому что каждая поверхность, которой абсциссы 
и ординаты не возрастаютъ до безконечности, будетъ конечной. Но 
и та часть поверхности, которая находится надъ другой вЪтвью 
спирали, удаляющейся въ безконечность, останется конечной, если 
только ординаты убываютъ въ бол^е быстромъ отношенш, чЪмъ 
возрастаютъ абсциссы (т. е. длины дугъ спирали). Поэтому, если 
мы примемъ за лишю абсциссъ н а т у р а л ь н у ю спираль, въ кото-
рой вЪтвь, приближающаяся къ центру (считая о т ъ точки, въ ко-
торой рад1усъ = 1), имЪетъ длину 1 2, и если для ограничешя по-
верхности возьмемъ дугу гиперболы высшаго порядка, имеющей урав-
неше ух1 — аг, то та часть этой поверхности, которая отвЪчаетъ 
х = а и всЪмъ большимъ значешямъ х. будетъ имЪть только вели-
чину аг, между тЪмъ какъ другая, отвечающая всЪмъ меньшимъ 
значешямъ х, будетъ увеличиваться до безконечности. Если-же мы 
возьмемъ а > Л г 2 и переставимъ конечную точку абсциссы х — а 
въ ту точку спирали, которая имЪетъ рад1усомъ 1, то центръ сов-
падаетъ съ конечной точкой абсциссы х — л — У 2, и потому бу-
детъ имЪть конечную ординату *), а часть поверхности, отвечающая 
этой в-Ьтви спирали, будетъ не больше, чЪмъ 

*) Гипербола не перемещается. Прим. рео. 
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вся-же поверхность, покрывающая спираль по обе стороны (чтобы 
получить величину этой поверхности, мы должны сложить величины 
обЪихъ ея частей, беря ихъ положительныя значешя), будетъ поэтому 

акимъ образомъ, напримеръ, для 

а = 2 вся поверхность выражается только числомъ -

Подобныя обстоятельства имЪютъ место также для тЪлесныхъ 
протяженш. Следуетъ только заметить , что здесь часть тела , стремя-
щаяся к ъ центру, стала бы входить въ пространство своихъ соб-
•ственныхъ оборотовъ, если-бы мы стали увеличивать ея протяжеше 
въ ширину и толщину. Если желательно избежать этого и иметь 
т е л о , всЪ части котораго л е ж а т ъ каждая вне другой, то можно до-
стигнуть этой цели, напримеръ , такъ : возьмемъ поверхность такого 
рода, какъ разсмотренная нами выше, которая, при приближенш къ 
дентру , все увеличивается въ ширину, и придадимъ ей еще третье 
измереше ,—толщину , которая, однако, при приближенш къ центру, 
уменьшалась-бы въ такомъ отношенш, чтобы составлять постоянно 
менее половины разстояшя между двумя ближайшими оборотами 
спирали. 

§ 49. 

Пространственныя протяжешя, имеющ1я безконечную величину, 
находятся къ этой самой величине въ столь разнообразныхъ и 
часто столь парадоксальныхъ отношешяхъ, что мы должны разсмо-
т р е т ь въ отдельности, по крайней м е р е , некоторыя изъ э т и х ъ от-
н о ш е н ш . 

Что протяжеше, заключающее въ себе безконечное множество 
точекъ , вследств1'е этого еще не должно быть непрерывнымъ про-
тяжешемъ , и что въ непрерывномъ протяженш величина его вовсе 
не определяетъ множества его точекъ; что изъ двухъ протяжешй, 
которыя мы считаемъ равновеликими, одно можетъ заключать на 
безконечное множество точекъ больше или меньше, чемъ другое; 
далее , что поверхность можетъ даже заключать въ себе въ безко-
нечное число р а з ъ больше или меньше лишй, т е л о въ безконечное 
число разъ больше или меньше поверхностей, ч е м ъ протяжеше то-
го-же рода, которое мы считаемъ съ нимъ равновеликимъ—все это 
мы въ праве считать достаточно разъясненнымъ выше. 

http://rcin.org.pl



93 

1. Первое, на что мы хотимъ обратить внимаше читателя, это 
то, что множество точекъ, которое заключаетъ въ себе хотя-бы 
самая короткая прямая должно быть разсматриваемо, какъ мно-
жество, которое въ б е з к о н е ч н о б о л ь ш о е ч и с л о р а з ъ 
б о л ь ш е безконечнаго же множества, получаемаго изъ перваго 
слЪдующимъ образомъ: начиная съ одного изъ концовъ, съ точки 
а, беремъ въ надлежащемъ разстоянш вторую точку Ь, за нею, въ 
меньшемъ разстоянш, третью точку с, и т а к ъ продолжаемъ безъ 
конца, уменьшая эти разстояшя по такому закону, чтобы безконеч-
ное ихъ множество въ сумме было равно или меньше разстояшя а 
Въ самомъ д е л е , т а к ъ какъ безконечно мнопя части аЬ, Ьс, сЛ... 
на которыя распадается все суть линш конечныя, то съ каждой 
изъ нихъ можно поступить точно такъ-же , какъ мы только что по-
ступили съ а т . е., въ каждой можно будетъ опять указать такое-
же безконечное множество точекъ, какъ и въ а и эти точки бу-
дутъ находиться также въ а С л е д о в а т е л ь н о , въ целой лиши Ь^ 
такое безконечное множество точекъ должно заключаться безконеч-
ное число разъ . 

2. Каждой прямой или даже вообще пространственному про-
тяжешю, которое (геометрически) р а в н о другому (т. е. совпада-
ешь съ нимъ во вс^хъ п р и з н а к а х ъ , которые, помощью срав-
нешя съ даннымъ разстояшемъ, м о ж н о в ы р а з и т ь В ъ п о -
н я т 1 я х ъ) , должно приписать одинаковое множество точекъ , 
если мы въ нихъ одинаково выберемъ границы, напримеръ , въ ли-
шяхъ, присчитаемъ концы или не присчитаемъ ихъ. Въ самомъ д е л е , 
противное могло бы иметь место только въ томъ случае, если бы 
существовали разстояшя, которыя, будучи равными, допускали-бы 
неодинаковое множество точекъ между теми точками, между кото-
рыми они служатъ разстояшями. Однако, это противоречишь поня-
Т1Ю, которое мы связываемъ со словомъ « г е о м е т р и ч е с к и р а в -
н ы й » , потому что мы называемъ разстояше ас только тогда 

неравнымъ разстоянно ао, а именно о о л ь ш и м ъ , когда точки о и с 
л е ж а т ъ по одну сторону точки л, и точка Ь находится между а и с, 
т а к ъ что все точки, лежащ1я между а и Ь, будутъ лежать т а к ж е 
между а и с. но не наоборотъ, т . е. не все точки, лежащ1я между 
а и с, будутъ лежать также и между а и Ь. 
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3. Если мы обозначимъ множество точекъ, лежащихъ между 
а и Ь, вместе съ а и Ь, черезъ и примемъ прямую аЪ за единицу 
всехъ д л и н ъ, то множество точекъ прямой ас, которая имеетъ 
длину п (подъ п мы разумеемъ теперь только целое число), если 
присчитать и ея крайшя точки а и с, будетъ равно пЕ—{п — 1). 

4. Множество точекъ, содержащихся въ п л о щ а д и к в а д -
р а т а , сторона котораго равна 1 (въ обыкновенной мЪрЪ площа-
дей), будетъ равно Е 2 , если мы присчитаемъ и периферш ея. 

5. Множество точекъ въ каждомъ п р я м о у г о л ь н и к Ъ , одна 
сторона котораго имеетъ длину т, другая—длину п, будетъ равно 

если присчи-
тать и периферно его. 

6. Множество точекъ въ к у б е , сторона котораго = 1 (въ 
обыкновенной м е р е тЪлъ), будетъ Е'л, если мы присчитаемъ и точки 
его поверхности. 

7. Множество точекъ въ п а р а л л е л е п и п е д Ъ , стороны ко-
тораго имеютъ длины т , п, г, съ присоединешемъ поверхности, 
будетъ равно ш п г . 

8. Прямой, простирающейся безконечно въ обе стороны, мы 
должны приписать безконечную длину и множество точекъ, кото-
рое будетъ въ безконечное число разъ больше, чЪмъ множество то-
чекъ прямой, принятой за единицу и равной Е. Мы должны при-
знать также, что в с е таюя прямыя имеютъ равную длину и р а в -
н о е множество точекъ, т а к ъ какъ определявшая ихъ части, съ 
помощью которыхъ могутъ быть определены для двухъ такихъ пря-
мыхъ две точки, черезъ которыя онЪ проходятъ (если мы возьмемъ 
одинаковое разстояше между этими точками), будутъ не только 
подобны другъ другу, но и (геометрически) равны. 

9. Положеше любой точки на такой прямой совершенно оди-
наково съ обЪихъ сторонъ прямой и представляетъ лишь таюе 
признаки, допускающ1е выражеше въ понят1яхъ, как:е представляетъ 
положеше каждой другой точки. ТЪмъ не менее, нельзя сказать, 
что такая точка раздЪляетъ лишю на две части о д и н а к о в о й 
д л и н ы , потому что, если бы могли сказать это объ одной точке 
а , то, на томъ же основанш, мы бы должны были утверждать это 
о каждой другой точке Ь, что однако заключаетъ въ себе противо-
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рЪч1е, т а к ъ к а к ъ если бы длина аК была равна длннЪ а5, то не 
могло бы быть 

Н а п р о т и в ъ того, мы должны утверждать , что прямая, простираю-
щаяся неограниченно въ обЪ стороны, с о в с Ъ м ъ н е и м Ъ е т ъ 
с е р е д и н ы , т . е. не имЪетъ т а к о й точки, которая могла бы быть 
определена т о л ь к о съ помощью выражаемаго въ понят1яхъ о т н о ш е -
шя ея к ъ этой л и ш и . 

10 . Плоской поверхности , которую з а к л ю ч а ю т ъ между 
собою двЪ параллельныя прямыя, неограниченныя съ обЪихъ сто-
р о н ъ (т. е. совокупности всЪхъ тЪхъ точекъ , которыя содержатъ 
перпендикуляры, опущенные и з ъ каждой точки одной изъ э т и х ъ 
параллельныхъ прямыхъ на другую), мы должны приписать б е з к о -
н е ч н о б о л ь ш у ю площадь и множество точекъ , которое въ 
безконечное число р а з ъ больше множества т о ч е к ъ въ квадратЪ, 
равномъ Е 2 и принятомъ за единицу площадей. ВсЪмъ подобнымъ 
полосамъ, ограниченнымъ параллельными прямыми, ёсли онЪ имЪютъ 
одинаковую ш и р и н у (длина перпендикуляра) , мы должны припи-
сать равную величину и равное множество точекъ . Въ с а м о м ъ 
дЪлЪ, ихъ т а к ж е можно определить т а к и м ъ образомъ, что опредЪ-
ляющ1я части не только подобны, но и равны геометрически между 
собой, напримЪръ, если мы опредЪляемъ ихъ съ помощью равно-
с т о р о н н и х ъ прямоугольныхъ треугольниковъ съ равными сторонами, 
при чемъ будетъ установлено, что одна изъ параллельныхъ прохо-
д и т ъ черезъ основаше, а другая черезъ вершину треугольника . 

11 . Положеше любого перпендикуляра въ такой полосЪ, огра-
ниченной параллельными прямыми, одинаково съ обЪихъ с т о р о н ъ 
плоскости и не представляетъ н и к а к и х ъ другихъ, выражаемыхъ въ 
понят1яхъ, признаковъ , по сравнешю съ положешемъ каждаго дру-
гого перпендикуляра. Несмотря на это , невозможно сказать , что 
т а к о й перпендикуляръ дЪлитъ плоскость на двЪ г е о м е т р и ч е с к и 
р а в н ы я другъ другу части, потому что такое предположеше при-
вело бы насъ, к а к ъ въ № 9, к ъ противорЪч!Ю, чЪмъ и доказывает-
ся его неправильность . 

12 . Если мы возьмемъ плоскость, простирающуюся во всЪхъ 
н а п р а в л е ш я х ъ въ безконечность , то мы должны приписать ей без -
конечно большую площадь и множество точекъ , которое въ безко-
нечное число р а з ъ больше множество точекъ , заключающихся въ по-
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лосе, ограниченной параллельными прямыми. Совершенно такъ , к а к ъ 
подобнымъ полосамъ одинаковой ширины, мы должны также припи-
сать и безграничнымъ плоскостямъ равное безконечное множество 
точекъ. Въ самомъ деле , для нихъ оказывается также вЪрнымъ то , 
что о н е могутъ быть определены не только при помощи подоб1я, 
но и (геометрическаго) равенства; напримеръ , если мы будемъ 
определять каждую изъ нихъ съ помощью трехъ точекъ, л е ж а щ и х ъ 
на ней и образующихъ подобные и равные треугольники. 

13. Положеше неограниченной прямой, взятой произвольно на 
такой безграничной плоскости, совершенно одинаково на о б е и х ъ 
сторонахъ плоскости; оно представляетъ, кроме того, т е же самые, 

выражаемые въ понят1яхъ, признаки, к а к ъ 
^ р ( ' и положеше всякой другой прямой этого 

» ^ рода. Однако, невозможно сказать, что та -
кая прямая раздЬляетъ плоскость на д в е 
г е о м е т р и ч е с к и р а в н ы я части, по-
тому что, если бы стали утверждать э т о 
о прямой то должны были бы допу-
стить это и въ отношенш всякой другой 
К'51 , что ведетъ, однако, къ явному проти-

мы возьмемъ эти прямыя параллельными 

Г 3-

У 

вореч1ю, какъ только 
между собою. 

14. Две неограниченныя прямыя, которыя, находясь въ одной 
плоскости, не параллельны между собою и, следовательно, где-ни-
будь пересекаются и образуютъ четыре угла (по-парно равныхъ), 
дЬлятъ все пространство неограниченной плоскости на четыре части, 

изъ которыхъ каждыя две , з а -
к л ю ч а ю щ 1 я с я въ р а в н ы х ъ 
(подобныхъ) углахъ Ка5=К'а5', 
Ка5'=Ка5, п о д о б н ы между 
собою. Каждое изъ э т и х ъ четырехъ 
п р о с т р а н с т в ъ, з а к л ю ч а ю -
щ и х с я в ъ у г л а х ъ , содержитъ 
въ себе безконечное множество, 

съ одной стороны въ безконечность, п о л о с ъ 
о г р а н и ч е н и ы х ъ п а р а л л е л ь н ы м и п р я -

м ы м и и подобныхъ т е м ъ , о которыхъ мы говорили въ № 11. 
Если мы мысленно отбросимъ любое конечное множество полосъ, 

простирающихся 
любой ширины, 
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то останется еще угловое пространство, заключающееся въ у г л е, 
р а в н о м ъ п е р в о н а ч а л ь н о м у . Но совершенно т а к ъ же, какъ 
после объяснешй, изложенныхъ въ № 9 и № 11, мы не въ п р а в е 
назвать равными стороны э т и х ъ угловъ или полосы, которыя явля-
ются частями з а н и м а е м а я ими п р о с т р а н с т в а , — т о ч н о т а к ъ же, и 
на подобныхъ-же основашяхъ , мы не въ праве назвать равными по 
величин^ и эти безконечныя угловыя пространства, заключенныя 
хотя бы и въ равныхъ углахъ. 
Такъ , относительно двухъ ча- — • У̂  
стей плоскости, ограниченныхъ \ 
углами Ка5 и Реп- , мы ви- ^ 
димъ ясно, что первая больше 
второй, хотя углы и равны 
другъ другу, если Ъ)И || а5, 
сР || аК. 

15. Пространство, которое заключаютъ между собою две па-
раллельныя безграничныя плоскости (т. е. совокупность всЬхъ т е х ъ 
точекъ, которыя находятся на всехъ перпендикулярахъ, опущен-
ныхъ изъ каждой точки одной плоскости на другую), э т о т ъ (если 
его т а к ъ можно назвать) б е з г р а н и ч н ы й т е л е с н ы й с л о й , 
мы должны считать, во всякомъ случае, б е з к о н е ч н о б о л ь -
ш и м и какова бы ни была его ш и р и н а (т. е. длина такого пер-
пендикуляра). При равной ш и р и н е двухъ т а к и х ъ телесныхъ сло-
евъ мы можемъ назвать равными эти величины, а также можемъ 
считать равными множество точекъ въ двухъ т а к и х ъ телесныхъ 
слояхъ, основываясь на томъ же заключении, которымъ мы пользова-
лись уже много р а з ъ (№№ 8, 10, 12). 

16. Положеше, которое занимаетъ въ безграничномъ т е л е с -
н о м ъ с л о е произвольно взятая, перпендикулярная къ его плос-
костямъ и ограниченная п а р а л л е л ь н ы м и п р я м ы м и п о л о с а , 
является совершенно сходнымъ съ о б е и х ъ сторонъ телеснаго слоя, 
и положеше всякой другой полосы этого рода въ отношенш къ этому 
самому безграничному телесному слою, или къ любому другому, 
является также подобнымъ. Однако, нельзя сказать, чтобы о б е части 
телеснаго слоя, отделенныя одна о т ъ другой полосою, должны были 
иметь непременно р а в н ы я в е л и ч и н ы . 

17. Две неограниченныя п е р е с е к а ю щ 1 я с я плоскости раз-
деляютъ все неограниченное пространство на четыре болышя части, 

7 
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изъ которыхъ каждыя д в е противолежащ1я безспорно п о д о б н ы 
одна другой, но не должны еще считаться в с л Ъ д с т е этого равными. 

18. Т а к ъ - ж е мало следуетъ считать равными по величине два 
тЪлесныхъ пространства, которыя заключаются между продолжен-
ными въ безконечность гранями двухъ п о д о б н ы х ъ или ( к а к ъ 
говорятъ) равныхъ тЪлесныхъ угловъ. 

19. Точно т а к ъ - ж е не следуетъ считать г е о м е т р и ч е с к и 
р а в н ы м и , т. е. имеющими равную величину, а тЪмъ более за-
ключающими одинаковое множество точекъ, г Ь две части, на ко-
торыя д е л и т ь пространство б е з к о н е ч н а я п л о с к о с т ь , хотя 
онЪ и будутъ безспорно подобными. 

§ 50. 
Остается еще разсмотрЪть кратко т е парадоксы, которые мы 

встр^чаемъ въ области м е т а ф и з и к и и ф и з и к и . 
Въ э т и х ъ наукахъ я устанавливаю слЪдуюиця предложешя: 

«во вселенной н е т ъ д в у х ъ с о в е р ш е н н о р а в н ы х ъ в е щ е й , 
а, с л е д о в а т е л ь н о , и д в у х ъ с о в е р ш е н н о о а в н ы х ъ а т о -
м о в ъ или простыхъ субстанщй, но необходимо допустить существо-
ваше подобныхъ простыхъ субстанщй, какъ скоро допускается су-
ществоваше с л о ж н ы х ъ т Ъ л ъ въ м1рЪ; наконецъ, необходимо 
т а к ж е предположить, что все эти субстанцш п е р е м е н н ы и по-
стоянно изменяются» . Я утверждаю все это, потому что мне ка-
жется, что это все суть истины, которыя могутъ быть т а к ъ - ж е строго 
и ясно доказаны, какъ любое предложеше въ математике . Несмотря 
на это, я долженъ опасаться , что большая часть физиковъ отне-
сется неодобрительно къ этимъ предложешямъ. Они ведь ставятъ 
себе въ заслугу установлеше только т а к и х ъ истинъ, которымъ ихъ 
учитъ о п ы т ъ , а опытъ не обнаруживаетъ никакой разницы между 
мельчайшими частицами тела , въ особенности одного рода, на-
примеръ, между мельчайшими частицами золота, добытаго изъ того 
или другого рудника. Далее , говорятъ они, опытъ учитъ, конечно, 
что каждое т е л о сложно, но никто не виделъ атомовъ, т а к ъ какъ 
они, будучи совершенно простыми, не имЪютъ никакого протяжешя. 
Опытъ показываетъ, наконецъ, что различныя вещества, напримеръ , 
кислородъ, водородъ и т. д. входятъ между собою то въ одни, то 
въ друпя соединешя и оказываютъ то одно, то другое действие, — 
но чтобы они сами претерпевали вследств1е этого внутреншя изме-
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нешя, чтобы, напримЪръ, кислородъ превратился постепенно въ дру-
гое вещество, — это, по ихъ мнЪшю, простая выдумка. 

1. По моему мнЪшю, ошибочно утверждать, что о п ы т ъ учитъ 
насъ вышеприведеннымъ положешямъ. Опытъ, простой, непосред-
ственный опытъ или воспр1ят1е, не соединенное съ известными 
истинами, касающимися чистыхъ понятш, учитъ насъ только тому, 
что мы вообще имЪемъ т е или друпя воспр1ят1я или представлешя. 
Откуда являются эти представлешя, всл1ьдств1е-ли действ1я какого-либо 
отличнаго отъ насъ предмета, нуждаются-ли они вообще въ какой-ни-
будь причине, и каюя свойства имЪетъ эта причина, — въ этомъ от-
ношенш непосредственное воспр1ят1е не учитъ насъ ровно ничему; объ 
э т о м ъ мы выводимъ заключешя только на основанш истинъ, касаю-
щихся чистыхъ понят1й и придумываемыхъ нашимъ разумомъ; заклю-
чаемъ мы, въ большинства случаевъ, по простому правилу вероятно-
сти, о томъ, напримЪръ, что красный цвЪтъ, который мы теперь ви-
димъ, вызванъ болЪзненнымъ состояшемъ нашихъ глазъ, а ощущеше 
запаха вызвано близостью цветка . Напротивъ, для того, чтобы з а м е -
тить , что между любыми двумя вещами должно быть какое-нибудь 
различ1е, нЪтъ надобности ни въ какомъ выведенномъ изъ опыта за-
ключенш простой вероятности. Напротивъ того, мы можемъ прЫти 
къ этому съ полной достоверностью после небольшаго размышлешя. 
Если А и В— две вещи, то именно вследств1е этого должна иметь 
место истина, что вещь А не есть вещь Б , — истина, которая 
предполагаетъ существоваше двухъ представлешй А и В, изъ кото-
рыхъ одно служитъ представлешемъ только вещи А , но не В\ 
другое-же только вещи В, но не А. Въ этомъ уже обстоятельстве 
лежитъ , конечно, различ1е (и притомъ внутреннее) между вещами 
А и В. Если мы видимъ т а к и м ъ образомъ, что между любыми 
двумя вещами необходимо есть известныя различ1я, то какимъ 
образомъ можемъ мы себе позволить сомневаться въ такомъ раз-
личш только потому, что мы его иногда не замечаемъ. Для того, 
чтобы его з а м е т и т ь , ведь нужна особая острота чувствъ и много 
другихъ обстоятельствъ. 

2. Правильно то, что только опытъ учитъ насъ тому, что суще-
ствуетъ много вещей, оказывающихъ на насъ свое действ1е, и что 
именно т е , которыми обуславливаются наши воспр1ят1я, с л о ж н ы . 
Однако, опытъ учитъ насъ этому только въ предположен^ изве-
стныхъ истинъ, касающихся чистыхъ понят1й, какъ напримеръ, той, 
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что различныя дЪйств1я вызываются различными причинами, и т. д. 
Но не менее верны и выражающ1яся въ понят1яхъ истины, что 
каждая причина должна быть чЪмъ-то д е й с т в и т е л ь н ы м ^ что 
все действительное есть или субстанщя, или совокупность мно-
гихъ субстанцШ либо свойствъ одной либо многихъ субстан-
цш; равнымъ образомъ, что свойства, представляюнця нечто 
действительное, не могутъ существовать безъ существовашя суб-
станцш, въ которой они находятся, а совокупности субстан-
цш не могутъ существовать безъ субстанщй, которыя состав-
ляютъ части э т и х ъ совокупностей. Однако, отсюда следуетъ 
со строгой необходимостью существоваше простыхъ субстанцШ, и 
было бы смешнымъ не признавать ихъ существовашя только по-
тому, что мы ихъ не видимъ; и это. делается еще более несообраз-
нымъ, когда дальнейшее размышлеше учитъ, что каждое тело , ко-
торое мы можемъ воспринимать съ помощью в н е ш н и х ъ чувствъ, 
должно быть сложно, даже должно быть составлено изъ безконеч-
наго количества частей. 

3. Подобное-же ошибочное заключеше о т ъ невоспр1ят1я к ъ 
несуществовашю получается, при нежеланш допустить то, что в с е 
конечныя субстанцш подлежатъ никогда не прекращающемуся и з м е~ 
н е н 1 ю. На своей собственной д у ш е мы достаточно знаемъ измен-
чивость ея состоянш, представлешй, свойствъ и силъ; простая ана-
лог1я побуждаетъ насъ сделать подобное заключеше о душахъ ж и -
вотныхъ и о растешяхъ. Но только основываясь на разуме мы в ъ 
праве принять, что въ действительности изменяются все субстан-
цш, даже и т е , которыя въ течеше столетш не обнаруживаютъ 
никакихъ з а м е т н ы х ъ для насъ изменешй. Кто хочетъ оспаривать 
это, кто высказывается противъ этого, по крайней мере , въ отно-
шенш т а к ъ называемой м е р т в о й м а т е р 1 и и ея п р о с т ы х ъ 
ч а с т е й , или атомовъ, т о т ъ вынужденъ утверждать, что все изме-
нешя, являющ1яся намъ въ этой части творешя (если, напри-
меръ . кусокъ льда, который былъ только что твердымъ, теперь 
растаялъ и въ течеше ближайшаго часа улетучится въ ф о р м е 
п а р а ) — ч т о все эти изменешя (говорю я) суть перемены, касаю-
щ1яся местъ , занимаемыхъ меньшими или большими частицами 
э т и х ъ т е л ъ , при чемъ въ самихъ частицахъ не происходить ника-
кихъ внутреннихъ переменъ. Но какъ же можно не заметить про-
тивореч!я въ которое впадаютъ при этомъ объясненш? Въ самомъ 
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д е л е , если бы не происходило никакого измЪнешя въ просгыхъ 
субстанщяхъ—внутри ихъ, то въ такомъ случай, что могло бы быть 
причиной перемЪнъ въ отношенш ихъ мЪстъ, и кашя слЪдсшя должны 
были-бы иметь эти только внЪшшя изменешя, каковы были-бы ихъ 
цели и по какимъ признакамъ они мзгли бы быть хотя бы только 
узнаны? На все эти вопросы можно о т в е т и т ь разумно только въ 
т о м ъ случай, если признать, что простыя субстанцш, именно т е , 
которыя не совершенны, т . е. могутъ вместить большее количество 
силъ, чемъ въ нихъ есть, по этому самому имеютъ способность къ 
и з м е н е н ^ при взаимодействш, и если разсматривать ихъ 
м е с т а только какъ так1я ихъ определешя, которыя заключа-
ютъ основаше, почему именно, владея данной мерой силъ въ дан-
номъ промежутке времени, о н е вызываютъ одна въ другой именно 
это , а не большее или меньшее изменеше. Только при этомъ пред-
положенш, столь ясномъ и очевидномъ даже для о б ы к н о в е н н а я 
ч е л о в е ч е с к а я ума, и исчезаешь всякое противореч1-е въ ученш о 
вселенной; нужно только подняться выше некоторыхъ почти уста-
релыхъ школьныхъ мнешй для признашя того, что все находится 
в ъ полномъ согласш. 

§ 51. 

1. Первое изъ э т и х ъ ш к о л ь н ы х ъ м н е н 1 й, отъ которыхъ 
мы должны отказаться , есть придуманная прежними физиками 
м е р т в а я или просто н е д е я т е л ь н а я м а т е р 1 я , простыя части 
которой, если таковыя существуютъ, все равны между собою, вечно 
неизменны и не имеютъ никакихъ собственныхъ силъ, кроме р а з в е 
т а к ъ называемой с и л ы и н е р ц 1 и. Что всегда д е й с т в и -
т е л ь н о , то должно и д е й с т в о в а т ь , а следовательно, имеетъ 
с и л ы для действ1я. Субстанц1я же о г р а н и ч е н н а я , и поэтому 
переменная, не можетъ, конечно, иметь никакой силы, которая по 
самой своей природе не допускала-бы изменешя въ своемъ действш и, 
следовательно, въ особенности, не можетъ владеть творческой силой 
и должна иметь только с и л ы и з м е н е н 1 я , которыя могутъ быть 
или и м м а н е н т н ы м и , к а к ъ сила о щ у щ е н 1 я , или п е р е х о д я -
щ и м и , какъ сила движешя. 

Какъ-бы т а м ъ ни было, для того, чтобы научиться постепенно 
съ достаточной точностью судить о результатахъ, которыя произой-
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дутъ о т ъ извЪстнаго соединешя многихъ тЪлъ, да будетъ намъ дозво-
лено теперь и после представлять себе разсматриваемый случай сна-
чала значительно более простымъ и предположить, вместо безконечнаго 
множества силъ, которыя здесь дЪйствуютъ на самомъ деле , присут-
ств1е только нЪкоторыхъ, немногихъ силъ, и даже вообще разсмат-
ривать так1я т е л а и ихъ свойства, которыя въ действительности 
вовсе не существуютъ, съ целью определить, что о н е могутъ про-
извести. Но, не обсудивъ надлежащимъ образомъ предмета, мы не 
въ п р а в е предполагать, что результаты, получаемые въ этомъ во-
ображаемомъ случае, согласуются, до известной степени, съ т е м и , 
которые получатся въ действительности. Невнимаше къ этой пре-
досторожности, какъ мы впоследствш увидимъ, было причиною раз-
личныхъ знаменитыхъ парадоксовъ. 

§ 52. 

2. Другой школьный предразсудокъ состоитъ въ томъ, что 
н и к а к о е п р е д п о л о ж е н 1 е н е п о с р е д с т в е н н а г о д е й-
с т в 1 я о д н о й с у б с т а н ц 1 и н а д р у г у ю н е д о п у с т и м о в ъ 
н а у к е . Верно только то, что мы никогда не въ праве предпола-
гать безъ предварительнаго доказательства , что известное действ1е 
совершается непосредственно. Верно также , что прекратилась-бы 
всякая научная работа, если бы мы стали объяснять каждое наблю-
даемое нами явлеше т е м ъ только, что говорили-бь;, что оно возни-
каетъ непосредственно. Однако, очевидно, что мы заходимъ слиш-
комъ далеко и впадаемъ въ новую, т а к ж е очень вредную ошибку , 
когда считаемъ каждое действ!е одной субстанцш на другую не 
н е п о с р е д с т в е н н ы м ъ , даже не допуская нигде непосредствен-
наго действ1я. Въ самомъ деле , какимъ-же образомъ могло бы 
произойти посредственное действ1е, если бы совсемъ не было бы 
непосредственнаго действ1я? Т а к ъ к а к ъ это достаточно ясно, т о 
мы и не станемъ останавливаться на этомъ дальше. Мы ограни-
чимся только т е м ъ , что выразимъ удивлеше, какъ могъ такой 
велиюй и осторожный мыслитель, к а к ъ Л е й б н и ц ъ , пр1йти к ъ 
неудачной г и п о т е з е п р е д у с т а н о в л е н н о й г а р м о н 1 и, ко-
торая испортила всю его прекрасную систему космологш. И э т о 
только потому, что онъ не зналъ никакого с р е д с т в а , которое 
давало бы простымъ субстанщямъ возможность взаимодейств1я. 
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§ 53. 

3. С ъ этимъ предразсудкомъ тЪснЪйшимъ образомъ связанъ, и 
э т и м ъ самымъ уже опровергается, т о т ъ еще болЪе давнш предраз-
судокъ, что невозможно никакое (именно никакое непосредственное) 
дЪйств1е одной субстанцш на другую, находящуюся отъ нея в ъ 
н Ъ к о т о р о м ъ р а з с т о я н 1 и . Въ самомъ рЪзкомъ противорЪчш 
съ этимъ представлешемъ, я утверждаю наоборотъ, что каж-
дое дЪйств1е одной (находящейся въ пространств^, следовательно, 
ограниченной) субстанцш на другую есть асПо т сЛз^апз уже по 
той очень простой причинЪ, что двЪ различныя субстанцш въ каж-
дое мгновеше занимаютъ также два различныхъ мЪста и, следова-
тельно, должны находиться на нЪкоторомъ р а з с т о я н 1 и одна о т ъ 
другой. Я говорилъ уже выше о кажущемся противорЪчш между 
э т и м ъ утверждешемъ и тЪмъ, что пространство наполнено не-
прерывно. 

§ 54. 

4. Это наше утверждеше противорЪчитъ, конечно, и другому 
предразсудку школъ новЪйшаго времени, который усматриваетъ 
п р о н и к н о в е н 1 е одной субстанцш въ другую именно въ каж-
домъ химическомъ соединенш. Я безусловно отрицаю всякую воз-
можность такого проникновешя, потому что, на сколько ' я вижу, 
уже въ самомъ п о н я т 1 и п р о с т о г о м Ь с т а (точки) заключается 
то, что оно есть мЪсто, гдЪ можетъ находиться только о д н а (про-
стая) субстанщя. ГдЪ находятся два атома, т а м ъ и два мЪста. Изъ 
многократно уже повтореннаго нашего о п р е д " Ь л е н 1 я простран-
ства вытекаетъ т а к ж е непосредственно, что только величина разсто-
яшя двухъ дЪйствующихъ другъ на друга атомовъ опредЪляетъ 
в е л и ч и н у измЪнешя, которое они вызываютъ другъ въ другЪ въ 
течеше нЪкотораго даннаго промежутка времени. 

Если бы двЪ или больше субстанцш хотя-бы самое короткое 
время могли находиться въ одномъ и томъ-же мЪст1э, то оказалось 
бы абсолютно невозможнымъ определить величину ихъ взаимодЪй-
ств1я въ это время; даже если бы это было только одно мгновеше, 
невозможно было бы определить ихъ состояше въ это мгновеше. 

§ 55. 

5. Но со временъ Э е з С а г 1 е з ' а возникъ еще новый пред-
разсудокъ въ школахъ . Считая (съ очень похвальнымъ намЪреш-
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емъ), что невозможно оценить достаточно высоко различ1е между 
субстанфями м ы с л я щ и м и и н е м ы с л я щ и м и ( д у х о м ъ и м а -
т е р 1 е й, к а к ъ онъ ихъ назвалъ) , онъ пришелъ къ поразительному 
для человЪческаго ума, даже немыслимому, утверждешю, что не толь-
ко нельзя считать духовное существо п р о т я ж е н н ы м ъ, т . е. со-
стоящимъ изъ частей, но что даже невозможно разсматривать его, 
какъ какое бы то ни было существо, находящееся въ пространстве, 
т . е. заполняющее своимъ п р и с у т с ш е м ъ хотя бы одну т о ч к у 
пространства. Т а к ъ какъ позднее К а н т ъ з ашелъ т а к ъ далеко, 
что объявилъ пространство (такъ же, к а к ъ и время) только парою 
формъ нашей чувственности, которымъ не с о о т в е т с т в у е м никакой 
предметъ самъ по себе; далее , т а к ъ к а к ъ онъ противоставляетъ 
другъ другу д в а м 1 р а, д у х о в н ы й и ч у в с т в е н н ы й , то 
нельзя и удивляться, если предразсудокъ, что духовныя существа 
не занимаютъ места въ пространстве , укоренился т а к ъ глубоко, 
по крайней м е р е , въ Германш и если онъ держится въ нашихъ шко-
л а х ъ до сегодняшняго дня. Относительно основанш, при помощи 
которыхъ, какъ я думаю, я опровергъ э т о т ъ предразсудокъ, я дол-
женъ указать на друпя мои сочинешя, а именно на \ \ Ч 5 5 е п -
з с Ь а Й з Ы е Ь г е и на А 1 Ь а п а 5 1 а . Каждый долженъ будетъ при-
знать то, по крайней м е р е , что установленный мною взглядъ, по 
которому все созданныя субстанцш, на общемъ основанш, должны 
находиться к а к ъ во времени, т а к ъ и въ пространстве , и все раз-
лич1е въ ихъ силахъ составляетъ только различ1е степени, и м е е т ъ 
уже преимущество простоты передъ всеми другими, до сихъ поръ 
известными взглядами. 

§ 56. 

6. Такой взглядъ устраняетъ т а к ж е и большой парадоксъ, ко-
торый до сихъ поръ всегда усматривали въ с в я з и м е ж д у д у -
х о в н ы м и и м а т е р 1 а л ь н ы м и субстанщями. Какъ можетъ 
действовать матер1я на духъ и — о б р а т н о — д у х ъ на матер1ю, если 
они столь разнородны, —это считалось тайной, неподдающейся изслЪ-
довашю для насъ, людей. Изъ вышеприведенныхъ взглядовъ, однако, 
следуетъ, что э т о взаимодЪйств!е должно быть, по крайней м е р е , 
отчасти непосредственнымъ, а следовательно, не можетъ заклю-
чать въ себе ничего тайнаго и сокровеннаго для насъ; этимъ, 
однако, мы отнюдь не х о т е л и сказать , чтобы не было очень многого 
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достойнаго познашя и изследовашя въ той части э т и х ъ воздЪй-
ствш, которыя вызываются при посредстве чего либо и особенно 
п р и п о с р е д с т в е о р г а н и з м о в ъ . 

§ 57. 

7. Если въ древности представляли себе с у б с т а н ц 1 и б е з ъ 
с и л ъ , то въ новейшее время, наоборотъ, стремились создать вселен-
ную изъ однехъ с и л ъ , б е з ъ с у б с т а н ц 1 й . То обстоятельство, 
мто каждая субстанщя проявляеть свое существоваше не иначе, 
к а к ъ при помощи своихъ действ1й, следовательно, при помощи 
с и л ъ , вызвало, безъ сомнешя, ошибочное определеше понят1я суб-
станцш, какъ совокупности о д н е х ъ силъ. Грубый чувственный 
образъ , на который указываетъ этимолопя словъ : с у б с т а н ц 1 я , 
с у б с т р а т ^ ъ , с у б ъ е к т ъ , н о с и т е л ь и т. п., казалось, давалъ 
ясное доказательство того, что господствующее вообще учеше, по 
которому для существовашя субстанцш нужно н е ч т о особенное, 
чему эти силы принадлежатъ, какъ его с в о й с т в а , представляетъ 
простой обманъ чувствъ, потому что здесь, конечно, н е т ъ никакой 
надобности въ н о с и т е л е , въ о с н о в е , въ собственномъ значенш 
этого слова. Но разве мы должны оставаться при этомъ чувствен-
номъ истолкованш? Любое нечто, даже простое п о н я т 1 е о 
н и ч т о , мы должны ведь разсматривать, какъ предметъ, который 
и м е е т ъ не одно только свойство, а целую совокупность безконечно 
многихъ свойствъ. Мыслимъ-ли мы на этомъ основанш любое не -
что, к а к ъ носителя въ собственномъ значенш этого слова? Конечно, 
н е т ъ ! Но если мы будемъ мыслить нечто, определяя его какъ нечто 
д е й с т в и т е л ь н о е , не являющееся качествомъ другого действи-
т е л ь н а я , то оно будетъ заключаться въ понятш с у б с т а н ц 1 и , 
согласно съ правильнымъ определешемъ этого слова. Кроме одной 
несотворенной субстанцш, т а к и х ъ сотворенныхъ субстанщй суще-
ствуетъ множество. Мы называемъ силами, въ общепринятомъ зна-
ченш этого слова, все т е свойства э г и х ъ субстанцШ, которыя мы 
должны считать ближайшей (т. е. непосредственной) причиной 
какого либо явлешя внутри или вне производящей его субстанцш. 
Сила , которая не являлась-бы свойствомъ какой либо субстанцш, 
должна быть названа не просто силой, а самостоятельной с у б -
с т а н ц 1 е й, т а к ъ какъ она, въ качестве причины, была-бы чемъ-
то действительнымъ и при томъ действительнымъ, н е находящем-
ся ни въ какомъ другомъ действительномъ. 
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§ 58. 

Что ни одна с т у п е н ь б ы т 1 я не является ни н а и в ы с ш е й , 
ни н а и н и з ш е й въ творенш Бога; далее, что на каждой 
ступени, какъ-бы ни была она высока, во всякое, хотя-бы самое 
раннее время существовали творешя, которыя, благодаря своему бы-
строму развит1ю, достигли уже этой ступени; что на каждой, даже 
самой низшей ступени и во всякое, даже самое позднее время бу-
дутъ существовать творешя, которыя, несмотря на постоянное дви-
жеше впередъ, только теперь достигаютъ этой ступени ,—все эти 
парадоксы не нуждаются ни въ какомъ дальнЪйшемъ объясненш по-
сле всего того, что мы говорили по поводу подобныхъ вопросовъ 
(§ 38 и сл^д.) относительно времени и пространства. 

§ 59. 

Однако, еще более странно звучитъ следующШ п а р а д о к с ы 
«Несмотря на то, что в с е б е з к о н е ч н о е п р о с т р а н с т в о в с е -
л е н н о й везде и во все времена наполнено субстанщями т а к и м ъ 
«образомъ, что ни одна точка ни на одно мгновеше не остается 
«безъ находящейся въ ней субстанцш, а также ни одна точка не 
«содержитъ двухъ или многихъ субстанцш,—несмотря на это, су-
«ществуетъ безконечное множество различныхъ с т е п е н е й п л о т -
« н о с т и , присущихъ субстаншямъ, наполняющимъ различныя части 
«пространства въ различныя времена ,—такъ что одно и то же ко-
«личество субстанщй, наполняющее въ это мгновеше, н а п р и м е р ъ . 
« э т о т ъ кубическш футъ, въ другое время можетъ занимать въ мил-
«Л10ны разъ большее пространство, или быть сжатымъ въ простран-
«ство, въ тысячу разъ меньшее, и при томъ такъ , что при расши-
«ренш ни одна точка въ большемъ пространстве не останется пу-
«стой, а при сжатш ни одна точка меньшаго пространства не бу-
«детъ заключать двухъ или больше атомовъ». 

Я знаю очень хорошо, что это мое утверждеше въ г л а з а х ъ 
большинства физиковъ представляетъ до сихъ поръ несообразность. 
Въ самомъ д е л е , т а к ъ к а к ъ они утверждаютъ невозможность со-
гласовашя ф а к т а н е о д и н а к о в о й п л о т н о с т и т е л ъ с ъ пред-
положешемъ непрерывно наполненнаго пространства, то они разсма-
т р и в а ю т ъ некоторый родъ п о р и с т о с т и , какъ общее свойство 
в с е х ъ т е л ъ , даже и т е х ъ у которыхъ (какъ у газовъ и у эфира) 
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на э т о не указываетъ никакое наблюдете . Въ Э Т И Х Ъ - Т О п о р а х ъ , 
изъ которыхъ ббльнпя считаются наполненными газами, значитъ , 
собственно, только въ никогда не видЪнныхъ порахъ жидкостей, фи-
зики предполагаютъ до сихъ поръ т а к ъ называемое уасиит йгзрег-
Ш и т , т. е. извЪстныя пустыя пространства въ такомъ множеств^ 
и такого протяжешя, что едва ли биллюнная часть пространства, на-
полненнаго только эфиромъ, заключаетъ въ себЪ настоящую мате-
рию. ТЪмъ не менЪе я надЪюсь, что для всЪхъ, кто настоящимъ 
образомъ взвЪсилъ сказанное въ § 20 и сл-Ьд., будетъ достаточно 
ясно, что нЪтъ ничего невозможнаго въ томъ, чтобы то же самое 
(безконечное) множество атомовъ занимало то большее, то меньшее, 
пространство безъ того, чтобы, въ первомъ случай, хотя-бы одна 
точка осталась не занятой и чтобы, во второмъ, хотя-бы одна точка 
заключала въ себЪ два атома. 

§ 60. 
ПослЪ этого врядъ-ли покажется страннымъ уже давно уста-

новленное въ древней метафизик^ , въ учеши с1е пехи созтио, ут-
верждеше, что каждая субстанщя въ м1р-Ь находится въ непрерыв-
номъ общенш съ каждой другой, при томъ такимъ образомъ, что 
измЪнеше, которое одна изъ нихъ вызываетъ въ другой, ^дЪлается 
гЪмъ меньше, чЪмъ больше разстояше между ними, и что о б щ 1 й 
р е з у л ь т а т ъ в л 1 я н 1 я в с 1> х ъ с у б с т а н ц 1 й н а к а ж д у ю въ 
отдельности представляетъ то измЪнеше, которое (если не прини-
мать во внимаше случай, когда происходитъ непосредственное 
воздЪйств1е Бога) происходитъ по известному з а к о н у н е п р е -
р ы в н о с т и , т а к ъ какъ уклонеше о т ъ этого послЪдняго требуетъ 
такой силы, которая должна быть б е з к о н е ч н о б о л ь ш о й по 
сравненш съ непрерывной силой. 

§ 61. 
Несмотря на легкость, съ которой изъ простыхъ понят1й вы-

водится учеше о г о с п о д с т в у ю щ и х ъ с у б с т а н ц и я х ъ , уста-
новленное уже въ первомъ изданш А1Ьапа51а (1829) , въ этомъ 
учеши найдутся, однако, также парадоксы; поэтому является необхо-
димымъ упомянуть здЬсь о нихъ въ нЪсколькихъ словахъ. 

А именно: я исхожу (/. с.) и зъ мысли, что, т а к ъ какъ между 
двумя субстанц1ями во вселенной во всякое время, какъ известно, 
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должна существовать некоторая разница конечной величины, то во 
всякое время существуютъ субстанцш, силы которыхъ возрасли уже 
настолько, что о н е прюбрЪтаютъ некоторое превосходство надъ 
всеми, лежащими вокругъ нихъ субстанщями, хотя-бы въ сколь 
угодно малой окрестности. — Было бы ошибкой, и притомъ ошибкой 
набрасывающей на это предположеше подозрЪше во внутреннемъ 
противорЪчш, вообразить, что такая господствующая субстанщя долж-
на обладать силами, безконечно превосходящими силы п о д ч и н е н -
н ы х ъ субстанщй. Но это ни въ какомъ случай не верно. Въ са-
момъ д е л е , допустимъ что въ пространств^ конечной величины, на-
примеръ , въ ш а р е (положимъ, въ его центре) , находится субстанщя, 
силы которой превосходятъ силы каждой изъ простыхъ субстанцш 
въ конечное число разъ; напримеръ , пусть каждая изъ прочихъ суб-
станцш будетъ вдвое слабее ея. Конечно, невозможно сомневаться 
въ томъ, что совокупное действ1е э т и х ъ безконечно многихъ, бо-
л е е слабыхъ субстанцш, въ случае, когда о н е о б ъ е д и н я ю т с я 
въ своей деятельности ( к а к ъ это, напримеръ, бываетъ при ихъ 
стремленш приблизиться къ некоторому центральному т е л у , — о 
чемъ мы будемъ вскоре говорить), превзойдетъ въ безконечное число 
разъ действ1е более сильной субстанцш. Однако, могутъ и должны 
быть и друпе случаи, когда эти силы не направлены къ одной и 
той-же цели. А именно, если обратить теперь внимаше только 
на то действ1е, которое оказываетъ каждая изъ субстанцш, находя-
щихся въ пространстве, на всякую другую, и на то, которое она 
взаимно испытываетъ ,—то следуетъ сказать, что обыкновенно это 
взаимодействее окажется более сильнымъ у сильнейшей субстанцш 
именно въ отношенш, соответствующемъ ея силе. Въ нашемъ при-
м е р е , следовательно, та субстанц!я, которую мы предполагаемъ, по 
крайней м е р е , вдвое более сильной, ч е м ъ каждую изъ соседнихъ, 
будетъ действовать на каждую изъ нихъ, по крайней м е р е , вдвое 
сильнее , ч е м ъ т е на нее. Это именно мы и имеемъ въ виду, когда 
говоримъ что она г о с п о д с т в у е т ъ надъ другими. 

§ 62 . 

Намъ могутъ, однако, возразить, что если это верно, то не 
только въ некоторыхъ пространствахъ, а въ каждомъ, даже сколь 
угодно маломъ пространстве , даже въ любой совокупности атомовъ 
долженъ находиться господствующ^ атомъ, т а к ъ какъ въ каждой 
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совокупности многихъ атомовъ долженъ быть, какъ самый сильный, 
т а к ъ и самый слабый. Я надеюсь, однако, что никто изъ моихъ чи-
тателей не нуждается въ указанш, что только для конечныхъ мно-
жествъ это должно быть всегда верно; т амъ же, где имеется без-
конечное множество, для каждаго члена можетъ существовать боль-
шш (или менышй), несмотря на то, что ни одинъ изъ нихъ не 
превосходить (или не меньше) некоторой конечной величины. 

§ 63. 
Эти г о с п о д с т в у ю щ 1 я субстанцш, уже по самому понят1ю 

о нихъ, являются въ каждомъ конечномъ пространстве только въ 
конечномъ количестве, при чемъ каждая изъ нихъ окружена боль-
шей или меньшей оболочкой подчиненныхъ субстанщй. Соединив-
шись въ группы конечной величины, эти господствующ1я субстанцш 
и образуютъ то, что мы называемъ разнообразными, встречающи-
мися въ М1ре т е л а м и (газообразными, капельножидкими, твердыми, 
органическими и т. д.). Въ противоположность имъ, я называю э ф и -
р о м ъ всю остальную м1ровую матерш, которая, не имея особен-
ныхъ атомовъ, наполняетъ все остальное пространство и соединя-
е т е следовательно, все т е л а вселенной. Здесь не место излагать, 
какъ некоторыя явлешя, до сихъ поръ лишь несовершенно объя-
сненныя или вовсе не нашедипя себе объяснешя, объясняются съ ве-
личайшей легкостью на основанш этого предположешя (если угодно 
смотреть на него, только к а к ъ на предположеше). Сообразно съ це-
лью этой работы, я долженъ себе позволить лишь несколько ука-
зашй, которыя выясняютъ кажущ1яся противореч1я. 

Если все созданныя субстанцш различаются между собсю только 
с т е п е н ь ю своихъ силъ; если поэтому для каждой изъ нихъ нуж-
но допустить некоторую, хотя-бы самую малую степень ч у в с т в о -
в а н 1 я и если все о н е вл1яютъ одна на другую,—то н е т ъ ничего 
понятнее , ч е м ъ то, что для каждыхъ двухъ какихъ-бы то ни было 
субстанцш, а т е м ъ более для двухъ особенныхъ субстанцш, не вся-
кое разстояше я в л я е т с я о д и н а к о в о п р 1 я т н ы м ъ (одинаково 
полезнымъ для нихъ) , т а к ъ к а к ъ отъ величины разстоянш зависитъ и 
сила вл1ян1я, которое оне оказываютъ, а также и сила того вл1яшя, 
которому о н е подвержены. Если разстояше, въ которомъ о н е нахо-
дятся, больше, ч е м ъ это является пр1ятнымъ для одной изъ суб-
станцш, то въ ней проявится стремлеше сократить это разстояше, 
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т. е. проявится т а к ъ называемое п р и т я ж е н 1 е , въ противополож-
номъ-же случай проявится о т т а л к и в а н 1 е. Ни то, ни другое не 
должны мы представлять себе непременно взаимнымъ; и еще менее 
должны мы думать, что действ1е сопровождается всегда действитель-
нымъ перемещежемъ; но мы можемъ принять, какъ достоверное, то, 
что для каждыхъ двухъ субстанцш во вселенной существуетъ раз-
стояше, достаточно большое для того, чтобы для него и для всехъ 
ббльшихъ разстояшй имело место взаимное притяжеше, и что точно 
также существуетъ разстояше, достаточно малое для того, чтобы 
для него и для в с е х ъ меньшихъ разстояшй имело место взаимное 
отталкиваше. Но какъ-бы сильно съ течешемъ времени ни изме-
нялась величина э т и х ъ двухъ разстояшй, которыя составляютъ гра-
ницы притяжешя и отталкивашя двухъ субстанцш, не только вслед-
ств1е свойствъ э т и х ъ субстанцш, но т а к ж е и вследств1е свойствъ 
смежныхъ съ ними субстанщй, лежащихъ въ ихъ окрестности ,—оста-
ется безспорнымъ то, что вл1яше, которое оказываютъ две суб-
станцш одна на другую, при условш сходства прочихъ обстоя-
тельствъ, должно уменьшаться съ увеличешемъ разстояшя между 
ними, хотя бы уже по той причине, что множество т е х ъ субстан-
цш, которыя могли-бы находиться въ равномъ разстоянш и претен-
довать на одинаковое действ1е, увеличивается, какъ квадратъ раз-
стояшя. Далее , т а к ъ какъ перевесь , который имеетъ каждая осо-
бенная субстанщя надъ каждой подчиненной, достигаетъ всегда 
только конечной величины, между т е м ъ какъ количество послед-
нихъ субстанцШ превосходитъ въ каждомъ пространстве коли-
чество первыхъ въ безконечное число разъ, то понятно, что сила 
притяжешя, которую оказываютъ все субстанцш, находящ1яся въ 
данномъ пространстве , на одинъ атомъ, вне лежащЫ, когда его 
разстояше достигло достаточной величины, будетъ приблизительно 
такая -же , какая проявлялась бы, когда пространство не заключало-бы 
никакихъ особенныхъ субстанцш, а только . содержало-бы то же са-
мое множество простыхъ атомовъ. Если связать это съ предыду-
щ и м и то получится важное заключеше, что м е ж д у в с е м и т е -
л а м и , р а з с т о я н 1 я к о т о р ы х ъ д р у г ъ о т ъ д р у г а и м е ю т ъ 
д о с т а т о ч н у ю в е л и ч и н у , с у щ е с т в у е т ъ с и л а п р и т я ж е -
н 1 я, н а х о д я щ а я с я в ъ п р я м о м ъ о т н о ш е н 1 и к ъ с у м м е 
и х ъ м а с с ъ (т. е. м н о ж е с т в у и х ъ а т о м о в ъ ) , и о б р а т -
н о м ъ к ъ к в а д р а т у и х ъ р а з с т о я н 1 я . Ни одинъ ф и з и к ъ и 
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ни одинъ астрономъ, не отрицаетъ въ наше время, что э т о т ъ з а -
конъ наблюдается во всей вселенной, но, повидимому, до сихъ поръ 
рЪдко обращали внимаше на то, какъ трудно онъ согласуется съ 
обыкновеннымъ взглядомъ на свойства элементарныхъ частей раз-
личныхъ тЪлъ. Если бы дЪло обстояло т а к ъ , какъ его себе обыкно-
венно представляли, т. е. т акъ , что тЪ 55 и болЪе п р о с т ы х ъ 
т Ъ л ъ , съ которыми познакомились наши химики на землЪ, обра-
зуютъ массу всЪхъ встречающихся здЪсь тЪлъ при чемъ каждое 
изъ нихъ представляетъ лишь совокупность атомовъ одного или 
другого, или нЪсколькихъ изъ э т и х ъ простыхъ тЪлъ (такъ что, на-
примЪръ, золото—просто совокупность однихъ атомовъ золота, сЪ-
ра—совокупность однихъ атомовъ сЪры и т. д.), —если бы это было 
т а к ъ , то пусть кто можетъ объяснитъ мнЪ, какимъ образомъ ве-
щества столь различныя по своимъ силамъ, а именно по степени 
своего притяжешя, несмотря на это, п о в Ъ с у другъ другу вообще 
равны, т. е. что ихъ вЪса относятся, какъ ихъ массы. Справедли-
вость же послЪдняго утверждешя доказывается непосредственно из-
вЪстнымъ опытомъ, что шары изъ любого вещества, если только они 
будутъ равны по вЪсу, сталкиваясь другъ съ другомъ, обнаружива-
ютъ при удар-Ь т а ю я - ж е свойства, к а к ъ тЪла одинаковой массы, 
т а к ъ что, напримЪръ, при одинаковой скорости (насколько устра-
нено дЪйств1е упругости или насколько оно принято въ разсчетъ) 
они приводятъ другъ друга въ состояше покоя. Если-же мы предполо-
жимъ , что всЪ тЪла состоятъ собственно только изъ безконечнаго 
количества эфира , въ которомъ находится совершенно исчезающее 
в ъ сравненш съ этимъ множествомъ число особенныхъ атомовъ, 
силы которыхъ превосходятъ только въ конечное число разъ силы 
атома эфира, то станетъ понятнымъ, что сила притяжешя, кото" 
рую испытываютъ эти тЪла о т ъ всего земнаго шара, не можетъ 
быть ни въ какомъ случай заметно повышена малымъ числомъ 
особенныхъ атомовъ и что, следовательно, вЪсъ ихъ долженъ быть 
пропорцюналенъ лишь всей ихъ массЪ. Однако, и теперь найдется 
не мало физиковъ, разсматривающихъ тепловую м а т е р ш (т. е. соб-
ственно, то самое вещество, которое я отождествляю съ эфиромъ) , 
к а к ъ жидкость, которая находится во всЬхъ тЪлахъ и никогда не 
можетъ быть вполнЪ удалена изъ нихъ. Следовательно, если-бы они 
не составили себЪ, къ несчастью, представлешя, что эта тепловая 
матер1я н е в е с о м а , и если-бы они возвысились до взгляда, что 
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множество атомовъ, находящихся въ каждомъ отдЪльномъ т е л е 
в м е с т е съ теплотой, въ сравненш съ последней, является количе-
ствомъ исчезающимъ (а к а к ъ близки они были къ этой мысли, 
представляя себе иногда атомы отделенными другъ о т ъ друга раз -
стояшями, безконечно большими по сравнешю съ ихъ д1аметрами), 
то имъ вскоре стало-бы совершенно ясно, что эта ихъ теплота и 
есть то, что опредЪляетъ в е с ь всехъ т е л ъ . 

§ 64. 

Легко понять, что господство особенной субстанцш надъ бли-
жайшею областью состоитъ, если не въ чемъ-либо другомъ, то, по-
крайней мере , въ известномъ более сильномъ притяженш сосед-
нихъ атомовъ, вследств1е чего эти последше сближаются другъ съ 
другомъ и съ этой субстанц|'ей плотнее, чемъ это имело бы место-
безъ такого п р и т я ж е ш я ; по этой причине они имеютъ стремлеше-
при удобномъ случае удалиться опять, какъ отъ этого центра при-
т я ж е ш я , т а к ъ и другъ о т ъ друга, т . е. стремлеше о т т а л к и -
в а т ь с я . На это указываютъ мнопе опыты, для объяснешя кото-
рыхъ, однако, совершенно напрасно предполагали существоваше 
п е р в о н а ч а л ь н о й силы взаимнаго отталкивашя частицъ эфира . 

§ 65. 
Изъ этого обстоятельства вытекаетъ легкое доказательство-

того предложешя, которое я установилъ уже въ А ( Ь а п а з 1 а, что 
н и о д н а о с о б е н н а я с у б с т а н ц 1 я н е и с п ы т ы в а е т ъ в ъ 
с в о е й о б о л о ч к е т а к о г о и з м е н е н 1 я , при которомъ она не 
удерживала-бы известной, хотя бы самой малой части своей бли-
жайшей окрестности. Конечно, никто не подумаетъ, что неко-
торая особенная субстанщя а лишится ближайшихъ къ ней эфир-
ныхъ атомовъ, если ни одна изъ в с е х ъ окружающихъ ее со-
седнихъ особенныхъ субстанщй Ь, с, А, е— не изменяетъ сво-
его разстояшя о т ъ а. Можно было бы ожидать этого лишь въ 
т о м ъ случае, если бы некоторые изъ нихъ, или все удалились. Од-
нако, если даже это случится, то только часть частицъ эфира , 
окружающихъ а , последуетъ за удаляющимися субстанщями Ъ, с, 
с1, е . . . ; другая-же часть ихъ, а именно часть т е х ъ , которыя на-
ходятся ближе всего къ я , должна всегда оставаться, хотя мы 
не только признаемъ, но даже утверждаемъ, какъ необходимое, что 
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эта часть займетъ большее пространство. Смотря по обстоятель-
с т в а м и эфирныя частицы могутъ притекать даже изъ извЪстныхъ 
отдаленныхъ областей и проникать въ т Ь места, которыя напол-
нены эфиромъ, сравнительно более разрЬженнымъ, вслЪдств1е слиш-
комъ большихъ разстоянш, на которыя раздвинулись субстанцш 
а, Ь, с, А, с... Но нЪтъ никакого основашя къ тему, чтобы э т о т ъ 
эфиръ , притекающш издалека, сталъ отталкивать эфиръ, окружаю-
Щ1Й субстанщю л , и занимать его место. Притекающш э ф и р ъ , 
вместо того, чтобы вытеснить эфиръ , окружающш субстанщю а , 
долженъ только препятствовать его дальнейшему расширешю и 
сжимать его до т е х ъ поръ, пока плотность его не уравновЪситъ 
притягательныхъ силъ всехъ о к р у ж а ю щ и х ъ атомовъ. 

§ 66. 

ВслЪдъ за этимъ могутъ быть разрешены некоторые прежше 
вопросы; ответы на нихъ могли-бы показаться парадоксальными, 
если-бы они не нашли себе объяснешя въ предыдущемъ. Къ этому 
роду вопросовъ относится вопросъ о границахъ т е л а : где, соб-
ственно, кончается одно т е л о и начинается другое? Подъ г р а н и -
ц е й т е л а я разумею совокупность т е х ъ с а м ы х ъ к р а й н и х ъ 
атомовъ эфира, которые еще п р и н а д л е ж а т ь телу , т. е. т а к и х ъ 
атомовъ, которые сильнее притягиваются особенными его атомами, 
ч е м ъ другими, находящимися по близости, господствующими ато-
мами, т а к ъ что, при измененш положешя т е л а относительно окру-
жающей среды (напримеръ, удаленш о т ъ нея), внешшя частицы 
эфира , составляющ1я его границу, у д а л я т с я в м е с т е съ нимъ, если 
и не съ той-же скоростью, то все же т а к ъ , что не наступить ни 
разделешя, ни вторжешя постороннихъ атомовъ. Если мы примемъ 
это определеше понят1'я о границе, то окажется тотчасъ-же, что 
граница т е л а представляетъ нечто очень изменчивое. Она изме-
няется даже почти постоянно, какъ только произойдетъ какое-
нибудь изменеше въ самомъ т е л е или въ соседнихъ т е л а х ъ . По-
нятно, что в с е подобныя изменешя могутъ произвести много изме-
кешй, какъ въ силе, т а к ъ и въ направленна притяжешя, которое 
испытываютъ не только подчиненные, но и господствующ1е атомы. 
Т а к ъ напримеръ мнопя частицы этого пера, которыя еще незадолго 
передъ этимъ сильнее притягивались его массой, ч е м ъ окружаю-
щ н м ъ воздухомъ, и потому составляли его часть, теперь притяги-
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ваются сильнее моими пальцами, чемъ массой пера, и потому от-
рываются о т ъ него .—Более точное разсуждеше показываетъ, что 
нЪкоторыя тЪла на известныхъ мЪстахъ не имеютъ вовсе атомовъ 
границы, т . е. т а к и х ъ атомовъ, которые были-бы самыми к р а й -
н и м и среди атомовъ, еще принадлежащихъ къ телу и слЪдующихъ 
за нимъ при измЪнеши его положешя. Въ самомъ д е л е , всяюй разъ , 
когда одно изъ двухъ сосЪднихъ т ^ л ъ и м е е т ъ въ опредЪленномъ 
м е с т е самый крайшй в м е с т е съ нимъ перемещающшся атомъ, т о 
другое т е л о , по этому самому, уже не будетъ иметь подобнаго край-
н я я атома, т а к ъ к а к ъ все атомы, находящ!еся за этимъ крайнимъ, 
уже составляютъ принадлежность другого тела . 

§ 67. 

Такимъ-же образомъ получается отвЪтъ на вопросъ, нахо-
дятся-ли т е л а въ непосредственномъ с о п р и к о с н о в е н 1 и другъ 
съ другомъ или отделены нЪкоторымъ промежуткомъ, и когда имЪ-
е т ъ место то или другое. Если я позволю себе предложить опре-
делеше (которое м н е кажется самымъ ц е л е с о о б р а з н ы м ^ — ч т о два 
тЪла соприкасаются другъ съ другомъ, если самые крайше атомы, 
которые принадлежатъ одному изъ нихъ, на основанш объяснешя 
въ предыдущемъ параграфе . составляютъ непрерывное протяжеше 
съ некоторыми атомами другого, то, конечно, невозможно будетъ от-
рицать что существуетъ много тЪлъ, соприкасающихся между со-
бою не только тогда, когда одно изъ нихъ или оба жидюя, но и 
тогда, когда они твердыя,— если только сначала сильнымъ сжат^емъ 
или другимъ какимъ-либо способомъ будетъ удаленъ воздухъ, при-
легающей къ нимъ въ обыкновенномъ ихъ состоянии на земле. Если 
два т е л а не касаются другъ друга, то промежутокъ между ними 
долженъ быть наполненъ какимъ-нибудь другимъ тЪломъ или, по 
крайней м е р е , эфиромъ, потому что совершенно пустого простран-
ства не бываетъ. Поэтому можно утверждать, что каждое т е л о на-
ходится со всЪхъ сторонъ въ соприкосновенш съ некоторыми дру-
гими телами или, въ случае отсутств1я т е л ъ , съ чистымъ эфиромъ. 

§ 68. 

Что касается различныхъ видовъ происходящихъ во вселенной 
движешй, то, въ виду того обстоятельства, что (по нашему воззре -
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н1ю) никакая часть пространства не бываетъ пустой, можно было 
•бы думать, что возможно только такое д в и ж е т е , при которомъ 
вся одновременно движущаяся масса образуетъ цельное замкну-
т о е протяжеше, где каждая часть всей массы занимаегь только т е 
места , которыя непосредственно передъ тЪмъ занимала другая часть 
массы. Но кто помнитъ то, что было сказано въ § 59 о различ-
ныхъ степеняхъ плотности, присущихъ субстанщямъ, наполняющимъ 
пространство, т о т ъ пойметъ, что могутъ и должны существовать 
е щ е мнопя друпя движешя. Особенно одно движеше,— к о л е б а -
т е л ь н о е , должно встречаться почти всегда не только у в с е х ъ 
з ф и р н ы х ъ атомовъ, но также почти у всехъ особенныхъ атомовъ 
по причине, которая столь очевидна, что я и не стану приводить 
е я . После колебательнаго, наиболее часто встречающимся и очень 
обыкновеннымъ должно быть в р а щ а т е л ь н о е движеше, особенно 
у т в е р д ы х ъ тЪлъ. Какъ следуетъ представлять себе это движе-
ше и какъ при допущенш матер1альной оси вращешя (что, по на-
шему мнЪшю, всегда должно быть) следуетъ объяснять то обстоя-
тельство, что тЪ-же самые атомы, которые теперь находятся по ту 
е я сторону, черезъ полъ оборота, не отделившись, окажутся на 
противоположной ея стороне ,— все это можетъ ввести въ затруд-
неше только того, кто забываетъ, что въ континууме, также, к а к ъ 
п в н е его, каждый атомъ находится въ известномъ разстбянш о т ъ 
другого и, следовательно, можетъ обращаться около него, не отры-
ваясь и не заставляя его поворачиваться; это последнее, т. е. вра-
щеше вокругъ самого себя для простаго протяжешя представляло 
•бы нечто, содержащее противореч1е. 

§ 69. 
Не желая утверждать, чтобы хотя [одинъ господствующ^ или 

подчиненный атомъ во вселенной въ какое-либо время описывалъ 
совершенную прямую лишю или совершенную окружность круга (что 
представляетъ крайне малую, безконечно малую вероятность при 
безконечномъ множестве нарушешй, которыя испытываетъ каждый 
а т о м ъ о т ъ действ1я в с е х ъ остальныхъ а т о м о в ъ ) , — т е м ъ не менее, 
мы не имеемъ права считать, что подобныя движешя невозможны 
сами по себе. Мы можемъ, однако, утверждать, что движеше по л о -
м а н о й л и н 1 и, напримеръ , только тогда можетъ осуществиться, 
когда скорость атома къ концу части аЬ постепенно т а к ъ умень-
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шится, что въ т о ч к е Ь сделается нулемъ. Если д в и ж е т е послЪ-
этого не должно быть прервано конечнымъ промежуткомъ покоя, то-
в ъ каждое мгновеше, следующее за прибытёемъ въ 1>, должна ока -
заться опять некоторая (возрастающая о т ъ нуля) скорость. 

Не т а к ъ обстоитъ дело съ некоторыми другими лишями, какъ , 
напримеръ , съ логариемическсй спиралью. Независимо отъ всехъ-
внЪшнихъ нарушенш, противоречивымъ представляется уже то, что 
а т о м ъ описываетъ въ конечное время хотя-бы ту ветвь этой л и н ш , 
которая, начинаясь въ какой-нибудь ея точке , направляется къ-
центру. Еще несообразнее требовать, чтобы атомъ, описывающш 
эту ветвь , достигъ, наконецъ, центра спирали. Чтобы доказать э т о 
только для того случая, когда атомъ описываетъ свой путь равно-
мерно, вообразимъ себе сначала, что онъ движется одинъ. Въ т а -
комъ случае , сейчасъ-же оказывается, что его д в и ж е т е по спирали 
можно разсматривать, какъ составленное изъ двухъ движешй: од-
ного равномернаго по лучу въ направленш къ центру, и другого у г -
лового вращешя вокругъ этого центра; скорость этого вращешя, 
возрастая равномерно, должна сделаться больше всякой конечной 
величины, к а к ъ скоро атомъ подсйдетъ .къ центру сколь угодна 
близко. Конечно, н е т ъ такой силы въ природе, которая могла-бь» 
сообщить ему эту скорость; т е м ъ более н е т ъ такой силы, которая 
бы могла сообщить целой массе атомовъ, простирающихся въ про-
странстве т р е х ъ измерение, такую скорость, какая нужна для того, 
чтобы разсматриваемый атомъ могъ въ конечное время п р о б е ж а т ь 
безконечное множество сборотовъ спирали до центра. Но если бы 
а т о м ъ даже имелъ такую скорость, то возможно-ли было бы с к а з а т ь 
о немъ, что онъ достигнетъ центра? Я, по крайней м е р е , не думаю 
этого . Въ самомъ деле , хотя можно сказать, что э т о т ъ ц е н т р ъ 
составляютъ континуумъ съ точками спирали (которыя, безспорно, 
принадлежать ей), потому что среди нихъ найдется соседняя съ цен-
т р о м ъ на каждомъ, сколь угодно маломъ, р а з с т о я н ш , — т е м ъ не ме-
нее , этому линейному протяжешю недостаетъ еще второго свойства,, 
необходимого для того, чтобы оно могло быть описано д в и ж е ш -
емъ атома, а именно, чтобы оно имело одно или несколько опре-
деленныхъ направленш въ каждой своей точке . Этого, какъ из-
вестно , н е т ъ въ центре. 

Сюда относится, наконецъ, еще одинъ любопытный во-
п р о с ы возможно-ли при нашихъ воззренёяхъ на безконечность-

http://rcin.org.pl



117 

•вселенной ^ д в и ж е т е целой вселенной въ опредЪленномъ направ-
/ 

леши или вращательное д в и ж е т е ея вокругъ лпровой оси или 
м1роваго центра? Мы отвЪтимъ на это, что следуетъ признать 
невозможнымъ какъ одно, т а к ъ и другое д в и ж е т е не потому, что 
невозможно найти для каждаго атома место, которое онъ могъ бы 
занять , но нужно признать эти движешя невозможными потому, что 
не существуетъ причинъ (силъ), которыя могли-бы вызвать подобное 
.движете . Въ самомъ деле, нельзя придумать причины, которая сдЪ-
лала-бы возможнымъ этого рода движешя—ни ф и з и ч е с к о й при-
-чины, или распорядка, который являлся-бы просто необходимымъ 
•(т. е. представлялъ-бы только слЪдств1е чисто теоретическихъ 
истинъ, касающихся понятш), ни н р а в с т в е н н о й причины, или 
распорядка, который являлся-бы только у с л о в н о необходимымъ 
(т. е. такой распорядокъ, который мы встрЪчаемъ въ м1ре только 
потому, что Богъ осуществляетъ всякое собыпе, направленное ко 
•благу его творенш) . 

§ 70. 
Заключимъ эти разсуждешя двумя парадоксами, которые сде-

лались особенно знаменитыми благодаря Э й л е р у . Уже Б о с к о -
в и ч ъ (Во5со\У1сЬ) обратилъ внимаше на то обстоятельство, что 
п а одинъ и т о т ъ - ж е вопросъ, а именно, какъ движется а т о м ъ а , 
если онъ притягивается силой, находящейся въ с въ обратномъ от -
ношенш къ квадрату разстояшя, получаются различные о т в е т ы . 
Различ1е это зависитъ о т ъ того, разсматриваютъ-ли э т о т ъ случай, 
к а к ъ такой, въ который постепенно переходить эллиптическое дви-
•жеше, когда скорость вержешя убываетъ до нуля, или же, когда, 
независимо о т ъ этой фикцш, разсматриваютъ вопросъ самъ по 
•себе. Если-бы атомъ а, вследств|'е вержешя или по другой какой-
нибудь причине, въ начале своего движешя получилъ боковую ско-
рость , перпендикулярную къ ас, то (отвлекаясь о т ъ всякаго сопро-
тивлешя среды) онъ долженъ былъ-бы описать эллипсъ, фокусъ ко-
тораго находится въ с. Если эта боковая скорость уменьшается 
безконечно, то и меньшая ось этого эллипса тоже уменьшается без-
конечно. Отсюда Э й л е р ъ и вывелъ заключеше, что въ случае , 
когда атомъ не имеетъ никакой скорости въ т о ч к е а, должно на-
ступить колебаше его между точками а и с\ при этомъ онъ пола-
таетъ , что только это движеше и есть то, въ которое переходйтъ 
эллиптическое д в и ж е т е безъ нарушешя закона непрерывности. На-
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противъ того, друие, особенно Б у с с е (Виззе), находили несооб-
разнымъ, чтобы атомъ, скорость котораго въ направлены ас при 
приближенш къ т о ч к е с должна возрастать безконечно, останавли-
вался зд^сь безъ всякой видимой причины (присутств!е, напримеръ,. 
постояннаго и непроницаемаго атома, которое-бы составляло пре-
лятств1е къ прохождешю черезъ это место, не предполагалось вовсе) 
и устремлялся бы въ противоположномъ направлены. Они утверж-
дали поэтому, что онъ долженъ, напротивъ того, продолжать свое 
д в и ж е т е въ направлены ас за точку с но уже съ убывающей ско-
ростью, пока не достигнетъ конца отрезка сЬ = са, з атемъ , подоб-
нымъ же образомъ, онъ долженъ вернуться отъ Ь опять къ л, и 
т а к ъ далее , безъ конца. По моему мнеше, ссылка Э й л е р а на з а -

I и конъ непрерывности здесь еще ничего не разрешаетъ . Въ са -
момъ д е л е , явлеше, о которомъ здесь спорятъ, будетъ-л» 
колебаше атома происходить внутри границъ а и Ь или вну-
три а и с,—одинаково мало находится въ противоречии съ-

с т е м ъ родомъ непрерывности, который действительно, какъ э т о 
можно доказать , управляетъ изменениями вселенной (возрасташ-
емъ и убывашемъ силъ отдельныхъ субстанцш). Однако же, впа-

. даютъ въ противореч1е съ этимъ закономъ самымъ непозво-
лительнымъ образомъ уже вследств1е того, что предполагают!» 

здесь силу, а именно силу притяжешя, возрастающую безконечно. 
Нельзя поэтому удивляться, если изъ противоречивыхъ посылокъ 
вытекаютъ противоречивыя заключешя. Отсюда, однако, видно, что 
« е только Эйлеръ, но и Буссе неправильно отвечаютъ на вопросъ, 
т а к ъ какъ они предполагаютъ нечто такое, что само по себе не-
возможно, а именно безконечно большую скорость въ точке с. Если 
исправить эту ошибку, если предположить, следовательно, что ско-
рость, съ которой движется атомъ, изменяется по такому закону , 
при которомъ она остается постоянно конечной; если принять, на-
конецъ, въ соображеше, что невозможно говорить о движенЫ от -
д е л ь н а я атома, не предположивши среды, въ которой онъ движется, 
и б о л ь ш а я или м е н ь ш а я количества атомовъ, движущихся в м е с т е 
с ъ нимъ, то получится совершенно иной результатъ, подробнымъ 
описашемъ котораго намъ н е т ъ надобности здесь заниматься. 

Второй парадоксъ, который мы изложимъ здесь лишь въ не-
многихъ словахъ, касается д в и ж е н 1 я м а я т н и к а и состоитъ в ъ 
томъ , что половина времени качашя простого маятника, длина ко-
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т о р а г о = г , на протяжен!и безконечно малой дуги по вычислешю ока-

зывается, какъ известно, равной между тЪмъ какъ время 

падешя по хорде этой дуги, которую по длине считали обыкновенно 

равною дуге, оказывается равнымъ То обстоятельство, что 

Э й л е р ъ виделъ въ этомъ парадоксъ, основывается единственно на 
его неправильномъ представленш о б е з к о н е ч н о м а л о м ъ , кото-
рое онъ себе представлялъ равнозначнымъ нулю. На самомъ-же де -
л е не можетъ быть безконечно малыхъ дугъ, т а к ж е какъ и хордъ; 
а то, что утверждаютъ математики о своихъ т а к ъ называемыхъ без-
конечно малыхъ дугахъ и хордахъ, было ими доказано, собственно, 
только для дугъ и хордъ, которыя могутъ быть взяты сколько 
угодно малыми. Вышеприведенныя два равенства, если понять ихъ 
правильно, не могутъ иметь никакого другого значешя, кроме сле-
дующего: половина времени качашя маятника подходитъ сколь угодно 

близко къ величине если взять дугу, по которой происхо-

дитъ качаше, сколь угодно малой; время-же падешя по хорде этой 
дуги подходитъ сколь угодно близко, при т е х ъ - ж е обстоятельствахъ, 

к ъ величине Что эти две величины различны, что, сле-

довательно, дуга и ея хорда, какъ-бы о н е ни были малы, различны 

въ отношенш упомянутаго времени падешя ,—въ этомъ столь-же 

мало страннаго, к а к ъ и во многихъ другихъ различ1яхъ между ними, 

исчезновешя которыхъ, пока дуга и ея хорда существуютъ, никто и 

не станетъ ожидать. Примеромъ подобнаго различ1я можетъ слу-

ж и т ь то, что дуга сохраняетъ всегда кривизну, а именно такую, ве-

личину которой мы можемъ измерить посредствомъ ^ , между т Ь м ъ 

к а к ъ хорда всегда остается прямой, т . е. не и м е е т ъ никакой кри-
визны. 
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подъ редакщей и съ примЪчажями приватъ-доцента 

С. О. Ш А Т У Н О В С К А Г О 

Книга по содержащемуся въ ней матер1алу соотвЪтствуетъ университет-
скому курсу теоретической механики и представляетъ собой сокращен-
ную переработку обширнаго трехтомнаго трактата П. АППЕЛЯ по те-

оретической механик^. 

I выпускъ ( г л а в ы I - V I I I ) в ы н д е т ъ въ началЪ 1юня 1911 г . 

С О Д Е Р Ж А Н 1 Е : 

Часть первая. Предварительный понятая: 
1. Векторы. И. Кинематика. III. Принципы механики: масса, сила, 

работа. 
Часть вторая. Статика: 

IV. РавновЬае точки; равнов-Ьае системы. V. РавновЪае твердаго 
гЬла. VI. Деформирующ'тся системы. 

Часть третья. Динамика: 
VII. Динамика точки. VIII. Моменты инерц'ш. IX. Динамика системъ. 

X. Движете твердаго гЬла. XI. Треже. XII. Ударъ. XIII. Принципъ воз-
можныхъ работъ. XIV. Принципъ Даламбера. Уравнешя Лагранжа. 
XV. Ударъ. Теорема Карно. XVI. Притяжеше. Потенщалъ. XVII. Равно-
в-Ьае и внутреннее движете совершенной жидкости. XVIII. Движете со-
вершенныхъ жидкостей. Гидродинамика. 

Упражнен1я. 
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К Н И Г О И З Д А Т Е Л Ь С Т В О „ М А Т Е З И С Ъ". 

БИБЛЮТЕКА КЛАССИКОВЪ ТОЧНАГО ЗНАН1Я 
Библютека содержитъ только так1я классичесмя творежя великихъ 

мыслителей въ области Математики и Естествознашя, которыя читаются 
безъ большого напряжешя и не требуютъ особенной подготовки со сто-
роны читателя. Редакторы снабжаютъ каждый переподъ прим-Ьчаж'ями и 
разъяснениями т е х ъ мЬстъ, понимаше которыхъ представляется сколько 
нибудь затруднительнымъ. Научная комисая < Ма1Ье515» въ своемъ выборе 
книгъ для библютеки классиковъ стремится дать возможность молодому 
поколЪн'ио черпать доступныя для него знашя изъ первоисточниковъ. 

Въ настоящее время вышли въ свЪтъ слЪдующ1е выпуски: 
I. Р. ДЕДЕКИНДЪ. Непрерывность и иррацюнальныя 

числа. Пер. СЪ Н-Ьм. прив.-доц. С. О. Шатунов, каик 40 стр. 8°. Изд. 2-е. Ц. 40 к. 
Идеи, развитыя въ этомъ замечагельномъ труде, составляютъ въ 

настоящее время основу всего Высшаго анализа. Къ книге приложена 
статья переводчика: Доказательство существоважя трансцендентныхъ 
чиселъ (по Сап1ог'у). 

II. АРХИМЕДЪ. Послаже къ Эратосеену о н1>которыхъ 
теоремахъ механики Пер. съ нем. лодъ ред. «Вестника Оп. Физики 
и Элем. Математики». Съ предисл. прив.-доц. II. Ю. Тимченко. XV27 стр. 
8е. Ц. 40 к. (См. каталогъ: I. Гейбергъ. Новое сочинеше Архимеда). 

Сочинеше содержитъ въ себе общ1е методы, какими пользовался 
Архимедъ при нахождеши площадей, объемовъ и центровъ тяжести; эти 
методы свидетельствую™, что великш греческш геометръ былъ весьма 
близокъ къ идеямъ современная интегральнаго исчислешя. 

III. РУДЮ Ф., профессоръ. Квадратура круга. Истор1я квадра-
туры круга съ древнЬйшихъ временъ до нашихъ дней. Съ приложешемъ 
четырехъ статей Архимеда, Гюйгенса, Лагранжа и Ламберта объ изме-
рены круга. Перев. подъ ред. прив.-доц. С. Н. Вершитейна. VIII+156 стр. 
8". Ц. 1 р. 20 к. 

После того, какъ задача о квадратуре круга была совершенно ис-
черпана доказательствомъ трансцендтности числа г., профессоръ Рудю 
счелъ нужнымъ обратить внимаше на тЬ древнейопя работы, которымъ 
задача о квадратуре круга обязана своимъ развилемъ. 

IV. Б. БОЛЬЦАНО. Парадоксы безконечнаго, изданные по 
посмертной рукописи автора <)/>. Ф/>. Пржтонскимь Переводъ съ немец-
к а я подъ ред. проф. И. В. С.ншннскаю. VIII-}-! 19 стр. 8°. Ц. 80 к. 

Въ этой работе Больцано устанавливаем основныя понят'1я, ле-
жащ1я въ основе Анализа, каковы понят1я о сходимости рядовъ, о вер-
хней и нижней границахъ числовыхъ комплексовъ, объ однозначномъ 
соответствш и т. д., являясь такимъ образомъ прямымъ предшествен-
никомъ Коши, Вейерштрасса и Кантора въ постановке и рЬшеши основ-
ныхъ вопросовъ Анализа. 

П е ч а т а ю т с я и г о т о в я т с я к ь п е ч а т и : 
V. I. ЛАГРАНЖЪ. Прибавлешя къ «Элементамъ Алге-

бры» Эйлера. Неопределенный анализъ. Переводъ съ француз-
скаго подъ редакщей приватъ-децента С. О. Шашуновскаю. 

Въ этихъ прибавлен]*яхъ впервые дано полное рЬшеше неопреде-
леннаго квадратнаго уравнения съ двумя неизвестными въ самомъ об-
щемъ виде. По изяществу и глубине методовъ эта книга несомненно 
представляетъ собой одинъ изъ перловъ среди творенш великаго геометра. 

VI. ЕВКЛИДЪ. Первыя шесть книгъ «Началъ». Переводъ 
проф. Л. М. Синцова и пр.-доц. С. Н. Берничиейна. 
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М А Т Е З И С Ъ Книге издательство научныхъ и попу» 
лярнс-научныхъ ссчин-зжй изъ области 

физико-математическихъ наукъ. 

Одесса, Новосельская бб. 

Вышли въ св^тъ сл"Ьдующ1я издатя: 

АРРЕШУСЪ, СВ. проф. Физика неба*). Перев. съ нем. подъ ред. прив.-
доц. Л. Р. Орбинскаю. V I I I 2 5 0 стр. 8". 66 черн. и 2 цв"Ьтн. рис. в ъ 
текстЪ. Черная и спектр, таблицы 1905. Издаже распродано. 

Научность содержажя, ясность и простота изложежя и превосходный 
переводъ соперничаетъ другъ съ другомъ. Русская Мыслл. 

Д БРАГАМЪ Г. проф. Сборникъ элвментарныхъ опытовъ по физике*) . 
** Перев. съ франц. подъ ред. проф. Б. П. Вейнберга. 

Часть I: ХУ1+272 стр. 8°. Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. Ц. Р. 1. 50 к. 
Систематически составленный сводъ наиболее удачныхъ, типичныхъ и 
п о у ч и т е л ь н ы х ъ о п ы т о в ъ . Вгъстникь и Библиотека Самообразоват#. 

Часть И: 434+ЬХХУ стр. 8°. Свыше 400 рис. 2-е изд. 1910. Ц. Р. 2. 75 к. 
Мы надеемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой ка-
ждой физической лабораторж въ Россш. Русская Мысль. 

уСПЪХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Внешним Опытной Фи-
» эики и Элементарной Математики". 

Вып. I. *) У1Н+148 стр. 8°. Съ 41 рис. и 2 табл. Изд. уе 1910. Ц. 75 к. 
Вып. II. 1У+204 стр. съ 50 рис. 1911. Ц. Р. 1. 20 к 

АУЭРБАХЪ, Ф. проф. Царица лира и ея тень *). Общедоступное изло-
жеже основанж учежя объ энергш и энтропш. Пер. съ нем. 
У111+50 стр. 8*. 5-е издате. 1911. Ц. 40 к. 

Следуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересн. Ж. М. Н. Пр. 

ЦЬЮКОМЪ, С. проф. Астрономия для в с е х ъ *). Перев. съ англ. подъ 
П ред. прив.-доц. А. Р. Орбинскаю. ХХ+288 стр. 8°. Съ портретомъ 

автора, 64 рис. и 1 табл. 1905. 2-е издате. Ц. Р. 1. 50 к. 
И вполне научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга... 
переведена и издана очень хорошо. Вгъстникь Воспитатя. 

ВЕБЕРЪ, Г. и ВЕЛЬШТЕИНЪ, 1. проф. Энциклопед1я элементарной 
алгебры *). Т. 1. Перев. съ нем. подъ ред. и съ примеч. црив. доц. 

В. Ф. Кагана. Х Х ^ + б б б с т р . 8". С ъ 3 8 чер . 1907. 2-е издате. Ц. Р . 4. 
Вы все время видите передъ собой мастера своего дела, который съ лю-
бовью показываетъ велиюя творежя человеческой мысли, известны» 
ему до тончайшихъ подробностей. Педагогические Сборника-

ПЕДЕКИНДЪ, Р. проф. Непрерывность и иррашональныя числа. (Би-
блгопгека классиковъ). Пер . с ъ н е м . с ъ п р и м е ч . п р и в . - д о ц . С. О. Шлтунов-
скаго; съ присоединежемъ его статьи: Доказательство существовашя 
трансцендентныхъ чиселъ. 2-е издате. 40 стр. 8°. 1909. Ц 40 к. 

Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по содержа-
ж ю т р у д ъ . . . Русская Школа. 

ПЕРРИ, ДЖ. проф. Вращающжся волчокъ *). Публичная лекщя. Пер. 
съ англ. УШ-И6 стр. 8°. Съ 63 рис. 2-е издате 1908. Ц. 60 к. 

Книжка, вооч1ю показывающая, какъ люди истиннаго знажя, не цеховой 
только науки, умеютъ распоряжаться научнымъ матер1аломъ при его 
п о п у л я р и з а ц ш . Русская Школа. С. Ш о хорь -Троцк I й. 

ВИХЕРТЪ, Э. проф. В в е д е т е въ геодез!Ю *). Перев. съ немецк. 80 
с т р . 16°. С ъ 14 р и с у н к . 1907. Печатается 2-е издаше. Ц. 35 к. 

Излагаетъ основы низшей геодезш, имея въ виду пользоваже ею въ 

*) Издатя, от.юъченпыя зепздочкой, Учен. Ком. Мин. Нар. Пр. признаны 
заслуживающими внимания при пополнении учении. библютекъ средн., учебн. завед. 
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ш к о л е въ качеств^ п р а к т и ч е с к а я пособ'т... Изложеже очень сжато, но 
ПОЛНО и последовательно. Вопросы Физики. 

[ П Е Й Д Ъ , К. Химичесте опыты для юношества. Перев. съ немецк. 
подъ ред. лаборанта Е. С. Ельчанинова. I V + 192 стран. 8°. С ъ 79 
рисунками. 1907. Ц. Р. 1. 20 к. 

Превосходная книга, какой намъ давно не хватало . Всюду въ книге со-
храняешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надеж-
ныхъ рукахъ. . . у ч и т ъ серьезной науке въ более легкой форме. 

2еИккг![1 /иг ЬеНппШе1ше$еп ипА рй^а^о^сЬе ЬШсгаЫг. 

[ПМИДЪ, Б. проф. Философская хрестоматш *). Перев. съ нЪмецк. 
*** Ю. А. Говаъева подъ ред. и съ пред. проф. Н. Н. Лани. У1П+172 

стр. 8 ' 1907. Ц. Р. 1 . — 
...Для человЬка, занятаго самообразовашемъ и немного знакомаго съ 
философ1ей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный 
м а т е р 1 а л ъ . Вопросы философы и психолоии. 

ТРОМГОЛЬТЪ, С. Игры со спичками. Задачи и развлечежя. Пер. съ 
* нем. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. 1907. Ц. 50 к. 

ВЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развит1е физики *). Пер. съ англ. подъ 
ред. проф. Б. П. Вейнберш и прив.-доц. А. Р. Орбинскаю. Съ прилож. 
речи А. Ба.пфура: Нъсколько мыслей о новой т е о р ж вещества. 
уН1+319 стран. 8°. С ъ 5 портрет , 6 таблиц, и 33 рис. Ц Р. 2. — 

Старается представить въ стройной и глубокой системе в с е явлежя фи-
зическаго опыта и рисуетъ читателю действительно захватывающую 
картину грандюзныхъ завоеваны человеческаго гежя. Современный Мгрь. 
уШИНСКШ, Н. проф. Лекц и по бактерюлогж. УШ+135 стр 8°. С ъ 34 
* черными и цветными рисунками. 1908. Ц. Р. 1. 50 к. 
ПИГИ, А. проф. Современная теор|'я физическихъ явленш *) (юны, 
^ электроны, радюактивность). Пер. съ 3 итальянск. издажя. УШ-(-146 

с т р 8°. С ъ 21 рис 1910. Второе издате. Ц. 90 к. 
Кннгу Риги можно смело рекомендовать образованному человеку, какъ 
лучшее имеющееся у насъ изложеже новейшихъ взглядовъ на обшир-
ную область физическихъ явлежй. Педагогические Сборники. 
1/Л0СС0ВСК1Й, А. проф. Физическая жизнь нашей планеты на осно-

ванш современныхъ в о з з р е н ш *). 46 стран. 8°. 2-е издаже, испр. 
и дополн. 1908. Ц. 40. к. 

Р е д к о можно в с т р е т и т ь изложеже, въ которомъ в ъ такой степени сое-
динялась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увлекатель-
ностью речи. Педагогнческгй Сборникъ. 
ПАКУРЪ, П. и АППЕЛЬ. Я. Историческая физика *). Перев. съ нем. 

" п о д ъ ред. „Вгьстн. Опытн. Физики и Элементарн. Матем.". Въ 2 - х ъ 
томахъ большого формата, 892 стр. С ъ 799 рис. и 6 отдельными 
цветными таблицами. 1908. Ц. Р. 7. 50 к. 

«Нельзя не приветствовать этого интереснаго издажя... Книга читается 
легко; содержитъ весьма удачно подобранный матер1алъ и обильно снаб-
жена хорошо выполненными рисунками. Переводъ никакихъ з а м е ч а ж й 
не вызываетъ». . . Ж. М. Н. Пр. 
ДРРЕЖУСЪ, Св. проф. Образоваше М1ровъ *). Пер. съ нем. подъ ред 

л проф. К. Д. Покровскаю. УШ+200 стр. 8°. С ъ 60 рис. 1908. Ц. Р. 1. 75 к. 
Книга чрезвычайно интересна и богата содержажемъ. Педагог. Сборн. 
1/АГАНЪ, В. прив.-доц Задача обосновашя геометрш въ современной 
Г* постановке. Речь , произнесенная при з а щ и т е диссертацш на степень 

магистра чистой математики. 35 стр. 8°. С ъ 11 чертеж. 1908. Ц 35 к. 
ЦИММЕРМАНЪ, В. проф. Объемъ шара, шарового сегмента и шарово-

го слоя. 34 стр. 16°. С ъ 6 черт. 1908. Ц. 25 к. 
Распространеже подобнаго рода элементарныхъ монографий среди уча-
щихся весьма желательно Русская Школа. 
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РИГИ, А. проф. Элентрическая природа матерж *) Вступительная лек-
щя. Переь. съ итальянскаго подъ ред. „Впстн. Опитн. Физ. л Элем. 
Матем.". 28 с т р . 8°. 2-е издате. 1911. Ц. 30 к-

Эта прекрасная речь обладаетъ всеми преимуществами многочисленныхъ 
популягныхъ сочиненж знаменитаго проф. Болоньскаго унив. Ж. М. Н. Пр. 
ПЕМАНЪ, 0. проф. Жидше кристаллы и теорж жизни. Пер. съ нем. 

П. В. Казанецкто. УП1+43 стр. 8. Съ 20 рис. 1908. Ц. 40 к. 
весьма кстати является краткая сводка главныхъ фактовъ, сделанная 

ЯРП<Ь Леманомъ. ПсдаюшчсскШ Сборникъ. 

ГЬИБЕРГЪ, I. проф. Новое сочинеше Архимеда *). Послаше Архимеда 
* къ Эратосеену о некоторыхъ вопросахъ механики. Перев. съ нем. 

подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. И. Ю. Тимченко. Х У + 2 7 стр. 8°. 
Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к. 

Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой дра-
гоценной научной находкой... Образование. 

ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. СнЪгь, иней, градъ, ледъ и ледники *)• 
1У+127 стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. 1909. Ц. Р. 1. 

«Ма1Ъе515» можетъ гордиться этимъ издажемъ. Ж. М. Н. Пр. 

К0ВАЛЕВСК1Й, Г. проф. В в е д е т е въ исчислеше безнонечно-малыхъ *). 
Перев. съ нЪмецк. подъ редакц. и съ прим. прив.-доц. С. О Шату-
новскаю. У1П+140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. Ц. Р. 1. 

Книга проф. Ковалевскаго, несомненно, прекрасное введеже въ высапй 
а н а л и з ъ . . . Русская Школа. 

ТОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добываше света *) Общедоступная 
лекщя для рабочихъ, прочит, на собранш Британск. Ассощажи 1906. 
Перев. съ англ УШ+88 стр 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к. 

Въ этой весьма интересно составленной речи собранъ богатый матегч-
алъ по вопросу добыважя света Ж. М. Н. Пр. 
рЛАБИ, А. проф. Резонансъ и затухаше электрическихъ волнъ Пер. 
** с ъ н е м . п о д ъ ред. „Вгьстн. Опыт Физ. и Элемент. Машем.". 4 1 с т р . 

8°. Съ 36 рис. Ц. 40 К. 
рНАЙДЕРЪ, К проф. Картина М1ра въ с в е т е современнаго естество-
** знашя. Пер. съ нем. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. У1П+193стр . 

8°. Съ 16 отдельными портретами. 1909. Ц Р. 1. 50 к. 
Книга касается интереснейшихъ вопросовъ о пригоде. Педат. Сборникъ. 

РАМЗАЙ, В. проф Благородные и рад1оактивныо газы. Пер. подъ ред. 
„Вгьстн. Он. Физ. и Элем. Мат.". 37 стр . 16*. С ъ 16 рис . 1909. Ц. 25 к . 

БРУНИ, К. проф. Твердые растворы *). Пер. съ итал. подъ ред. „Вгьстн. 
Он Физ. и Эл. Мат/'. 37 стр . 16°. 1909. Ц. 25 к. 

БОЛЛЪ, Р. С. проф. Века и приливы. Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц. 
А. Р. орбинскаю. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. Ц. 75 к. 

настоящее издаше «Ма1Ъе515» следуетъ приветствовать наравне съ 
прочими, какъ почтенный, заслуживающж распространен'^ и серьезнаго 
внимашя, вкладъ въ русскую науку. Русская Школа. 

СЛАБИ, А. проф. Бвзпроволочный телефонъ. Пер. съ нем. подъ ред-
„Вгьстн. Он. Физ. и Эл. Мат.". 28 стр . 8°. С ъ 23 рис. 1909 Ц. 30 к-

ПИНДЕМАНЪ, Ф. проф. Спектръ и форма атомовъ. Речь ректора Мюн" 
хенскаго университета. 23 стр. 16°. 2-е издаше. 1909. Ц. 15 к-

1/УТЮРА, Л. Алгебра логики. Перев. съ французскаго съ прнбавлежями 
П проф. И. Слегиинскаго. 1У+107+Х111 стр. 8°. 1909. Ц. 90 к. 
В Е Б Е Р Ъ Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ I., проф. Энциклопед1Я элементарной ге-

ометрш. Томъ II, книга I. Основашя геометрж Перев. съ нем. 
подъ ред. и съ примеч. прив.-доц, В. Ф. Кагана. XII4-362 стр. 8° 
Съ 144 черт, и 5 рис. 1909. Ц. Р. 3 
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1 

ПОРЕНЦЪ, Г. проф. Курсъ физики *). Перев. съ нЪмецк. подъ ред. проф. 
** Н. П. Кастерина. 

Т. I. УШ+343 стр. больш. 8°. Съ 236 рис. 1910. Ц. Р. 2. 75 к. 
Т. И. УШ+466 стр. больш. 8°. Съ 257 рис. 1910. Ц. Р. 3. 75 к. 

С ъ появлешемъ этого перевода русская литература обогатилась прево-
сходнымъ курсомъ физики. Ж. М. Н. Пр. 
рЕРНЕТЪ В. А. Объ единств^ вещества. 46 стр. 16°. Ц. 25 к. 

ОЕЕМАНЪ, П. проф. Происхождеше цвЪтовъ спектра. Съ прил. статьи 
В Ритца. „Линейные спектры и строеше атомовъ". 50 стр. 16°. Ц 30 к. 

ЦЬЮКОМЪ, С. проф. Теор1я движешя луны. (Истор1я и современное 
" состояже этого вопроса) 26 стр. 16°. Ц 20 к. 
1/Л0СС0ВСК1И, А. проф. Основы метеорологш *). ХУ1+527 стр. больш. 
п 8°. Съ 199 рис., 2 цвЪтн. и 3 черн. табл. 1910. Ц Р. 4. -
Честь и слава «Ма1Ье515» за издаше этой прекрасной книги, которою 
можетъ гордиться русская наука! Ж М II. Пр. 
1/ЭДЖ0РИ, Ф. проф. Истор1я элементарной математики (съ н-Ькоторы-
I* ми указашями для препод.» *). Перев. съ англ. подъ ред и съ 

примЪч. прив.-доц. II. Ю. Тимченко. VIII-}- 368 стр. 8°. Съ рис. 1910. 
Ц. Р. 2. 50 к. 

Книга читается съ большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы настоя-
тельно рекомендуемъ «Истор1ю элемент, мат.» Кэджори. Вгъст. Воспит. 

РА1У13АЙ, В. проф. Введете въ изучеше физической химж. Перев съ 
англ. подъ ред. проф. Я. Г. Ме.)н*с?аа.У1114-76 стр. 16°. 19Ю. Ц. 40 к-

РОУ, С. Геометричесшя упражнения съ кускомъ бумаги. Пер. съ англ. 
ХУ1-И73 стр. 16". Съ 87 рис. и чертежами. 1910. Ц. 90 'к . 

ТОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. Корпускулярная теор1я вещества. Переводъ 
съ англжск. I. Левимтова, подъ ред. „В)ъст. Он. Физ. и Эл. Мат." 
УШ+162 стр. 8°. Съ 29 рис. 1910. Ц Р. 1. 20 к. 

ГРАФФЪ, К. Комета Галлея *). Пер. съ нЪм. У1Н-1-71 стр. 16°. Съ 13 рис. 
и 2 отд. табл. Издаше второе исправл. и дополненное 1910. Ц. 30 к. 

Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое назначеше. Педаюг. Сборник». 

НИМФЮРЪ, Р. Воздухоплаваше *). Научныя основы и техническое разви-
т1е. Пер, съ нЪм. У111+161 стр 8°. Съ 52 рис. 1910. Ц 90 к. 

Галлеева Комета въ 1910 году. Общедоступное издаме. Содержаше: О все-
ленной—О кометахъ О комет-Ь Галлея. 32 стр. 8*. Съ 12 иллю-
стращями 1910. Ц. 12 к. 

КАЙЗЕРЪ, Г. проф. Развит1е современной спектроскопш *). Пер. съ 
н~Ьм. подъ ред. „Впст. Он. Физ. и Эл. Мат." 45 стр. 16". 1910. Ц 25 к. 

ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы *). Книга для юношества, 
объясняющая явлешя, которыя находятся въ противор-Ьчж съ повсе-
дневнымъ опытомъ. Пер, съ н1зм.УН1-Н93 стр. 8°.Съ 67 рис. Ц Р. 1.20 к 

ВЕБЕРЪ и ВЕЛЬШТЕЙНЪ, проф. Энциклопед1Я элементарной матема-
тики *). Т. 11, кн. 2 и 3. Тригонометр1я, аналитическая геометр1я » 
стереометр1я. Перев. съ н^мец. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. 
УП1+321 стр. 8°. Съ 109 рис. 1910. Ц Р. 2 50 к. 

р^АГАНЪ, В. прив.-доц. Что такое алгебра? *) 72 стр. 16е. Ц. 40 к. 

ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука и Методъ. Пер. съ франц. И. Врусиловскаго 
11 подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. У111+384 стр. 16°. 19Ю. Ц. Р. 1. 50 к. 

Л Ё Б Ъ , Ж проф. Динамика живого вещества. Пер. съ н-Ьм. подъ ред. проф. 
В. В. Завьялова. УШ + 352 сто. 8°. С ъ 64 рис. 1910. Ц. Р . 2. 5С «с. 
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ДДЛЕРЪ, А. Теор1я геометрическихъ построенж. Перев. съ нЬмецкаго 
* * подъ ред. прив.-доц. С. О. Шатуновскаю, XXIV-)-325 стр. 8°. Съ 177 

рис. 1910. Ц. Р. 2. 25 к. 
РОДДИ Ф. проф. Радш и его разгадка*). Пер.съ англ. подъ ред. лаборанта Но-
ъ ворос. универс. Д. Хмирова. VII +190 стр. 8°. Съ 31 рис. 1910. Ц Р. 1. 25 к. 

СМИТЪ, А. проф. В в е д е т е въ неорганическую хиш'ю. Пер. англ. подъ ред. 
проф. П. Г. Мелихова. XVI+ 840 стр. 8°. Съ 107 рис. 1911. Ц. Р. 3. 50 к. 

ВИНЕРЪ, 0. проф. 0 цветной фотограф и и родственныхъ ей есте-
стве нно-научныхъ вопросахъ *). Пер. съ нем. подъ ред. проф. И. II. 
Кастгрина. У1+69 стр. 8". Съ 3 цветн. табл. 1911. Ц 60 к. 

СОРЕЛЬ, Э. проф. Элементарная математика. Ч. I. Ариеметика и ал-
** гебра. Въ обработк! проф. П. Штсккеля. Пер. съ нЪм. подъ ред. 

прив.-доц. В. Ф. Кагана съ приложежемъ его статьи «О реформе 
преподаважи математики» ЕХ1У+434 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 3.— 

1/0ВАЛЕВСК1Й, Г. проф. Основы дифференц1альнаго и интегральнаго 
исчисленж. Перев. съ нем. подъ ред. прив.-доц. С. Шатуновскаю. 
У1Н+496 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 3 50 к. 

МАРКОВЪ, А. акад. Исчислеше конечныхъ разностей. Въ 2-хъ частяхъ. 
1 , 8 Изд. 2-ое. исправлен, и дополнен. У1П+271 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 2. 25 к. 

ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ М1ра 1. Инфра-м!ръ. 2. Супра-мфъ. 
Пер, съ англ. УИ1+119 стр. 8". Съ 1 рис. и 1 табл. 1911. Ц 80 к. 

СРАУНЪ. Ф. проф. 1У1ои работы по безпроволочной телеграфа и по 
электрооптике. Речь, произнесенная по случаю получежя Нобелев-
ской премш, съ дополн. автора. Пер. съ рукописи Л. Мандельштама 
и Н. Папалекси, со вступит, статьей переводчиковъ. Х1У+92 стр. 
16". Съ 25 рис. и портретомъ автора 1911. Ц. 70 к. 

ПУБЕРТЪ, Г. проф. Математичестя развлечешя и игры. Пер. съ нем. 
•Ш /. Левинтова, подъ ред., съ прим. и добавл. «8. Оп. Физ. и Эл. Мат » 

Х1У+358 стр. 16° Со многими таблицами. 1911. Ц. Р. 1 40 к. 

МАМЛОКЪ, Л. д-ръ. Стереохим1Я. Пер. съ нем. под. ред. проф."7/. /'. 
Мсликова. УП1+16-1 стр. 8°. Съ 58 фиг. 1911. Ц. Р. 1. 20 к. 

р у с с к а я математическая библтграф1я Вып I. Списокь сочинен1й по 
* чистой прикладной математике, напечатанныхъ въ Росс1и въ 1908 

г. Подъ редакфей проф Д. М. Отцова. 76 стр. 8". 1911. Ц. 60 к. 
ПЛАНКЪ, IV!. проф. Отношен1е новейшей физики къ механистическому 
" м1ровоззретю. Пер. съ нем. I. Левинтова, подъ ред. «В. Оп. Ф. и 

Эл. Мат.». 42 стр. 16°. 1911. Ц. 25 к. 
111Т0КЪ, А. проф. и ШТЕЛЛЕРЪ, прив -доц. Практическое руководство 
ш по количественному анализу. Пер. съ нем. лабор. Новор. Унив. 
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ТРЕЛЬСЪ ЛУНДЪ. Небо и м1ровоззреше въ круговороте временъ. 
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