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Sur l'ecoulement de Couette instationnaire d'un fluide de Huilgol 

RA YMONDE DROUOT (PARIS) 

ON CONSIDERE le modele introduit par HUILGOL pour representer les fluides incompressibles 
du deuxieme ordre. Ce modele est defini a partir de derivees objectives du tenseur gauche de 
Cauchy-Green et i1 ne presente pas le caract.ere instable des fluides du deuxie111e ordre classique 
decrit par CoLEMAN, DUFFIN-MIZEL pour l'ecoulement de glissement simple. On montre que 
la solution de l'ecoulement instationnaire d'un tel fluide occupant le domaine compris entre 
deux cylindres coaxiaux, lorsqu'un cylindre est brusquement mis en rotation uniforme, existe, 
qu'elle est reguliere et stable. Ces resultats completent les travaux de TING. 

Rozwai:a si~ model wprowadzony przez Huilgola dla opisu plyn6w nie8cisliwych drugiego 
rodzaju. Model ten jest okreSlony w oparciu o poj~e pochodnych obiektywnych lewego ten
sora Cauchy'ego-Greena i nie opisuje niestalej charakterystyki klasycmych plyn6w drugiego 
rodzaju, podanej przez CoLEMANA, DUFFINA i MIZELA dla ptzeplywu z prostym poslizgiem. 
Pokazano, Ze istnieje rozwi~nie niestacjonamego przeplywu takiego plynu w obszarze za
wartym mi~dzy dwoma cylindrami wsp61osiowymi, gdy jeden z cylindr6w jest raptownie wpra
wiony w r6wnomiemy ruch obrotowy, oraz Ze to rozwi~ie jest regula"rne i stabilne. Wyniki 
te uzupelniaj~ prace TINGA. 

06cym~aeTCJI MO~eJib BBe~eiDiaH r10HroJIEM ,IVlll OIIHca.HIDI HeC>KHMaeMbiX >K~I<OCTeH BTO
poro po~a. 3Ta MO~em. orrpe~eJieHa OIIHpaHCb Ha llOHJITHH 06"bei<THBHbiX npOH3BO~IX Jie
BOrO TeHaopa KoiiiH-rpHHa H oHa He onHCbi.BaeT HenocroJIIDioif xapai<TepHCTHI<H I<JiaccW~eCI<HX 
)f{H~OCTeif BToporo po~a, npuBe~eiDIOH KoJIEMAHoM, ,[(A.w»HHOM u MuaEJIEM ~JI Te'leHHJI 
c npoCTbiM CI<Om.)f(eHHeM. Iloi<aamo, 'ITO c~eCTBYeT pemeHHe HeCTal.lHOHapHoro Te'leHHH 
TaKOH ~OCTH B OOJI8CTH co~ep)f(aBmeHCJI Me~ ~BYMJI COOCHbiMH l.UIJIHII.QPaMH, I<Or~a 
0~ H3 ll;~pOB BHeaamiO npHBO~CJI B paBHOMepHOe Bp~aTeJIJ>HOe ~BH)f(eHHe, a Tal<)f(e, 
'ITO 3TO pemeHHe perynHpHo H cra6HJILHO. 3TH peaym.TaTbi nonoJIH.moT pa6oTbi THHrA. 

Introduction 

DANS cet article, nous reprenons le modele propose par HUILGOL [1] pour un fluide in
compressible du deuxieme ordre. HUILGOL a montre que les equations du mouvement 
de ces fluides, pour les ecoulements de glissements simple et de PoiseuHle non stationnaires, 
entraient dans le cadre des travaux de TING [2]. TING obtenait des solutions tres regulieres, 
stables au sens de COLEMAN, DuFFIN et MIZEL [3], pour ces ecoulements, en adoptant 
la loi de comportement des fluides du deuxieme ordre classique, avec l'hypothese suivante, 
rejetee actuellement : le coefficient du deuxieme tenseur de Rivlin-Ericksen est positif. 
Les fluides representes par le modele de HUILGOL ne presentent pas en particulier l'insta
bilite decrite par CoLEMAN-DUFFIN-MIZEL [3] pour les fluides du deuxieme ordre classique. 
Cette etude a pour but, d'une part de preciser la loi de comportement en introduisant 
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886 RAYMONDE DROUOT 

d'une autre fa~n le tenseur B2 de HUILGOL, et d'autre part de completer les resultats 
de TING en considerant l'ecoulement de Couette instationnaire pour le fluide HUILGOL. 

On montrera dans ce cas !'existence, l'unicite, la regularite de la solution pour des condi
tions initiates et aux limites moins regulieres que celles envisagees par TING. 

1. Definition do Ouide de Huilgol-mtfodoction do tenseur Bc2>(t) 

La loi proposee par HUILGOL s'apparente a celle des fluides du deuxieme ordre classique 
dont l'expression est la suivante : 

(1.1) S+pi = rJoAco+JtAtl)+yA<2> 

oilS designe le tenseur des contraintes, A(l> et A<2> sont les premiers et deuxiemes tenseurs 
de Rivlin-EriCksen, fJo, Jl et y sont des constailtes ; rJo etant suppose positif et y negatif. 
En effet cette loi a pour expression: 

(1.2) S+pi = rJoAc1)+JtAtt>+"'B<2> 

dans laquelle Bc2> est un nouveau tenseur, fJo, # et "' sont des constantes verifiant la condi
tion essentielle fJo et"' positives. Le tenseur B2 est une derivee seconde objective du tenseur 
gauche de Cauchy-Green, soit: 

B,( 1:) = F,( 1:) F,T ( 1:) 

oil F,( 1:) designe le gradient de deformation relative. La derivation par rapport a 1: n'etant 
pas objective, on introduit le tenstmr 

(1.3) B,( 7:) = p: ( 7:)B,( 7:)P,( 7:) 

oil P,( 1:) est un tenseur qui depend de t et 1: tel que P,(t) = I (I tenseur unite). De plus, 
on supposera que Iors d'un changement de referentiel P,('r) se transforme de la fa~n 
suivante: 

P~(1:) = Q(t")P,(7:)QT(t); 

B, represente le transporte de B, dans un repere de reference lie a l'instant t, repere in
dependant de 1:. Les derivees par rapport a 1: de li,( 1:) sont alors objectives et Ies tenseurs 
definis par: 

(1.4) ( -1)"d"ii,~T)J sont objectifs. 
d1: T=t 

On obtient alors pour expression des deux premieres derivees: 

(1.5) - dii,( 7:) 1 = - A<l)' 
d7: =t 

(1.6) 

oil 

P,(t) = dP,( t) J , 
d1: T=t 

L = dF,(1:) J . 
d1: T=t 
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SUR L'ECOULEMENT DE CoUETTE INSTATIONNAIRE D'UN FLUID£ DE HUILGOL 887 

L designe le tenseur gradient des vitesses. En particulier si I' on choisit pour P,( r) R,( r), 
R,( T) designant le tenseur de rotation, ces derivees donnent les tenseurs de Rivlin-Ericksen 
ou des combinaisons de ces derniers. 

Dans l'article de HUILGOL [1] P,(r) designe une transformation orthogonale ou non 
qui fait passer d'une base definie a ]'instant r a une base definie a l'instant t. Si P,( T) est 
orthogonal on retrouve les formules donnees par Huilgol (2.17) et (2.18). 

A(l> = -B(l>• (1.7) 

(1.8) B< 2> = A<;>+2LLT -2LTL+2Acl)P,-2P,A<t>· 

L'exemple qui va suivre permettra d'expliciter les quantites .P, et B<2 >. 

2. Ecoulement de Couette non stationnaire 

Equations du mouvement. Formulation du probleme 

On utilisera par la suite les coordonnees r, 0, z, e, e1h ez etant les vecteurs unitaires 
de la base naturelle et on supposera le tthamp des vitesses de la forme : 

(2.1) V= rw(r, t)e6. 

L'equation de continuite est immediatement verifiee. Le~ matrices qui representent 
les divers tenseurs intervenant dans la loi de comportement ont les expressions suivantes : 

0 
ow 

0 r-
or 

(2.2) A(l>= 
ow 

0 0 r-
or 

0 0 0 

- r2( ~; r 0 0 

(2.3) Att> = 0 r2( ~; r 0 ' 

0 0 0 

0 
o2w 

0 r--
otor 

Bc2> = 
o2w 2r2( ~;) 0 . r--
otor 

(2.4) 

0 0 0 

La quantite P,(t) qui intervient dans le calcul de B<2> s'ecrit alors : 

(2.5) 
-w 

0 
0 

http://rcin.org.pl



888 RA YMONDE DROUOT 

On peut remarquer que, dans ce cas, Pr( t) represente la transformation orthogonale 
faisant passer de la base orthogonale, e, e1h ez en le point M occupe par la particule 
a !'instant T, a la meme base en le point M' occupe par la meme particule a !'instant t. 

La relation (1.2) determine les composantes du tenseur des contraintes, soit 

S11 +p = pr2
( ~; r, 822 +p = pr2

( ~; r +2vr
2

( ~; r, 
0()) o2 ()) 

S33+P = 0, S12 = 'YJora,+vr otor ' S13 = S23 = 0. 

(2.6) 

Si l'on suppose que les forces volumiques sont negligeables, les equations du mouvement 
se reduisent a : 

a 1 op 2 -Su + -(S11 -S22)-- = -erw, or r or 

(2.7) 
a op 2 ow 

ra,S12 +2S12 - 00 =er -at, 

op 
- -az = o. 

On peut remarquer que la symetrie de revolution de l'ecoulement considere implique 
op 
00 = 0 de sorte que: 

(2.8) a [ 2 3 ow ar r s 12] = er Tt . 

L'utilisation combinee de (2.6) et de la relation precedente permet d'expliciter !'equa
tion verifiee par ()) soit : 

(2.9) 

R e m a r q u e. Le tenseur des contraintes, pour ce meme mouvement et pour un 
ftujde du deuxieme ordre (MARKOVITZ-COLEMAN [4]) a pour expression 

(2.10) 

2 0()) 2 0()) 
( )2 ( )2 

S11 +e = p,r Tr +2yr Tr , 

La fonction w verifie une equation analogue a (2.9) oil il convient de remplacer v ·par 
y, y etant negatif. On se propose d'etudier les solutions de (2.9) qui verifient certaines 
conditions initiates et aux limites donnees. On supposera que le ftuide occupe le domaine 
compris entre deux cylindres coaxiaux indefinis de rayons r 1 et r 2 avec r2 > r 1 , qu'initiale
ment le ftuide est au repos. A partir de !'instant initial le cylindre exterieur est anime d'une 
rotation uniforme Q, tandis que le cylindre interieur est maintenu fixe. 
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SUR. L'ECOULEMENT DE COUETTE INSTATIONNAIRE D'UN FLUIDE DE HUILGOL 889 

Le probleme ainsi pose, est formule ci-apres : 

3 ow a [ 3 aw 3 o
2
w J 

er Tt = Tr 'YJo' Tr +vr otor ' 'Y}o > 0, 'V> 0, 

(I) t > 0, w(r1 , t) = 0 w(r2, t) = Q, 

t = 0, w(r, t) = 0 pour rE [r1, r2]. 

L'equation (2.9) est une equation aux derivees partielles, lineaire et le probleme (I) 

est completement equivalent au probleme (I') obtenu en faisant le changement de fonc-
tion suivant : 

(2.11) w(r, t) = wO(r, t)+w1(r) 

ou w1 (r) est la solution stationnaire du probleme correspondant 

(2.12) 1( ) _ !Jri (r2 -d) 
w r --2-(2 2)' r r 2 -r1 

(I') 

t = 0, w0 (r, 0) = -w1 (r). 

Pour alleger l'ecriture, dans la suite, w0 (r, t) sera note w(r, t). On etudiera le probleme 
(I)' et on donnera une formulation faible de ce probleme. 

3. Formulation faible du probleme 

Notations et definitions des espaces fonctionnels 

So it I = ] r 1 , r 2 [, on designera par : 
• L2 (1) l'espace des fonctions de carre sommable sur I. 

et 

Pour u' V elements de L 2 (I) on notera : 

(u, v) = J uvdr le produit scalaire dans L2 (I) 
I 

r2 

lvl = (J v2 dr) 
112 

la norme associee; 
't 

llvll 2 = (J' v2dr+ f ( ~; r dr) la norme dans H1 (I); 
rt 't 
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890 RAYMONDE DROUOT 

• ~ (I) : l'espace des fonctions indefiniment derivables sur I a support compact ; 

• HJ(I) = {v e L2(1), : e L'(l), v(r1) = v(r2) = o}; 
• H- 1(1) le dual de HJ(I); 

t designera le temps, et t e ]0, T[T < oo; 

• L2 (O T· H 1(l)) = {l'espace des classes de fonctions t--+ f(t)de]O, T[ dans HJ(I) mesu-
' ' 

0 rabies, telles que 

T 

11/llv(o,r;H-l<I>)= (jllfll 2dtV'
2 

< +oo}; 
0 

• L2(0, T; n-1 (1)) = {t'espace des classes de fonctions t--+ g(t)de]O,T[ 

dans n-l mesurables et telle que 
T 

llgllv(O,T;H-1(1)) = (f llgll~-l(l)dtf/2 < oo}; 
0 

• W(O, T) = {!e L'(O, T; HUJ)), Z e U(O, T; H- 1(1))} 

avec la norme 

llfll~<•.n = {111 llhto,T;HA\•>> + 11 Zll~o,T,H-•<•J 
Les diverses proprietes des espaces introduites seront supposees connues [5]. 
PRoPosmoN 1. Le probleme (I)' est equivalent au probleme (II) ainsi de.fini : 

Trouver we L2 (0, T; HJ(I)), w = a;: e L2(0, T, H- 1(1)) telle que: 

a 
ata1(w, v)+a0 (w, v) = 0, 

w(O) = -w1(r). 

Oil a1 et a0 sont des formes bilineaires symetriques definies sur H6(1), 

(3.1) 

(3.2) 

En effet, en effectuant le produit scalaire, on deduit de (I)' 

(3.3) ( er• ~~ , "} = ( %r ('lor• ~; +~r• ::;, ) , +" "m<O. 
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SUR L'ECOULEMENT DE COUETTE INSTATIONNAIRE D'UN FLUIDE DE HUil,GOL 891 

d'ou 

d J Jr2 3 Jr2 3 OW OV dr} Jr2 3 OW OV d 0 
(3.4) di \ er wvdr+ vr Tr Tr +1}0 r Tr Tr r = . 

r1 r1 r1 

Reciproquement : Si dans !'equation 

d 
(Jial(w, v)+ao(W, V) = 0 on prend V E !'J (0 

alors on obtient le probleme (I)'. 
Les formes a0 (w, v) et a 1 (ro, v) introduites dans le probleme (11) jouissent d'un certain 

nombre de proprietes enumerees ci-dessous : 

a) Elles sont symetriques et reelles et ne dependent pas explicitement de t. 
Les applications t-+ a 1 (ro, v) et t-+ a0 (w, v) sont done continues sur ]0, T[. 
b) Les formes sont continues sur HMI) x HJ(I), c'est-a-dire 

(3.5) 

(3.6) 

lal (w, v)l ~ cl llwllllvll' 
lao(ro, v)l ~ Collwllllvll. 

D'autre part 1Jo, v etant positifs, on obtient facilement les majorations suivantes : 

(3.7) !X llwii~A<I> ~ a1 (w, w) ~ P llwii~A<I> 
avec 

(3.8) 

(3.9) 

avec 

(3.10) 

!X·= inf(e, v)r: et P = sup(e, v)d 

2 
ao(w, w) ~ !Xo llviiHJ(I) 

c) Les formes a 1 et a0 verifient done une inegalite du type 

(3.11) ao(v, v)+ A.a1 (v, v) ~ l~Xlllvii~A<I> 
avec 

(3.12) 
3 

;. = 1 et ~X 1 = ~ inf(e, v). 

L'ensemble des proprietes enoncees permet d'appliquer le theoreme 7.1 de LIONS [6] 

(p. 70). Ce theoreme permet d'affirmer !'existence d'une solution we L2 (0, T, HJ(I)) 
du probleme 11 et assure que !'application {0, ro(O)}-+ w(t) est continue de 

(L2(0, T, HJ(I)) x HJ(I))-+ L2(0, T, HJ(I)); en d'autres termes la solution depend 
continuement des conditions initiates. 

Ce theoreme ne donne aucun resultat sur la regularite de la solution et en particulier 

sur w. No us reprenons alors la methode de F AEDO-GALERKIN [5] qui no us permettra 
d'obtenir directement un theoreme d'existence, de regularite et d'unicite de la solution 
du probleme (11). 
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4. Methode de Galerkin - theoreme d'existence 

4.1. Solutions approchees 

Soit w1 ••• Wm une base orthonormale de HA(I); Vm espace engendre par {w1 ... w111 }. 

On va montrer qu'il existe une fonctlon unique de la forme 

m 

(4.1) Ym(t) = ~ gr'(t)wi 
i=l 

telle que 

(4.2) 

m 00 

(4.3) Ym(O) = .}; ft; W;, 
1 

y(O) = ~ ftiW; E HJ(l); 
1 

a1 ne dependant pas de t explicitement, (3.2) peut s'ecrire : 

(4.4) 

En posant AT la matrice d'ordre m des a1 (wi, w1) qui est symetrique, A~ la matrice d'ordre 
m des a0(wh w1) egalement symetrique, gm vecteur dont les m composantes sont gi(t); 
!'ensemble (4.2) et (4.3) peut s'ecrire : 

(4.5) AT-~:_ +A(fgm = 0, 

(4.6) 

fJ.m vecteur de composantes (!-'1 ... ftm)· 

Le systeme differentiel (4.5), (4.6) a une solution unique si AT est une matrice inver
sible. Pour ceci, il suffit de voir que la forme quadratique associee est definie positive. 
En designant par Y l'element de Rm de composantes (yi), la forme quadratique associee 
s'ecrit : 

(4.7) yr ATY = al er Y; W(, 4 YJ Wj). 
I ) 

En utilisant la coercivite de a1 et le fait que la base { wm} so it orthonormale, no us obtenons 
l'inegalite : 

(4.8) 

Done (AT)- 1 existe et de plus nous avons (4.9): I(AT)- 1
1 ~ _!_, Une solutionymexiste, 

ex 

Ym constituant !'approximation de rang m. 
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SUR L'ECOULEMENT DE CoUETTE INSTATIONNAIRE D'UN FLUIDE DE HUILGOL 893 

4.2. Estimations a priori de Ym (t)dans L2(0,T; HJ (I)) 

Ym obtenue au paragraphe precedent appartenant a Vm, on peut remplacer dans !'equa
tion (3.2) w1 par Ym(t) et en integrant sur ]0, T[ , on obtient : 

T 

(4.10) ~ at(Ym(T),y,,(T))+ f ao(Ym(t),ym(t))dt = ~ ao(Ym(O),ym(O)). 
0 

En utilisant (2. 7) et (2.9), (3.9) fournit l'inegalite 

T 

(4.11) a.IIYm(T)II 2 + a.o f IIYm(t)ll 2dt ~ f311Ym(O)II 2
• 

0 

Lorsque m--+ oo, Ym(O)--+ y(O) dans H5(n et pour m assez grand 

()
2 {3 2 

(4.12) IIYm t llv(O,T,H6(1)) ~ a lly(O)IIHA(I); 

Ym(t) est bornee par une constante independante du rang m dans L2 (0, T, HMI)), done 
il existe une sous suite extraite y" --+ z dans L2(0, T, H5(I)) faiblement. 

Maintenant on va effeetuer des estimations a priori semblables pour Ym{t) dans L 2 

(0, T, H~(I)). 

4.3. Estimations a priori de Ym clans L2(0 T, HJ (I)} 

Formellement on definit : 
m 

(4.13) . ()- ,..., 'm() Ym t - ~ g; t W;. 
i=1 

Pour t fixe, on va ni.ontrer que Ym(t) est element de Vm. 
Les gj(t) doivent etre telles que la norme 

m 

(4.14) II.Ym(t)ll 2 = ~ lgil 2 soit finie. 
1 

En resolvant !'equation (3.5) on deduit 

(4.15) gj = - (Ai)iJ,1 (A't))PJgj. 

Or d'apres (4.9) 

IATI- 1 ~ __!_, IA3'1 ~ mnod. 
a. 

Done pour m fini Ym E Vm, alors on peut repeter les memes operations qu'au paragraphe 

pn!eedent en rempla~ant w 1 par d:tm et en integrant sur ]0, T[ 

T 

(4.16) a. f IIYm(t)ll 2dt+ ~o IIYm(T)II 2 ~ ~ ao(Ym(O), y(O)), 
0 

(4.17) 
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Ce qui entraine que 

(4.18) 

II.Ym(O)II est borne dans L2(0, T, HA(I)), on peut done en extraire une sous-suite qui tende 
vers g = z dans L2(0, T, H5(I)). 

4.4. Montrons que Ym _. z clans L2(0 T, HJ (I)) faiblement z etant solution du probleme 

yP .-. z; soit j un rang fixe pour p > j 

(4.19) a1 ( ~; , wJ) +a0 (y,, wJ) = 0. 

En considerant tP e C1(0, T) avec tP(T) = 0 

(4.20) 

T 

J [a, ( ~;, wJ) 4i(t)dt+a(y,, wJ) 4i(t}dt] = 0. 
0 

En integrant par parties et en passant a la limite pour p .-. oo 

T T 

(4.21) - J a1 (z, w1)rP(t)dt+ f a0 (z, w1)fP(t)dt = a1(y(0), w1)t/J(0). 
0 0 

Ce calcul donne en particulier pour tP E !'1(0' n 

(4.22) 

Or les combinaisons lineaires finies des w1 sont denses dans H~(I), il vient alors 

(4.23) 

11 reste a montrer que z verifie la condition initiale. D'apres ce qui precede, z est ele
ment de W(O, T), done est une fonction continue presque partout de [0, T] ._. H~(l). 

En reprenant !'equation (3.21) pour tP e C1(0, T), tP(T) = 0 on obtient 

(4.24) 

Les combinaisons lineaires finies de w1 sont denses dans H5(I) et d'autre part a 1 est une 
forme definie positive 

(4.25) a1(z(O)-y(O), w1) = 0 => a1(z(O)-y(O), v) = OVv e HA{I), 

x => z(O)-y(O) = 0; 

z(t) est done solution du probleme 11, et Ym(t) ._. z(t) dans L2(0, T, HJ(I)) faiblement. 
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4.5. Convergence forte de Ym(t)-+ z(t) clans L2(0, T, HJ (I)) 

Calculons }'expression suivante : 

T 

(4.26) F = f ao(ym-Z, Ym-z)dt+ ~ at(Ym(T)-z(T),ym(T)-z(T)) 
0 

en tenant compte de l'equation verifiee pour Ym et en passant a la limite lorsque m-+ oo, 
on montre sans difficulte que limF = 0. 

m-+oo 

Les deux formes ao et Ot etant coercives on peut done ecrire 

T 

lim (J liYm-z)jj~A<I)dt) = o. 
m-+oo o 

D'ou la convergence forte de Ym-+ z dans L2(0, T, H~(I)). La methode de Galerkin 
permet de montrer !'existence d'une solution au probleme II. 

5. Unicite de la solution 

Pour demontrer l'unicite de la solution, il suffit de demontrer que pour des donnees 
initiales nulles w(O) = 0, la solution est w = 0 dans W(O, T). No us utili sons la propriete 
W(O, T) c: C0(0, T, HA{I)) 

(5.1) 

(5.2) 

T T 

J ! at(w, w)dt+ J a0 (w, w)dt = 0, 
0 0 

T 

a1(w(T), w(T))+ J a0 (w, w)dt = 0. 
0 

En utilisant la coercivite de a0 et de a1 on peut ecrire 

(5.3) tXI!w(T)II~A(I) + tXollwll~o,T,HA<I>) ~ 0. 

Ce qui donne llwii~(O,T,HA(I)) = 0 dans L2(0, T, HJ(I)). 

De la meme fa~on on obtiendra llwllil(O,T,HA(I>) =0 dans L2 (0, T, HA(l)) en substitu
ant a (5.1) : 

On en deduit alors que w = 0 dans W(O, n. 
10 Arch. Mech. Stos. nr 5/74 
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·6. Comportement de la solution pour t-+ oo 

Soit z solution du probleme 11 dans W(O, n ; z verifie done 

(6.1) 

s s 

(6.2) 2 J a0(z(t), z(t))dt+ J ;t a1(z(t), z(t))dt = 0; 
0 0 

Oo et Ot etant coercives, on peut de fa~n e}ementaire deduire : 

(6.3) "(Xollz(t)lli2(0,s,HA<I)) + (X{IIy(s)ll 2
- llz(O)II 2

} ~ 0. 

Considerons la fonction (6.4): t-+ f(t) = llz(t)II~A(I) · 

s 

(6.5) (Xo J f(t)dt+(X(f(s)-f(O)) ~ 0. 
0 

La derivee /'(s) existe au sens des distributions 

(6.6) (Xj'(s)+(Xofts) ~ 0, 

f'(s) est som.mable presque partout car elle est majoree par une fonction som.mable; 

(6.7) 
d Cl 

dt (i«<'j(t)) ~ 0 . 

Cl 

(6.7) entraine que e«<'f(t) est une fonction decroissante de t d'ou 
Cl 

(6.8) f(t) ~ e -«;,t /(0), Vt > 0. 

Pour t -+ oo /(0) fini, et no us avons 
Cl 

(6.9) f(t) = ltz(t)lliAo> ~ e-~t llz(O)II~Ao> 

t-+ oo => llz(t)II~A(I)-+ o. 

Lorsque t -+ oo, la solution du probleme II tend vers 0 dans HA(I), c'est-a-dire que la 
solution du probleme I tend vers la solution du probleme stationnaire dans £ 2 (1). 

Sans difficultes, on montre la dependance continue de la solution du probleme 11, 
par rapport aux conditions initiales. 

Finalement pour l'ecoulement de Couette plan non stationnaire, avec une methode 
differente de celle utilisee par TING [2], on obtient un theoreme d'existence, d'unicite, 
de regularite de la solution pour ce probleme particulier. Ce probleme est tel qu'il n'y 
ait pas continuite entre une donnee aux Iimites w(r2 , t) et la donnee initiale : 

Iimt .... o w(r2 , t) =I= Iim, .... , 2 w(r, 0). 

Les problemes envisages par TING ne presentaient pas de telle discontinuite et les 
methodes qu'il mettait en oeuvre excluaient !'etude de tels cas. Le probleme (I) envisage 
constitue ainsi une generalisation aux cas de solutions distributions. 

http://rcin.org.pl



SUR L'ECOULBMENT DE CoUE'ITE INSTATIONNAIRE D'UN FLUIDS DB HUILGOL 897 

7. Resolution du probl~me par transformation de Lap lace 

Afin dtobtenir une representation analytique, qui approche en un certain sens, pour 
t > 0, la solution du probleme (1), on peut considerer le probleme (Ill) suivant : 

Trouver w(r, t) telle que 

aw a [ 3 iJw 3 iJ
2
w J (!Tt =a, 1Jo' Tr +vr otiJr ' 

(Ill) 
w(r1 , t) = 0, w(r2 , t) = .0(1-e-'''f"), 

r etant une constante donnee positive, w(r, 0) = 0. 
Le probleme rentre dans la categorie de ceux traites parTING [2]; et la transformation 

de Laplace nous fournit d'ailleurs la solution explicite. On peut alors etudier la dependance 
de la solution par rapport a r. En particulier pour tout t > e, e positif donne, la solution 
du probleme ITI tend vers celle du probleme I lorsque -r-+ 0. Nous montrerons que dans 
ces conditions la solution de ITI converge uniformement vers la solution I. · Etant assure 
l'unicite de la solution I, on obtiendra ainsi une representation dans le domaine oil elle 
est continue. 

Dans la suite on supposera que la solution cherchee est suffisamment reguliere pour 
que Jes operations effectuees soient justifiees. 

Par transformation de Carlson-Laplace [7] 

(7.1) 

00 

w(r,p) = p J w(r, t)e-P'dt, 
0 

le probleme transforme du probleme Ill s'ecrit 

(7.2) 

oil 

(7.3) 

(7.4) 

d2"" .L":. 
2 V uv (1 2"") 0 r --+r-- -ar v = 

dr2 dr ' 

v = rw, 

1 
..... ..... n T 
v(r1 ,p) = 0, v(rz,p) = :."rz--

1
-, 

p+
T 

designant la quantite complexe 

(7.5) -ep 
IX=--. 

1Jo+vp 

Dans la suite on posera (7.6) x = cx1' 2 avec pour determination du radical celle qui verifie 

1t 1t 
(7.6) - 2 < argx~ 2 . 

La solution de (6.3) et (6.4) s'ecrit ainsi 

10* 
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1 
-(11 (xr1) Y1 (xr)- Y1 (xr1)J1 (xr)) 

v(r' p) = Dr2 T 1 ' 
(p+ T) Y, (xr2)J1(xr1)-Y1 (xr1)J1(xr2) 

(7.7) 

oil 11 , Y1 designent les fonctions de Bessel d'ordre 1, de premiere et seconde espece. 
Le probleme consiste alors a inverser cette fonction en utilisant la formule de Brom

wich: 
czo+ioo 

(7.8) v(r, I) = ~i J V(~ p) e" dp. 
«o-loo 

11 faut pour cela a) etudier la convergence de l'integrale defiilie par (7.8), b) calculer cette 
integrale par application du theoreme des residus sur un domaine Iimite par un contour 
defini ci..;apres. 

7.1. Etude de la convergence de l'integme (7.8) 

Les poles de I' expression v fp sont les zeros de I' expression 

(7.9) p(p+ ~ )(Y1 {xr2)/1 (xr1)-Y1 (xr1)J1(xr2)) = 0. 

11 existe une infinite denombrable de zeros de 

(7.10) Y1 (xr2)11 (xr1)- Y1 (xr1)11 (xr2) 

qui sont to us reels et simples [8], et notes x1 ... Xn. Les valeurs p 1 ... Pn correspondantes 
sont telles que 

1Jo 0 --~p'l< 0 

'P 
(7.11) 

Pour Rep ~ a0 , a0 > 0, v fp est holomorphe et ii est facile de voir que 

lvl M p ~ /pl2. 
(7.12) entraine que l'integrale (7.8) converge uniformement en r et t. 

7 .2. Definition du contour. Calcul de l'integrale 

Le contour considere est analogue a celui de TiNG [2], p. 9, modifie toutefois, afin 
de prendre en compte le pole p = -1 f.,; (.,; etant une constante reelle positive supposee 
petite). 

En appliquant le theoreme des residus : 

(7.13) 
1 A 

2ni j ~ ept dp = E residus. 
L+C+AB+CD+CN p 

Si l'on reprend les notations adoptees par TING on peut ecrire lim J v ePt dp = 0 par 
R-+oo C. p 
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utilisation du lemme de Jordan; J v e"'dp = 0 (la fonction considert!e est continue 
AB+CD p 

dans ce domaine). 
Les COUrbes eN doivent etre choisies de fa~Oll a ce qu'elles ne rencontrent pas }'axe 

reel en un pole. 

(L) 

FIG. 1. 

11 est possible d'etablir [9] (p. 205-206), [10] (p. 128) I'inegalite suivante : 

(7.14) 
n 

mt+ 4 
rtXn < --- < rtXn+t• p-1 

oil I' = ~: > 1. Ceci permet de choisir .-sin 'I = ( N + ! } ,. ~ 
1 

en conservant toujours 

les notations de TINo [2]. Alors les eN ainsi definis sont tels que 

(7.15) lim J v e"'dp = 0. 
N-+oo C p 

N 

Finalement la formule d'inversion (7.13) conduit a 

(7.16) 

«o+loo 

~i J ; e" tip = :E rc!sidus. 
«o-loo 

7.3. Calcul des residus 

Les poles de vfp sont tous simples, p = -1/'r, p = O,p1 •.• p, correspondant aux 
racines de (7.10). 

Notons 1L1 le residu correspondant a p = -1/'r, x_1 la valeur de x correspondante, 
R0 le residu correspondant a p = 0 et R1 ••• R, les residus associes a p 1 ••• p,.; alors: 

n Jt(X_trt)Yt(X_tr)-Jt(X_tr)Yt(X_tr1) _ _!_ 
R_t = -:..sr2 e r 

J1 (x_l r1) Yt (x_t rz)-Jt (x_l r1)J1 (x_t rz) ' 
(7.17) 
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(7.18) (R0 correspond a la solution stationnaire), 

(7.19) 

00 

La convergence de la serie 2 R,. est obtenue en utilisant le developpement asymptotique 
1 

des fonctions de Bessel, et celui des racines r1 x,. de !'equation (7.10) [11, 10]. 
Sans entrer dans les details de calcul, nous aboutissons au resultat 

(7.20) n-+ oo IR..I = o( (x.~,)•), 
d'ou la convergence de la serie. 

La solution v(r, t) trouvee par la formule d'inversion verifie les conditions aux limites 
v(r1 ,t) = O,v(r2 ,t) = Dr2 (1-e-'fr). 

D'autre part la condition initiate est venfiee 

00 

(7.21) v(r, 0) = R_1 (0)+R0 + 1: R,.(O) = 0. 
1 

Ce dernier resultat est obtenu en developpant Ro et R_ 1 (0) a I' aide des noyaux de HANKEL 

[12], p. 305 et 85. 
11 est facile de verifier que owfot, owfor, o2wfor 2 sont bornees, les hypotheses permettant 

d'appliquer la transformation de Laplace sont done verifiees a posteriQri. 

7.4. Etude de la dependance de la solution par rapport a T 

Pour tout e > 0, pour t > e la fonction (r2 , t)--+ w(r2 , t) tend, lorsque T tend vers 
zero, vers la fonction echelon n. 

Pour r fixe, la solution est donnee par 

(7.22) 

CIO 

00 

v(r, t) = R_1 (t, -r)+Ro+ J: R,.(t, -r). 
1 

Or la serie 2 R,.(t, -r) converge uniformement pour T tel que~ -1]0 =I= 0 
1 T 

00 00 

lim (J; R,.('r)) = J: lim R,.(-r)) Vt. 
" ... o 1 1 " ... o 
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Par contre .R_1 (t, t) dont I' expression est donnee par (6.17) est tel que 

lim[lim.R_1(t, -r)] =I= lim[lim.R_1(t, T)]. 
l' ... o , ... o r ... o 'l' ... o 

En se fixant t > e et en faisant ensuite tendre T vers 0, on obtient alors la representation 
de la solution du probleme I pour toute valeur de t verifiant t > e 

v(r, t) = R0+1im ~ R,.(t, T), 
'1'-+0 

(7.23) 

R e m a r q u e. Pour , = 0 nous retrouvons la solution du probleme I pour un fiuide 
de Navier-Stokes. 

8. Conclusion 

Le probleme considere nous montre qu'il est important de preciser l'espace dans 
Iequel nous recherchons la solution. l.es techniques d'analyse fonctionnelle peuvent se 
transposer immediatement pour les problemes envisages par TINo. A chaque fois nous 
obtenons une equation aux derivees partielles lineaire d'evolution de type parabolique; 
le signe du coefficient, joue un role primordial, puisqu'il assure la coercivite des formes 
introduites et intervient directement dans l'unicite et !'existence de la solution. En ce 
qui concerne la Ioi de comportement, nou!l obtenons des resultats tout A fait opposes 
a ceux de COLEMAN-DumN-MIZEL [3]. La solution pour ce modele existe, est unique 
et bornee et depend continument des conditions initiates. Cette etude con.firrile les con
clusions de Huilgol quanta la validite d'un tel modele. Cependant il reste a replacer cette 
loi de comportement par rapport aux :ftuides simples en particulier et par rapport aux 
divers modeles representants des :ftuides non newtoniens. 
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