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Sur le champ des températures obtenues en thermoélastoviscoplasticité

W. K. NOWACKI et J. ZARKA (PARIS)

QUELQUES éléments sur 1'énergie emmagasinée dans un métal (monocristal et polycristal) sont
d’abord exposés. On montre ensuite, dans I'exemple particulier d'une tige élastoviscoplastique
soumise 4 des chargements quasi-statique et dynamique, I'influence de quelques hypothéses
pour I'équation de la thermodynamique sur le champ des températures.

W pracy przedstawiono pewne rozwazania nad energia zmagazynowana w metalu (mono-
krysztal, polikrysztal). Pokazano nastepnie, na przyktadzie preta sprezysto/lepkoplastycznego,
poddanego obciazeniom quasi-statycznym i dynamicznym, wplyw pewnych przyjetych hipotez
w rownaniu termodynamiki na pole temperatury.

B paGore mpepcTaBneHbl HEKOTODBIE PACCYHIECHUA KACAIOL{HECH 3HEPrHH HATPOMOMKIEHHOI
B MeTaule (MOHOKPHCTALI, MONHKPHCTAIUT). 3aTem IIOKA3aHO Ha NpHMEpE YHIPYTOBA3KOILIA-
CTHUECKOro CTEPXKHA, NOJBEPTHYTOr0 KBA3HCTATHYECKHM M [WHAMMUYECKHM Harpyakam, BIH-
SAIHHE HEKOTOPBIX NMPHMHATBHIX IMIIOTE3 B YPABHEHHH TEPMOJMHAMHKHM HA [0Jl€ TEMIIEpPATYphI.

1. Introduction

TrEs peu de problémes ont été, jusqu’a présent, résolus dans le cadre de la thermo-
plasticité ou la thermoviscoplasticité. Cela non seulement en raison des grandes difficultés
que I'on peut rencontrer dans la résolution numérique des équations, mais aussi en raison
de I'indétermination des équations elles-mémes. En effet, la forme exacte des relations
de comportement des matériaux n’est pas encore bien connue ; de plus, on ne sait pas
comment écrire convenablement ’équation de la thermodynamique.

Généralement, quelques hypothéses simplificatrices sont classiquement admises :

1. Lorsqu’il y a un important apport extérieur de chaleur, on suppose qu’il éxiste
un découplage total entre le champ des températures et les champs des déplacements
et des contraintes. La température vérifie 'équation de la chaleur et le matériau est alors
assimilé 4 un matériau dont les propriétés mécaniques dépendent du point (matériau
non homogeéne). '

2. Lorsqu’au contraire, il n’y a pas d’échange de chaleur avec I'extérieur au cours
du chargement :

a) on suppose que la variation de température provoquée par les contraintes appliquées
est négligeable, Ia transformation est isotherme. (Cela signifie que ’on supprime compléte-
ment I’équation de la thermodynamique !) ;

b) ou, si I'on en tient compte, on admet alors trés souvent qu’en chaque point la trans-
formation s’effectue adiabatiquement (on néglige le terme de conduction), en précisant
que cela est surtout vérifié dans un chargement trés rapide. On suppose de plus qu’il
y a parfois une énergiec emmagasinée.
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Le but de cette étude est double. Il s’agit tout d’abord d’indiquer briévement quelques
<4léments sur I’énergie emmagasinée dans un métal (monocristal et polycristal). Il s’agit
aussi de montrer sur ’exemple particulier d’une tige soumise & un chargement quasi-
statique et dynamique 'influence des différentes hypothéses sur les champs des contraintes,
des déformations et des températures.

Dans tout ce texte nous nous limitons aux petites déformations.

2. Energie emmagasinée dans un métal
2.1. Energie emmagasinée dans le monocristal

Pour un élément de volume monocristallin convenablement choisi, nous avons montré
dans de précédentes communications (cf. par exemple, ZARKA, 1973) que, dans une trans-
formation adiabatique, I’équation de la thermodynamique s’écrivait soys la forme:

@ aighhi s g%g-z—j+a;,-96'.-;+gcé.

Dans cette équation (ler principe de la thermodynamique exprimé sous forme locale):
g;; est le tenseur contrainte;
égj est la vitesse de déformation plastique;
¢ est la masse spécifique;
Uy(8, {¥}) est I'énergie interne spécifique due aux défauts représentés symboliquement
par les paramétres {y} (ou énergie emmagasinée);
0 est la température absolue du cristal;
aj; est la matrice des coefficients de dilatation thermique;
¢ est la chaleur spécifique.
Ce résultat avait été obtenu grice a certaines hypothéses sur les vitesses de déforma-
tions thermoélastique é°*° et plastique €%, et sur les fonctions thermodynamiques spéci-
fiques, U énergie interne et & entropie:

2 D&t = Ayu(e, Odu+ay(e, )6,
avec A\ et a indépendants de {y} et satisfaisant aux conditions d’intégrabilité :
d amu

&y = éi(e,0, {¥}),
y= J:’(o'; 6, {y})s

les vitesses de contraintes et de température n’intervenant pas dans ces variations (visco-
plasticité).

4 if)

i) U=U(e,b, {y}), &=(,0,{y).

L’application du 2¢me principe de la thermodynamique, (production d’entropie tou-
Jours positive ou nulle) entraine alors :
i) la séparation :

@.5) U =U(s,0)+Uy({y},0),

& = &(0,00+&:({y},0),
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avec :
au o0&
0 Adiju = 9(6—1 —9‘5‘—1).
Ok1 Okt
(2.6)
U, oF
0ij 0 = 9( 501 -0 aﬂl ):
et
3U= o ay;
2.7 & ke 9—‘—3-05—.
ii) Il ne reste alors, en supposant I'adiabaticité, qu’a satisfaire & :
oij€f] oU. 0%, \.
2.8 "‘;( 2 -6 ’).
&2 e Oy oy
Les équations (2.6) compte-tenu de (2.3) imposent :
0Ly _
2.9 ™ i
Le ler principe donne localement:
(2.10) oU = ayé;; = 0,680+ D).

On en déduit alors facilement I’équation (2.1) ot I'on a posé :

(2.11) ¢ = 8—6%-.

Nous avons aussi caractérisé la nature physique des paramétres {y} et donné la forme
explicite des fonctions €2, y et U,({y}, 0). Les {y} caractérisent la distribution des défauts
cristallins essentiellement les dislocations. U, est surtout due aux énergies propres des
dislocations, I'énergie d’intéraction étant en moyenne négligeable dans I'élément de volume.

2.2. Energie emmagasinée dans le polycristal

Le polycristal est I’état normal des métaux, c’est un agrégat de cristaux séparés par
des joints de grains. Compte-tenu des équations obtenues pour le monocristal et de certaines
conditions liées aux joints de grains, il est possible en principe de déterminer son comporte-
ment en résolvant un probléme aux limites. Ce probléme n’est pas réaliste. On préfére
caractériser son comportement global en effectuant quelques hypothéses simplificatrices.
On choisit un élément de volume polycristallin qui contient un grand nombre de cristaux
et on détermine les relations entre les grandeurs microscopiques attachées au cristal et
les grandeurs macroscopiques correspondantes attachées au polycristal.

2.2.1. Transformation isotherme. De nombreux auteurs (MANDEL, 1964; HiLL, 1967;
Bui, 1969; Ricg, 1970), lorsque la température était en tout point maintenue constante
(isotherme) et lorsque certaines conditions: de macrohomogénéité sont réalisées, ont

11 Arch. Mech. Stos. nr 4/M4
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indiqué qu’il était possible de définir, pour tout champ de contrainte o statiquement
admissible et pour tout champ de déformation e cinématiquement admissible :
i) le tenseur contrainte macroscopique par :

(2.12) Zx %fadV,
4
ii) le tenseur déformation macroscopique par :
1
(2.13) Ex v f edV,
1 4
iii) le travail de déformation macroscopique par :

(2.14) ZE = Z;E; % f (ce)dV = %fﬂfﬁud"-
v v

Ces grandeurs macroscopiques fondamentales sont les valeurs moyennes directes
des grandeurs microscopiques correspondantes.

a) Comportement élastique. Supposons tout d’abord que I'élément
polycristallin soit purement élastique. En appliquant un tenseur contrainte Z*, on obtient
en résolvant le probléme élastique exact qu’en chaque point a I’échelle du cristal, le tenseur
contrainte microscopique o* est égal a :

@215 o* = AZ*, ofy = A;ulf,

ol A est par définition le tenseur concentration de contrainte élastique. Ce tenseur est
lié A la géométrie et aux propriétés élastiques de chaque cristal.
De plus, pour la déformation microscopique élastique, nous avons :

€* = Ao* = AAZ*,
d’oti par (2.13) :

1 1 1
E* =7fe*dV= v [ nazay - (7 fAAdV)E*,
V 14 V
et par suite, pour la matrice des coefficients élastiques macroscopique A°
(2.16) A° = iV f AAdV.
v

b) Comportement élastoviscoplastique. A Déchelle du mono-
cristal on sait comment séparer les vitesses de déformation élastique et viscoplastique:
€=¢+& avec € =Aa.

A T’échelle macroscopique la méme décomposition est effectuée
@17 E=E+E avec E°=A°Z.

Mais en général, E¢ et E? ne sont pas les valeurs moyennes des €° et €7,
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i) On démontre en effet que :
: ; : 1 i
Et = LV fATEEdV, Efj = 7 ng;;ij;dV,
(2.18) : g g
E? = % J ATerdv,

ot AT est la matrice transposée de A.
ii) On démontre aussi, pour la puissance plastique macroscopique ZE? que:

.19) >} lV f a'A&'dV+iV J ey,
v v
ou
(2.20) o = 6—AZ est le champ de contrainte résiduelle

¢ =6-AZ (ilnya pas de terme en AL).
Il apparait ainsi un terme qui marque les interactions entre les cristaux et qui est
semblable & I'énergie emmagasinée due aux défauts dans le cristal.
Cependant, comme il s’agit d’une transformation isotherme, I’équation de la thermo-
dynamique n’a pas d’importance. Cela implique que la séparation (2.19) n’apporte rien.

2.2.2. Transformation adiabatique. La transformation est & présent supposée localement
adiabatique; on n’agit sur Iélément de volume polycristallin qu’en appliquant des efforts
ou des déplacements.

a) Comportement thermoélastique. L’équation (2.1) se réduit a :

@.21) o068 +0cf* = 0,
d’o
.21y 6% = — a;f Guis

et par conséquent :

dudﬂﬂ

(2.22) éaf-}ﬂ = (Aijkl'_ )O.':I = A;jii(c, B)d':].

En supposant que la variation de température provoquée élastiquement est assez
faible, on retrouve un probléme analogue a 2.2.1.a, la matrice A étant remplacée par A'.
Cela signifie :

(223) o* = A'Z* (A’ est le tenseur concentration de contrainte thermoélastique)
et

1
A.Pu E"'_'f rA7 £
7 NA'dV
v
b) Comportement thermoélastoviscoplastique. A Déchelle micro-
scopique, nous écrivons:
€ =e*t0t¢p, éu = éffa'l'éﬁ = Am;&“+au§+é§},

11*
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et nous décomposons 6 en:
(2.24) 6 =6,+0,,

avec 0, donnée par (2.21)".
Nous obtenons ensuite :

(225) €= E”"l‘éq’, éu - Aiﬁ.&“+auﬁ.‘2+éﬁ = é;j+é;_r’
avec .
(2.26) ¢ =A6 et ¢7=al,+é.

(Comme nous avons supposé la transformation adiabatique, €'? est bien irréversible).
L’équation (2.1) se réduit alors a:

) v, .
@2 oyéf = e—a}lywcﬂz-

A TPéchelle macroscopique, par des raisonnements identiques & ceux qui ont permis
d’établir (2.18) et (2.19) on trouve, avec :

(2.28) E=E*+E? et E°=AZ,

que:
' re — — | A'Te'e
i) E'* = fo dV,
229
o AR it 1T,
E? = f &rdv,
V
(2.30) iiy ZE?= lV f u»é'i'arm7 f o"N'¢"dvV,
V V
ol :
6" =6—-AS, & =6-A%,
ce qui donne :
@31) TE” = iV f céw+ly f o N'é"dV+ -11; f oab,dV
1 4 V Vv

Nous voyons bien & présent comment se répartit la puissance plastique macroscopique
lors d’une transformation localement adiabatique. L’énergie emmagasinée se trouve dans
trois termes différents :

i) le premier correspond A I’énergie due aux défauts dans les cristaux ;

ii) le second est lié aux interactions élastiques entre cristaux ;

iii) le dernier est d@i aux températures irréversibles.

Nous voyons aussi qu’il est difficile de définir la température et les fonctions thermo-
dynamiques pour I’élément polycristallin.

Il n’est en effet pas possible d’admettre que I’énergie interne spécifique  du polycristal
soit-la somme des énergies internes de ses constituants (les cristaux) puisqu'il faut tenir
compte de leur énergie d’interaction... (KRONER 1972, indique que pour un tel milieu
le principe de I'action locale n’est pas vérifié).
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Ici aussi, quelques hypothéses simplificatrices peuvent étre proposées :

i) la température T de I’élément polycristallin est la valeur moyenne des températures
microscopiques 0 des cristaux ;

ii) globalement, on définit les fonctions # et & pour le polycristal comme dépendant
a prioride Z, Tet {Y}, o {Y} représente tous les paramétres {y} des cristaux, les contra-
intes résiduelles, les différentes températures.

Dans ce cadre, si de plus :

i) les cristaux sont élastiquement et thermiquement isotropes,

ii) les coefficients élastiques et thermique ainsi que la chaleur spécifique sont constants
et indépendants des cristaux (la variation des températures n’est pas trés importante),
une décomposition élémentaire peut étre effectuée :

(2.32) E=E+ET+E°
avec
1 -
i/ f = —':; f ‘edV = A E,
(233) ET= - f = :, f «80dV = «8T, (a = a8, 6,; symbole de Kronecker),
v
B2 =L (.

%

1(___}

L’équation (2.31) se réduit alors a :
2.34) TEP = iV f oe’dv,
vV

cela signifie que I’énergie d’intéraction entre les cristaux est nulle. (Ne pas confondre
E’? avec EP).

L’équation de la thermodynamique locale pour Iélément polycristallin s’écrit par
conséquent :

(2.35) ZEP ~ o a:;f Y+aT8E +ocT.

Cette équation s’obtient en prenant la valeur moyenne directe de I'équation (2.1).

Nous avons présenté ces quelques éléments sur ’énergie emmagasinée pour en souligner
toutes ses caractéristiques et indiquer qu’il est difficile de concevoir qu’elle soit constam-
ment égale 2 une fraction constante de la puissance plastique fournie (ZE”/R avec R ~ 10)
comme le supposent de nombreux auteurs. Nous verrons au paragraphe suivant une
discussion quantitative de cette derniére hypothése.

3. Champ des températures obtenues dans une tige viscoplastique

(o, €, T, U se rapportent ici au polycristal).
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3.1. Chargement quasi-statique

Dans ZARKA 1968 ou 1973b, un modéle unidimensionnel pour le comportement visco-
plastique du polycristal avait été décrit. Nous avions supposé que :

i) un seul paramétre X, lié a la distribution moyenne des dislocations dans le poly- -
cristal, suffit 4 caractériser I'état interne (X étant choisi sans dimension) ;

ii) les seuils limites d’élasticité sont proportionnels & X ;

iii) la vitesse de déformation viscoplastique &P est une fonction des valeurs actuelles
deo, TetX;

iv) la variation du paramétre d’état X est elle aussi uns fonction de o, T, X ;

v) I’énergie emmagasinée est proportionnelle 3 X2.

& =f(o, T, X),
@G.1) X =g, T,X),
U, = AX?  avec A constant.

Nous considérons ici une forme particuliére des relations (3.1). En posant S = o/E
ol E est le module d’Young, nous écrivons :

#=Blemas-ox,
62) P cz(r)<|sr—X>X-°“,
Uy = %— = aX?,

ol les fonctions C,(T) et C,(T) sont déﬁnies par :

V

(3.3) V
Cy(T) ~ exp{ kT}’

| S| est la valeur absolue de S,
0 si S—X<0
S-XsiS-X2=0,
v,a, Ay, A3, V, k sont des constantes physiques caractéristiques du métal.
Remarque. Les déformations viscoplastiques sont dues aux déplacements activés
thermiquement des dislocations, cela explique la forme (3.3).
Nous chargeons la tige 4 vitesse de déformation constante C. Nous supposons cette
vitesse assez élevée pour que I’hypothése d’adiabaticité soit raisonnable (*).
Il faut intégrer le systéme d’équations différentielles en S, X et T :

s‘+a—;~+‘_§'

{S§—X) est la partie positive de S—X = {

Ci(TKIS|-XDX =C, &=&+eT+2,
(3.4) X = C(T)IS| - X)X+,
IS|C(T)IS| - XX = 2aXX+aTS+ocT/E.

(") 11 s’agit ici uniquement d’un exemple de calcul en thermoviscoplasticité. En réalité les équations
(3.2) ne sont pas valables pour des vitesses trés élevées.
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avec les données initiales pour £ = 0
3.5) SO0)=0, X0 =X, T0) =T,.
Le rapport R entre la puissance plastique fournie et I'énergie emmagasinée est donné
par:
ISICy(T) X!
3. Re |
g 2aC(T)

Nous considérons & présent le cas d’une tige en aluminium pur pour laquelle nous
pouvons prendre lorsque T = T, =~ 300°C,
E=72-105Kgf/cm?, X,=5-10"% ov~4,
C\(Ty) = 4.13-10%/s, C,(T,) ~ 3.444-10"%s,
&) o =27-10"3kg/em?®, ¢~ 9-10%cm2s~2C"!,

V~ 8T, (~02ev), ax~36 a=2510"°

Nous avons effectué de nombreux calculs afin d’étudier I'influence des différentes hypo-
theéses :

(1) toute la puissance plastique est dissipée thermiquement, c’est-a-dire : @ = 0 dans
la derniére équation de (3.4) ;

(2) il y a une énergie emmagasinée avec @ = 36 ;

(3) Il y a une énergie emmagasinée mais 1’équation est modifiée en :

(3.8) 0.9|S|C,(T)IS|-X)X = aTS+ocT|E,

c’est-a-dire avec R, pris phénoménologiquement, = 10 comme de nombreux auteurs.
Nous avons aussi étudié si la solution est perturbée lorsque 1'on admet que C,(T)
et C,(T) ne varient pas avec la température.
Dans la Fig. 1, nous avons représenté :

6/0; kA R

& —

g3 g

FiG. 1. Courbe statique C < 1/s (trait continu). Rapport R (trait discontinu).
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i) la courbe statique définie conventionnellement par ¢ ~ 0 et dont I'’équation est:

Ci(To)
3.9 e RS+ o (ST =X,
ii) le rapport R en fonction de la déformation pour ¢ % 0 :
Cy(Ty) ;
3.10 ~ — 0 [S]°, uisque |S| =~ X).
(3.10) 2ac,(:ro)| I, (puisque |S| ~ X)

Nous constatons que pour les valeurs des paramétres données en (3.7) ce rapport R
est voisin de 1 initialement, mais devient ensuite trés grand. (Toutes les vitesses ¢ <€ 1fs
donnent les mémes courbes).

Dans les Figs. 2 et 3, nous avons représenté les courbes obtenues pour la contrainte
et les variations de température lorsque C = 50/s et C = 500/s.

Nous avons intégré le systéme (3.4) en utilisant la méthode de Tréanor & pas variable.
Nous ne constatons de légers écarts entre les solutions. (lorsque les coefficients varient
avec la température) que pour C = 500/s.

a ok hAT(C)

4

(=]
sl
R
sl
i |

my

|
as
FiG. 2. Courbe quasi-statique et variation des températures pour C = 50;s.
Différentes hypothéses sur les coefficients Cy et C; : (a) — indépendants des variations de pé (b) — liés aux variations
de température. Différentes hypothéses sur l'équation de la thermodynamique: (1) — pas d’énergic emmagasinée, (2) — Uz =
= 0.10¢P, est la variation d'énergie emimagasinée, (3)—!:'3 = aXX, est la variation d’énergie emmagasinée.
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a 6/, I\ ATeC)
54
/(‘fz‘
// -(3)
5- K Pl
L
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_nw /',/
4 //{/‘,’
Vi
//)’,
310 /,{f’
7
8 i
2 .//"4
L6 46'
[ &
L4 pe
o~
L2
2 ! 1 I e
o ar a2 a3 g
b
= | ] i_u.
0 a1 az a3 ¢

FiG. 3. Mémes légendes que sur la Fig. 2, mais C & 500/s.

3.2. Chargement dynamique

Nous supposons que le comportement viscoplastique de la tige est encore donné par
(3.2), (3.3) et (3.7), mais nous considérons ici son impact sur une paroi rigide lorsque

sa vitesse initiale est v, et sa longueur L.
Il faut par conséquent résourdre le systtme d’équations aux dérivées partielles qui

expriment:
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i) 'équation du mouvement:

. P ]
x Yo
ii) ’équation de continuité:
s _o
ot ox’

(3.11)  iii) les relations de comportement:

O 1 do oT
% ~Ea Tt e T.X,

ox
'_a'_r— = g(ﬂ', T$ X):
iv) Péquation de la thermodynamique:
(7). 4 do oT
Uf(ﬂ', T, X) = 2AXW+GTT +gc-3t_

et ol les inconnues sont o, 9, ¢, X et T, avec les données initiales pour ¢ = 07:
a(x,0) =0, &(x,0)=0,

(3.12) X(x,00=X%,, T(x,0)=T,,
ﬂ(x': 0) = vﬂv
et les conditions aux limites
pour x =0
(3.13) 90,8)=0 si 0,1)<0,
ou o(0,0)=0

etpour x =L
a(L,t) =0.
Pour effectuer cette intégration numériquement, il est préférable d’utiliser les variables
sans dimension suivantes:

- X ~ dgt -__i -_l s

x——z', ‘—T’, S_Xo, X—-Xo, T—GT,
(3.19)

= 00V

Fim EX,

ou a, = Y Efp est la vitesse des ondes élastiques.
On introduit ensuite les paramétres sans dimension:

1(T) = C1(T) X3 La,

(3.15) n2(T) = Co(T) X57°L/a,,
«XoE
7s =2aX3, B= e"c .

Le systéme (3.11) est hyperbolique; les lignes caractéristiques sont définies par:
(3.16) %= +i+const et X= const.
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Nous avons alors les relations le long de ces lignes :
jysur X = if+const,
(3.17) dSFdV+n,(T) '_? S|-XyXdt =0,
ii) et sur X = const,
dx = no(T)IS| - Xy X1-vdr,

(3.18) TdsS + % +ns XdX = || 9, (T)S|-X)yXdr,

de = dSX,+dT+ mmlsﬂqﬂ —X>Xdt.
La résolution numérique s’effectue alors facilement. L’intégration par la méthode

de Tréanor le long des ondes de choc, X = +i+nL permet d’obtenir des calculs trés
précis en des temps sur ordinateur trés faibles.

Nous avons considéré le cas particulier d’une tige de longueur L = 10cm qui arrive
sur la paroi 4 une vitesse de 52m/s (c’est-a-dire v, = 20). Dans les Figs. 4, 5 et 6 nous
avons représenté les principaux résultats obtenus pour :

nl{To) = 0.02, ?}'2(7‘0) = 0.5335,
7s =003 et B=3.704-10"*

La aussi, nous n’observons que de faibles variations entre les solutions.

(3.19)
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Fic. 4. Contrainte et déformation sur la base d’impact:
(la) — déformation ; (2a) — contrainte; pas d’énergie emmagasinée, coefficients C, et C; indépendants des variations de tem-
pérature; (1b) — déformation et (2b) contrainte : pas d’énergie emmagasinée C; et C; liés aux variations de température.
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FiG. 5. Déformation permanente le long de la tige:
(a) — C, et C; indépendants des variations de température; (b)'— C; et C; liés aux variationsJde température.
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FiG. 6. Variation des températures le long de la tige aprés I'impact:

1)— pas d'énergic emmagasinée; (2) — variation d’énergie emmagasinée !}3 = 0.10sF; (3) — variation d’énergie emmagasinée
Uy = axX.

[714]
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4, Conclusions

Les résultats décrits dans I'exemple de la tige pour ces quelques cas de chargement
démontrent qu’il y a trés peu d’écart entre les solutions correspondant a des hypothéses
différentes sur 1’équation de la thermodynamique. Elles montrent aussi que I'influence
des coefficients fonctions de la température est trés faible ; il est donc impossible qu’elle
puisse expliquer, comme l’ont admis de nombreux auteurs, certaines instabilités (en
particulier formation de bandes et concentration des déformations dans ces bandes).
Cette étude nous permet par conséquent d’indiquer qu’il n’est utile de tenir compte de la
température que s'il y a un apport important de chaleur de I'extérieur (dans I’hypothése
des petites déformations).
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