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Ewa Turska-KXebek
Zaklad Teorii Osrodkdw Ciaglych
IPPT PAN

O WYZNACZANIU STREF PLASTYCZNYCH W CIAEACH
SPREZYSTC-PLASTYCZNYCH ZAWIERAJACYCH SZCZELINE
W ANTYPLASKIM STANIE ODKSZTAECENTIA

Streszczenie

Wyznaczono rozklad napresen w nieograniczonym materiale
sprgéysto - idealnie plastycznym zawierajgcym poinjeskoriczong
szcze¢1nq i znajdujgcym sie¢ w antyptaskim stanie odksztaZce-
nia. RozwaZono przypadki. gdy powierzchnie szczeliny 8§ Ob-
ciazone, a w nieskonczonosci naprefenia znikajg i gdy brzegi
szczeliny sg wolne od napregen, a w nieskonczonoaci naprete-
ria sa stae. Dla zagadnienia péiprzestrzeni z nieobciqzonq
szczeling uzyskano ksztalt granicy strefy plastycznej i funk-
cie odwrotng do zespolonej funkcji naprezen.

1. WSTEP

Rozpairzmy nieograniczone, izotropowe i jednorodne cialo
sprezysto-plastyczne zawierajace szczeline. Jezelil te szcze-
line potraktujemy jako przeciecie o zerowej grubodci,to w je}
wiergcholku, niezalenie od tego, jak male bedg obcigzenia,
ktérym poddane bedzie cialo, powstanie strefa plastyczna.
Istnienie strefy plastyczne] ma wpiyw na rozklad napreen
w calym osSrodku i wskutek tego, réwniei na kryteria rozwoju
szczeliny. Zjawisko to, nawe’ dla cia? spreiysto - idealnie
rlastycznych z ustalonym warunkiem plastycznosci Hubera-



-Missea lub Treski-St.%enanta, sianowi bardzc zioZony problem
matematyczny. W zwigzku z tym powstaloc wiele przybliZonych
modeli, jak i numerycznych metod opisujgcych uplastycznienie
osrodka w wierzcholku szczeliny. Frzykiady mozna znalezé np.
w 1] czy o Spotyka sie nadal prace [3], w Ktdrych granice
sprezysto-plastycznag wyznacza sig z rozwigzania czysto spre-
stystego zagadnieria, podstawiajgc otrzymane rozkady naprelen
do warunku plastyczn0301 Hubera-Misesa lub do tego warunku

z wprowadzonymr stalym mnoinikiem granicy plastycznosci L4,/].
Rdéwnies przy formulowaniu warunkdw wzrostu szczeliny (5] wy -
korzystuje sie przyblizony ksztalt granicy spreiysto-plastycz-
nej, otrzymany z analizy czysto sprezystego zagadnienia. Je-
dyne Sciste rozwigzania zagadnienia sprezysto-plastycznego
uzyskano przy zalozeniu antyplaskiego stanu odksztaXcenia
szczeliny E7,8,9], jednak i w tym przypadku brak rozwigzan
zadan z niesymetrycznym obciazeniem ciata lub z zadanym obcig-
2eniem na powierzchni szczeliny. W pracy tej przedstawiono
trzy takie przyktady, wskazujgec na rdinice miedzy rozwigza-
niem zagadnienia sprezysto-plastycznego a rozwigzaniem uzys-
kanym z rczwigzania zagadnienia sprgiystego. Zastosowano me-
tode "swcbodnej powierzchni®" przy zaloZeniu uplastycznienia
bliskiego zasiggu.

2. SZICZELIRA OBCIAZORA NA POQWIERZCHNIACH

Ze wzgledu na prostszy opis matematyczny rozwigzanie za-~
gadnien teorii szczelin dla antyplaskiego stanu odksztakcenia
jest znacznie Yatwiejsze, niZz w przypadku ptaskiego stanu od-
ksztalcenia. Wektor przemieszczenia u w antyplaskim stanie
odksztalcenia moZe by¢ przedstawiony:

-
u = [O,O,W(X.],XQ)J,

gdy vprzemieszczenie w(x1.12) Jest r*wno;evle do osi 13
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crostokgtnego ukladu kartezjanskiego (x1,x2,13). Jedyne nieze-
rowe sktadowe tensora odksztalcen € to 613(x1,12) i 623(x1.x2L
Z prawa Hooke'a wynika, Ze w obszarze sprezystym jedyne nieze-
rowe sktadowe tensora naprezenia, to:

dw
013()(1;12) =M R‘ (xnlvxz)y

ow

023(11112) =Hd ?1_2- (119x2)l

gdzie ¢ jest modutem Scinania. Uktad réwnan rdéwnowagi Lame
sprowadza sie, przy braku sil masowych, do rdwnania Laplace’a:

3w 3w
o "2 °
GXT 612

Przyjmujac, e w(x,,x,) = &-Im[f(z)], gdzie f(z) jest funkcjg
analityczng zmiennej zespolonej z = x, +112. otrzymujenmy,
w czesci spresystej ciala, zwigzek:

032(x1,x2) + 1031(11,12) = £'(z), z = x, + ix

W odszarze, w ktdérym materia¥ ulegl uplastycznieniu zakladamy,
¢e spelniona jest rownesc:

2 2
oRa(xixp) + 0 (xpixp) = K,

gdz:ie dla hipotezy Hubera-Misesa k = GPL/Z, a dla hipotezy
Treski-St.Venanta k = OPL//?] gdzie Op1, ~ granica plastycznos-
ci. Rozpatrujac uplasiyceznienie tylke przy wierzchoiku szcze-
linr otrzymujemy [19703, %e naprezenia sg stale wzdiuZ promie-
ni vychodzgcych z wierzcholva szczeliny (Rys.1}):



Xz

e
Ix'
R(e)
Rys.1.
czyli:
(2.1) 023(r,9) = kcos®, 031(r,8) =-k$1n9
lub:
(2.2) 03?'r,9) +1031(r.9)= s e-ie. x, +ix,= reie, r € R(9).

Poniewa? wszystkie skladowe tensora napreen 0 muszg byé.
ciagle, rozwigzanie zagadnienia spreiysto - idealnie plastycz-
nego sprowadza sie do znalezienia analitycznej funkecji f'(2),
speiniajgcej odpowiednie warunki brzegowe i wyznaczenia krzy-
wej R = R(®), na ktérej funkcja f’(z) spelnia warunek:

£f'(z) = k e_ie
z=R(©)

~a. Przypadek sprgiysto-plastyczny.

Rozwasmy nieograniczony osrodek przecigty pdéinieskonczo-
ng pasmowg szczeling wzdluz ujemnej czgsci osi x, (Rys.1).
Niech brzegi szczeliny bedg obcigzone naprezeniem 032(x1,0) =
= a/(x1 -1) dla x, <0, aw nieskonczonodci naprezenia znikajg.
Dla utatwienia dalszych obliczer przyjmuje a=k. Metods
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podobng dc uzytej w klasycznej pracy Hulta 1 MeClintocka [7]
dobierania funkcji o cdpowiednich wlasnosciach w przestrzeni
naprezen 9 = o5, + 10y, otrzymujemy, %e funkcja odwrotna P(w)
do poszukiwanej f’(z) jest:

Plw) =z = (& + 1

a krzywg R = R(®) rozgraniczajacg obszar spreiysty od plas-
tycznego jest kardioida o rdwnaniu:

s . _i9
R(®) = e i€ £ 7 (e™Y) = 2{cos8 + 1).

Po odwrdceniu funkcji F(w) i rozdzieleniu na cze$é rzeczywis-
ta 1 urojons wyznaczamy rozklad napreien w obszarze spresys-
tym:

®(/T cos(8/2) - 1)

(r,8) = ,

Sgpthal = % 1 - 2/t cos(8/2)
(r,8) k /T ain(8/2)

3t T T +1 - 2/r cos(8/2) '

gdzie r,® to wspdirzedne biegunowe, przedstawione na Rys,1.

i -m < € < n. W obszarze plastycznym napreZenia wyratone sg
wzorem (2.2). Linie stalej intersywnosci naprezen G§1 + 0%2 =
= ¥2/c2 przedstawiono na Rys.2. dla 2 =1,2,%,4,5. Przy c =1
jest to krzywa R = R(®).

b. Prazypadek sprgiysty.

Aby rozwigzad to samc zagadnienie (szczelina obeigZona
na brzegu naprefeniem cﬁ:(xi,ﬁ) = k/(xjwl), b M 0



A=

i w nieskenczonodci csrodek wolny od obciazen Oy %i05, — 0)
w przypadku zagadnienia czystc sprgizystego, T
przeksztatcamy piasegczyzng z = X, + 1x, na gérng pdlrlaszczyz-
ne QR =n + 1€ odwzorowaniem G = i /z i szukamy takie}
funkeji analitycznej e(Q), te na brzegu poiptaszezyzny
Re[g(.r},O):I = - k/(n° + 1), (Rys.3).

Z caltki Poissona oirzymujemy:*

(o L L :
(2.4)  Relg(n,3)] = #(n,%) = - = | . dv.
e 1412 ;‘4—(11-1:}2

v/ K4
éﬂk"o

Rys.2.
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MoZna wyznaczyé g{§2 ) znajac czqs" rzeczywistg (2.4). Niech

o¢
§1(’1)!) _—a— \‘1 g/v i 'ug T\ :), wtedy

5
g’ (R) = #,(Q,0) - 18,(Q,0), czyli g(Q) = [ g’ (R)4Q.

Podstawiajgc wynik calkowania (2.4) do powyZszych wzordw, po
zmianie wspdirzednych, mamy:

k

fe) =

. ’ 5
Wybieramy "dodatnia" galss pierwiastka /z = f;(cos-ée-+ isinz—),
-n < 8 < n, RozkXad naprefen wyrata sie wzorami:

2]
rcos® + /T cos—
a (I‘,e) =k £ ’
32 r(r +2~f?cos-28—+ 1)
rsing—+ /T sin -g—
(»r’a) -k
31

r(r +2/Fcos-g— + 1)

Re g(n,0)=~ %4)

Rys.3.

linie stalej intensywnoéci naprezen <:r.52 + 031 = k°/c? przy
e = 0,8;131,5;2 przedstawione 8sg na Rys.4. Poréwnujgc rozwig-
ganie zagadnienia sprgiysto- plastycznego z rozwigzaniem
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atrzymanyr z zagadnieria spreivstego widaé rdZnice w rozkia-
dzie naprefer w obu przypadkach. Naleiy zauwaZyc, e jednost-
¥a na Rys.4 Jjest 10-krotnie mniejsza, niz na Rys.2. Purkty
przeciecia linii stale] intensywnosci napregzen z ujemng czes-
cig osi X, 2 Rys.2 1 Rys.4 oczywiscie pokrywajsg sig.

Kl
MEL

vf

~

Rys. 4.

3. OBCIAZONY UBSZAR ZE SZCZELINA

P

Jako nastepny przyktad rozwazmy zadanie spresysto-plas-
tyczne dla pdinieskoriczonej, swobodnej od napreZen szczeliny
w nieograniczonym osrodku cbcigfonym w nieskoriczonosci
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napreieniem c:, = -p (p/k < 1) takim, %e przy p = O

X 5
(032 + 1031)(2) —_— 775%57 , £ = const. WprowadzZmy dla uXat-
z=e ‘

wienia obliczen, nowe, unormowane zmienne:

= og,/k n = - og,/k
wtedy:

(3.1) w=EF+1in = f(x - iy)
i poszukiwang funkcjg bedzie funkcja odwrotna do f:
(3.2) F(w) = £71(Z + 1n) = x - iy

odwzorowujaca pdétkole w ptaszczyznie napreien W na plaszezyzng
fizyczng z. Na Rys.S5 przedstawiono odpowiedniosé punktow
z piaszczyzny z = x + 1y i w,

2:-6_31 [ 3

Rys.5.

Odwzorowarie F(w) musi speiniaé nastepujgce warunki brzegowe:



—
n
]

1° Im{P(e)] = o e € p°D%C’

(brzegi szcze.iny sa wolne od napregzen 619)
; 4

\ : , . 1
2% a) F(ip/kx) = =» i (p=0C=Po) — —)
w0 2ﬂk2 w2

(naprefenia w niesienczonosci GTB = -p, a gdy

p=0, to: f(z) — Vet - uplastycznienie
(3.3) N

bliskiego zasiegu)
b} F(i) = P(-i) = ©

(wierzcholek szczeliny ma wspdirzedne (0,0) )

20 Im(w-P(w)] = 0 w € A'B'C’

(granica strefy plastyczne] jest zamknigtg
krzywsg 0 rownaniu R(@) = eleF(eie) )

Wprowadzajac funkcje analityczng G(®) = w-F(w) otrzymuje-
my dla niej odpowiednio:

1° relc(®)] = ¢ w € A'D%C

5 N

2° a) G(ip/k) == i (p=0=G(w) — = )
w-0 21k2

(3.4)

b} 6(i) = G(-i).= 0

50 ImlG(e)] = 0 w € A'B’C’



” . "';+in
Za pomocs odwzorowania G2 = (=—=——7) przeksztalcamy
1 - 1w
polkole z praszczyzny @ (Rys.5 na pdlpiaszczyzne (Rys.€):

Rys.é6.

Warunki (3.4) dla G*(Q) = 6(w(Q)) transformujg sie nat

1° Rela*(Q)] = 0 Q € avpTce
o 1 - p/k
2° &) on K, .
1 + p/k >
K 1
. 1 (p=0=2G*(Q) p
(3.5) Q-1 om? Q-7

b) G*(0) = 6*(=) = 0
30 mle*(Q)] =0 Q € am"BTC"

Finkcja G¥*( §), speiniajgca warunki (3.5) jest (11]:

2;(2 i Y‘Q
12 ! - p/k
1. +p/k

(3.6) e Q) =



S 1 e

zatem podstawiajge Q = (1 + i‘l‘-)g/U - iw)2 do (3.6):

K° 1 (1 + p/x)?

1+ po/k° 4 i %(m-%)

(3.7) F(w) =

.

Przy p=0 rozwigzanie (3.7) pokrywa sig z rozwigzaniem
Hulta i McClintocka [7]. Krzywa, stanowigca granice spresysto-
-plastyczng, ma postac:

. 2 2
K 1 k
(32.8) R(®) = *cogB- ( ; p/k)
nk 1+ p2/k‘ -2 % sin®
Ay K?
2

c=075
1 ’ C"—'Q3
c=09
e c=zom \"/ :

Rys-‘,.

Na Rys.7. przedstawiono krzyws (3.8) i linie stalej
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intensywnosci napregzen 022 + G§1 = ¢ ala p/k = 0.5 i c=1;

0.93 0.8; C.75. Brak symetrii krzywej R(®) wzgledem osi x,
przy p # O spowodowany jest zadanym typem obcigzenia w nie-
skoneczonosci 031 = -p. F(z
L y/-Ke

| omk®

Rys.8.

Rozwigzaniem analogicznego zadania sprefystego jest po-
tencjal naprezen:

K
(3.9) Gsz(x,y) + 1031(x,y) = T—“ Fas ip.

Na Rys.8 przedstawiono linie stalej intensywnqgsci napreg-
¢+ 02, =¢% dlap=0.5 ic =0.65; 0.8; 1; 2: Zadna
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z krzywych nie jest zamknieta. Pordwnujac Rys.6 z Rys.7 mogna
zauwadyé, 2e rozwigzania sg podobre do siebie daleko od wierz-
choika szczeliny.

4. SPREZYSTO/PLASTYCZNA POLPLASZCZYZNA ZE SZCZELINA

Rozpatrzmy zagadnienie szczeliny w péiptaszczyznie. Niech
dana bgdzie nieobeigiona, pdInieskonczona szezelina w odle-
gtosci n od brzegu péipraszezyzny obciatonej w nieskonczonosei

obcigteniem typu z~ 2, tzn.:

A = by .
e Ty c const

2 na brzegu skiadowa napre¢Zenia Ozq = 0 (Rys.9a):

A a Q""?"A

Gy *t 8y oz

Rys.9.

Poszukujemy funkecji F(®) (3.2) speiniajacej na pdé2koln
z wycieciem (Rys.9b) warunki:



i Im{Plw)] = ¢ @ € BA, A’D
2° Im[P(w)] = n ®w € ASA’
(4.1)
3° Im{w-P(w)] = 0 w € BCD
A
4© F(A) = F(A') == 1 Pw)—
w40  pquw?

Wartosc stalej s (Rys.9b) jest nieznana, jest to maksimum
sk¥adowe j 032(1,-h) tensora napreienia na brzegu pélplaszczyé-
ny.

Przyjmijmy tak, jak w przyktadzie 3 funkcje G(w) = w-F(w),
dla ktdrej warunki brzegowe majg postac:

1° Re[G(@)] = © @ € BA A'B

g* Im{G(®w)] = w-n ® € ASA?
(4.2)

i Im(G(®)] = 0 w € BCD

2
i 6(m) —= ——
4 6(w) — —2
Punkcja:
(1 - 6%%) (a2 - u?)

(4.3) 9 =

(1 - 8%0?) + (a7 - w?)

odwzorowuje péikole z wycigciem (Rys.9b) na péiplaszczyzng o =
= a + ip {Rys.10)



Wi

177/
Wi

s

Rys.10.

z odpowiednimi warunkami brzegowymi dla G*(¢@) = G(w(gp)):

(4.4)

a)

b)

‘RelG*(¢)]

Im{G*(o)] = O 9 € (-=, -1/2)

¥ e ('1/2| 'b)

n
(=]

Re[G*(9)]

Im(G*(9)]

1]

h{o)

!
h(~/1/4-¢2 - 41/4—1:2)

¢ € ("bvb)v hz(@) =

. ~ T )
ﬁ/.ﬂ.-w‘ + 41/8-v°

fm\

» € (v, 1/2)

I
o

L}
o

In(G*(9)] ¢ € (1/2, =)

22 —

O R NPT o) ORAONGRITINE R I
2x Vb T o ¥ 2b !

G*(=) = const.
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Jest to zagadnienie Keldysza-Sedova (Signoriniego) dla
péipYaszczyzny L11), ktdrege reswigzaniem jest funkcja:

/R(%) "’. in(T) 1
el (PR

(4.5) G*(9) = = 2 =T ft——-—; dt + C V/R(9)
gdzie:
2 J 2 _J 2
-1/4 1/4=1° - 41/4-b
mlm) = LA nge) = - 2)‘/2, c € R
9° = bZ J1/6-1% + J1/4-0

Wykonujac calke (4.95) [12], otrzymujemy:

h .,/1/4_132 : 4(@/1/4-1:2 —bJ1/4—02)2'
== = -

R(9) [
. vV1/4-¢° o - v?

(4.6)

- b
- lp ~ ] +¢c/R(9) .

? +Db

Gdy stala s dg2y do zera, to nasze zagadnienie powinno
sprowadzié sig do zadania ptaszczyzny z jedng péinieskonczong
szczeling w osrodku poddanym w nieskonczonosci obcigfeniom ty-

pu K /k fé’;—z“l’ tzn. 0—52 + 1031 -——’ Ktu/ /2ng , gdZie K =
ro
wspdlczynnik intensywnoéci naprezen. Jest to réwnowaine warun-
Kowi, se dla s = 0=2F(w) — K2 /k° 2702, '
w-0

Podstawiajgc zwigzek (4.3) do (4.6) i przyjmujge b = O

otrzymujemy: p(w) = C l,(1 gl ), zatem C = Km . Jest
2 m2 kzu

to znane rozwigzanie (7],

Aby wyznaczy¢ wartosé staej s skorzystamy z warunku 6°
zwigzkéw (4.4). Dla ¢ = * b funkcja 6*(¢) (4.6), przyjmuje
wartosc:



T o
4 A P M &
/ \ ( A - V (e / 2) vl'/l:‘_b
4.7) 6*(%b) = = ——=——— 1n{1 - 41°) =+ .
. ! T /2t Vo3 i /2b Ybie

Przyréwnujge (4.7) do Af/2n el

1 podstawiajgc b = s/(1 + 52), otrzymujemy:

RS, - 42
Cc
exp( 5 ) -1
(4.8) s2 = QZhR =
Km =, AC
expl. =5 )
P onk?

Granica strefy plastycznej R(8) = el F(eig) opisana jest

wzZzorem:

f‘ P / /
o Jo2-1/s  J1/422 209 4/(1/4-b2) (02-1/4)
R(®) = = arctg +
= =
Jrrpz-b2 J;2—1/4 v2(92-1/4) - 9°(1/4-b°)
P + b Kyt
+ + ]
-0 k°n
. JA 2 g
Frzy @ = = J1 + 8 - 2s cos® /2(1 + s)sin®, -n<® <7

Na Rys.11 przedstawiono wykresy krzywych bedgcych grani-'
cami strefy plastycznej dla A, = Ky = K., /2% (wspdétczynnik
intensywnosci naprezen dla pdiptaszczyzny ostabionej péinie-
skonczong szczeling w odlegZzosci h od brzegu, gdy ciaXo obcigs
zone jest w nieskonczonosci naprefeniem typu K, //2rz ) dla
roznych wartosci parametru H = K, (1 - 1/2n)/k2h, h = 0.15;
0.25; 0.3. '
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1’[""7/’1
&1
o7 N 70>k
H=0158
H=025
H=030
|
Rys.11.
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SUFMARY

The structure of near-tip stress and shape of plastic
zone is analyzed for cracks in infinite elastic - pertectly
plastic solids undéer anti-plane strain conditiens. Three cases
are considered: an infinite crack with stress applied on its

surfaces, an infinite crack in externsl load and an infirite

crack in a half-plane.





