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PREFACE. 

Il est, dans l'histoire des connaissances humaines, des époques où le génie', 
après s'être élevé aux plus hautes conceptions, semble quelque temps arrêté 
dans son vol pour prendre bientôt un nouvel essor, et se signaler par l'une dé 

« 

ces découvertes qui changent la face de la science. • 
C'est ainsi que Descartes, par l'application de l'Algèbre à la Géométrie, se 

fraya une route inconnue à ses prédécesseurs, et que Newton et Leibnitz 
étonnèrent l'Europe savante par l'invention d'une analyse bien supérieure à la 
Géométrie de Descartes. 

Jamais découverte n'honora plus l'esprit humain : l'infini, cet être idéal, 
parut soumis au calcul, et opérer des prodiges. En vain quelques philosophes 
voulurent révoquer en doute l'exactitude d'une analyse aussi singulière; ils ne 
purent en contester les résultats, et ne firent qu'exciter les géomètres à mé-
diter davantage sur la vraie métaphysique des nouveaux calculs. Newton, le 
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premier, pénétra ce mystère, en considérant le Calcul différentiel comme la 
méthode des premières et dernières raisons des quantités, ou autrement, 
comme la méthode des limites de leurs rapports. D'Alembert reconnut dans 
les idées de Newton la vraie métaphysique du Calcul infinitésimal, et prouva 
que, par la méthode des limites, on peut donner une explication satisfaisante 
de celle des fluxions dégagée de toute considération de mouvement, chose 
étrangère au Calcul différentiel. Postérieurement à d'Alembert, plusieurs 
géomètres, et entre autres Cousin, ont exposé dans leurs écrits la méthode des 
limites; mais ce n'est qu'après eux qu'elle a été mise dans tout son jour, et 
qu'on a dissipé entièrement les doutes qui pouvaient naître de la métaphysique 
spécieuse de la méthode des infiniment petits, méthode qui peut être regardée 
comme une espèce d'abréviation de celle des limites. 

La méthode des infiniment petits, sous ce rapport, n'est plus qu'un moyen 
expéditif de trouver les différentielles des diverses fonctions ; elle grave ces 
différentielles dans notre mémoire, par des figures géométriques réduites au 
dernier degré de simplicité, et qui parlent plus à l'imagination que des idées 
abstraites ; enfin, cette méthode devient indispensable dans les hautes parties 
de la Mécanique et de l'Astronomie, où, sans son secours, la résolution des 
problèmes deviendrait souvent d'une extrême complication; aussi nos grands 
géomètres, dans les parties les plus relevées de leurs écrits, ne craignent pas 
d'y recourir. Nul moyen n'est plus sûr pour nous faire distinguer les quantités 
qui, suivant l'ordre d'infinis auxquels elles appartiennent, doivent être rejetées 
d'un calcul ou y être conservées. 

Cette méthode, dans sa métaphysique même, eut autrefois d'ardens défen-
seurs, parce que si l'on ne s'écarte pas d'une certaine série de propositions, 
tout paraît avoir la rigueur mathématique, et semble découler naturellement 
d'un principe fondamental. 

Ce principe a été regardé jusqu'à présent comme une espèce d'axiome; mais 
le point de vue sous lequel il nous fait considérer l'infini, nous présentant des 
conséquences difficiles à admettre, j'ai cru devoir le démontrer, en donnant 
pour base à la méthode des infiniment petits un autre principe qui, également 
fondé sur les notions que nous avons de l'infini, satisfait plus la raison par 
l'idée de limite qn'il renferme tacitement. 

Si la méthode des limites complète celle des infiniment petits, en rectifiant 

ce qu'il peut y avoir de défectueux dans cette dernière, la méthode de l.agrange 
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complète à son tour celle des limites, en rattachant les coefficiens différentiels 

à la pure Algèbre. 
On peut donc considérer ces trois méthodes comme n'en formant pour ainsi 

dire qu'une seule; aussi, en les comparant, reconnatt-on que les principes qui 
en découlent leur sont communs, et qu'il ne faut, pour les entendre toutes, 
qu'ajouter très peu de chose à celle des limites. La méthode de Lagrange se 
réduit alors, en quelque sorte, à un théorème que j'ai rendu extrêmement 
facile par les modifications que je lui ai fait subir. 

Comme dans mes autres ouvrages en Mathématiques, j'ai développé toutes 
les opérations, persuadé que ce n'est pas en dédaignant d'entrer dans de sem-
blables détails, qu'un auteur paraîtra doué de plus vastes conceptions, et qu'il 
ne doit être jugé que par la manière dont il expose ses idées, et par les aper-
çus plus ou moins nouveaux renfermés dans ses écrits. 

Une telle extension donnée aux calculs devait nécessairement rétrécir l'es-
pace réservé à l'exposition de la partie philosophique de l'ouvrage. J'ai cherché 
à surmonter cette difficulté par beaucoup de précision, et l'on verra que je 
me suis constamment attaché à rendre raison des procédés analytiques, à sui-
vre la marche d'invention, et à m'élever progressivement des idées les plus 
simples aux résultats les plus généraux. 

J'ai souvent fait précéder une théorie par des réflexions qui tendent à en 
faciliter l'intelligence, et j'ai toujours évité d'adopter, sans démonstration, ces 
formules d'origine inconnue, dont on ne peut justifier l'emploi que par le 
résultat auquel on parvient, 

A la suite du Calcul intégral, j'ai traité de celui des différences finies, qui 
est d'une si grande utilité dans la théorie des suites. L'ordre et les tableaux 
que j'ai introduits dans cette matière abstruse, doivent sans doute contribuer 
à en rendre l'ensembre facile à saisir. J'ai expliqué avec soin la méthode d'in-
terpolation de Newton ; et, par des considérations puisées dans le fond du 
sujet, je suis parvenu aisément aux formules que Lagrange a trouvées pour 
parvenir au même but. Je donne ensuite le beau théorème d'Euler, par lequel 
l'intégrale de forme finie d'une fonction dépend de ses coefficiens différentiels ; 
et je fais connaître l'analogie qui existe entre les différences et les puissances. 

Je passe de là au Calcul des variations, dont je démontre les théorèmes 
principaux avec une grande généralité, ce qui me fournit les moyens de lever 
plusieurs difficultés qui peuvent nous arrêter dans ce calcul. 
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Enfin, j'ai rejelc dans les notes deux nouvelles démonstrations de la i q]le 
d'Euler, pour ramener un problème de maxima ou minima relatifs à un pro-
blème de maxima ou minima absolus. 

Le Calcul des variations a toujours passé pour très abstrait; je pense cepen-
dant que, comme on l'a fait pour d'autres théories, on finira par le dépouiller 
de tout ce qu'il a d'épineux. L'obscurité, en Mathématiques, ne provient pas 
seulement d'un ordre de propositions mal établi, mais dérive encore des la-
cunes qui, même dans le meilleur plan, peuvent arrêter la marche de la pensée. 
Voilà l'écueil que j'ai voulu éviter, en cherchant à lier entre elles des propo-
sitions isolées par des démonstrations dont l'urgence se faisait sentir. 

Le Calcul infinitésimal se composant de diverses théories qui souvent sont 
indépendantes les unes des autres, j'ai cru devoir indiquer par de plus fiiis 
caractères les matières qui peuvent être supprimées à une première lecture. 
Par là, ceux qui ne veulent entreprendre qu'une étude peu approfondie de la 
haute Géométrie auront la faculté de ne parcourir que les parties les plus élé-
mentaires de cet ouvrage ; tandis que ceux qui désirent acquérir des connais-
sances plus étendues, après s'être familiarisés davantage avec les principes, 
parcourront avec plus de fruit les autres parties. 

Quant aux notes qui terminent cet Ouvrage, elles se composent de quelques 
démonstrations nouvelles, et de choses qui auraient pu entraîner des lon-
gueurs, si elles n'eussent été traitées à part. Mais ce qui en forme la partie la 
plus intéressante, ce sont quelques théories importantes que j'ai beaucoup 
modifiées pour les rendre plus intelligibles et plus complètes» 
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ET 

DE CALCUL I N T É G R A L . 

CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

De la différentiation des quantités algébriques. 

1. On dit qu'wne variable est fonction d'une autre variable, lorsque première 
est égale à une certaine expression analytique composée de la seconde ; par 
exemple, y est une fonction de x dans les équations suivantes : 

2. Considérons une fonction dans son état d'accroissement, en vertu de 
celui de la variable qu'elle renferme: toute fonction d'une variable x pouvant 
être représentée par l'ordonnée d'une courbe BMM', fîg. 1 , soient A P = : aretpjg^ ^ 
PM = y, les coordonnées d'un point M de cette courbe, et supposons que 
l'abscisse AP reçoive un accroissement PP' = A; l'ordonnée PM deviendra 
P'iM'==y'. Pour obtenir la valeur de cette nouvelle ordonnée, on voit donc qu'il 
faut changer jr en a;-]- A.dans l'équation de la courbe ; et la valeur que cette 
équation déterminera alors pour y sera celle de y'. 

Par exemple, si l'on avait l'équation y=.mx^^ on obtiendrait y'en chan-
geant X en X h et y en y', et l'on aurait 

on, en développant, 

3. Prenons maintenant l'équation 

et supposons que y devienne y' lorsque x devient x h ; noils aurons donc 

e t , en exécutant l'opération indiquée, ' 
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si de cette équation nous retranchons l'équation (1), il restera 

et en divisant par h 

Voyons ce que ce résultat nous apprend : — y représente l'accroisse-
nient de la fonction y en vertu de l'accroissement h donné à x, puisque 
cette différence y' — y est celle du nouvel état de grandeur de y à son état 
primitif. 

D'une autre part, l'accroissement de x étant h, il suit de là que l'expression 

^ est le rapport de l'accroissement de la fonction y à celui de la variable x. 

En considérant le second membre de l'équation (2), on voit que ce rapport 
fliminue d'autant plus que h diminue, et que lorsque A devient nul , ce rap-
port se réduit à 

Ce terme Sa?® est donc la limite du rapport^^ ^ ^ : c'est vers ce terme qu'il 

tend lorsqu'on fait diminuer h. 

4. Dans l'hypothèse de A = o l'accroissement de y devenant aussi n u l , 

^ ^ ^ se réduit à et par conséquent l'équation (2) devient 

Cette équation n'a rien d'absurde, parce que l'Algèbre nous apprend 

que - peut représenter toutes sortes de quantités (•). D'ailleurs on conçoit que 

])uisqu'cn divisant les deux termes d'une fraction par un même nombre , cette 
fraction ne change pas de valeur, il en résulte que la petitesse des termes 

{*) Pour le reconnaître, il suIBt de considérer les équations du premier degré; en effet, tout ce 
qu'on nous demande dans celle-ci, x = a x - \ - b y c'est de trouver pour.r une valeur composée du pro-
duit d'un certain nombre x par a, et de la quantité b. Or, ce nombre x est tout-à-fait arbitraire ; 
il peut être égal à 1, à 2, à 3, ou à toute autre quantité numérique : et les résultats a 4 - ' i a - \ - b , 
Za-\-b, etc. , qu'on obtiendra ainsi, seront toujours des valeurs convenables dej^. 11 n'en serait 
pas de môme si l'on avait une seconde équation^ = a'x b' entre x et y; car , en éliminant^, 

on trouverait x = > valeur qui n'est plus arbitraire, et qui devient ^ dans le cas où l'on a 

b' — b et a=a'; mais alors les deux équations se réduisent à cette seule 7- = c f j c e t la 
valeur de x , comme on vient de le voir, devient une quantité indéterminée qui se présente sous la 

forme—. 
0 
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d'une fraction n'influe en rien sur sa valeur, et que par conséquent elle peut 
rester la même lorsque ses termes sont parvenus au dernier degré de petitesse, 
e'est-à-dire sont devenus nuls. 

La fraction — , qui se trouve dans l'équation (S), est un symbole qui a rem-

[)lacé le ra})port de l'accroissement de la fonction à celui de la variable : 

comme ce symbole ne laisse aucune trace de cette variable, représen-

tons-le par alors ^ nous rappellera que la fonction était tj et que la varia-

ble était X (*). Mais dy et d̂ - ne seront pas moins des quantités nulles, et nous 

aurons 

— ou plutôt sa valeur est le coeflicient différentiel de la fonction y. 

Remarquons que ^ étant le signe qui représente la limite comme le 

montre l'équation (A), d̂ - doit toujours être placé sous dij. Cependant, pour 
faciliter les opérations de l'Algèbre, on peut momentanément faire évanouir le 
dénominateur de l'équation (4), et l'on a dy Cette expression î̂ 'd f 
est ce qu'on a[)pelle la différentielle de la fonction y. 

5. Cherchons encore la différentielle de la fonction a-j-Si?^. Pour cet effet, il 
faut donc dans l'équation faire et, en changeant y en /y', 
cette équation deviendra 

done^^-j-^ = 607 h à zéro, il nous vient ^ = : donc la dif-

férentielle cherchée est àij— G d̂o?. 

6. Pour troisième exemple, cherchons la diflérentielle de y=ax^—W : fai-
sons X — X h , et substituant, nous avons 

donc 

{*) Ce n'est pas la première fois que, dans l'analyse, un signe rattache une quantité à celle 
dont elle tire son origine. C'est ainsi que I / 2 , qui représente 1,4142136...., nous indique que ce 
uonibre dérive de 2 , par une suite d'opérations. 
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passant à la limite , on a 

. Tel est le coefficient différentiel de la fonction proposée ; la différentielle sera 
dy = 

1 
7. Proposons-nous de trouver encore la différentielle de y effec-

tuant la division , on trouve y = \ ; mettant a; -[- A à la place de x , 

et y' à celle de y, on obtient 

et en ordonnant par rapport à h, 

donc 

passant à la limite , on a = 1 ; donc la différentielle de est iXJO 1 • ^ 

8. Prenons encore pour exemple 

développant, on a 

substituant x h k x ei y' h y, et ordonnant ensuite par rapport à h', il vient 

donc 

passant à la limite, on a 

et en multipliant par dx, on trouve que la différentielle est 
d.r. 

9. L'expression d^ est elle-même la différentielle de x; car soit y — x, on 
1/' — "î/ 

Si y' — X h; donc y' — y = h, et par conséquent* ^ = 1. Comme la 

quantité h n'entre pas dans le second membre de cette équation , on voit que http://rcin.org.pl
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pour passer à la limite, il suffît de changer ^ en ce qui ( l o n n e ^ = 1 ; 

donc, dans notre hypothèse , dy = da'. 

10. On trouvera de même que la différentielle de ax est aàx; mais si l'on 
avait y = a x h , on obtiendrait encore adj: pour la difFérentielle. D'où il 
suit qu'une constante b qui n'est point affectée de x, ne donne aucun terme à 
la différentiation, ou, autrement dit, n'a point de différentielle. 

On peut d'ailleurs considérer que si l'on a y — b, c'est le cas où a est nul 

dans l'équation y — ax-\-b,et où,par conséquent, ^ = a se réduisant à o ? 

il n'y a ni limite ni différentielle. 

11. II est à observer que quelquefois l'accroissement de la variable est négatif; 
dans ce cas , il faut substituer x — h à x, et opérer comme précédemment. 

Ainsi, pour trouver la différentielle de â '̂  lorsque l'accroissement est néga-
tif, on remplacera x par x -— h, et l'on aura 

donc 

passant à la limite, on a u r a ^ = —3a:r»,et par conséquent d y = — 

On voit que cela revient à supposer àx négatif dans la différentielle de y 
calculée dans l'hypothèse d'un accroissement positif. 

12. Avant que d'aller plus loin, faisons une remarque essentielle, c'est 
que dans une équation dont le second membre est une fonction de x, et que 
pour cette raison nous représenterons généralement Tpavy=fx, si l'on change 
X en x - \ - h , et qu'après avoir ordonné par rajjport aux puissances à e h , on 
trouve le développement suivant 

y ' = A - f BA-]- C/t' -[- D^î -f- etc. , 
on doit toujours avoir y — A. En effet, si l'on fait A = o , le second membre 
se réduit à A ; à l'égard du premier membre , comme nous n'avons accentué y 
que pour marquer que y éprouvait un certain changement lorsque ordevenait 
X h, il faudra lorsque h sera nul, que nous supprimions l'accent de y , et 
l'équation (2) se réduira alors à 

13. Ceci va nous donner les moyens de généraliser le procédé de la diffé-
rentiation. En effet, si dans l'équation dans laquelle on est censé 
connaître l'expression représentée par fx, on a mis x-\-h à la place de x, et 
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qu'après avoir ordonné par rapport aux puissances de h, ou ait pu obtenir le 
développement suivant . . 

ou plutôt, d'après l'article précédent, 

on aura 

donc 

et en passant à la limite, ^ = Ce qui nous apprend que le coefficient 

différentiel est égal au coefficient du terme qui contient la première puissance 
de h dans le développement de f{ûû'\-h) ordonné par rapport aux puissances 
ascendantes de h. 

14. Si au lieu d'une fonction y qui change d'état en vertu de l'accroissement 
donné à la variable x qu'elle renferme, on a deux fonctions y et ^ de cette 
môme variable x , et que l'on sache trouver en particulier les difféi'entielles 
de chacune de ces fonctions, il sera facile, par la démonstration suivante, 
d'en conclure la différentielle du produit zy de ces fonctions. En effet, si l'on 
substitue a^-j-A à la place de x dans y et dans on obtiendra deux développe-
mens qui, étant ordonnés par rapport aux puissances de h, pourront être 
représentés ainsi : 

passant à la limite, on trouvera 

multipliant les équations (5) et (6) l'une par l'autre , nous obtiendrons 

donc 

passant à la limite , et indiquant par un point l'expression qui doit être difl'é-
rentiée, on obtiendra 

http://rcin.org.pl
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inellant au lieu de A et de A' leurs valeurs données par les équations (7j, il 
viendra 

et en supprimant le diviseur commun àx, 

Ainsi, pour trouver la différentielle d'un produit de deux variables, il faut 
multiplier chacune par la différentielle de Vautre, et ajouter les produits. 

15. Au moyen de cette règle, on trouvera facilement la différentielle d'un 
produit de trois variables. 

Soit, par exemple, yzu : faisons yz=t, nous aurons donc d.yzu=d.tu. 
Or, d'après ce qui précède, 

et puisque t ~ y z , on a d^ = ijàz-^-zày; mettant donc ces valeurs de t et de 
i\t dans l'équation (8), elle se changera en à.yzu = yzàu-\-uyàz-\-uz(\y. 

On voit que la même règle subsiste encore pour un produit de trois variables, 
c'est-à-dire qu'i/ faut écrire le produit yzu , et remplacer successivement chaque 
variable par sa différentielle, et ajouter ces prodtiits. 

La même règle a lieu pour un plus grand nombre de variables. 

16. La différentielle d'une fraction-est ^ ^ ^ ^ — s u p p o s o n s - = nous 
y ^ y" ^^ y 

avons donc, art. U , àz=yàt-{-tày; d'où nous tirons yàt=àz—tày; 

mettant dans le second membre la valeur de t, il vient yàt = àz ây; 

réduisant au même dénominateur, et divisant ensuite par j/, on a 

ou I 

17. Si dans l'équation à.yzu = yzàutjuAzzuày, art. 15, on divise 
tous les termes par yzu, on obtiendra 

En général, en divisant la différentielle d'un produit d'un nombre quel-
conque de variables par ce produit, on trouvera 

îïi X, y, z, t, u, etc. , sont égaux a x et en nombre m, on aura dans le 

second membre de cette équation un nombre m de termes égaux à ce second 
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membre se changera donc en et l'équation (9) deviendra 

et en multipliant par x'", on aura 

18. D'où l'on peut conclure cette règle : lorsqu'une variable est élevée à une 
puissance m, poxir avoir la différentielle, il faut, 1° changer l'exposant en coeffi-
cient; affecter la variable d'un exposant moindre d'une unité; multiplier 
•ensuite ce produit par dx. 

19. Si l'exposant était fractionnaire ou négatif, la même règle aurait lieu. 
p 

Pour démontrer ce premier cas, soit y—xt, en élevant les deux membres à 
la puissance q, on aura y'i — xP ; donc, art. 18, qyi-'ày—pxP-^àx; d'où l'on 
tire 

xP y'' 
et comme x^-^ peut se mettre sous la forme — , et que de même ,en ^ y 

substituant ces valeurs, on a 

et à cause àexP—tf , l'équation précédente se réduit à 

mettant enfin pour y sa valeur, on obtient 

et en faisant passer le diviseur x en exposant, on a 

p 
ce qui est la même chose que la différentielle de y = qu'on aurait obtenue 
en faisant usage de la règle du n° 18. 
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Pour démontrer le cas où l'exposant est négatif, soit y = x-P, ce qui revient 

; différentiant par la règle des fractions, art. 16, nous aurons 

et comme l'unité n'a point de différentielle, étant une constante, art. 10, cette 

A.x^ expression se réduit à d y = — e f f e c t u a n t la différentiation indiquée, 

px^'^àx 
art. 18, on aura dy = —-———, et en retranchant l'exposant 2jo de l'expo-
sant p—1, il vient enfin ày — — ainsi qu'on l'aurait trouvé en fai-
sant usage de la règle du n° 18. Concluons donc que cette règle a lieu, quel 
que soit l'exposant de x, c'est-à-dire pour un exposant entier, négatif ou frac-
tionnaire. 

20. On peut parvenir immédiatement à la différentielle de par la considération du binôme, 
de la manière suivante : faisant x= x h, dans^ = on obtient 

et en développant par la formule du binôme, on trouve 

retranchant de cette éauation la nrécédente. et divisant nar /i. il reste 

Passant à la limite, en faisant h = o, on obtient 

et en remettant la valeur de j , on a 

21. Si l'on remplace les radicaux par des exposans fractionnaires, la règle 
du n" 18 pourra donc servir à différentier ces sortes de quantités. Par exemple, 

pour trouver la différentielle de y^z; on écrira dont la différentielle sera 

ce qui nous apprend que, pour avoir la différentielle de la 

racine carrée d'une quantité variable, il faut diviser la différentielle de cette quan-
tité par le double du radical. 

De la diff'érentiatio7i d'une somme de fonctions. 

Pour différentier une quantité qui renferme plusieurs termes , le pro-
cédé serait bien long s'il fallait toujours tenir la marche que nous avons 

ÉLÉiMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 2 
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suivie, en cherchant d'abord la valeur de y' pour en déduire ensuite celle de 

, et passer à la limite, en faisant / i = o. Heur-eusement que lorsqu'on 

sait différentier en particulier chaque terme , on peut suivre une voie plus 
simple, en vertu d'un théorème qui se réduit à cette proposition : la diffé-
rentielle d'une somme de fonctions est égale à la somme des différentielles de ces 

fonctions. 

Pour le démontrer, soient donc /", F, y, etc. , les signes indicatifs de ces 
diverses fonctions dont y se compose , et supposons que nous ayons 

dont il faille chercher la différentielle. 
Si nous mettons -{- A à la place de x dans ces fonctions, comme, par hypo-

thèse, on sait les développer chacune en particulier suivant les puissance» de 
h, nous pourrons représenter le résultat par 

rassemblant les termes multipliés par les mêmes puissances de h, et retran-
ohaut y , nous trouverons 

passons à la limite, 

A , B, C étant les termes qui sont multipliés par la première puissance de h 
dans les développemens de f{x-\-h),à.G F (-v-j-h), et de y {x-\-h), il en résulte 
que Ad^ Bd;r Càx représentent la somme des différentielles des fonc-
tions proposées. 

Pour donner une application de ce théorème, supposons qu'on ait à 
trouver la différentielle de 

nous savons, par l'article 10, que la différentielle de ax^ est ad.o;̂  ; et en 
exécutant, d'après l'article 18, la différentiation indiquée, il vient a.'^x'^àx; 
et en mettant le coefficient numérique en dehors, on obtient En 
agissant de même à l'égard de la constante b"", on trouvera que la difiéren-
tielle de est ^b'̂ xdx ; d'un autre côté, l'article 21 nous apprend que e ^ ^ x 
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a pour (liiréreiilielle, e4 Ajoutant donc ces résultats, nous trouverons 

%'i. En général, lorsque dans une expression que l'on veut diftërenticr, 
une constante entre comme facteur d'une fonction de x, il faut différentier 
comme si cette constante n'existait pas, et multiplier ensuite par cette con-
stante. 

25. Si, au contraire, une constante n'est point affectée d'une fonction de x , 
elle ne fournit, comme nous l'avons vu art. 10^ aucun terme à la différentielle. 

De la manière de faciliter la différentiation des fonctions com-
pliquées, et d'éviter Vopéralion de Vélimination , lorsque la fonction 
y n'est pas immédiatement exprimée au moyen de la variable x. 

26. Quelquefois la fonction y et la variable x ne sont pas données ])ar une 
même équation. Par exemple, si Ton avait les deux équations des formes sui-
vantes y = fu, et u=<fx, le premier moyen qui se présenterait pour obtenir 

le coefTicient différentiel ^^ serait d'éliminer u entre ces deux équations, pour 
(\x 

pouvoir y appliquer le procédé de la difiérentiation ; mais, sans avoir recours 
à cette opération préliminaire, on peut obtenir immédiatement le cociricient 

différentiel : c'est ce qui va être l'objet de la démonstration suivante. 

Supposons donc que dans l'équation M = on mette à la place de 
X et qu'alors «devienne u'—u -\-k, c'est-à-dire se compose de la fonction 
primitive et d'un certain accroissement (art. 12) que nous représenterons par 
k; admettons encore qu'en substituant ensuite ti -{-k à la place de u dans 
réquation y — f u , la fonction y devienne y' ; si, en développant ces fonctions 
de et de a; par rapport aux puissances de leurs accroissemens , la substitution 
de X h à la place de x dans la fonction « , nous donne 

u' — u -f- ç/i -[- + etc. ; 
et que la substitution de tt-j-A à la j)lace de u dans la fonction y nous donne 

on obtiendra 
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Multipliant ces équations terme à terme, on aura 

Le premier membre de cette équation peut se réduire; car l'accroissement 
de u étant représenté par k, est donc égal à w' — u ; par conséquent au lieu 

j y' — y u' — u , , y' — M , , , . 
de ——.—-j^—, nous pouvons ecrire j -, et en mettante? —a; a la place 

de h, l'équation précédente devient 

Lorsque h est nul , k s'évanouit aussi ( puisque u n'a pris l'accroissement k 
que parce que x est devenu x-\-h)\ par conséquent dans le cas où A — o , qui 
est celui de la limite, l'équation (11) se change en 

Pour d é t e r m i n e r e t q, il faut supposer h et k nuls dans les équations (10), 
et ces équations donnent 

Substituant ces valeurs de jo et de q dans l'équation (12), on obtiendra 

Ce résultat nous apprend que si l'on a deux équations y = fu et u = ?x, et 

(lu'on en tire les valeurs des coefficiens différentiels ^ et ^ , il suffira de mul-
Au d,r 

dw 
tiplier ces valeurs entre elles pour avoir celle de . 

27. Si l'on a , j)ar exemple, les équations y — 3m' et u x'̂  "" 
trouvera 

donc , en multipliant ces équations terme à terme , on obtiendra 

28. La formule (13) est d'un grand usage pour différentier des quantités 
comj)liquées ; donnons-en quelques applications. 
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1° Cherchons la différentielle de 

cela se réduit à trouver le coefficient différentiel Pour cet effet, faisons do? 

1 = M, alors y = — ^ =u ", et les équations y = fueiu — art. 26, 
y u 

sont donc représentées ici par y — u ", et par u = \ x^. 
Différentiant ces équations, art. 18, et divisant la première par dw, et la 

seconde par à x , on trouve 

multipliant ces coefficiens différentiels entre eux , on a 

donc 

Soit encore y=[a-^hx"'Y; pour trouver la différentielle, faisons a 
nous aurons les équations y = w", m = a -{- ir"* ; donc 

multipliant entre eux ces coefficiens différentiels , on obtiendra 

29. Pour troisième exemple, soit 

supposons 

donc 

différentiant l'équation précédente, nous avons 
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donc 

L'équation (15) donne 

et en mettant pour u sa valeur, il vient 

multipliant ces coelliciens différentiels entre eux, on a 

On j)ourrait prendre encore pour exemple 

et l'on trouverait 

Des différentielles successives. 

SO. Soit y une fonction de x; si elle est différentiée, on trouvera un résultat 
de la forme pàx (joétant une quantité qui peut renfermer x) ; si p renferme x, 
nous pourrons aussi différentier p , et obtenir un résultat représenté ])ar 
qàx; opérant de même par rapport à g, le résultat rd v sera encore de la même 
forme, ainsi de suite, pdx, qdx, rdx, e tc . , sont les différentielles successives 
de y. Par exemple , si l'on a y — ax^, on trouvera = doncp=3a:î'' . 
Différentiant de nouveau, on a dp = Viaxdx; donc q—Ga.v. Différentiant 
encore, dĝ  = 6ad.r; donc r = 6 a . Ici la différentiation ne peut plus avoir 
l ieu, puisque 6a est une constante. 

Les équations 

donnent, en divisant par di', 
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q étant obtenu par deux différentiation s successives, et en divisant chaque 

fois par dar, nous représenterons cette opération par — , et nous aurons 

^ = o ; de même en différentiant de nouveau et en divisant par d.»;, nous 

aurons ^ = r; ainsi de suite. 
d.tr̂  

dy est ]i\ différentielle première de y ; 
d't/ en est la différentielle seconde ; 
Ahj en est la différentielle troisième ; 
etc. 

Théorème de Mac-Laurin (*), 

31. Soit y une fonction de x ; ordonnons-la par rapport à x, et supposons 

nous aurons en différentiant et en divisant par d^, 

etc. 

Représentons par {y) ce que devient y quand x = o , 

par ce que devient quand x = o, 

par ce que devient ^ quand x — o, 

ainsi de suite; les équations précédentes nous donneront d'où nous tirerons 

C) Ce Ihéorème, comme le fail observer M. Peacock, avait été trouvé par Slirling, dès 1717, et 
par conséquent avant que Mac-Laurin en fît usage. 
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substituant ces valeurs dans l'équation (17), elle deviendra 

telle est la formule de Mac-Laurin. 

32. Pour première application , prenons y = — j — , nous trouverons en 0/ I X 
différentiant par l'article (16), 

d'où nous conclurons 

différentiant de nouveau, nous trouverons successivement 

( 
Faisant donc x — o dans les valeurs de y, de : , etc., nous r\ m* n nt»* rt nr-» 

trouverons 

substituant ces valeurs et celle de y dans la formule (17), nous obtiendrons 

33. Pour seconde application, prenons y \/a^bx ; nous avons donc 

si nous faisons x = o, ces valeurs deviendront 

http://rcin.org.pl



DIFFÉRENTIATION DES QUANTITÉS TRANSCENDANTES. 17 

substituant dans la formule (17) ces valeurs de {y), 

34. Pour troisième exemple, prenons y = (a-}-a:)"*; nous trouverons en 
dilférentiant, 

Faisant = la valeur de y se réduit à a"*; donc (y) 1=0"^, et les coefficiens 
différentiels ci-dessus deviennent 

/diA /d'îA 

Substituant ces valeurs de (y), l'équation (18), 

on trouve 

[^Note première (*).] 

De la différentiation des quantités transcendantes. 

35. Les quantités transcendantes sont celles qu'affectent des exposans 
variables , des logarithmes, des sinus , des cosinus , etc. 

36. Proposons-nous de différentier d'abord a''. Soit donc ;/==«', changeons 
en X h çi y en y'; cette équation deviendra y' — ou plutôt 

(19), llSote seconde.1 

II faut donc développer cette expression par rapport aux puissances de h 
et trouver ensuite les termes multipliés par la première ; or , pour que a* 

D f^oyez les noies à la fin de l'ouvrage. 
Ér.É!!^E^s d e c a l c l l o i f f é r e n t i e i . 

http://rcin.org.pl



'(6 C A L C U L D I F F E R E N T I E L . 

puisse se développer par la formule du binôme , je ferai a = 1 -j- h, et par 
conséquent â  deviendra 

On peut trouver les termes multipliés par la première puissance de h sans 
former tous les produits indiqués par le second membre de l'équation (20). 
Pour cela on s'apercevra d'abord que les termes qui contiennent la première 
puissance de h dans le second et dans le troisième terme de l'équation (20) 

b b^ 
sont - h et — — h. k l'égard des autres, nous remarquerons que si dans un 

1 2t 

produit tel que A (A—1) (A—2) (A—S), etc., la partie(A—I) (A—2) (A—3),etc., 
est composée de n facteurs, son développement, d'après la théorie des équa-
tions, sera do la forme A''-^-A A"-' -j- BA"-'... -{- MA N, c'est-à-dire qu'on 
aura 

ou, en exécutant l'opération indiquée dans le second membre, il vient 

et l'on voit que le terme qui contient la première puissance de A dans le produit 
A (A— 1 ) (A — 2) (A — 3 ) , etc., sera NA. Examinons maintenant comment se 
compose le coefficient N. Or, l'Algèbre nous apprend encore que dans un 
produit tel que (A — 1 ) (A — 2) (A— 3 ) , etc. , dont le développement est A" 

A"-'... -f- MA N , le dernier terme N de ce développement se compose 
du produit des secondes parties — 1 , — 2, — 3 , etc . , des binômes A— 1 , 
A — 2, A — 3 , etc. , c'est-à-dire qu'on a en général, 

Ainsi, en considérant le quatrième terme —^ A (A— I)(A — 2) de réquation(20), 

nous voyons que le développement de la partie (A — 1) (A — 2) qu'il ren-
ferme sera de la forme A''-|-AA-|-N et aura le produit — I X — 2 pour valeur 
de N, par conséquent la partie affectée de la première puissance de A que 
nous fournira ce terme, sera 

en considérant ensuite le cinquième terme de l'équation (20), on verra de 
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iiiêiuc (jnc le terme affecté de la première puissance de H qu'il renferme , doit 
être 

et ainsi de suite , de sorte que nous aurons 

v - " • J 
et en remplaçant (1 -\-b) par sa valeur a, on aura 

[b b' , M \ , , , 
Représentons 4 ' P̂ *" ^ ' obtiendra 

â  = 1 -j- A/i -{- tonnes en en P, etc. ; 
par cette valeur , l'équation y' = aV', deviendra 

= Ao '̂/i -j- termesenh'^, en P, etc. 

Si nous en retranchons l'équation primitive y = a'', il restera y' --y~\a'h 
- ]- iermesen enh^, «etc. ; passant à la limite , on trouvera 

et en mettant la valeur de y, on obtiendra 

a?. La constante A dépend de a ; car si dans l'équation 

on met pour b sa valeur o—1 , on trouvera 

38. Pour déterminer la valeur de la constante A , cherclions , par le ihéorème 
(le Mac Laurin et à l'aide des équations (22) et (23), le développement de a%-
nous avons donc 
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Faisons, art. 81, x=o, nous trouverons 

, etc. Substituant ces valeurs dans I équation (18), nous trouvons 

faisons x cette équation deviendra 

nommons e le second membre de cette équation, elle se change en a^. — e ; 

d'où l'on tire a = e prenant les logarithmes, on a 

donc 

Le nombre e, dont la valeur est donnée par l'équation 

est la base que Néper choisit pour calculer ses tables de logarithmes. 

Comme la série 1 -[- 1 + etc., est assez convergente, ou peut se 

borner à prendre les douze premiers termes de cette suite, et alors on trouve 
quee vaut environ 2,7182818. Si nous représentons par La le logarithme 

de «dans le.-ystèmenépérien, nous aurons donc a = (2,7182818...) ou plus 

simplement n — ê  donc log a — log e'" et log a — La log e; d'où nous 
tirerons 

ce qui réduit l'équation (26) à A = La, et par conséquent l'équation (23) 
donne 

39. Lorsque la base quelconque a est remplacée par la base du système népérien, l'équation 
précédente devient 
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et comme en changeant « en e dans l'équalion (27), il en résulte que Le est égal à l'unité, l'équa-
tion précédente se réduit à 

de' = 
L'équalion (25) nous fournit les moyens de trouver le développement de e". En effet, lorsque 

a = e, l'équation (26) se réduit à 
A = l ; 

substituant cette valeur de A dans l'équation (25), et changeant a en e, on obtient 

Des différentielles logarithmiques. 

•40. Soit X le logarithme de y dans le système dontla base esta, on a y = 
et Icquation (22) nous donne ày = ka'^Ax; d'où l'on tire 

et comme a" = y, et que x = log y, l'équation précédente devient 

Dans le cas où l'on prend les logarithmes dans le système néj)érien, la base a 
loge loge 

devient le nombre e (art. â8), par conséquent l'on a ~ ^ ' donc 

alors d.log y = —. 

Des différeniielles^dessinus,cosimrsctautreslignes trigonométriques, 
ou des différentielles des fonctions circulaires. 

•41. L'arc est plus grand que le sinus, et plus petit que la tangente. 
Pour le démontrer, soit AB, fig. 2 , un arc qui a BE pour siiius et DA pourl'i;;. 2. 

tangente; et prenons l'arc AB' égal à l'arc AB. En considérant la corde BB' 
comme une ligne droite, on en tire la conséquence qu'elle est plus courte que 
l'arc BAB'. Donc la droite BE, moitié de la corde BB', est plus courte que 
l'arc BA, moitié de l'arc BAB' ; d'où il résulte que le sinus est moindi-e que l'arc. 

Pour démontrer que la tangente est plus grande que l'arc, nous avons 
Aire du triangle DD'C ^ aire du secteur BAB'C; 

ou, en mettant les expressions géométriques de ces aires, 
DD' X 7 AC > arc BAIV X i AC; 
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suj)priniant ^ AC de part et d'autre, il reste 

DD' > arc DAB', 
e t , en prenant la moitié, on a 

DA > arc BA. 

-42. Il résulte de ce qui précède que la limite du rapport du sinus à l'arc est 
l'nnité ; car lorsque l'arc h représenté par AB devient nul, le sinus se confon-
dant avec la tangente, à plus forte raison le sinus se confond avec l'arc qui 
est compris entre la tangente et le sinus ; par conséquent on a, dans le cas de 

I 1- -, S'" h _ , sin h la hmite , ^, ou plutôt — ^ = 1. arc A ^ A 

48. Pour trouver la différenfiello du sinus dont l'arc est x , supposons donc 
que cet arc reçoive un accroissement A; nous savons par la Trigonométrie que 

sin {x-\-h) =s in .rcosA-[ - slnAcos^.... (31). 

Pœtranchant de cette fonction son état primitif, et divisant par l'accroisse-
ment A delà variable, nous aurons 

Rassemblant entre des parenthèses les termes qui sont multipliés par sin x 
dans le deuxième membre , on trouvera 

Quand A devient o , cos A — 1 devient aussi nul, et se réduit à - . 
h o 

II convient donc de mettre ce terme sous une autre forme : pour cela l'équa-
tion cos' A -j- sin^ A = 1 me donne cos^ A — 1 = — sin^'A, ou (cos A — 1) 

(cos A 4 - 1) = —sin^ A; d'où je tire cos A — 1 = substituant cette 
cos A 1 

valeur dans l'équation (32), cette équation devient 

Dans le cas de A = o , l'arc et le sinus se confondent, c'est-à-dire qu'on a 
sin A sin A 0 
— ^ = 1 5 d un autre côté cos A = l,donc — = o : et réquation(33) 

se réduit à '- = cos x : d'où l'on déduit d.sin x = dx cos x. d.i; 

4-4. Dans cette démonstration, le rayon des tables a été pris pour unité ; 
mais si l'on voulait la diifcrcntiolle d'un sinus dont le rayon serait a, au lieu 
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(l'employer l'équation (31), on se servirait de celle-ci : 

Dans le résultat précédent, il faudrait donc restituer la constante a , ce qui 

donnerait d.s ina^= pour la différentielle du sinus d'un arc dont le 
a 

rayon est o. 

45. On peut parvenir à la difFérenlielle de sin x par des considérations géométriques 5 car soit 
AB fig. 3, l'arc x; BM, l'arc /t ; la perpendiculaire BP sera donc sin x, et la perpendiculaire MQ Fi{j. 3. 
sera sin (a;-)- / i ); cela posé, plus l'arc BM = A diminue, plus l'angle MBC tend à devenir droit; par 
conséquent, dans le cas de la limite, on peut considérer l'angle MBC comme droit j alors le triangle 
MBD devient semblable au triangle BCP , puisque dans cette circonstance ces triangles ont leurs 
côtés perpendiculaires; d'où.il suit qu'on a la proportion 

ou 

donc 

Tassant à la limite et observant que, dan s ce cas, la corde BM peut être remplacée par l'arc BM=/<, 

l'équation précédente deviendra = et en prenant le rayon égal à l'unité, dx r 
d.sin x== dx cos x. 

•46. Pour trouver la diflérentielle de cos x, l'équation sin' x cos' a- = 1 
ou plutôt (sin xy -j- (cos x^ — 1 étant différentiée (art. 18) , donne 2 sin .r d. 
sin ^ -|-2cosard. cos x= o ; d'où l'on tire 

mettant pour d. sin o? sa valeur c o s a r t . >43, et réduisant, on a d. cosx = 
— d^ sin X. 

47. Oii obtient la différentielle de tango?en considérant que tang 

différentiant cette équation par l'article (16), on trouve 

mettant les valeurs de d. sin x et de d. cos x on aura. 
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48. On sait par la Trigonométrie que,le rayon est une moyenne propor-
tionnelle entre la tangente et la eotangente, et entre le cosinus et la sécante, 
ce qui donne 

En différentiant la première de ces équations (art. 16), on trouve 

car de l'équation — = tang, on tire cos. t a n g = sin. 

49. L'équation séc x — — ^ étant différentiée, donne 
cos X ' 

50. On déterminerait de môme la différentielle de la cosécante ; car 

coséc X = —r̂ —̂ : différentiant, on a 
sm X 

51. A l'égard du sinus verse , en différentiant l'équation sin verse x -{- cos x 
= 1, on trouve d. sin verse x == d. (l — cos x), et en effectuant la différen-
tiation , d. sin verse x— sin xù.x. 

De la différentiation de quelques fonctions tra7iscey%dantcs 
compliquées. 

52. Les principes précédens suffiraient pour pouvoir différentier toute 
expression affectée de quantités transcendantes. 

Soity=a''%- faisons = M, nous aurons a"; différentions par l'ar-
ticle (38) (équation 28) , nous trouverons 

donc (art. 26) 
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5S. Soit encore y=. z"; prenant les logarithmes, on a log y = v log z; donc 
d. log y — rd. log 5 -{- log^du; mettant pour les différentielles logarithmi-
ques leurs valeurs (art. 40), nous trouverons 

— = -[- log zdc, et par conséquent 
2/ ^ 

Au moyen de cette différentielle, on trouvera facilement celle de y = z " * ; 
car soit t" = v, l'équation se réduit h. y = z" : or, les équations y = z" et 

= qui sont de même forme que l'équation dont nous venons de trouver 
la différentielle, donneront 

Substituant dans la valeur de dy donnée par cette avant-dernière équation 
celle de dv et de v, nous aurons 

Théorème de Taylor. 

54. Avant que d'aller plus loin , nous remarquerons que dans le calcul 

différentiel une expression telle que signifie qu'une fonction y d'une ou 

de plusieurs variables a été différcntiée par rapport à la variable x et divisée 

par dx; par exemple, si l'on avait y—ax'^u^z^, l'expression ^ se détermine-

rait en regardant u et z comme constans, et en différentiant par rapport à 

X et divisant ensuite par d^ : ainsi on aurait ~ — ^ixu^z^. On trouverait de 
^ d.i; 

même — = haoc^z^u^ et ^ = Si l'on avait y — x'' A- z"", ^ dz du ^ ' ' d^ 
serait 

55. Si dans une fonction y de x, la variable x se change en x -]- h , 0» a /c 
É l É S E N S DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 4 http://rcin.org.pl
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viême coefficient différentiel lorsque x est variable et li constant, que lorsque h est 
variable et x constant. 

Pour le démontrer, si dans l'équation y—fx, nous mettons a: -}- A = ar' à 
la place de x, nous aurons y' —fx'; la différentielle de fx' sera égale à une 
autre fonction de x' représentée par <fx' et multipliée par d ^ , par conséquent 
dy' = fx'dx', ou en mettant pour x' sa valeur x h , on aura 

Or, le seul changement qu'apporte dans cette différentielle l'hypothèse de 
X variable et de h constant, n'est que dans le facteur d ( i F / i j , q u i se réduit 
à dx quand x est variable, et h constant; on a donc alors 

d'où l'on tire 

S i , au contraire, on fait x constant et h variable, le facteur d {x-\-h) se réduit 
à dA, et l'on a 

et par conséquent 

égalant ces deux valeurs de f [x -\-h) ^ il nous vient 

Par exemple, si l'on avait y = ax^, en mettant a; -[- A à la place de or, on trou-
verait 

et par conséquent 

86. Les équations (35) et (36) étant différentiées par rapport à x h, don-
nent encore les résultats égaux 
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Faisons h constant dans la première équation, et x constant dans la seconde, 
nous aurons 

d'où nous tirerons 

On conclura par le même raisonnement que 

ainsi de suite. 

57. Cela posé, soit y' une fonction de x-\-h; cette fonction étant dévelop-
pée par rapport aux puissances de h, supposons qu'on ait 

A, B, C, etc., étant des fonctions inconnues de x qu'il s'agit de déterminer. 
Tour cet effet, en différentiant par ranoort à h. et en divisnnt nnr dA. on niir/i 

différentiant ensuite par rapport a ^ et divisant par dx, nous aurons 

Les premiers membres de ces équations étant égaux, en vertu de l'art. 55, les 
seconds membres seront identiques; égalant donc entre eux les coefficiens 
des mêmes puissances de h, on trouvera 

Substituant la valeur de A, donnée par la première de ces équations, dans la 

seconde, on aura ^̂  = ^ 5 substituant cette valeur dans celle de C, on aura 

r 1 àhj . . , . ^ ~ I a o j de suite. 1 . 2 .3 d^^' 

Au moyen de ces valeurs de A, de B, de C, etc., l'équation (37) deviendra 

ou en mettant pour y' sa valeur, 

ce qui est la formule de Taylor. http://rcin.org.pl
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y4pplication de la formule de Taylor au développement en série 
de diverses fonctions. 

I 
58. Soit y' — ^ x-\-h-, on a donc x —x"". 

Donc 

etc. 
Substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 

59. Soit y' =s in(^-j -A) , d'où il suit que y = s i n x; on formera ainsi les 
coefficiens différentiels successifs, 

substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 

faisant x — o-, alors sin j; = o et cos ^ = 1, et ce développement se réduit à 

Si l'on prenait y '=cos -L A), on trouverait, en opérant comme dans l'exem-
ple précédent, que 

60. Développons encore log {x -j- A); nous avons 
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On obtiendra ensuite par des différentiations successives, 

substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 

61. Si cette formule était trouvée autrement que par la différentielle d'un 
logarithme [note troisième), on pourrait en déduire cette différentielle d'une 
manière difierente que nous ne l'avons fait art. 40. En efiet, elle donne 

passant à la limite, on a 

ou 

Connaissant la différentielle d'um logarithme, il sera aisé de trouver celle 
de a ' ; car en faisant y et en prenant les logarithmes dans le système 
népérien, on a 

et en différentiant, 

d'où l'on tire 

ou, en mettant la valeur de y, 

équation qui est la même que celle du n° 2B (art. 38). 

62. On peut déduire le théorème de Mac-Laurin de celui de Taylor, de la manière suivante : on 
a, par le théorème de Taylor, 

Appelons r/ic) ce que devient foù quand on y fait a; = o, ce que devient ^ ^ quand oû y 
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fait x = o, ainsi de suite pour les autres coefficiens différentiels ; la formule de Taylor, quand on 
fera x ~ o , deviendra donc 

Dans cette équation, /i entre dans f/i de la même manière que x entrait dans fx (,*), de sorte 
(jue si l'on change /< en x, fh deviendra fx; et comme il ne reste plus de traces de x, parce qu'on 
a fait a; = 0, ce changement est permis, attendu qu'il importe peu de substituer une lettre ou une 
autre à h : en faisant donc ce changement, on trouve 

ce qui est le théorème de Mac-Laurin. 

De la diffërentiatîoii des équations à deux variables. — Expression 
générale de la différentielle de deux variables. — Expression géné-
rale de la différentielle de trois variables parmi lesquelles on en 
prend deux pour variables indépendantes. 

63. Soit 

une équation entre deux variables. En résolvant cette équation par rapport 
à y, on trouvera y — 'fx; imaginons que l'on ait substitué cette valeur dans 
l'équation (-40), celle-ci deviendra F {x, <î>x)=o, ou pour plus de simplicité 

fx = o, 

équation identique, et dans laquelle tous les termes doivent se détruire, quel-
que valeur que l'on donne à x. Par exemple, si cette équation no monte qu'au 
troisième degré, on pourra la représenter par 

et en mettant une valeur quelconque pour x, elle sera toujours satisfaite; 
donc, en mettant x--\-h à la place de x, on aura encore 

c'est-à-dire que si l'on a /ir = o, quel que soit x, on aura encore f{-K-\-h) — o\ 
retranchant de cette équation celle-ci 

donc aussi 

n On peut observer que si l'on fait x = o dans f ( x - f / i ) , c'est remplacer a ; p a r h dans 
f (a; - f A) ;ct que de même si l'on fait A==od3ns f(j;-f/t), c'est remplacer x -f- /tparx' dans f {x-\-h). 
Or, il est évident que les deux résultats A et fx qu'on obtient dans ces hypothèses, ne diffèrent entre 
eux que par les lettres h et x, qui y entrent de la même manière. 
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Or, 

d'où l'on tire 

le premier membre de cette équation étant nul, on a donc 

(1 f ̂  

A B/t -j- etc. = o ; et, passant à la limite, ^ — A = o, 

et par conséquent d./ i^=Ad^ = o, ou en restituant tj, 

Ceci nous apprend qu'en regardant y comme une fonction de x, si l'on dif-

férentie l'équation F {x, y) — o, on pourra égaler le résultat à zéro; ce qui ser-

vira à déterminer la valeur du coefficient différentiel comme nous allons 

le voir dans l'exemple suivant. 
Soit donc 

différentiant par les procédés ordinaires, et observant que par la démonstra-
tion précédente on doit égaler ce résultat à zéro, on a 

de cette équation on tire 

64. Si l'on compare le procédé qui nous a fait obtenir cette valeur avec 
celui que nous avons employé jusqu'à présent, on verra qu'en opérant d'après 
cette première méthode, il aurait fallu d'abord mettre l'équation (41) sous la 
forme y —fx, et par conséquent la résoudre par rapport à y, pour en déduire 

ensuite par la différentiation la valeur de En suivant cette marche, nous 

trouverions d'abord 

et ensuite, par la différentiation. 

http://rcin.org.pl



'(6 CALCUL D I F F E R E N T I E L . 

Cette valeur de — se présente sous une forme différente de eelle qui nous est 

olTerte par l'équation ; mais en mettant dans l'équation (48) la valeur de y, 
cette équation deviendra 

comme nous venons de le trouver. L'équation (42) est la différentielle pre-
mière de l'équation j(41). 

Pour obtenir l'équation qui donne le coefficient différentiel du second ordre, 

c'est-à-dire en divisant l'équation (-42) pard^, et en f a i s a n t ^ = j o , cette 

équation deviendra 

regardant y ei p comme des fonctions de or, nous aurons, en différentiant, 

divisant par d.x et mettant jo à la place de il viendra 

d'où nous tirerons 

di/ dp d°i/ 
Or, puisque p — nous aurons mettant ces valeurs dans l equa-

tion (44), et faisant évanouir les dénominateurs, nous obtiendrons 

telle sera la différentielle seconde de l'équation (41). 

Pour avoir la différentielle troisième, on fera ^ = 5:, et l'équation [(44) de-

viendra, après avoir fait évanouir le dénominateur, 

on différentiera en regardant y, p, q comme des fonctions de x, et l'on trou-
vera la différentielle troisième, ainsi de suite. 

65. Au lieu d'employer les lettres p, q, r, etc., pour effectuer les opéra-
tions, on parviendrait au même résultat en différentiant l'équation (42) et en 
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mettant ây pour la différentielle de y, d'y pour celle de ôy, d^y pour celle 
de d'y, etc.; et en regardant d:r comme constant, on trouverait de cette ma-
nière 

équation qui est la même que l'équation (-43). 

66. Donnons maintenant l'expression générale de la différentielle d'une 
fonction f {x, y) de deux variables. Pour cela représentons f{x, y) par u; nous 

aurons, en différentiant cette fonction par rapport àx, le terme -j— àx, et en la 
ax 

différentiant par rapporta y, nous aurons ce second t e r n i e ^ dy; en sorte que 
«/ 

d'94' d "tù 

d. f{x, y) ou àu=—dx-\-—dy; mais si y est considéré comme une fonction 

dex, nous aurons, en la différentiant, 

substituant cette valeur, nous trouverons 

67. Si l'on se rappelle le théorème démontré article (26), on verra que u 
étant considéré comme une fonction de y, et y comme une fonction de le 

])roduit ^ ~ d.r n'est autre chose que la différentielle de u prise par rapport 

à X renfermé dans y. 

68. La différentielle totale d'une fonction de x et de y étant donnée par 

I" 1 dw dî̂  , , , . dw , du , , 1 équation = nomme les expressions — d.r, —dyles 

différentielles partielles de u. 

De même, si tt est une fonction de trois variables, x, y, z, indépendantes, 
nous aurons 

et les termes ^ d.r, ^ dy, ^ d i , seront les différentielles pirti-elles de w. 

É l É M E S S DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. i5 
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C9. Passonsà une fonction de trois variables x, y, parmi lesquelles on en choisit deux pour 

variables indépendantes. Un exemple de ce cas se présente lorsque dans l'équation f (x,r, z) = o 

d'une surface courbe, on détermine la variable ^ en donnant des valeurs arbitraires aux deux autres 

variables, qui par cela même deviennent des variables indépendantes. Dans cette circonstance, 

j; dépendant de x et de est une fonction implicite de ces variables; il faut avoir égard à cela 

dans la différentiation. Ainsi, en représentant par u cette fonction de trois variables, x ^ x e t z, 

si l'on veut en avoir la différentielle par rapport à x, cette difTérentielle ne se composera pas seu-

lement de ^ " d x , mais il faudra y ajouter le terme pour marquer qu'on regarde s 

comme dépendant de x. La différentielle totale par rapport à x sera donc exprimée par 

La différentielle totale par rapport h y aura de même pour expression 

Si l'on ajoute la différentielle prise par rapport à la variable indépendante j: , à la difFérentielle 
prise par rapport à l'autre variable indépendante/-, on trouvera pour la différentielle totale 

et comme la quantité renfermée entre les parenthèses n'est autre chose que la différentielle totale 
de z, l'expression que nous venons de trouver se réduira à 

Si cette difTérentielle totale était égale à zéro, il en serait de même de l'expression (48), qui, à 

cause de l'indépendance des variables x o . l x , se décomposerait en ces deux autres équations 

{Pfoie quatrième.) 

70. Faisons maintenant nne l'cmarque utile sur le coefiieient fliiïcrcntici 

— nous avons vu (art. qu'une expression de ce genre indiquait que la 

fonction y avait été différentiée par rapporta la variable .r, cl divisée ensnilc? 

par d.r; il suit de là que si l'on a l'équalion A, et que l'on en tire 

un ne peut, sans démonstration, en conclure que 

http://rcin.org.pl



iVIÉTIWDE DES TANGENTES 

car, dans cette nouvelle équation, la difFérentiation n'est plus faite par rap-
port à X, mais par rapport à rj; et l'on nesait pas si, dans cette nouvelle hypo-
thèse de différentiation, le résultat est le même. 

Pour lever cette didiculté, on a démontré (art. 26) que 

Si dans cette éqjiatioii on fait v = x, elle devient 

d'où l'on tire 

< 0 qui fait voir que le changement d'hypothèse de différentiation s'accorde 
avec l'Algèbre. {Note cinquième.) 

De la méthode des tangentes. 

71. On appelle ainsi la méthode qui donne lés expressions différentielles 
des tangentes, sous-(angentes, normales et sous-normales. Soient x et ij les 
coordonnées d'un point M, fîg. 4, pris sur une cfrurbe; augmentons l'abscisse j 
AP = a;d'une quantité P P ' = A, menons l'ordonnée P'Hl', et par les points 
iM et M' faisons passer une sécante M'S. Il est certain que plus PP' diminuera, 
plus PS tendra à se confondre avec la sous-tangente PT, jusqu'à ce qu'enfin 
I T ' = A devienne nul.; PT sera donc la limite vers laquelle tendra PS. 

Cherchons maintenajit l'expression analytique de PS pour en prendre la 
limite: les triangles semblables M'MQ. 
!MSP donnent la proportion 

ou 

donc 

Pour déterminer M'Q, nous avons 
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or 

donc 

D'une autre part 

M P = = y . 

Si nous retranchons ces équations l'une de l'autre, il nous viendra 

Substituant cette valeur dans celle de PS, nous trouverons 

et en divisant les deux termes par h, 

A la limite, h — o, et PS se change en PT, ce nui nous donne P T = 
'h 

àx 

dx 
ou (art. 70) PT = y —, ou plutôt 

J 

dx' 
PT — xj' — = sous-tangente, 

en représentant par x' et par tj' les coordonnées du point M. 

F'B- 72. Si à ce point M, fig. 5, nous menons une perpendiculaire MN sur 51T, 
la sous-normale sera PN. Pour la déterminer, nous aurons 

ou 

donc 
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A l'égard de la tangente et de la normale, nous avons 

ou tangente = 

ou normale 

73. Pour trouver l'équation de la tangente, soient x' et y' les coordonnées 
du point de tangence IVI ; l'équation de la droite MT, qui passe par le point M, 
pourra donc être représentée par 

y—y' = k{x — x'). 
Dans cette équation, A étant la tangente trigonométrique de l'angle iMTP, 

, . . PM 
cette tangente tngonometrique aura pour expression — ; car on a 

donc 

substituant cette valeur de A dans l'équation de la tangente, cette équation 
devient 

, équation de la tangente. 

Celle de la normale sera donc 

Application des formules précédentes à des exemples. 

7-4. 1° Trouver la sous-tangente de la parabole. L'équation de la parabole 
étant y - o n en tirera, en la différentiant, 

et par conséquent 

Or, x' et y' étant les coordonnées du point de tangence, il faudra donc, pour 
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avoir io coefTicieiil cliflercnticl qui correspond à ce point, accentuer .r e( /y; 
ainsi nous aurons 

sul)stituant,.cettc valeur dans celle de PT, nous ob'tiendrons 

et en mettant px' à la place de cette équation deviendra 

PT ou sous-tangente = . 

Trouver la sous-normale de Vellipse. L'équation — a^b' de l'el-
lipse rapj)ortée au centre étant difl'érentiée, donne 

d'où l'on tire 

mettant cette valeur dans celle de la sous-normale PN, on obtient 

3" Trouver Vexpression de la tangente au cercle. L'équation </' ==/•', qui 
est celle du cercle, é(ant différentiée, on trouve pour le point de tangente 

y'> 

Au moyen de cette valeur, on réduira l'expression de IMT à 

tangente -

Des asijmptotes des courbes. 

75. D'après les traités d'application d'Algèbre à la Géométrie, on sait que les asymptotes sont 
des lignes qui s'approchent continuellement d'une courbe sans l'atteindre. Soit donc/- = fx l'é-
quation de cette courbe; pour qu'elle soit susceptible d'avoir des asymptotes, il faut (|u'aprùs 
avoir ordonné le développement de fx suivant les puissances descendantes de x, ou tombe sur des 
exposans négatifs. Alors, le développement d e / , dans lequel les exposans a, 6, y, etc., iront en 
diminuant et finiront l)ar devenir négatifs, sera de cette forme 
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or, il esl facile de démontrer que si les cxposan» a, 6, y, etc., restent des quantités finies, l'é-
quation 

sera celle d'une asymptote à la courbe construilej l'aide de l'équation (18). Pour cet effet, soient 
PM et PN, fig. 6, les ordonnées correspondantes à une même abscisse déterminée par les équa- . 
tiens (49) et (50), la différence de ces ordonnées, positive ou négative, selon celle qui surpassera 
l'autre, sera exprimée par 

quantité qui diminuera à mesure que x augmentera, et qui, par la raison que plus le dénomina-
teur d'une fraction s'accroît, phus elle diminue, s'approchera indéfiniment de zéro, sans jamais 
y atteindre ; d'où il suit que l'équalion (50) sera celle d'une asymptote à la courbe correspondante 
à l'équalion (49). 

76. Cherchons, par exemple, dans quel cas les courbes du second ordre sont susceptibles d'avoir 
des asymptotes. L'équation générale de ces courbes est^^ = mx na:', en la résolvant on trouve 

Prenons d'abord le signe supérieur et développons cette équation selon les puissances descendantes 
de X. Pour parvenir à ce but, nous diviserons l'équation = vix -}- nx'^ parar', ce qui la ré-
duira à 

Y 1 tirant la racine carrée et faisant"- = w et - = z, nous la mettrons sous celte forme X x ' 

comparant ce radical à celui de l'éciuation (18) (page 17), nous aurons 

substituant ces valeurs dans l'équation (18), nous obtiendrons 

remettant les valem-de u et de z, et tirant celle de.r, on trouve 

Dans ce développement, on voit que x passe au dénominateur dûs le second terme, ce qui est 
un indice que la courbe est susceplible d'avoir des asymptotes. Examinons donc dans quel cas elle 
en comporte. Pour cela, nous remarquerons que quand n est négallf, ce développement renferme 
des quantités imaginaires, et par conséquent devient impossible; mais on sait que quand w est 
négatif, la courbe ai)parlient à une ellipse {Théorie des Courbes du second ordre, page 153). 
D'où il suit que l'ellipse n'a point d'asymptotes ; il en est de même lorsqu'on a n = o; car dans ce 
cas le premier terme du développement s'évanouit, et tous les autres deviennent infinis. Ce cas 
étant celui de la parabole, nous conclurons encore que la parabole n'a point d'asymptotes. Enfin, 
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il nous reste à considérer le cas de n positif, qui est celui de l'hyperbole ; alors le développement 
étant possible, nous prendrons les termes qui ne renferment point de x au dénominateur, et nous 
aurons 

Cette équation pourra être regardée comme celle d'une asymptote à l'hyperbole à laquelle se 
rapporte alors l'équation = mx nx''. Pour donner à cette équation une forme plus conve-
nable à ce cas, faisons = 0, nous trouverons mx + nx''=o-, ce qui nous donnera o; = o et 

pour les abscisses des points A et B, fig. 7, où la cpurbe rencontre l'axe des x. La droite 

AB est une constante que l'on désigne par 2a dans l'équation de l'hyperbole rapportée au sommet B. 

{Théorie des Courbes du second ordre, page 142.) Faisant donc — = la, c'est-à-direm = 2wa, 

l'équation — nx^ se changera en = n {^ax + a;') ; et sous cette forme on reconnaît 
encore dans la constante n celle que, par analogie avec l'équation de l'ellipse, on est convenu de 

représenter par ^^. Posant donc les équations 

si Ton multiplie terme à terme la première par la racine carrée de la seconde, c'est-à-dire 

Cette valeur et celle de ^ / n étant substituées dans l'équation (52) la changeront en 

Fig. 7. et l'on voit que cette équation sera celle d'une droite OK, fig. 7, qui coupera l'axe d e s r en un point 
C, et que pour en fixer la position, il suffira de mener par le centre 0 de l'hyperbole et par l'ori-
gine A les droites OA = a et AC = b. 

A l'égard de la seconde valeur du radical de l'équation (51), il est évident qu'elle détermine 
l'asymptote OK'. 

De l'Équation du plan tangent à une surface courbe, et de celle de la normale 
à celte surface. 

Fig. 8. Soient f {x, r , z) = o, l'équation d'une surface courbe, et Ax + Bj + Cz + D = 0, celle 
d'un plan. Si le point de tangencc M a pour coordonnées x', y , z', ces coordonnées devront satis-
faire à l'équation du plan {voyez ma Théorie des Courbes du second ordre, page 275), et l'on 
aura par conséquent 

Eliminant D entre celle équation et la précédente, on trouvera, pour l'équation du plan assujetti 
à passer par le point x', y , z'. 
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Menons, par le point de tangence x', y', z', un plan parallèle à celui des x, z; il coupera la 
surface suivant nne courbe MC, fig. 8, et le plan tangent, suivant une droite ML ; cette droiteML Fig. 8. 
devra être tangente à la courbe MC, autrement le plan tangent couperait la surface courbe. 

L'équation de la dhoite ML peut se déduire de l'équation (53) ; car cette droite ML étant l'inter-
section du plan tangent, par un plan parallèle au plan des x, z, a dans tous ses points des valeurs 
égales pour^; et comme le point M est sur celle droite, on a donc.r = x ' , ou.r — y ' — o. Ce qui 
I éduit l'équation (53) à 

Cette équation exprimera donc la relation qui existe entre les coordonnées s et j; d'un point quel-
conque pris sur la droite ML, et par conséquent sera l'équation de celle droite. On pourra l'écrire 
ainsi : 

D'une autre part, l'équation de la courbe MC s'obtiendra de même en regardant.r comme con-
slanl, dans l'équalion de la surface courbe f [z, y, x) = o. 

Si l'on veut exprimer maintenant la condition que la droite ML soit tangente à la courbe MC, il 

faut donc (art. 73) que le coefficient de [x — x'] de l'équalion (54) soit égal à la valeur de — 
dx' 

tirée de l'équation de la courbe MC. 
Or, l'équation de cette courbe étant celle de la surface dans laquelle on ferait y constant, il 

suffit de différentier l'équation de cette surface, et d'en tirer d'après l'art. 5 i , l a notation 

(]Z 
tïx qu'on a regardé y comme consitant dans la différentiation. 

11 suit de 15, qu'en accentuant z et x, après avoir opéré, on a, pour la condition que ML soit 
tangente à MC, 

Si l'on mène ensuite, par le point M, un plan parallèle au plan des z, y, ce plan coupera la sur-
face suivant une courbe MD, et le plan tangent suivant une droite MN. 

On démontrerait, comme précédemment, que celle droite MN doit être tangente à la courbe 
d'intersection MD, et que, pour tous les points de cette droite MN, les abscisses étant égales, on 
doit avoir x — x' = o, ce qui réduit l'équation (53) à 

d'oii l'on tirera 

Cette équation étant celle de la droite MN, on exprimera la condition que celle droite est tangente 

à la courbe MD, en égalant le coefficient d e r — y ' au coefficient différentiel ~ tiré de l'équa-
ax 

lion de la surface, et l'on aura 

et par conséquent 

ÉLÉMEPÎ8 DE CALCUL H I F F É R E M I E L . 
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Si l'on substitue dans l'équation (53), les valeurs de A el de B, données par les équations (55) et 
(56), on trouvera 

d'où l'on tire, pour l'équation du plan tangent au point x/, y', z, 

78. Cherchons, par exemple, l'équation d'un plan tangent à la sphère. Les coordonnées du centre 
étant a, b, c, la sphère aura pour équation 

on trouve, en différentiant, 

d'où l'on déduit, d'après la notation convenue (art. 54), 

Donc l'équation du plan tangent à la sphère, au point dont les coordonnées sont x', y , z', sera 

79. Si ce plan passait à l'extrémité du diamètre vertical, on aurait 

Ces valeurs réduiraient l'équation du plan tangent à - = c + r, ce qui est l'équation d'un plan 
parallèle au plan des x, y. 

80. Les équations de la normale au point x', y', z' peuvent se déduire facilement de l'équation 
du plan tangent. En effet, par la Géométrie analytique(i;cire2 ma Théorie des Courbes du second 
ordre, page 278), on sait que si l'on a les équations 

la première étant celle d'un plan, et les deux autres celles d'une ligne droite, les conditions néces-
saires pour que cette droite soit perpendiculdre au plan, sont qu'on ait 

Si, après avoir fait passer tous les termes de l'équation (57),du plan tangent dans le premier membre, 
on la compare à l'équation (58;, on trouvera, en égalant entre eux les coefficiens de x, de y et de z . 

Donc 
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siibslituaiit ces valeurs dans les équations (59), on obtiendra 

Le point z' devant satisfaire à ces équations, puisqu'elles appartiennent à un point de la 
droite, on a encore 

tliminant a et 8 entre ces quatre dernières équations, on trouvera, pour les équations de la nor-
male au point x', y', z', 

Des fonclivns qui, pour une valeur de la variable, deviennent 

FvC o 
81. Lorsqu'une fraction telle que — (ie^ient - en y substituant une valeur de x que je repré-o 

renierai par a, c'est un indice que les doux termes de cette fraction ont x — a, ou, en général, 
(.r — a)'" pour facteur commun j si l'on pouvait l'ùter, on aurait la vraie valeur de la fraction. 

Supposons donc que x — a soit m fois facteur dans Vx, et n fois facteur dans ax (sauf, si le cas 
l'exige, à supposer que m et n soient égaux à l'unité ou à zéro), nous pourrons écrire 

donc 

l'ar la différentiation, nous trouverons 

Remarquons que cette valeur de se compose de ileux termes, dont l'un contient une puis-

sance de X — a, moindre d'une unité que celle qui entre dans la fonction. Par la même raison, en 

prenant le coefficient différentiel de on trouvera un terme affecté de {x — ri)"*, un autre de 
dx 

(X — «)"'-•, et un Iroisième de {x — rii'"-"-, ce dernier terme sera m {m — 1) P (x — a)'"—'. En 
continuant ainsi, on verra que chaque nouvelle différentiation reproduit des termes affectés des 
mêmes puissances de {x — a), que celles qui étaient renfermées daus la fonction différentiée, plu« 
un terme dans lequel la puissance dex — a est diminuée d'une unité ; ainsi, en prenant les coef-
ticicns différentiels successifs, le ternie qui contient la moins haute puissance de o; — a sera 

à la première différenlialion. . 
à la sccouile 
à la troisième 

à la i 
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De sorte que le coefficient difTérentiel de l'ordre ;-de Fa; sera de cette forme. 

Ce que nous disons de Fj; pouvant s'appliquer à f x , nous trouverons, pour la différentielle de 
l'ordre r de la fraction proposée, un résultat de cette forme, 

82. Cela posé, considérons trois cas : 

Si wj = et que le nombre r des diffcrentiations effectuées soit égal à m, les binômes [x— a)»'-'" 
et {X— a)"->- se réduisent chacun à {x — a)", c'est-à-dire à l'unité ; à l'égard des autres binômes 

{x — a)^-',elc., {x — a)^, (x — a)"-', etc., ils sont nuls dans l'hypothôse de x = a; 
ainsi, tous les termes, hors le dernier du numérateur et le dernier du dénominateur, s'évanouis-
sent, et l'équation (61) devient 

Dans le second cas, qui est celui où l'on a > n, si le nombre r des différentiations effectuées 
est égal à jî, le binôme {x — «)»-'• se réduit à l'unité, parce que son exposant n — e s t n u l . Les 
exposansTJ — 1, n — 2, etc., m—i,m — -2, etc., des autres binômes, étant plus grands que?i— 
sont positifs ; par conséquent, ces binômes se réduisent chacun à zéro lorsqu'on fait x=a; tous 
les ternies s'évanouissent donc, dans celte hypothèse, hors celui où entre {x — a/'-', et l'équa-
tion (01,1 se réduit à 

Cette valeur est donc un indice qu'on 3l m ^ n, cas où l'équation (60) se réduit à zéro. Enfin, si 
l'on am<^n, le nombre r des différentiations exécutées, étant pris égal à m, tous les termes s'éva-
nouissent, horà le terme m {m — [x — a,", et il reste 

cette valeur annonce donc que n surpasse m, cas où le second membre de l'équation (60) est 
infini. 

83. De ce qui précède, résulte cette règle : Lorsqu'on veut déterminer la vraie valeur d'une 

fraction — , qui devient - par une valeur donnée à la variable^ on dilTérentiera séparément ^x o 

les deux termes de celle fraction, et ensuite on examinera si les résultats ^^^et*^^^ se 
dx- dx 

réduisent aussi à zéro, par la valeur hjpolhélique de la variable; si cela est, on prendra 
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(I Voc (1 y 
les coefficiens dltférenliels des exp7'essiotis - et-j^, et l'enverra si, dans la même hypo-
thèse de la variable, ces coeUlciens dilférentlels se réduisent chacun à zéro ; en continuant 
ainsi cette vérification, si l'on trouve, aprcsiin certain nojnbre de différentiations, que les 
deux termes de la fraction ne s'évanouissent pointpar la valeur donnée à la variable, cette 

Yx 
dernière fraction sera la vraie valeur de — ; mais si le numérateur seulement devient opar 

fX 

la valeur de x, l'expression — sera nulle; enfin, si ce n'est que le dénominateur qui s'é-

Fx 
vanouisse par la valeur de x, l'expression — sera infinie. fX 

84. Prenons pour exemple la fraction 

cette fraction devenant - lorsque si nous voulons en avoir la,vraie valeur nous diflFérentierons 

ses deux termes, et nous obtiendrons ^ ; et comme les deux termes de celte fraction ne devien-

nent pas nuls dans l'iiypothèse àGx=b, la vraie valeur de la fraction proposée, lorsque x — b, 

est donc — . 
4 

85. Kous prendrons encore pour exempl e la fraction 

cette fraction se réduisant à - , lorsque a p = 1, nous différcntierons ses deux termes pour en 

obtenir la valeur, et nous trouverons 

les deux termes de cette fraction étant encore nuls dans l'hypothèse de nous dilîérentie-
rous encore, et nous obtiendrons 

Le dénominateur seul se réduit à zéro lorsqu'on fait x = 1 ; donc la fraction proposée, dans l'hy-
pothèse de X = 1, est infinie. 

86. Si l'on appliquait la même règle à la fraction 

qui devient^, dans l'hypothèse d c x = o, on trouverait, en différentiant les deux termes de cette 

IVaction, 

expression dont le numérateur ne devient pas nul lorsque o, et qui, par conséquent, donne 
log a — log b pour la valeur que prend la fraction proposée lorsque x = o. 

11 est bien évident que le facteur commun aux deux termes de la fraction proposée est x — o, 
c'est-à-dire x ; mais comment reconnaître ce facteur dans â " — b^? l'our y parvenir, nous remar-
querons que, d'après l'arlicle (59), 
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donc, en prenant la différence, 

et Ton voit que x est facteur commun de a" — b^. 

87. Il ne faut pas cependant croire que la règle que nous venons de donner suffise pour tous les cas : 
la démonstration précédente est fondée sur ce que les exposans m et n sont des nombres entiers ; 
mais s'ils étaient fractionnaires, on ne pourrait obtenir, par des différentiations successives, un 
terme où a: — « se trouvât élevé à la puissance o; par conséquent, on ne pourrait, par le procédé 
que nous avons employé, dégager la fraction du facteur commun. 

Soit donc pour plus de régularité, l'expression 

dans laquelle «, 6, y, etc., sont positifs et croissans, ainsi que «', 6', y', etc. Cette expression se 

réduisant à ^ lorsque x = a, nous pourrons, au lieu de changer x en a, changera; en a-\- h, en 

nous réservant de faire h = o, après avoir réduit ; alors l'hypothèse sera la même que si nous eus-
sions fait immédiatement x = a,cl nous aurons 

En considérant a et a', qui sont les plus petits exposans dans chacune de ces suites, il peut 
arriver trois cas : 

Dans le premier cas, en divisant par h"' les deux termes de la fraction (62), on a 

par hypothèse, « surpasse «', par conséquent le nombre a. — a.' sera positif; à plus forte raison 
6 — a', etc., 7 — «' le sont aussi, puisque K, 6, y, etc., vont en augmentant ; 6'— a', y' — «',etc., 
seront aussi des quantités positives, parla raison que les expressions 6', y ' ,etc. , allant en crois-
sant, «' est moindre que 6', que y', etc. Cela posé, si l'on fait h = o, tous les termes du second 
membre de l'équation (63) s'évanouissent, hors I"; donc cette équation se réduit alors à 

Dans le second cas. ou « = le terme IVi^ ~ "" se réduit à l'A" = P ; donc, d'après riuspetlion 

de l'équation (65), on voit que, lorsque 
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Knfm, dans le troisième cas, où l'on a « <[ en divisant par /t", on écrira ainsi l'équation (62) : 

et l'on voit que l'hypothèse de h = o réduit cette équation à 

88. Prenons pour exemple la fraction 

qui, lorsque x = a, se réduit à Si dans cette fraction on met rt + A à la place de x, elle de-

vient 

faisant h — o, on obtient 

Fx 
89. Si une valeur de x rendait infinis les deux termes de la fraction — , on diviserait ces deux 

fX' 
termes par Fx X f x , el l'on aurait 

90. Enfin, si l'on avait un produit MN, dans lequel l'hypothèse de x — o rendît l'un des fac-
teurs nul et l'autre infini ; soit M le facteur qui devient nul par la valeur de x qui rend N infini ; 
on écrirait ainsi ce produit : 

et comme alors ~ serait o, l'expression—se réduirait à 
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Des maxima et minima, dans les fonctions d'ime seule variable. 

91. On peut, clans la série de Taylor, donner une valeur à l'accroissement A, 
telle que l'un des termes de la série devienne plus grand que la somme de tous 
ceux qui le suivent. En effet, cette série étant représentée par 

si l'on vent que — h, par exemple, devienne plus grand que la somme de tous 

les autres ternies, écrivons ainsi la partie de la série comprise de|)uisce terme : 

^ 1 P .. 7 1 • d^y h , àhf k" , , . 

Or, quand on l a i t A = o , la partie t ^ + - r 4 t-to etc., s anéantissant, on 

conçoit qu'elle peut être rendue aussi petite qu'on voudra, lorsqu'on prendra 

h très près de zéro, et être alors surpassée p a r ^ , qui est indépendant de h. (ix 

Soit donc Z ce que devient dans ce cas etc. ; la série (64) se réduit à 

.•et comme alors on a ^ ^ Z, ou /tZ, en multipliant par/{, Cl ,2/ cl»!' 
il en résulte que le terme ~ h est plus grand que la somme de tous les suivans. 

ixX 

On démontrerait la même chose pour tout autre terme à l'égard de ceux qui 
le suivent. 

92. Soit, y = i ^ x une équation entre deux variables. On peut toujours con-
sidérer cette équation comme celle d'une courbe dont les différentes valeurs 
delà fonction y seraient les ordonnées; on dit que cette fonction y est à son 
minimum, lorsqu'après avoir diminué successivement, elle est sur le point de 
recommencer à croître. 

Fis-9. Soit, par exemple, la courbe MBN, fig. 9, qui a pour équation y = h-\-cx'' ; 
on voit que les ordonnées mp, m'p', etc., vont en diminuant jusqu'au point B; 
mais que depuis ce point, les ordonnées çn, gV, etc., vont toujours en crois-
sant : ainsi l'ordonnée AB est le minimum de la fonction y. 

9S. On dit de même qu'une fonction y est parvenue à son maximum, lors-
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qu'après s'être accrue successivement, elle est arrivée au point passé lequel 
elle commence à décroître. 

La courbe CDE, fig. 10, dont l'équation est y = 6 — cj?', nous présente un Fig. 10. 
exemple de ce cas au point D, puisque les ordonnées qui suivent et qui pré-
cèdent immédiatement AD sont plus petites que AD : cette ordonnée AD est 
donc un maximum. 

94. Il y a des courbes qui n'ont qu'un maximum, d'autres qu'un minimum; 
quelques-unes ont l'un et l'autre; d'autres n'en sont pas susceptibles. 

On voit, par exemple, que la courbe MBN, fig. 9, dont l'équation esty=i-|-c^% Fig. 9. 
ne peut avoir un maximum, puisque, d'après la nature de son équation, les 
ordonnées vont toujours en croissant. 

Le cercle CBD, fig. 11, dont l'équation est Fig. 11. 

a un maximum et un minimum, qui correspondent à la même abscisse AP : le 
maximum est PD, et le minimum BP. 

93. Lorsqu'une fonction y d'une variable a? a un maximum ou un minimum, 
ce maximum ou ce minimum serait déterminé, si l'on connaissait l'abscisse 
qui y correspond : par exemple, si dans une courbe dont l'équation esty = p ,̂ 
on connaissait la valeur a de l'abiscisse x, qui correspond au maximum ou au 
minimum, il suffirait de faire x dans l'équation y = <fX, pour déterminer 
la valeur de y, qui est le maximum ou le minimum demandé. 

96. Soit donc y — fx une ordonnée PM, fîg. 12, qui est parvenue à son Fig. 12. 
maximum ; si l'abscisse AP reçoit un accroissement h représenté par PP', et 
qu'on porte aussi A de P en P", on aura, pour les conditions que PM soit un 
maximum, 

ou 

Si au contraire PM, fig. 13, est un minimum, en représentant la valeur de^, pig. 13. 
qui correspond au minimum par AP, et en prenant PP' = PP" = A, nous au-
rons pour les conditions du minimum, 

ou 

Ainsi, lorsque f{x-\-h) et f{x — h)^ seront en même temps plus petits que 
fx, il y aura un maximum, et si ces deux fonctions sont en même temps plus 

ÉLÉMENS DE OALCBl DlFFÉREKTIEt,. 7 
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grandes que fx, il y aura un minimum ; enfin, si l'une de ces fonctions est plus 
grande et l'autre moindre que fx, il n'y aura ni maximum ni minimum. 

97. Cherchons donc dans quel cas ces conditions peuvent être remplies : 
pour cet effet, nous avons, par le théorème de Taylor, 

D'une autre part, si dans cette formule on change h en — ĥ  on trouve 

Pour que y = f x soit un maximum ou un minimum, il faut donc que ces 
deux développemens soient tous deux plus grands ou tous deux moindres quey; 

or, cela no peut être, à moins que ne soit nul. En effet, si l'on donne une 

valeur très petite à h, on pourra toujours faire en sorte q u e ^ / t surpasse 

la somme algébrique de tous les termes qui le suivent. Dans ce cas, le signe 

qui afTectera ^ h sera le même que celui de ^ h, joint aux termes qui le sui-

vent : ainsi, dans cette hypothèse, si est positif dans l'un des développe-

mens (63) et (66), ce développement sera plus grand que y, et sera moindre 

qiie y si ^ est négatif. Le signe qui affecte ^ h étant contraire dans ces 

développemens, il faut que si est positif dans l'un, il soit négatif dans 

l'autre; d'où il suit que l'une des quantités /"(.r-j-A) et f{x — sera plus 
grande que fx, et que l'autre sera moindre que fx. 

51 ^ h n'est pas nul, il ne pourra donc y avoir de maximum ni de minimum ; 
ax 

mais s i ^ = o, alors les développemens (6S) et (66) se réduisent à ax 
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Dans ce cas, le signe des ternies qui suivent ij dépendra de si l'on prend 

h assez petit pour que ce terme surpasse la somme de tous ceux qui le suivent; 

et comme ^ a le même signe dans les deux développemens, il en résultera 

que si ^ ^ est positif, les deux fonctions de {x -{- h) et de {jc — h) seront plus 

grandes que f x ; dans ce cas, /> sera un minimum. De meuie, si ^ ^ est néga-

tif, on voit q u e / r sera un maximum. 

98. Pour compléter cette théorie, nous remarquerons que outre 

d'v 
peut avoir encore y-^ == o ; dans ce cas, il ne peut y avoir maximum ou mi-

lix 

nimuni que lorsque ^ = o. Alors le signe des quantités qui suivent y dépen-

dra de quand on prendra h très petit ; et l'on prouvera que si ^ est po-

sitif, /x-est un minimum, et que si ^ e s t négatif, fx est un maximum; ainsi de 

suite. 

En général, lorsque le premier coelTicient qui ne s'évanouit pas est d'ordre 
])air, il y a un minimum s'il est positif, et un maximum s'il est négatif. 

99. Pour premier exemple, prenons la fonction a — hx x"^ ; nous aurons 
donc 

diïférentiant et divisant par do?, nous obtiendrons 

. . d'î/ 

Cette valeur positive de nous apprend que la fonction a un minimum. Pour 

déterminer .'abscisse (pii corresi)ond à ce minimum, nous égalerons à zéro la 

\aleur tle ce qui nous donnera a; — ^ ; si l'on substitue cette valeur de x 

1)2 dans celle de y, on trouvera y = a ^ pour le minimum cherché. 
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100. Soit encore la fonction oh -{- ĥ x — différentiant l'équation 
y z=a^ h^x — et divisant par dx, nous trouverons 

d'î/ 
Par la valeur négative de on voit qu'il y a un maximum dans la fonction ; 

l'équation P — = o nous donne x = — pour l'aLscisse qui correspond à 

ce maximum ; et en substituant cette valeur de x dans celle de y, on trou-
vera 

101. Soit encore l'équation 

nous trouverons, en opérant comme ci-dessus, 

égalant à zéro la valeur de nous avons 

ces deux valeurs de x étant mises successivement dans celle de nous ap-

prennent qu'il y a dans la fonction un minimum et un maximum. Le mini-

mum correspond à l'abscisse x — -{- et le maximum à l'abscisse x — — ^ ; 

en mettant ces valeurs dans celle de y, nous trouverons y = ĉ  — — pour le 

W' minimum, et y = ĉ  -j- — pour le maximum. 

Jpplication de la théorie des mamnia et minima à la solution, 
de divers problèmes. 

PROBLÈME I . 

102. Partager un nombre en deux parties telles, que le produit de Vune par 
Vautre soit le plus grand possible. 

http://rcin.org.pl



APPLICATION DE LA THEORIE DES MAXIMA ET MIISIWA. 53 

Soit a ce nombre, et x l'une des parties ; l'autre sera a — x. Donc x {a — x) 
est la quantité dont on veut chercher le maximum ; différentiant et divisant 
par dx, l'équation y = x (o — x)~ax — x'', nous trouverons 

d'î/ 

La valeur de nous înontre que la fonction renferme effectivement un 

maximum. Si ce coefficient se fût trouvé d'un signe contraire, le problème au-

rait été impossible. En égalant à zéro la valeur d e ^ , nous trouverons = a, (xJ/ JL 
ce qui nous annonce qu'il faut que le nombre a soit partagé en deux parties 
égales pour que le produit soit un maximum. 

PROBLÈME I I . 

103. Entre tous les cylitidres inscrits dans un cône droit, déterminer celui qui 
a le plus grand volume. 

Soit a, fig. 1-4, la hauteur SC du cône, h le rayon AC de sa base, et x la dis-^'^" 
tance SD du sommet au centre du cercle supérieur du cylindre. 

Les triangles semblables SAC, SED nous donneront 

ou 

donc 

Soit 1 : Tt le rapport du diamètre à la circonférence; on sait que le cercle, 
hv 

dont le rayon est r, a pour surface Donc le cercle EGF, quia — pour rayon, 
et 

a pour surface — ; multipliant cette surface par la hauteur DC du cylindre, 
et 

-Ip 
c'est-à-dire par a — x, nous aurons —̂  x"" {a — a) pour le volume du cylindre; 

et" 

ainsi l'équation à différentier est 

on déduit de cette équation 
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égalant à zéro la valeur d e ^ , on a 
do--

•Tzb' 

— — Sx') = o, ou plutôt — = .0, 

équation qui étant le produit des facteurs ^ et 2a — donne par consé-

quent ^ = 0 , ou a; — y . La valeur a? = o ne peut correspomdre à un maxi-
d'w nium, puisque, dans cette liypothèse,.-|-^ se réduit à ,noniibrepos.itif.Cette 

ixx (X 

valeur de — indique un minimum ; en effet, quand x ==• o, le cylindre se ré-

duit à l'axe du cône (car plus le cylindre est haut, plus il est mince). 

La valeur ^ = ^ est donc la seule qui puisse répondre à la question ; et, 
dans cette hypothèse, ^ se réduit à — ^ , nombre néf^atif. Si l'on retranche 

2 1 
donc SD = a: = - s e de la hauteur du cône, il restera C D = - SC. Il résulte 

« S 
de ce qui précède, que le cylindre le plus volumineux inscrit au cône a pour hau-
teur le tiers de celle du cône. 

PROBLÈME I I I . 

Fi{j. 15. 104. Partager une droite AB, fig. 13, en deux parties AC et CB, de manière 
que le produit kÇ? X CB soit un maximum. 

Représentons par a cette droite AB, et par x la partie AC de cette droite; 
l'équation du problème sera donc 

d'où l'on tire 

en égalant à zéro la valeur de on trouve x = o, ou x = Cette seconde 
ax -4 

valeur est la seule qui résout le problème, puisqu'elle réduit celle de 

, résultat négatif. 
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105. Observons que lorsque dans la valeur du coefficient différentiel — il v 

a un facteur constant positif, on peut le supprimer. En effet, si nous avons 

on en tire 

Cette seconde équation ne servant qu'à faire connaître le signe de la valeur 

d e ^ , ce signe ne dépend que de celui qui affectera parce que A est un 

facteur constant positif : donc A peut être supprimé dans cette équation. 

Il peut l'être aussi dans l'équation ~ = A â?; car puisque nous devons égaler 

à zéro le second membre de cette équation pour déterminer x, l'équation 
= o nous donnera o; d'où il suit qu'on a droit d'omettre la con-

stante. 

p r . o b l è m e i v . 

106. On veut faire entrer dans un vase cylindrique une certaine quantité d'eau 
dont le volume est connu ; on demande quelles dimensions il faut donner à ce vase 
pour que sa surface interne soit aussi petite qti il est possible. 

Soit V le volume d'eau donné, et x le rayon de la base du cylindre; 7rj;̂ sera 
l'aire de la base du cylindre. Et puisque la hauteur de ce cylindre, multipliée 
par sa base, est égale à son volume, on aura 

hauteur du cylindre X — V, 
d'où l'on tirera 

V 
hauteur du cylindre — —. 

En multipliant cette hauteur par la circonférence de la base, qui est '̂ tzX, ou 
aura 

pour la surface convexe du cylindre. Si à cette surface on ajoute •̂ x''-, qui est 
celle de la base du cylindre, l'équation à différentier sera 
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et l'on en déduira 

dt/ 
La valeur de ~ étant égalée à zéro, donne 

On voit que cette valeur répond à un minimum, puisqu'elle rend positive 
3 

celle de : le rayon de la base du cylindre cherché sera donc ^ ^ S i l'on 

met cette valeur dans l'expression de la hauteur, on trouvera, pour la hau-
teur du cylindre. 

p r o b l è m e v . 

107. Entre tous les cônes inscrits dans une sphère, déterminer celui quia une 
plus grande surface convexe. 

Fi'̂  16 Supposons que le demi-cercln AMR, fig. 16, fasse une révolution autour de 
l'axe AR, la corde AM engendrera un cône dont AP sera la hauteur, et PM le 
rqyon de la base. 

La surface convexe de ce cône aura pour expression, 

circonférence PM X 7 AM = 27tPM. f AM = ^P^I. AM. 

11 ne s'agit donc que de déterminer PM et AM. 
Pour cet effet, soient AR = 2a, AP==;r; MP étant moyenne proportion-

nelle entre AP et PB, on a 

donc 

AM étant moyenne proportionnelle entre AP et AR, on a 
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donc 

substituant ces valeurs dans l'expression de la surface du cône, on obtiendra, 

surface convexe du cône 

l'équation à différentier est donc (art. 103) 

d'où l'on déduit 

ou, en sujjprimant le facteur commun x, 

égalant à zéro cette valeur de dx, nous obtiendrons 

équation satisfaite en supposant 

Cette valeur appartient à un maximum ; c'est ce qui va nous être confirmé par 

le signe 

108. Avant que de déterminer la valeur de ce coefficient différentiel, je 
vais exjdiquer un procédé qui abrégera les calculs dans de certains cas. 

Je ferai préliminairement observer que, lorsqu'une fonction de x est nulle 
par une valeur qu'on donne à x, il ne s'ensuit pas qu'en général son coefïi-
cientdifférentiel soit aussi nul : par exemple, si l'on a la fonction x"" — 
qui devient nulle lorsque x — ^, ou lorsque = le coelficient différentiel 
de cette fonction, qui est — 5, ne devient pas nul dans ces hypothèses. 

109. On peut quelquefois abréger beaucoup les opérations qu'on emploie 
pour reconnaître si une fonction est susceptible d'un maximum ou d'un mi-
nimum. En effet, supposons que l'on veuille déterminer le coefficient différen-
tiel de l'équation XX', dans laquelle X et X' sont des fonctions de x, dont 
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la première seule devient nulle par une valeur donnée à .r; en différentiant 
cette équation, art. 14, et en divisant par àx, nous obtiendrons 

X, par hypothèse, étant nul, en vertu de la valeur donnée à x, cette équation 
se réduit à 

d'v 

ce qui nous indique que, pour obtenir il faut multiplier le coefficient dif-

férentiel du facteur nul par l'autre facteur (*). 

110. Par exemple si, étant donné ^ = ^ ^ ^ ^ veut obtenir le coefficient 

différentiel du second ordre dans l'hypothèse de o; = a, on écrira ainsi cette 
équation, 

et l'on,trouvera que 

111. Reprenons maintenant l'équation (67), de laquelle on veut tirer la 

valeur de — , dans l'hypothèse — en décomposant le numérateur en dj;' <3 

ses facteurs, nous aurons 

C) Cette rcGle n'est pas sans exception, car ^ peut être nul aussi. Par exemple, pi l'on avait 

= rt)% équation qui renferme des racines égales, les deux termes de la valeur de — 
dx 

seraient nuls ; et, au lieu de supprimer le facteur représenté par X ^ , o n d e v r a i t , art. 93,recourir 

aux coefficiens différentiels des ordres supérieurs, pour reconnaître si la fonction est susceptible 
V 

.l'un maximum ou d'un minimum ; si — était infini, on tomberait dans le cas de l'art. 89.. 
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le second membre peut sccrire ainsi : 

Dans l'hypotbèse actuelle, le facteur 4a — étant nul, nous aurons donc, 
art. 109, 

et par conséquent, en divisant les deux termes de la fraction par x, 

niellant dans cette expression la valeur de x, qui est ~ à 

Cette valeur étant négative, celle de correspond à un maximum. 

p r o b l è m e v i . 

112. Un point C, fig. 17, étant donné dans l'angle YAX, mener par ce ĵo/nM 'j- Î7. 
nne droite DE, qui rencontre les axes AX, AY, do telle manière que la lotigueur DE 
de cette droite soit un minimum. 

Soient AI = a, IC = Z», 1 E = ^ ; les triangles rectangles ICE, ADE, nous don-
nent 

ou 

donc 

jiar conséquent 

D'une autre part 

.substituant ces valeurs dans la formule 

nous trouverons 
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et, en réduisant au même dénominateur le premier faeteur qui est sous le 
radical, 

(t I OC 

En regardant cette expression comme le produit du facteur ~ , par le fac-

teur nous différentierons par l'art. 1-4, et nous trouverons 

effectuant les différentiations, nous aurons 

réduisant au même dénominateur, en multipliant les deux termes de la pre-
mière fraction par x, et les deux termes de la seconde par b"-j-x'', nous ob-
tiendrons 

réunissant et réduisant les termes du numérateur, et divisant par âx, il nous 
viendra enfin 

égalant le numérateur à zéro, nous trouverons 

Pour prouver que cette valeur répond à un minimum dans cette hypothèse, 
nous mettrons seulement, art. 109, à la place du numérateur, qui est le fac-
teur nul, son coefficient différentiel, et nous aurons ainsi 

valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substitution de la valeur 
de X, car on voit qu'un carré x' est toujours positif. 

p r o b l è m e v i i . 

113. Trouver le plus grand triangle rectangle qu'on puisse construire sur une 
droite donnée. 
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Soient a cette droite, AB, fîg. 18, et or l'un des côtés du triangle, l'autre sera Fig. 18. 

donc la surface du triangle a pour expression 

ainsi l'équation du problème sera, art. 103, 

d'où l'on déduira 

Cette valeur étant égalée à zéro, donne 

équation de laquelle on tire 

X ne pouvant être nul, nous le déterminerons par la seconde équation, qui 
nous apprend que les deux côtés AC, BC sont égaux. 

En dilférentiant le facteur a" — on trouve, art. 109, 

Ce résultat étant négatif, l'hypothèse de a' — = o détermine, pour x, 
une valeur qui correspond à un maximum. 

De la signification géométrique des coefficiens différentiels. 

l U . On a vu, art. 73, que -j— représentait la tangente trigonométrique de 

l'angle que fait, avec l'axe des abscisses, une tangente menée au point dont 
les coordonnées sont ^ et y; comme c'est le fondement de ce qui va suivre, 
on peut démontrer à priori cette proposition de la manière suivante: soient, 
fig. 19, PM = y, PP' = h; en menant la parallèle MQ à l'axe des abscisses, on Fig' 
a donc 

Or 
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et en mettant poui' les expressions M'Q, MQ, leurs valeurs, ou'aura 

Passant à la limite, h est nul, et tangente S se change en tangente T. 
Donc alors 

Fiff. 20. Cela posé, si PM devient un maximum, la tangente TM, fig. 20, étant 
alors j)arallèle à l'axe des abscisses, elle fait un angle nul avec cet axe ; 
et comme on vient de voir que la tangente trigonométrique de l'angle 

formé par la tangente avec l'axe des x était on a donc, dans ce cas, 

Fig. 21. On démontrerait de même que si PM, fig. 21, était un minimum, la tan-
gente trigonométrique devenant aussi nulle dans ce cas , on devrait avoir 

Ainsi, cette équation = ^ n'exprime autre chose que la condition du pa-

rallélisme de la tangente en M à l'axe des abscisses. 

d't/ 

1155. Examinons maintenant dans quelle circonstance positif ou 

négatif. 
Fig. 22. Pour cet effet, considérons d'abord le cas où la courbe, fig. tourne sa 

convexité vers l'axe des abscisses. 
Soient AP, x; PM, y; PP' = P'P" = h; et par les points M et M', menons 

la sécante MM'S, et les droites MN, M'N', parallèles à l'axe des abscisses, noua 
aurons 

c'est-à-dire 

Or, la similitude des triangles MM'O, MSN, nous donne 
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ou 
A : 2/t : : M'O : SN; 

donc, 
SN = m ' O ; 

et, en substituant pour M'O sa valeur, on a 

D'une autre part, 

si l'ojti en retranche 

on aura 

ôtant de cette valeur de M"N, celle de SN, il restei-a, fig. 22, Fig. 22. 

Dans le cas où In courbo, fig. 23, tourne sa concavité vers l'axe des abscis-Fig. 23. 
ses, pour avoir M"S il faudra, au contraire, retrancher delà valeur de SN celle 
de M"N, ce qui donnera 

En comparant ces deux valeurs (68) et (69) de M"S, on voit que, dans l'une, 

d'î/ , est précédé du s i g n e e t dans l'autre, du signe —. 

Cela posé, on peut faire en sorte que le signe du premier terme du déve-
loppement de M"S décide de celui de tout ce développement; et comme le 
carré h ,̂ qui est essentiellement positif, ne peut influer sur le signe de 

d'-j/ d'« le coefiieient différentiel -r^ décidera seul du signe de la somme de 

tous les termes de la valeur de M"S. 
En ne considérant donc les équations (68) et (69) que relativement aux signes 

qui affectent chaque membre, on pourra supprimer et les termes qui suivent 

— , et ces équations deviendront 
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d'où nous tirerons 

Fig. 22. Si l'on regarde y comme une quantité positive, M"S, fig. 22, tombant du 
même côté que y, sera positif; la première des équations (70) nous apprend 

Fig. 22. donc que, lorsque la courbe tourne, fig. 22, sa convexité vers l'axe des abscisses, 

^ est positif. 

Fig. 23. Si l'on considère ensuite la seconde des équations (70) et la fig. 23 qui s'y 
rapporte, on verra que — M"S représente une droite qui est d'un signe con-

traire à celui dey, et que, par conséquent, ^ est négatif dans le cas de la 

Fig. 23. fig. 23, c'est-à-dire lorsque la courbe tourne sa concavité vers l'axe des ab-
scisses. 

116. La courbe jusqu'à présent a été supposée située au-dessus de l'axe des 
abscisses; examinons ce qu'il arrive lorsqu'elle s'étend au-dessous, comme 

Fig. 24. dans la fig. 24. 11 est certain, par ce qui précède, que puisque la courbe tourne 

d'»/ 

en M sa convexité vers l'axe des abscisses, et par conséquent MiN, est posi-

tif. Or, les droites MN et M'N', qui sont situées du même côté de la tangente 

TT, doivent avoir le même signe; et comme MN est positif, M'N' doit l'être 

aussi ; d'où il suit qu'au point M', où la courbe tourne sa concavité vers l'axe 

des abscisses, -r-^sera d'un signe contraire à celui de l'ordonnée P'M', qui est 

négative ; la courbe tournerait, au contraire, sa convexité, si 2/ ^ étaient de 

même signe. De sorte qu'on peut dire, en général, que de quelque côté que 

tombe la courbe, ^ est du même signe que y lorsque la courbe tourne sa 

convexité vers l'axe des abscisses, et prend un signe contraire lorsque la courbe 
tourne sa concavité vers le même axe. 

La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers l'axe des abscisses, 
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suivant que rordonnée est parvenue à son minimum ou cà son maximum, on 

d'j/ 
voit pourquoi ~ est positif dans le premier cas, et négatif dans le second. 

117. On dit encore qu'il peut y avoir un maximum ou un minimum lorsque 

. Pour expliquer ce que cette condition signifie, soit y = f x l'équation 

d'une courbe MN, fig. 2d ; il est certain que si l'on donne à x une valeur AP, p. 
cette équation déterminera l'ordonnée PM. 

Si l'on résout ensuite l'équation par rapport à y, et qu'on en tire x = ^y; 
lorsqu'on fera y — kV (valeur précédente de y), l'équation donnera a; = P'M. 
Dans ce dernier cas, y sera considéré comme l'abscisse, et x comme l'ordon-
née; et l'on construira la même courbe, pourvu qu'on porte les abscisses y sur 
l'axe AY, et que l'autre axe soit regardé comme celui des ordonnées. 

Dans cette hypothèse, on peut donc chercher le maximum ou le minimum 

de la fonction x de y. Pour cet effet, de l'équation proposée on tirera -
I 

et l'on supposera M == o ; cela posé, l'équation ^ == M nous donnant • 

dy i 

on voit que lorsque M = o, ^ = co ; ainsi, la condition nécessaire pour qu'il 

y ait un maximum ou un minimum dans le sens des abscisses, est qu'on puisse 
. dy avoir = c3 . d.f 

118. Par exemple, si l'on prenait l'équation 

. dy a on en = ^ette valeur égalée à zéro donnerait 1/— co ; donc la 

courbe ne peut avoir un maximum dans le sens des ordonnées qu'à une dis-

tance infinie de l'axe des x. Examinons maintenant si elle a une limite dans le 

sens des abscisses (par limite on dénomme, en général, le maximum et le mi-

nimum); pour cela, il faut supposer la valeur de ^ infinie, ce qui nous donne 

_ = = c o , condition remplie lorsqu'on fait i/ = o ; d a n s cette hypothèse, la 

valeur de ~ se réduit à - , résultat positif. On voit donc que la valeur dey = o 
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correspond à un minimum de x. Nous déterminerons ce minimuii en faisant 
y = 0 dans l'équation proposée, ce qui la réduira à ax — 6 = 0 , d'où nous 

tirerons:r = - pour le minimum cherché : ce minimum est reprtsenté par AM 
a 

l 'fT- 26. dans la fig. 26. 

119. En terminant cette matière, nous remarquerons que l'éqiation 

Fis- 26. nous indique que la tangente MT, fig. 26, est celle d'un angle droit, et par 
conséquent est perpendiculaire à l'axe des ar. 

Considérations générales sur les points singuliers det courbes. 

120. Le calcul différentiel peut être d'une grande utilité pnir trouver la 
forme d'une courbe dont l'équation est donnée. La théorie des naxima et mi-
nima nous offre déjà les moyens de déterminer les limites dais le sens des 
abscisses et dans celui des ordonnées ; mais cela no suffirait jas pour nous 

Fig. 27. faire connaître la forme de la courbe. Par exemple, les courb(s des fig. 27, 
28 et 29, qui ont les mêmes limites OC et OD, dans le sens des ordonnées, et 
OA et OB dans celui des abscisses, ne se ressemblent pas. Ce qii distingue la 

Fiff. 28. courbe fig. 27 de la courbe fig. 28, c'est que, dans cette denière, il n'y a 
qu'un point d'inflexion; on appelle ainsi un point où la courle de concave 
devient convexe, ou de convexe devient concave. Dans la fig. 27 il y a deux 
points d'inflexion, l'un en E, l'autre en G, et un point de rebrouisement en C, 
c'est-à-dire un point où la courbe suspend tout d'un coup son ccurs. 

121. En général, les points où la courbe éprouve des changemens s'appel-
lent des 'points singuliers; on sent que si l'on a les moyens de reconnaître les 
endroits où ces points existent, il sera facile de suivre la courbe dans son 

Fijj. 29. cours. Par exemple, si l'on savait que la courbe, fig. 29, a des points d'in-
flexion en E et en H, et des points de rebroussement en F et en G, on pourrait 
prendre une idée de cette courbe par l'analyse suivante : 

En partant du point A, qui est une limite dans le sens des abscisses, la courbe 
tourne d'abord sa concavité vers l'axe des abscisses jusqu'en E, où il existe un 
point d'inflexion qui, de concave, le fait devenir convexe. A l'extrémité de la 
partie convexe EF, elle suspend son cours au point de rebroussement F, au-
delà duquel elle est encore convexe dans la partie FH, pour redevenir con-
cave au-delà du point d'inflexion H, et arriver ainsi jusqu'au point C, qui est 
une limite dans le sens des ordonnées; enfin de C en G et de A en G, la courbe 
est composée de deux arcs CBG, ADG, qui, tournant leurs concavités à l'axe 
des abscisses, se réunissent en iin point de rebrotxssement, et passent par les 
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deux limites B et D, l'une dans le sens des abscisses, et l'autre dans celui des 
ordonnées. 

122. D'après ce qui précède, on sent combien il serait avantageux de pou-
voir, à l'aide de l'équation d'une courbe, déterminer les coordonnées des points 
singuliers. Nous avons déjà fait connaître les moyens de trouver les inaxima 
et les minima, il nous reste à nous occuper de la recherche des autres points 
singuliers : c'est ce qui va faire le sujet des paragraphes suivans. 

Des points d'inflexion. 

123. Nous venons de voir qu'un point d'inflexion est celui dans lequel la 
courbe, de convexe devient concave, ou de concave devient convexe. La 
courbe M'MM", fig. 30, nous oftVe en M un point de ce genre. Menons en ce Fig. 30. 
point une tangente TT'j si nous considérons les diverses ordonnées comprises 
entre M'P' et MP, nous verrons que le prolongement M'N' de l'ordonnée jus-
qu'à la courbe, ira en diminuant, et s'anéantira au point M ; si nous considé-
lons les ordonnées suivantes, le prolongement M"N" de l'ordonnée tombera 
au-dessous de la tangente, et par conséquent changera de signe, de sorte que 
si M'N' ëtâit positif, M"N" sera négatif. Telle est la condition que nous allons 
exprimer par une équation. 

Soient donc, fig. 30, PP' = / t = pp"; on a évidemment Fig. 30. 

ou 

Pour déterminer la valeur analytique de N'P', nous avons 

ou 

A l'égard de celle de N'O, le triangle rectangle N'MO nous donne 

or on a vu, art. 73, que l'angle N'MO, formé par la tangente en M, avec une 

parallèle à l'axe des a:, avait ^ pour tangente trigonométrique; par consé-

quent, remplaçant tang N'MO par et mettant h à la place de MO, nous au-

roiis 
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Substituant cette valeur dans l'équation (72), et mettant ensuite celle de NT' 
dans l'équation (71), nous obtiendrons 

Sans avoir besoin de calculer de nouveau la valeur de M"N", on peut la 
déduire de celle de 3rN' ; en effet, si nous faisons reculer l'ordonnée parallèle-
ment à elle-même, M'N' deviendra M"N", lorsque h se changera en — h : don-
nant donc à h cette valeur dans l'équation (73) nous obtiendrons 

Maintenant, remplaçons les expressions f (j"-]-/») et f [x — /t), par leurs déve-
loppemens, nous aurons 

et en réduisant, ces équations deviendront 

Cela posé, pour qu'il y ait inflexion en M, il faut nécessairement que, lors-
qu'on donnera à h une valeur très petite , les lignes M'N' et M"N" tombent 
l'une au-dessus, et l'autre au-dessous de la droite TT', ce qui exige que M'N' 
et M"N" soient de signes contraires ; or, cela n'est possible que lorsque le pre-
mier terme des séries (78) et (76), est nul. En effet, si ce terme n'était 

cl.t̂  1. A 
pas nul, on pourrait donner à h une valeur assez petite pour que le terme 

— ^ surpassât la somme algébrique de tous les autres termes de la série. 
dx"" 1.2 
Dans ce cas, le signe de ce terme serait celui du résultat de toute la suite; et 
comme ce terme est le même dans les deux séries, il en résulterait que M'N' et 

fîg. 30, auraient nécessairement le même signe; par conséquent, pour 
que M'N' et M"N" puissent être de signes contraires, il faut que l'on ait 

ou plutôt 
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(l'i/ 

124. S'il arrivait que la même valeur de j;, qui fait évanouir — , f i t aussi 

é v a n o u i r ^ , il faudrait pour qu'il pût y avoir un point d'inflexion, que ^ 

fût aussi nul. Dans ce cas, si était aussi nul, il faudrait encore q u e f û t 

nul, et ainsi de suite ; de sorte que le dernier coefficient différentiel qui serait 
nul, devrait être d'ordre pair. 

123. Si la valeur de x, qui est la même dans les développemens 73 et 76, 
d'y était telle que fût infini, ces deux développemens le seraient aussi; et alors 

on ne pourrait rien conclure de la démonstration précédente, qui repose sur 

la possibilité de ces développemens. Dans ce cas, il faut remarquer que la con-

dition-j-^ = o nous indique, en général, que ^ ^ doit changer de signe au 

point d'inflexion, ce qui s'accorde avec l'art. 115, mais ^ peut aussi changer 
QX 

de signe en passant par l'irifirni. Pour en donner un exemple, soit 

Si l'on substitue successivement à x les valeurs 

on trouvera 

d'y 

et l'on voit que c'est le dénominateur de la valeur de qui fait changer de 

signe au coefficient différentiel après le point d'inflexion. 
126. Il résulte de ce qui précède, que pour qu'il puisse y avoir un point 

d'inflexion dans une courbe, il faut qu'on ait, pour l'abscisse de ce point, 

- Lorsqu'on se sera assuré que l'une de ces conditions est remplie, on augmen-

http://rcin.org.pl



7 0 - C A L C U L D I F F É R E N T I E L . 

tera et l'on diminuera suceessivement d'une quantité h très petite, l'abscisse 

d̂ w 

du point qui remplit la condition prescrite; et si pour ces nouvelles va-

leurs de ar, est affecté désignés contraires, il faudra en conclure qu'il y a un point 

d'y d'inflexion; car, lorsque ^ est positif, la courbe tourne sa convexité vers l'axe 
d̂M , 

des abscisses, tandis que lorsque ^ e s t négatif, la courbe tourne sa concavité 

vers le même axe : or, c'est par ce changement de convexe en concave, ou de 
concave en convexe, que la courbe manifeste son point d'inflexion. 

127. Pour donner une application de cette théorie, cherchons s'il y a un 
point d'inflexion dans la courbe qui a pour équation 

La différentiation nous donne 

Pour qu'il puisse y avoir un point d'inflexion, il faut donc qu'il existe une 

valeur de X, qui rende nul le terme j-^; or, x étant une quantité variable, dé-

terminons l'une de ces valeurs par la condition qu'on ait 12 (j; — a) = o, et 

nous obtiendrons 07 = 0 pour l'abscisse qui peut appartenir à un point d'in-

flexion. Pour nous assurer de l'existence de ce point, diminuons l'abscisse « 

d'une petite quantité h, et substituons a — h î\ x, nous trouverons que, pour le 

Fig. 31. point M', fjg. 31, dont l'abscisse est a — h, on a — = —12 A; substituons en-

suite a-]-A à X, et nous trouverons que le point M", dont l'abscisse est a - j - /t, 

d'y d'î/ 
correspond à ^ = 1 2 / t . Ces deux valeurs de différens signes de nous 

montrent qu'il y a un point d'inflexion en M. 

L'hypothèse de .r = afait évanouir par conséquent la tangente au point 

d'inflexion est parallèle à l'axe des.r. 

128. Il estàremarquer qu'on n'a pas toujours la faculté d'égaler ainsi à zéio 
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la valeur de ; si l'on voulait, par exemple, chercher s'il existe des points 

d'inflexion dans la courbe qui a pour équation 

on trouverait, par la différentiation. 

Or, on voit qu'on ne peut égaler à zéro la valeur qui ne renferme aucune 

indéterminée, et que par conséquent la courbe n'a pas de point d'inflexion, 
résultat auquel on devait s'attendre, puisqu'elle est une parabole. La valeur de 

nous montre seulement que celte parabole tourne continuellement sa con-

vexité vers l'axe des abscisses. ^ 

129. Pour troisième application, prenons l'équation 

en la résolvant par rapport à y, et en diflerentiant ensuite, on obtient 

Si l'on cherchait à déterminer x par l'équation — ^ — = o, ou plutôt 

I, on ne pourrait satisfaire à cette équation qu'en faisant .r = co , ce 

qui ne conduirait à rien; mais comme nous avons la faculté d'égaler aussi la 

valeur de à l'infini, nous satisferons à l'équation —^— = co , en faisant 

ar = o. Cette valeur de x nous apprend qu'il peut y avoir un point d'inflexion 
à l'origine; et, pour nous assurer de l'existence d'e ce point, nous substituerons 
successivement à x les valeurs ar=o-j-A, et x=o—h, c'est-à-dire h et —h, 

traires. Mais, au lieu de faire ces opérations l'une après l'autre, nous pour-

- I o . . 

et nous verrons si, dans ces deux cas, amène des résultats de signes con-
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rons les exécuter à la fois, en substituant à .r la valeur et alors le coeni-

cient différentiel du second ordre deviendra 

La valeur supérieure se rapporte à une abscisse plus grande que celle du 
point d'inflexion, et la valeur inférieure se rapporte à une abscisse moindre. 
Comme ces deux valeurs sont de signes contraires, nous pouvons en conclure 

Fig. 32. que a r = o correspond à un point d'inflexion A, fig. 32. 

Fig. 33. 130. Pour dernière explication, prenons la courbe, fig. 33, qui a pour 
équation 

Cette équation nous donne 

en faisant x ' = o , on a = co , ce qui est un indice qu'il peut se rencontrer 

un point d'inflexion à l'origine. Pour savoir si ce point existe, faisons d'abord 

d'y 
.r=:h, et substituons cette valeur dans celle dej-^, qui devient 

d'« 
Si l'on fait ensuite . r = — h, la valeur de devient imaginaire, ainsi que 

la valeur de y, ce qui nous apprend que la courbe n'existe pas pour desabscis-

ses négatives; ainsi, quoique -r-^ soit infini à l'origine, il n'y a pas de point 

d'inflexion. Bientôt il nous sera facile de reconnaître que ce coefficient diffé-
rentiel appartient à une classe de points que l'on a compris sous le nom de 
points de rehroussement; c'est ce que nous allons examiner plus particulière-
ment dans le paragraphe suivant. 

Des points de rehroussement. 

131. Lorsqu'une courbe s'arrête dans son cours, et revient sur ses pas, on 
a un point de rehroussement; le rebroussement est de la première espèce lors-
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que les deux branehes se tournent leurs convexités, comme dans la fig. 84, et Fig- 34. 
le rebroussement est de la seconde espèce lorsque les concavités sont concen-
triques, comme dans la fîg. 3S. Fig. 35. 

132. La courbe s'arrête ainsi, parce qu'au-delà du point C de rebrousse-
ment, les valeurs que l'on donne à l'abscisse en déterminent d'imaginaires 

d'v 
pour l'ordonnée, ce qui suppose que renferme un radical ; et si, avant que 

la courbe suspende son cours, donne deux valeurs, l'une du signe de y et 

l'autre d'un signe contraire, cela annonce qu'il y a deux branches de courbe 
réunies au point C, fig. 34, l'une convexe vers l'axe des abscisses, et l'autre Fig. 34. 
concave. A ces caractères on peut reconnaître un point de rebroussement de 

d̂ w la première espèce: si, au contraire, les deux valeurs de ~ sont de même 

signe, les deux branches qui se réunissent en C, fig. 3S, ne peuvent être que Fig. 35. 
concentriques : par conséquent le rebroussement sera, dans ce cas, de la se-
conde espèce. 

133. Pour premier exemple, examinons s'il y a des points de rebroussement 
dans la courbe qui a pour équation 

Cette équation donne 

On voit que lorsqu'on prend x négatif, y devient imaginaire; donc la courbe 
s'arrête à l'origine où .r = o et y = o. Mais cela ne prouve pas encore qu'il 
y ait à l'origine un point de rebroussement, car il pourrait n'exister en ce point 
qu'un arc de courbe, toujours concave du même côté, comme cela a lieu au 
sommet de l'hyperbole; ainsi, pour reconnaître si la valeur de = o corres-
pond à un point de rebroussement, il faut savoir ce que devient, près de l'ori-
gine, le coefficient différentiel du second ordre ; or, en différentiant et en 
divisant par d^ l'équation 

on trouve 
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Pour savoir si la courbe est concave ou convexe, près du point où elle sus-
pend son cours, on augmentera l'abscisse de ce point d'une petite quantité h, 
en faisant ; r=o- f -A , c'est-à-dire h; et en substituant cette valeur dans celle de 

on trouvera 

Ces deux valeurs de signes contraires indiquent donc deux branches; l'une 
'̂ '̂ •̂ ^ AM, fig. 36, qui tourne sa convexité vers l'axe des abscisses, et l'autre, AN, 

qui tourne sa concavité vers le même axe; par conséquent l'origine est un 
point de rebroussement de la première espèce. 

134, Pour second exemple, prenons l'équation 

cette équation nous donne 

Si l'on fait x=a, on trouve y=h; mais si l'on donne à x des valeurs moin-
dres que a, celles de y deviennent imaginaires; car en mettant a — h à la 
place de x, on trouve 

Fig. 54. valeur imaginaire : la courbe suspend donc son cours au point C, fig. 34, dont 
lès coordonnées sont a et h. 

Pour connaître de quelle manière s'étendent ses branches au-delà du 
d'w 

point C, substituons à a? la valeur o - f - A , dans celle de nous ob-

tiendrons 

Le signe supérieur de ^ ^ nous indique une branche CM, qui tourne sa 

convexité vers l'axe des x, et le signe inférieur nous indique une branche CN, 
qui tourne sa concavité vers le même axe : donc il y a au point C un point de 
rebroussement de la première espèce (art. 116 et 132). 

135. Pour troisième exemple, prenons la courbe dont l'équation est 

Si l'on fait . î ; = o , on trouve y==o; mais pour x négatif i / est imagin^iire : 
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donc la courbe suspend son cours à l'origine ; examinons ce que devient alors 

d̂ i/ 
Pour cet effet, en écrivant l'cquation de la courbe de la manière 

suivante, 

nous obtiendrons 

donnant à x une valeur positive très petite, représentée par h, la par-

tie ^.j.by^h de la valeur d e ^ sera moindre que la partie!2a; par conséquent 

les dt;ux valeurs de données par l'équation 

seront positives; d'où il suit qu'à l'origine, il y aura deux branches qui tour-
neront leurs convexités vers l'axe des Il existe donc, à l'origine, un point de 
rehroussement de la seconde espèce (art. 116 et 132). 

136. Les points de rehroussement appartiennent à une classe de points com-
pris sous la dénomination de points multiples. 

Des points multiples. 

137. On appelle points multiples les points où plusieurs branches de courbe 
se réunissent. Un point multiple est double lorsqu'il est à l'intersection de 
lieux branches, il est triple lorsqu'il est à l'intersection de trois branches ; 
ainsi de suite. 

138. Soit A, fig. 37, un point double, formé par les deux branches de Fig. 37. 
courbe AB, AC, auxquelles on a mené les tangentes AT et AT'. Si nous repré-
sentons par Y{x,y) — o l'équation de la courbe, délivrée de radicaux, la diffé-
rentielle de cette équation, mise sous cette forme, Pd.r-j-Qdy = o, ne ren-
fermera aucun radical, parce que la différentiation d'une fonction rationnelle 
n'en introduit point dans cette fonction ; d'où il suit que P et Q seront des 
quantités rationnelles. 
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CeLi posé, l 'équation précédente nous donne 

^ devant avoir deux valeurs différentes, puisqu'il y a deux tangentes, il faudra 

P , . 
que — se détermine de manière que cette condition soit remplie 5 or, elle le 

p 

serait, si - renfermait un radical ; mais c'est une chose impossible, puisque 

P 

nous avons vu que — était rationnel ; dans ce cas, il faut que l'Algèbre nous 

conduise à un résultat qui évite cette contradiction, et c'est ce qui a lieu lors-

que ^ se présente sous la f o r m e c a r nous savons que ^ est le symbole d 'une 

quantité indéterminée, et par conséquent susceptible de plusieurs valeurs. 
139. Voici de quelle manière ce théorème se démontre. Supposons pour un 

instant que « et représentent les deux valeurs de la tangente trigonomé-
tr ique de la courbe, au j)oint mul t ip le , ces valeurs devront satisfaire à 
l 'équation 

et donneront 

Ces deux dernières équations étant retranchées l 'une de l 'autre, on obtient 

or, le facteur — étant composé de deux quantités inégales, ne peut être nul ; 
d'où il suit qu'on a Q = o, ce qui réduit l 'équation P - | - Q a == o à P = 0. Au 

dî/ , 

moyen de ces valeurs de P et de Q, l 'équation P - { - Q ^ = o , ou plutôt 

devient 

140. Si au lieu de deux branches réunies en un point, nous en avons un plus grand nombre, il 

suffit d'en considérer seulement deux, pour prouver qu'au point de rencontre de toutes ces bran-

ches, ^ = 2. On ne peut parvenir aussi facilement à la même conclusion, lorsque plusieurs 
dx " 
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branches de courbe n'ont qu'une tangente commune ; néanmoins, dans ce cas même, on peut en-

core prouver que ^ doit se présenter sous la forme ® ; mais comme la démonstration de ce (IX 0 
théorème est fondée sur la .considération des contacts des courbes, nous' nous réservons de la don-
ner (art. 172), lorsque nous aurons parlé des courbes osculatrices. 

U l . On peut remarquer que la démonstration de l'article 139 étant fondée 
sur ce que l'équation primitive a été délivrée de radicaux, si l'on différentiait 
sans les avoir préliminairement fait disparaître, il pourrait se faire qu'une 

équation qui comporte des points multiples ne donnât pas - . Par exemple, 
o ^ 

l'équation (78) art. 133, page 73, est dans ce cas : elle a un point double 
à l'origine, et cependant si l'on fait x = o , l'équation (79) se réduit à 

Enfin, nous ajouterons que, quoique l'équation - aitlieu pour un 

point multiple, il ne s'ensuit pas qu'elle ne puisse subsister que pour un point 
de ce genre; car la démonstration précédente ne nous dit pas que cette pro-
priété leur soit exclusive. Ainsi, tout ce que l'on en doit conclure, c'est que 

la réduction de ^ à indique seulement qu'il peut y avoir un point multiple. 

143. Ce qui précède suffit pour nous indiquer le moyen de reconnaître s'il 
peut exister des points multiples dans une courbe déterminée par une équa-
tion. Pour cet effet, soit U cette équation, on en déduira, par la différentia-
tion, Pd.r -{- Qdy = o, et l'on verra si les mêmes valeurs de a; et de y satisfont 
à la fois à la proposée et aux équations P = o, Q = o ; si cela est, ce sera un 
indice que ces valeurs de ar et de y peuvent appartenir à un point multiple, et 
alors, en discutant la courbe aux environs de ce point, on reconnaîtra s'il est 
multiple. 

Des points conjugués. 

lAA. Considérons une courbe qui soit telle que, dans la partie où ses coor-
données sont imaginaires, il existe seulement deux coordonnées réelles; ces 
coordonnées construiront un point qui sera entièrement détaché de la courbe, 
et auquel on a donné le nom de point isolé ou de point conjugué. 

Représentons maintenant par y = f x l'équation d'une courbe qui a un point 
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conjugue. Si a et b sont des coordonnées de ce point, il faudra qu'au moins, 
dans ses environs, les coordonnées soient imaginaires, autrement il ne serait 
pas isolé ; par conséquent, si nous supposons que l'abscisse a s'augmente d'une 
petite quantité h, l'ordonnée correspondante, représentée par/(a-[-A), devra 
être imaginaire; or, la série de Taylor nous donne, en général, 

Faisant x — a, il faudra que l'ordonnée correspondante soit ft; par conséquent 

, 1 . 

nous changerons y en et, appelant J^^j, devien-

nent les coefficiens différentiels dans cette hypothèse, nous aurons 

Or, pour que f{a-\- / i ) soit une quantité imaginaire, il faut au moins que l'une 

des expressions ^ , , , etc., soit imaginaire ; c est-a-dire quel hy-

pothèse de X = a h rende imaginaire l'un des coefficiens différentiels ; si 
cette condition est remplie, la courbe pourra avoir un point conjugué. 

Par exemple, si l'on a l'équation 

en la différentiant, on trouvera 

Cette valeur devenant imaginaire, lorsqu'on fait:f = — b, et par conséquent 
Fig. 38. y = o, il est à présumer que le point A, fig. 38, dont les coordonnées sont 

X — — b et y — o, est un point conjugué; nous reconnaîtrons ensuite si ce 
point est réellement conjugué, en augmentant et en diminuant successive-
ment l'abscisse — b, d'une quantité plus petite que b, et nous trouverons que, 
dans les deux cas, y devient imaginaire, ce qui annonce que le point dont il 
est question est un point conjugué. 

Les points conjugués, comme les points multiples, manifestent leur 

existence en rendant - le coefïicient différentiel 
o 

En effet, l'équation 
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étant différentiée et divisée par d^, nous donne 

et l'on voit que le terme qui est affecté de ^ a Q pour coefficient ; en diffé-

d̂ M 

rentiant de nouveau, on trouvera que Q est encore le coefficient de et ainsi 

de suite ; de sorte que lorsqu'on sera arrivé au coefficient de l'ordre «, nous 

aurons un résultat de la forme 

Cela posé, il y a au moins l'un des coefficiens différentiels qui devient imagi-
naire pour une valeur de x, et qui par conséquent contient un radical ; repré-

sentant ce coefficient par -r- ,̂ il faudra donc que la fonction de x que repré-

sente cette expression ait plus d'une valeur. Cela suffit pour que nous puis-
sions conclure, comme dans l'article 139, que Q = o, ce qui réduira l'équation 

; il suit de là qu'on doit avoir 

Des courbes osculatrices. 

146. Soient y — <fX et y — Yx, les équations de deux courbes qui se rencon-
trent, fîg. 39, au point M, dont les coordonnées sont AP PM on aura Fig. 39, 
donc, pour ce point, 

supposons que x' devienne ensuite x' -j- h, les équations précédentes donne-
ront 

Si tous les termes correspondans de ces développemens sont identiquement 
les mêmes, les courbes se confondront; si l'on a seulement = les 
courbes, comme nous l'avons vu, n'auront de commun que le point M ; si, outre 

on a ces courbes se rapproeb^ont davantage ; et encore 
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plus, SI, outre ces équations, on a e n c o r e - j - ; ^ = e t ainsi de suit?; car 

il est évident que la différence de M"P' à M'P' sera d'autant moindre, cu'il v 
aura un plus grand nombre de termes égaux dans leurs développemens. 

Cela posé, soient a, h, c, etc., les constantes de l'équation tj=Yx; on peut, 
sans changer la nature de la courbe, donner des valeurs arbitraires à ce» con-
stantes. Par exemple, si l'on a l'équation if = nix-\-nx'', qui est celle d'une 
ellipse, quelque valeur que l'on donne aux constantes m et n, cette éqtation 
ne cesse pas d'appartenir à une ellipse, puisque l'équation conserve toujours 
la même forme (bien entendu qu'on ne fait varier m et n que de grandeur et 
non désignés, et qu'on ne les suppose pas nuls). D'après cette observation, on 
peut regarder comme arbitraires les constantes a, h, c, etc., qui entrent 
dans les équations 

et en prenant autant de ces équations qu'il y a de constantes, on déterminera 
ces constantes par la condition que ces équations soient satisfaites. 

Par exemple, si l'équation y = Far ne contient que trois constantes o, h, c, 
on posera 

On tirera, de ces équations, les valeurs de a, de h et de c, en fonct on de x', 
dw' 

de y', de etc. ; on les substituera dans l'équation y = Yx. Alors e le jouira 

de cette propriété que, lorsqu'on y mettra ^ - f - A à la place de x, l'équa-
tion (84), qu'on obtiendra à l'aide de la formule de Taylor, aura les ti-ois pre-
miers termes de son second membre respectivement égaux aux trois premiers 
du second membre de l'équation (83). 

Ce que nous disons d'une équation qui ne renferme que trois coistantes, 
peut s'appliquer à une qui en contiendrait un plus grand nombre. 

147. Prenons pour exemple le cas où l'équation y—Yx représeite celle 
d'une ligne droite ; cette équation y == Far sera donc remplacée par ctlle-ci, 

y=ax-{-h.... (85). 
Les équations de condition, nécessaires pour l'élimination des coretantes a 

et h, seront 

et comme fx' représente l'ordonnée en M de la courbe dont l'éqmtion est 
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y = et que x' correspond à y', nous pourrons remplacer <fx' par y', et les 
équations (86) se changeront en 

éliminant a, on obtiendra 

Substituant la valeur de b donnée par cette équation, et celle de a, dans 
l'équation (8S) de la ligne droite, celle-ci deviendra 

On reconnaît dans cette équation, celle d'une tangente MT, fig. 40, au point Fig- 40-
M, dont les coordonnées sont y et y' (art. 73). Nous verrons bientôt pourquoi 
cette droite MT est tangente en M. 

148. Reprenons la théorie précédente, et pour éviter les périphrases, con-
venons de dénommer les courbes par leurs équations. Nous avons vu, arti-
cle 140, que si les courbes y~<fx et y — Tx avaient seulement un point coin- , 
inun, en représentant par x' et y' les coordonnées de ce poiht, on aurait 
l'équation de condition 'Fx'=^^x'^ mais qu'en déterminant deux constantes de 

dFa/ à'-fx" l'équation y = i f x , par les conditions et = l e s courbes com-
ux Qjr 

menceraient à se rapprocher. 
Représentons.par y=fx ce que devient y—Yx après qu'on y a substitué 

les valeurs de ces deux constantes, la courbe y—fx sera une osculatrice du 
premier ordre à la courbe y=z<fx-, et si, toujours en vertu des valeurs arbi-
traires qu'on peut donner aux constantes, on élimine trois des constantes de 
l'équation y = F.r, au moyen des équations suivantes, 

et qu'on représente par -^tx ce que devient Tx, après cette substitution, cette 
courbe y = ^x sera une osculatrice du deuxième ordre à la courbe y = ^x, 
dont elle approchera encore plus, et ainsi de suite; de sorte que pour une 

- . , ième , -, , . 
osculatrice du n ordre, nous aurons les équations 

149. Nous allons démontrer que, de deux osculatrices, qu'on a obtenues 
ÉLÉMEÎIS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 1 1 
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ainsi, en faisant varier les constantes d'une même équation, celle de ces oscu-
latrices'qui est d'un ordre inférieur ne peut pas passer entre l'autre et la 
courbe à laquelle on a mené ces osculatrices. 

Fig. 39. Par exemple, soit MB, fig. 39, la courbe ij = ffx, et MC son osculatrice 
yz=^xà \ i second ordre ; il s'agit de démontrer que l'osculatrice x = f x pre-
mier ordre, ne peut passer entre les courbes MB et MC. 

Pour cet effet, en mettant ^ -{- ^ place de x dans ces équations, nous 
trouverons 

la courbe y = ^x, étant une osculatrice du second ordre à y=.^x, il faut 
qu'on ait 

D'une autre part, y—fx étant une osculatrice du premier ordre à 
on a encore 

en vertu de ces équations, on a donc 

et seulement 

faisons, pour simplifier, 
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les trois développemens précédons pourrpnt s'écrire ainsi : 

et en observant que tous les termes, à partir de celui qui est affecté de h ,̂ ont 
pour facteur commun, nous pourrons supposer 

et en faisant des réductions analogues dans les autres équations, on aura 

Les courbes y ^ f j : et y — f r é t a n t des osculatrices, l'une du premier ordre 

et l'autre du second ordre, Vdîffère nécessairement de t ^ ^ • On ne peut donc 

faire que deux hypothèses sur V, savoir : 

Si V est moindre que j soit Z l'excès de j ^ ^ sur V, on aura 

SI au contraire V surpasse | la quantité Z sera négative. 

En substituant cette valeur de dans celle de f{cc'-\-h), et en observant 

que est facteur commun, nos trois développemens deviendront 

Or, en faisant h très petit, il est possible que la quantité Z indépendante 
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(le h soit plus grande que les expressiyns MA et N/t qui tendent vers zéro. Alors, 
si Z est positif,/(a/-!-'') surpasse f {x'-^-h) et {x'dansee cas, on a donc 

Fig. ou P'M'", fig. S9, plus grand que P'M' et que P'M", ce qui montre 
que la courbe y—fx, représentée par MM'", ne peut passer entre les deux 
autres. 

Si, au contraire, Z est négatif, on a f {x'-\-h) ou P'M"'', moindre que P'M' et 
que P'M", la courbe MM'" étant alors celle qui s'approche le plus de l'axe 
des X, ne peut être comprise entre les deux autres. 

Fig. 40. ISO. On peut maintenant expliquer pourquoi la ligne droite, fig. 40, qui, 
art. 147, est une osculatrice du premier ordre, est tangente à la courbe; car 
il résulte de notre théorie, qu'entre cette droite et la courbe on ne peut faire 
passer aucune autre droite, ce qui est la propriété de la tangente. 

On dit que la tangente a un contact du premier ordre avec la courbe. En 
général, une osculatrice d'un ordre n a un contact du même ordre avec la 
courbe à laquelle elle est osculatrice; ainsi, lorsqu'on a, entre deux courbes, 
les équations 

ces courbes ont entre elles un contact du second ordre. Ce contact sera du 
troisième ordre si, outre ces équations, on a encore celle-ci : 

et ainsi de suite. 

Ii51. L'équation du cercle, qui est 

renfermant trois constantes, nous pouvons déterminer le cercle qui a un con-
Fig. 41. tact du second ordre, avec une courbe MN, fig. 41, dont on a l'équation. Pour 

cet elfet, soient x' et y' les coordonnées du point M de la circonférence de ce 
cercle ; la valeur de y' sera donnée par l'équation 

et devra remplacer Yx' dans les équations du contact, qui sont 

si nous adoptons en même temps .r et y pour les coordonnées de la courbe 
y = fx, au point de contact, les équations précédentes deviendront 
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il faudra donc mettre, pour les quantités y', et ^-7-, leurs valeurs tirées 

de l'équation (90), et de ses différentielles successives, qui sont 

Or, substituer dans les équations (91) les valeurs de y', de don-

nées' i)ar les équations (90), (92) et (93), n'est autre chose qu'éliminer ces 
quantités entre les équations (90), (91), (92) et (93), ce qui revient à effacer 
les accens dans les équations (90), (92) et (93), en observant d 'ailleurs que 
quand 

su])primant donc les accens, on trouvera 

De celte dernière équation on tire 

Mettant cette valeur dans l'équation (93), on obtient 

Si dans l'équation (94) on substitue ces valeurs de y — et de x — on 
aura 

et, en ajoutant les numérateurs qui ont un facteur commun, on aura 
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cette équation se réduit à 

et, en tirant la racine carrée, donne 
t 1 „ \ 3 

152. Le double signe est relatif à la position de y : si la courbe tourne sa 
d't/ 

concavité vers l'axe des ar, alors ~ sera négatif (art. 118); et pour qu'alors 7 se 

détermine positivement, nous le prendrons avec le signe négatif, et nous 
écrirons 

d't/ 
car la courbe, tournant sa concavité vers l'axe des abscisses, ^ tient la place 

d'une quantité négative, qui, lorsqu'elle sera substituée dans la valeur de V, la 
rendra positive. 

153. On a donne au cercle que nous venons de considérer, le nom de cer-
cle osculatcur, et à son rayon celui de rayon de courbure; il ne s'agira donc, 
pour obtenir le rayon de courbure, que d'avoir l'équation de la courbe, pour 
en déduire les coefficiens différentiels qu'on substituera dans la formule 99. 

Si la courbe devait tourner sa convexité vers l'axe des x, nous ferions pré-
céder la valeur de y du signe positif. 

154. On écrit quelquefois ainsi la valeur de y : 

Cette formule se déduit facilement de l'équation (99) ; car en réduisant au même dénominateur les 

deux termes qui sont sous la parenthèse, et en observant que la puissance | de' dx% est dx'', on 

obtiendra 
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1S5. Pour donner une application de la formule (99), cherclions le rayon 
de courbure de la parabole NAM, fig. 42, dont l'équation est = nous Fig. i2. 
trouverons 

donc 

et en élevant les deux facteurs à la puissance on a 

or, la normale à la parabole ayant pour expression {Théorie des courbes, 

art. 263) % on voit que le rayon de courbure de la parabole est égal 

au cube de la normale, divisé par le carré du demi-paramètre. 

156. Le cercle osculateur peut servir à mesurer la courbure de la courbe 
en un point M, fig. 41 ; car, si en ce point M on décrit, avec le rayon de cour-Fig. 41. 
bure, un arc ML très petit, cet arc pourra être considéré comme l'arc même 
de la courbe, dont il s'écarte très peu; or, plus l'arc ML a de courbure, plus 
son rayon est petit; d'où il résulte que par le décroissement du rayon de 
courbure, ou par son accroissement, on pourra connaître si la courbe augmente 
ou diminue de courbure. 

Par exemple, en considérant l'équation (100), qui donne le rayon de cour-

bure de la parabole, on voit qu'au sommet de la courbe, où x— o, y = — ; mais À 
que lorsque x s'accroît successivement, y augmente, ce qui annonce que la 
courbure de la parabole va en diminuant lorsqu'on s'écarte du sommet. 

dî/ 
157. exprimant la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente 

en M, fig. 43, fait avec l'axe des x, l'équation de la normale assujettie à passer Fig. iz. 
par un point dont les coordonnées sont a et /3, sera (art. 73) 
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Cette équation étant la même que l'équation (95) dans laquelle a et /3 sont 
les coordonnées du centre du cercle osculateur, on voit que le rayon de ce cer-
cle est une normale à la courbe. 

Fig. 44. 1S8. Si maintenant, par tous les points d'une courbe MM'M", etc., fig. 44, 
on mène des rayons de courbure MO, M'O', M"0", etc., on construira unesuite 
de points 0 , 0', 0", etc. ; ces points étant assujettis à une certaine loi (*), cela 
suffit pour que nous puissions donner le nom de courbe à leur système; mais 
nous ne prononcerons encore rien sur la nature de cette nouvelle courbe, 
qu'on appelle la développée de la courbe MM'M". Celle-ci, considérée relative-
ment à la développée, est appelée la développante. 

159. Si l'on passe d'un point à l'autre de la développée, non-seulement 
X e t y varient, mais encore «, /3 et y varient en même temps : car « et /3 étant, 
en général, les coordonnées des centres du cercle osculateur, comme la déve-
loppée est formée par le système de ces centres, il en résulte que a et ^ sont 
les coordonnées de la développée ; coordonnées qui doivent varier d'un point 
de la courbe à l'autre. Il en est de même de v, qui est le rayon du cercle oscu-
lateur, et qui représente alors la distance d'un point quelconque de la déve-
loppée à un point de la développante d'où est parti y. Par conséquent, en dif-
férentiant l'équation (95) par rapport à toutes les lettres (**), et en divisant 
par dx, nous obtiendrons 

retranchant l'équation (96) de celle-ci, il reste 

(•) Elle est implicitement renfermée dans l'équation de la courbe MM'M", puisque cette courbe 
étant donnée, la position de ces points en résulte. 

(**) On ne peut pas différentier autrement l'équation 

et ses dérivées; cependant il semble que nous ayons agi autrement, lorsque de l'équation (90) 
nous avons déduit les équations (92) et 93). Je répondrai que, comme nous avions deux constantes 
arbitraires dans l'équation (90), nous les avons déterminée» par la condition que les fonctions re-
présentées parles premiers membres des équations (92) et (93), fussent nulles; mais, sans cela, 
nous n'aurions pas eu le droit de conclure de ce que l'équation (90) a lieu, que les équations (92) 
et (93) doivent aussi avoir lieu. 
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et par conséquent, art. 26, 

T dt/ , Si l'on substitue cette valeur de dans l'équation (95), on obtiendra 

dĵ  
160. Nous avons vu, art. 157, que l'équation y — /9 = — — [x — «), était 

y 
celle du rayon de courbure qui passait par le point dont les coordonnées sont 

X et y. En remplaçant ce sera toujours l'équation du même rayon; 

mais l'équation (101) étant aussi celle d'une tangente menée au point de la 
développée, dont les coordonnées sont « et /3 (*),le rayon de courbure est donc 
tangent à la développée. 

161. Comme dans la démonstration suivante nous emploierons la différen-
tielle d'un arc de courbe, nous allons déterminer cette différentielle. 

Supposons qu'une abscisse kV==zx, fig. 45, s'accroisse de P P ' = A ; si nous Fig. 45. 
menons la parallèle MO à l'axe des x, nous aurons évidemment 

(*) Observons qu'en général a et /3 étant les coordonnées d'un point quelconque de la dévelop-

di3 
pée, l'équation de la développée sera / 3 = /a ; donc ^ représente, art. 73, l'angle que la tangente 

au point «, jS, fait avec l'axe des abscisses. 
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or. 

Substituant cette valeur dans l'expression de MM', et représentant par A, 
])ar B, etc., les coefficiens de /t̂ , de M, etc., on aura ^ 

ou 

donc 

Dans le cas de la limite, la corde se confond avec l'arc que je représenterai 
par s, de sorte que nous aurons 

d'où nous tirerons, en multipliant par d^. 

162. Pour la développée, dont les coordonnées sont « et nous aurons donc 
également 

163. Différentions maintenant l'équation (94) par rapport à toutes les lettres, 
nous trouverons 

l'équation (95) nous donne » 

retranchant ce résultat de l'équation précédente, il nous reste 

Si dans cette équation (102) et dans l'équation (94), nous substituons la 
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valeur lie y — donnée par l'équation (101), nous trouverons ces deux équa-
tions : 

mettant x — « en facteur commun, et tirant la racine carrée de la seconde, 
ces équations deviennent 

divisant la première de ces équations par la seconde, on obtient 

Or, nous avons vu, art. 162, qu'en appelant s un arc de la développée, on 
avait 

en comparant cette équation à la précédente, nous en déduirons 

d v = — d«, ou d (•/-[-«) = o ; 
et comme toute fonction dont la différentielle est nulle est constante, nous 
avons donc 'i s —constante; donc si le rayon de courbure s'augmente, il faut 
que s diminue d'autant. 

Ou énonce cette proposition en disant que le rayon de courbure varie par les 
mêmes différences que la développée. 

164. Soient, fig. 46, MO=y' ; OB = s ; M ' 0 ' = v , 0 'B=s ' , - nous avons donc, Fig. 46. 
pour le rayon de courbure MO, 

ou 

Pareillement, le rayon de courbure M'O' donne lieu à l'équation 

o u 

» / / 

les seconds membres des équations (103) et (104), représentant une même con-
stante, nous tirerons de ces équations, 
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et par conséquent, 

ce qui nous apprend que la différence de deux rayons de courbure est égale à f arc 
qu'ils comprennent entre eux. 

Fig. 46. 16S. Il suit de là que si l'on applique sur la développée OB, fig. 46, ui fil 
qui, se terminant tangentiellement, soit fixé au point M delà développante\IC, 
lorsqu'on développera ce fil, en le laissant constamment tendu, son extrémité M 
décrira dans ce mouvement la développante MC; car, en supposant que dans 
son mouvement il soit arrivé dans une position 0'M',il se sera accru de OCy, et 
par conséquent égalera en longueur le rayon de courbure qui passe par le point 
0 ' ; donc l'extrémité M' de ce fil sera sur la développante. 

166. Voici de quelle manière on peut trouver l'équation de la développée: 

1° on tirera de l'équation de la courbe les valeurs de y, et des coefficiens diffé-

rentiels etc.; on substituera ces valeurs dans les équations (9S) et 

(96), ce qui donnera deux nouvelles équations, qui ne seront plus que des 
fonctions de x; éliminant x entre ces équations, on parviendra à une équa-
tion entre « et p. Cette équation sera celle de la développée. 

167. Déterminons par ce procédé la développée de la parabole, dont l'équa-
tion est x' = my : en différentiant, on trouve 

et par conséquent 

, - dy , d'y 
substituant, dans les équations (95) et (96), ces valeurs de y, de ^ et de 

ces équations deviennent 

retranchant l'équation (103) de l'équation (106), multipliée par x, on ol tiendra 

D'une autre part, l'équation (106) multipliée par et réduite, nous donne 
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d'où l'on tire 

En éliminant x entre les équations (107) et (108), on aura l'équation de la dé-
veloppée. 

Mais avant de faire cette opération, remarquons que pour l'origine où .r = o, 

les équations (107) et (108) se réduisent à « = o, ./3 = en prenant donc A R = 

fig. 47, on a le point B de la développée; on voit ensuite, par l'équation (108), Fig. 47. 
qu'en donnant des valeurs positives ou négatives à x, augmente à mesure 
que ces valeurs s'accroissent; d'où il résulte que la développée se compose de 
deux branches BC et BD. 

168. Pour éliminer centre les équations (107) et (108), la première, élevée 
au carré, donne 

d'une autre part, on tire de l'équation (108) 

en élevant au cube les deux membres de cette équation, on trouve 

égalant ces deux valeurs de x ,̂ et divisant par Hî  on obtient 

appelons la quantité^ — et multiplions par 27, cette équation devient 

n II est facile de prouver que les branches BC, BD se tournent leurs convexités; car en diffé-

rentiant deux fois de suite l'équation ou on trouve 

valeur négative pour x positif comme pour « négatif, cc qui prouve que chaque branche tourne sa 
concavité vers l'axe des x. 
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s)7 
Fis. 47. en faisant — vi = n, l'origine est alors transportée en B, puisque 

169. Une osculatrice peut être située de deux manières diiférentes, à l'égard 
de la courbe avec laquelle elle est en contact : 1" elle peut avoir ses deux 

Fig. 48. branches toutes deux au-dessus de la courbe, comme dans la fig. 48, ou toutes 
Fig. 49. deux au-dessous, comme dans la fig. 49; alors l'osculatrice ne fera que tou-

cher la courbe; l'osculatrice peut avoir une branche au-dessus de la courbe 
Fig. 50. et l'autre au-dessous, comme dans la fig. SO ; dans ce cas l'osculatrice coupera 

la courbe au point M. 

Fig. 51. 170. On va démontrer, fig. SI, que le cercle osculateur coupe la courbe. 
Soient pour une même abscisse x h, 

Y l'ordonnée de la courbe, 
Y' l'ordonnée de l'osculatrice ; 

on a donc' 

Or, puisque le cercle est une osculatrice du second ordre (art. 148), les trois 
premiers termes de ces développemens seront les mêmes ; donc la différence 
désordonnées, qui correspondent à x-\-h, sera 

Supposons maintenant que l'abscisse devienne x — h ; il faudra changer h en 
— h dans la différence des ordonnées, qui deviendra 

Or, comme le premier terme des suites (110) et (111) peut surpasser la 
somme de tous les autres termes, en prenant h assez petit, il en résulte que la 
différence des ordonnées changera de signe, lorsque l'abscisse, au lieu d'être 

Fig.51..r-|-A, sera x—h; ainsi, en prenant, fig. 51, PP" = PP' = /t, si la difïcrence 
des ordonnées correspondantes à x-\-h est une quantité positive, c'est-à-dire 
si l'ordonnée P'M'de la courbe surpasse P'N', l'ordonnée P"N" de l'osculatrice 
surpassera l'ordonnée P"M" de la courbe : d'où l'on conclura que l'osculatrice 
est d'un côté au-dessus de la courbe et de l'autre au-dessous, et par consé-
quent la coupe. 

Ce que nous disons du cercle, qui est une osculatrice du deuxième ordre, 
peut s'appliquer à toute osculatrice d'ordre pair. 

171. Si l'osculatrice était d'un ordre impair, elle toucherait seulement ki 
courbe, au lieu de la couper. Cela est évident d'après la démonstration précé-
dente. '' 
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172. Voici le théorème que nous avons promis de donner, art . 140, sur les points multiples. Si 
les courbes qui se réunissent en un de ces points, ont une tangente commune dont l'équation soit 
représentée y = ax b, nous changerons Yxenax-\-b, dans la seconde des équations (109), 

dFo; ce qui donnera ou k.' = a, et tous les autres coefficiens de cette équation seront nuls. La 

tangente étant une osculatrice du premier ordre, <fx-\-kh égalera ¥x-\-S.'h, ce qui réduira la dif-
férence des équations (109) à Y — Y ' = B / t ' + C / 4 5 + e t c . 

Celte différence des ordonnées devant avoir une valeur double, QM et QM' (fig. 52), il faut que Fig. 52. 
l'un des coefficiens différentiels qui sont représentés par B, C, etc., ait deux valeurs. Soit 

ce coefficient ; si l'on prend les différentielles successives de l'équation Pd:c+ Q d ^ = o , nous 

avons vu, art. 145, qu'à chaque difFérentiation le terme Q reste toujours facteur de la différentielle 
de l'ordre le plus élevé d e d e sorte que la différentielle de l'ordre m de la fonction proposée 

d")' dT 
pourra être représentée par Q -f- K = o , et puisque doit avoir deux valeurs, on prouvera, 

comme dans l'art. 139, que Q est nul. Celte valeur de Q réduira celle de P à zéro ; d'où il suit que 
dr P , d r o 

l équation - - = — — donnera ^ = - . ûx Q dx o 

Application du théorème de Taylor au développement des fonctions 
de deux variables qui reçoivent des accroissemens. 

173. Lorsque dans une fonetion u, de deux variables indépendantes x et y, 
on change x en x-\-h, et y en y-\-li , le théorème de Taylor peut nous donner 
le développement de cette fonction. En effet, si l'on substitue d'abord à x la 
valeur x-A^ h, on aura 

h étant en évidence dans ce développement, y ne peut être contenu que dans 

les fonctions m , etc. Changeant donc m en y-1-A dans ces fonc-d.p dj' ' dj; '̂ . ^ J J \ 
tions, nous remplacerons, dans l'équation (112), 
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et formant autant de lignes qu'il y a de termes dans l'équation (112). nous 
obtiendrons 

17-4. Si l'on eût fait les substitutions dans un ordre inverse, on aurait 
d'abord trouvé, en changeant y enij k, 

et en mettant ensuite dans chaque terme x - \ - h à la place de x, on serait par-
venu à ce développement 

L'ordre dans lequel nous avons fait ces substitutions étant arbitraire, puisque 
devant mettre x-A^-h partout où entre x, ety-\-k partout où entre y, ces opé-
rations ne peuvent influer l'une sur l'autre ; il en résulte que les deux déve-
loppemens 113 et 114 doivent être identiques, et que, par conséquent, les 
termes aff'ectés des mêmes produits de h et de k ont les mêmes valeurs. 
Si nous égalons donc entre eux les termes qui sont multipliés par hk, nous 
obtiendrons 

Cette équation nous apprend que pour prendre la différentielle seconde du 
produit de deux variables, l'ordre des différentiations est arbitraire. On prou-
verait la même chose pour les coefficiens différentiels des ordres supérieurs, 
en égalant entre eux les coefficiens différentiels des autres termes des équa-
tions (113) et (114). 
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Des maxima et minima dans les fonctions de deux variables. 

175. Nous venons de voir, art. i73, que si, dans une fonction de deux variables indépendantes x 
et r , on remplaçait .r par x-{- h, et p a r r + A " , ,1e développement d e + Ar) serait 
donné par l'équation (113). Si dans cette équation nous représentons f{x + h,x-\-k) parU, k par 

mh,et - , nous aurons 

Pour que m soit un maximum ou un minimum, il faut que, quelque valeur que l'on attribue aux 
accroissemens A et k, U soit toujours plus grand que u ou toujours plus petit ; or, cela n'est possi-
ble qu'autant que le terme 7n + est nul ; car si cela n'était pas, ce terme, art. 91, pou-
vant êtfe rendu plus grand que la somme algébrique de tous ceux qui le suivent, moyennant une 
valeur convenable de h, en prenant successivement cette valeur négative et positive, on rendrait, 
dans l'un des cas, U plus grand, et dans l'autre moindre que u ; ainsi, pour que celte fonction u 
soit un maximum ou un minimum, il faut que l'on ait 

ou plutôt 

L'accroissement k étant arbitraire, il en doit être de même de m ; par conséquent cette équation a 
lieu quel que soit m, ce qui exige qu'elle se partage en celles-ci : 

176. Examinons maintenant ce qui distingue le maximum du minimum. Pour cet effet, remar-
quons que puisque le terme en h est nul, c'est le terme en /t̂  qui doit décider du signe delà somme 
algébrique de tous ceux qui suivent u ; il faut donc que le terme en s'il n'est pas nul, ne puisse, 
par des valeurs de h et de k, se déterminer tantôt positivement, tantôt négativement, autrement 
U pourrait être, dans un cas, plus petit, et dans un autre plus grand que u; ainsi, nous allons 
chercher la condition qui doit avoir lieu pour que le terme en A' conserve toujours le même signe, 
quelles que soient les valeurs qu'on donne à A et à k . Dans cette vue, représentons le terme en A» 
de l'équation (115) par 

mettant A en facteur commun, ce terme deviendra 

ajoutons sous la parenthèse la quantité identiquement nulle 7^ — 7 - , l'expression (116) pourra 
, a a 

s'écrire ainsi ; 
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et l'on voit qu'elle sera toujours du signe de A si, G et A étant de mêmes signes, l'on a 

1 

c'est-à-dire AC>B" ; car alors la quantité, qui est multipliée par - A/i% sera essentiellement po-

sitive, et le signe de l'expression (117) dépendra de celui de A ; de sorte qu'on aura un maximum 

ou un minimum, suivant que A sera négatif ou positif, c'est-à-dire suivant le signe de , qui 

est le même que celui de parce qu'on a vu que C et A étaient supposés être de mêmes signes. 

De la transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées 
polaires. 

l ig. 53. 177. Considérons une courbe BDC, fig. S3, dans laquelle on a déterminé de 
position un point M, à l'aide des coordonnées rectangulaires kV — x et 
PiVI = i/; ce point peut être également déterminé si l'on donne l'angle MAC et 
le rayon vecteur AM ; mais comme on mesure ordinairement les angles par 
les arcs, nous remplacerons l'angle MAC par l'arc mo, décrit avec un rayon 
pris pour unité ; ainsi, en nommant t cet arc nio, et u le rayon vecteur AM, 
nous pouvons substituer le système des coordonnées polaires t et u à celui des 
coordonnées rectangulaires = et PM = y. 

178. Il est à observer que l'origine des abscisses polaires est quelquefois 
placée ailleurs qu'en o; car le point M est également déterminé, lorsque 
ayant pris un point o' pour origine, on donne l'arc o'mei le rayon vecteur AM. 
Dans ce cas, nous pouvons représenter o'm par t', et alors toutes les abscisses 
comptées de l'origine o différeront des abscisses comptées de l'origine o', d'une 
quantité constante oo' ; et il y aura entre elles la relation suivante : 

Comme, au moyen de cette relation, on peut toujours changer l'origine de 
la manière qui nous convient, nous supposerons, pour plus de simplicité, l'ori-
gine en 0. 

179. Représentons maintenant par i/) = o, l'équation dans laquelle 
nous voulons changer les coordonnées rectangulaires AP=ar et P M = i / e n 
coordonnées polaires om=t et AM=w, et cherchons les relations qui existent 
entre ces coordonnées; nous avons évidemment 

ou 
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11 suffirait donc de substituer ces valeurs dans l'équation représentée 
par F(z, ij) = o, pour obtenir celle qui serait rapportée à des coordonnées 
polaires. 

100. Si l'origine des coordonnées rectangulaires x et y n'est pas au centre 
A de la courbe, fig. 34 , soient x', y', les coordonnées comptées de l'origine A', Fig. 51, 
et a et 6 les coordonnées comptées du centre A, on aura 

ou 

valeurs qu'on substituera dans les formules précédentes. 

De la transformation des coordonnées polaires en coordonnées rec-
tangulaires et détermination de l'expression différentielle de l'arc 
dans une courbe polaire. 

181. L'équation rapportée à des coordonnées polaires étant représentée par 
Y{t, u)~o, on voit d'abord, fig. 38, qu'on peut remplacer u par sa valeur tirée Fig. 53. 
de l'équation 

ou 

A l'égard de t, les équations (118), divisées l'une par l'autre, nous don-
neront 

d'où l'on tire 

Cette valeur de t et celle de u étant substituées dans l'équation représentée 
par Y{t, m) = o, on obtient 

C'est ainsi qu'on parvient à une équation en x et en y, et affectée d'une quan-
tité ti-anscendante. 

102. On peut aussi obtenir entre ^ et ^ une équation qui ne contiendra 

point la transcendante a r c f t a n g = ^ ] ; mais qui renfermera des différentielles. 
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Pour cela, on différentiera l'équation qui est représentée par la formule 120, 
ou, comme cela se pratique, on emploiera le moyen suivant pour arriver à ce 
but. Représentons toujours par F (u, t) — o l'équation qu'il s'agit de traBsfor-
mer en une fonction des coordonnées rectangulaires s et y; nous venons de 
voir, art. 181, que la valeur de w pouvait s'exprimer en x et en y, sans trans-
cendante, mais qu'il n'en était pas de même de t ; c'est pourquoi nous cher-
cherons d'abord à éliminer t entre F [t, u) = o, et la diflerentielle de cette 
équation, que nous représenterons par F {t, u, d/, du) == o : à la vérité, nous 
introduirons dans le résultat de l'élimination, les différentielles d^ et dM;mais 
ces difierentielles pourront s'exprimer en fonction des variables x, y, dx et dy. 
En effet, les équations (118) nous donnent 

Divisant l'une de ces équations par l'autre, on obtient 

différentiant, il vient 

remplaçant ^ ^ ^ P̂ r̂ sa valeur tirée de la première des équations (121), et sup-

primant le diviseur commun .r', on trouve 

et par conséquent 

'et en mettant pour u sa valeur, cette équation devient 

La différentielle de l'autre variable se trouve encore plus facilement ; car 
l'équation (119) nous donne 

cette équation étant différentiée, nous avons 

au moyen de ces valeurs de dt, de dw et de u, on changera l'équation obtenue 
par l'élimination de t, en une autre qui ne contiendra plus que x, y, dj ct dy, 
et qui par conséquent se rapfnôjitera aux coordonnées rectangulaires. 
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183. On a vu, art. 161, que la différentielle d'un arc z rapporté aux coor-
données rectangulaires, avait pour expression 

On peut se proposer de déterminer la différentielle du même arc, lorsque les 
coordonnées sont polaires; dans ce cas, on substituera dans l'équation (123) les 
valeurs de dx et de dy, tirées des équations 

et l'on trouvera, en différentiant ces équations. 

Élevant ces équations au carré, et réduisant à l'aide de la formule 

on obtiendra 

Telle est la différentielle de l'arc en fonction des coordonnées polaires. 

Des sous-tangentes, sous-normales, normales et tangeiites aux 
courbes polaires. 

184. On sait que dans les courbes à coordonnées rectangulaires, la sous-
tangente P ,̂ fig. 5S, est toujours comprise entre le pied P de l'ordonnée et le Fig. 55. 
point t, où une perpendiculaire kt à cette ordonnée vient rencontrer la tan-
gente ; conservant la même définition pour les courbes polaires, où l'ordonnée 
n'est plus PM, mais le rayon vecteur AM, la sous-tangente sera alors la per-
pendiculaire AT, comprise depuis le point A jusqu'à la rencontre T de la tan-
gente. La sous-tangente a donc une position différente dans les courbes polaires 
que dans les courbes qui ne le sont pas ; car dans les unes la sous-tangente est 
toujours comptée sur l'axe des abscisses, tandis que dans les courbes polaires, 
où cet axe n'existe pas, la sous-tangente varie de position à chaque point de 
la courbe. 

185. Déterminons maintenant l'expression analytique de la sous-tangente 
dans les courbes polaires. Pour cet effet, soient AM et AM', fig. 56, deux rayons Fig. 56. 
vecteurs, et du point M menons la perpendiculaire MP sur le rayon vecteur 
AM', et, à cette perpendiculaire, menons la parallèle AT; les triangles sem-
blables ATM', PMM', nous donneront la proportion 
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d'où l'on tire 

et en observant que PM' est un côté du triangle rectangle PMM', cette valeur 
de AT devient 

Dans le cas de la limite, AM' est égal à AM, c'est-à-dire à u, PM se confond 
avec l'arc MN, la corde MM' avec l'arc MM', et AT devient la sous-tangente. Il 
ne s'agit donc plus que d'avoir, pour le cas de la limite, les expressions M'M 
et MN; la première de ces expressions n'est alors que la différentielle de l'arc 
de courbe; donc, art. 183, 

à l'égard de MN, les secteurs ARR' et AMN nous donnent la proportion 

ou « 

donc MN = w. RR', quantité qui, dans le cas de la limite, se réduit à uàt. Met-
tant ces valeurs de MN et de M'M dans celle de AT, après qu'on y aura changé 
AM' en u, et PM en MN, et réduisant, nous trouverons 

Telle est l'expression de la sous-tangente. 

186. Pour déterminer la sous-normale, nous observerons que la normale SM 
Fiff. 55. étant perpendiculaire à la tangente, l'ordonnée AM, fig. 5S, doit être moyenne 

proportionnelle entre la sous-tangente et la sous-normale ; par conséquent 
nous avons 

AT : A M : : A M : sous-normale, 

donc 

A l'égard de la normale et de la tangente, les triangles rectangles MAS, MAT 
donnent 
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Substituant dans ces équations les valeurs de MA, de AS et de AT, nous trou-
verons 

187. Pour trouver l'expression analytique du secteur dans les courbes po-
laires, le triangle AM'M, fig. 86, nous donne Fig. 56. 

dans le cas de la limite, l'aire du triangle AM'M, fig. 86, devient celle d'unFig. 56. . 
secteur élémentaire, la perpendiculaire PM peut être remplacée par l'arc MN, 
que nous avons trouvé égal à uAt, et AM' se réduit à u. Substituant ces valeurs 
dans l'équation précédente, nous trouverons 

On peut aussi exprimer le secteur élémentaire en fonction des coordonnées 
rectangulaires; car en mettant dans cette équation les valeurs de u et de d;, 
données par les équations (119) et (122), elle devient 

De la détermination de l'expression du rayon de courbure dans une courbe 
polaire. 

188. Nous avons donné, art. 151, l'expression du rayon de courbure, rapportée à dea coordon-
nées rectangulaires ; en nous réservant la faculté d'affecter cette expression du signe qui rendra v 
positif, nous l'écrirons ainsi : 

Pour avoir cette valeur de y exprimée en fonction des coordonnées polaires, il ne s'agit que 
d'éliminer les coefficiens différentiels qui entrent dans cette expression, au moyen des équations 
suivantes : 

différentions ces équations, et divisons ensuite les résultats l'un par l'autre, nous obtiendrons 

représentons par m et par 7i les deux termes de cette fraction, nous aurons 
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et par conséquent 

ou 

Au moyen de cette équation on trouve, pour le numérateur de la valeur de y, 

élevant chaque terme de la fraction qui forme le 2e membre de cette équation, à la puissance - , e t 

3 

observant que la puissance - de n? est n', on a 

différentiant ensuite l'équation (126), nous trouverons 

divisant le premier membre de cette équation par âx et le second par n, qui équivaut à dx, nous 
aurons 

Au moyen des valeurs données par les équations (127) et (128), l'équation (124) devient 

Il ne s'agit plus que de transformer cette équation en une fonction de / e t de m. Pour cet effet, on 
déterminera d'abord la valeur de en ajoutant les carrés des équations (125); et en réduisant 
à mesure, au moyen de l'équation sin " / cos ' ? = 1, on trouvera 

+ = + (130). 

A l'égard du dénominateur de l'équation (129), nous différentierons successivement les équa-
tions (125) en traitant dt comme constant ; et multipliant respectivement les résultats par n et par 
m, nous trouverons 

ndm = nd''u sin t + 'indu cos tdt— nu sin tdt', 

mdn — md'^u cos t — ̂ mdui\xxtdt—mu cos tdl^ ; 

la seconde équation étant retranchée delà première, nous trouverons 

multipliant la seconde des équations (125) par sin t et la première par cos t, les retranchant l'une 
de l'autre, etréduisant au moyen de la relation sin' t - f cos nous obtiendrons 

n sin / — m cos t— — udt. 
Opérant d'une manière analogue pour former la valeur de n cos / + m sin t, nous trouverons 

71 cos sin 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (131), cette équation deviendra 
nàm — miln = — z/d^wdf - f -{- (132), 

Au moyen des valeurs que nous venons de déterminer, les équations (130) et (132) changeront 
l'équation (129) en 

£ 

Des courbes transcendantes. 

189. On appelle ainsi les courbes qui contiennent des quantités transcen-
dantes ou des coelTiciens différentiels, et en général, les courbes dont on ne 
peut exprimer les équations par un nombre fini de termes algébriques. Nous 
ferons connaître quelques-unes des plus remarquables de ces courbes. 

De la spirale d'Archîmède ou de Conon. 

190. Voici la génération de cette courbe : tandis que le rayon AB, fig. 57, j,^ 57 
décrit une révolution, un point A se transporte du centre A à l'extrémité B de 
ce l'ayon, et se meut d'un mouvement uniforme, de telle manière que le point 
mobile qui était en A au commencement de la rotation de AB, se trouve en B 
lorsque AB a décrit une révolution entière autour du centre A. Le point mo-
bile décrit dans ce moment la spirale d'Archimède. 

Soient AB = a, arc BN = ^ AlVI=tt; on a donc, d'après la définition précé-
dente, 

ou 

d'où l'on tire 

Cette courbe, comme on le voit, n'a pas ses coordonnées rectangulaires. 
Lorsque AB a décrit une révolution entière, l'arc NB équivaut à la circonfé-
rence; donc alors t^l-ma, ce qui change l'équation précédente en 

' » 

Si le point A continue à se mouvoir toujours uniformément, le rayon AB 
décrira une seconde révolution autour du centre A ; et si l'on prend BB' = BA, 
le point mobile arrivera en B'.au bout de cette seconde révolution ; alors t sera 
égal à hî a, ce qui donnera M = 2a; ainsi de suite. 
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De la spirale logarithmique. 

191. La spirale logarithmique est une courbe polaire dans laquelle l'angle 
Fig. 58. aMT, fig. 88, formé par le rayon vecteur AM, avec la tangente MT à la courbe, 

est constant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonométrique de l'angle AMT, 
nous avons donc 

or, le triangle TMA, rectangle A, nous donne 

donc 

. ti'dt 
Remplaçant le rayon vecteur AM par u, et AT par 1 expression que nous 

avons trouvée, art. 183, pour la sous-tangente d'une courbe polaire, nous 
aurons 

d'où nous tirerons 

et en intégrant, nous trouverons 

Soit e la base du système Népérien; si l'on regarde a comme le logarithme 
de é, dans un certain système de tables, on pourra remplacer a par Le, et alors 
Le logît représentera le logarithme de u dans ce système (*); de sorte que nous 
aurons 

192. On peut construire la spirale logarithmique par points de la manière 
Fig. 59. suivante : ayant partagé la circonférence OO'O", fig. 39, en parties égales, on 

mènera des rayons aux point» de division, et sur ces rayons on prendra les 

n Pour le démontrer, soit e la base du système Népérien; nous aurons u — prenant 
les logarithmes dans le système des tables indiqué par L, nous aurons 
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parties km, km', km", km'", etc., qui soient en progression géométrique; les 
points m, m', m", m'", m'", etc., appartiendront à une spirale logarithmique. 
En effet, en supposant que les parties mm', m'm", m"m"', etc., aient très peu 
d'étendue, on pourra les regarder comme des lignes droités, et alors il sera 
facile de prouver que les triangles kmm', km'm", km"m'", etc., sont sembla-
bles ; en effet, les angles en A sont égaux par construction, et les angles 
mm'k, m'm"k, m"m"'k, etc., le sont par la propriété principale de la courbe; 
nous avons donc cette suite de proportions : 

ce qui nous montre que les ordonnées km, km', km", km'", etc., sont en pro-
gression géométrique. 

193. Dans la spirale logarithmique, la normale est égale au rayon de courbure. En effel, l'ex-
pression de ce rayon, dans une courbe polaire, étant, art. 188, 

il faudra, dans celte formule, mettre les valeurs de dw et de tirées de l'équation de la spirale 
logarithmique; or, l'équation (134) nous donne 

substituant ces valeurs dans celles de y, nous obtiendrons 

D'une autre part, si dans l'expression de la normale, qui est, art. 186, 

nous substituons la valeur de nous trouverons de même + ^e qui prouve que 

la normale est é(jale, dans cette courbe, à son rayon de courbure; et comme d'ailleurs il est dirigé 
suivant cette normale, art. 157, il en résulte que ces lignes se confondent. 

idi. Cette propriété va nous servir à démontrer que la développée de la spirale logarithmique 
est une autre spirale logarithmique. "Pour cet effet, le point N de la normale étant considéré comme 
appartenant au rayon de courbure, et se trouvant à son extrémité, est sur la développée. Soient 
t' et u' les coordonnées de ce point N, fig. 60, il sera facile de les déterminer en fonction des coor- Fig. 60. 
données / et m du point M de la courbe ; car soît oo' un arc de cercle décrit avec un rayon égal à 
l'unité ; les abscisses des points M et N différeront entre elles de cet arc, qui, à cause que l'angle 
îil \ i \ est droit, sera égal au quart de la circonférence ; si en adoptant la notation usitée, nous repré-

TZ 

sentons par - le quart de la circonférence décrite avec l'unité pour rayon, nous aurons 

i' = / équation qui, étant différentiée, nous donnera d / = d / ' . 
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D'une autre part, l'ordonnée polaire u' du point N de la développée étant égale à la sous-normale 

— de la spirale logarithmique, nous changerons en u', dans l'équation de celte courbe, et nous 
dt 
trouverons u=au', et par conséquent dM = adw'. Substituant ces valeurs de dt, de du et de u 
dans l'équation (134) de la spirale logarithmique, nous trouverons 

équation qui, étant de même forme que la précédente, nous apprend que la spirale logarithmique 
a pour développée une autre spirale logarithmique. 

De la spirale hyperbolique et des spirales comprises dans Véquation 
u = at". 

195. La propriété de la spirale hyperbolique est d'avoir une sous-tangente 
constante. Si nous représentons cette sous-tangente par a, nous en égalerons 
la valeur à celle de là sous-tangente (art. 185) d'une courbe polaire, et nous 
aurons, pour l'équation de la spirale hyperbolique, 

nous prenons la constante a négative, parce qu'alors on a 

équation qui étant intégrée donne 

. , C 

et en remplaçant la quantité indéterminée C par une autre quantité —i^ous 

aurons 

prenant l'origine des t de manière que l'abscisse soit égale à une nou-
velle abscisse t, l'équation précédente deviendra 

ou plutôt 
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ce qui montre que lorsque t = o, w===o ; d'où il suit que le rayon vecteur, 
qui repond au point où t devient nul, est une asymptote à la courbe. 

196. L'équation nous montre encore que le rayon vecteur est en raison 

inverse de l'abscisse. Si nous faisons successivement < = etc., 

nous aurons pour u cette suite de va leurs ,^ , ^ , e t c . , cequinousapprend 

qu'au bout de deux révolutions le rayon vecteur est réduit à moitié de ce qu'il 
était à la fin de la première, qu'au bodt de trois révolutions il est réduit au 
tiers, et ainsi de suite. 

197. L'équation de la spirale hyperbolique et celle de la spirale de Conon, 

sont des cas particuliers de l'équation w = a r ; car en faisant n = 1, eta = ~, 
2n 

on obtient la première, et en faisant w = — 1 , on obtient la seconde. Parmi 
les spirales déterminées par cette équation, on distingue la spirale paraboli-
que, qu'on trouve en faisant n = 2 . 

De ialogaritJmiique. 

190. La logarithmique est une courbe à coordonnées rectangulaires, dans 
laquelle l'abscisse est le logarithme de l'ordonnée ; l'équation de cette courbe 
est donc 

d'où l'on tire 

et par conséquent • 

199. Pour discuter cette équation^faisons ^ = o ; nous trouverons y = l ; si 
l'on donne ensuite des valeurs croissantes et positives à x, y ira toujours en 
croissant; mais si l'on donne à x une valeur négative — w, on trouvera 

y = a-" — — ; et l'on voitque l'ordonnée diminuera d'autant plus qu'ons'écar-(t 

tera de l'origine, dans le sens des abscisses négatives, et qu'enfin la courbe ne 

pourrait atteindre le prolongement de l'axe des x qu'à l'infini, cas où l'équa-

tion deviendrait y = ^ ^ = o ; d'où l'on peut conclure que le prolon-

gement de l'axe des x est une asymptote à la courbe. 
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Fig. 61. 200. Si, à partir de l'origine, on prend des abscisses égales, fig. 61, 
AP = «, AP' = — u, on trouvera 

201. La propriété la plus remarquable de cette courbe est que la sous-tan-

gente a une valeur constante. En effet, l'équation de la logarithmique étant dif-

férentiée, nous donne ^ = a® log a, d'où nous tirons 

Or, le premier membre de cette équation exprime la sous-tangente de 

la courbe, art. 71 ; donc cette sous-tangente est constante. 

De la cycloïde. 

202. La cycloïde est une courbe qui est décrite par le mouvement d'un 
Fig. 63. point M, fîg. 62, situé sur la circonférence d'un cercle qui roule sur une 

droite RC. 11 est certain que dans ce mouvement de R en C, tous les points 
de l'arc RM viendront successivement s'appliquer sur la droite RA, jusqu'à ce 
que M, à son tour, s'y applique en A; par conséquent l'arc RM sera égal à la 
droite RA. 

Tous les points par lesquels passe le point M, dans ce mouvement, étant, 
par hypothèse, sur la cycloïde, le point A sera aussi sur cette courbe. Prenons-
le pour origine des abscisses, et abaissons la perpendiculaire ME sur le dia-
mètre BR, et faisons AP = a:, PM = «/, BR==2a, arc MR = 5 , ME = u; nous 
aurons 

ou 

ou 

Nous chercherons d'abord à éliminer l'arc z de la manière suivante : nous 
différcntierons l'équation précédente, ce qui nous donnera 

Pour avoir la valeur de ùz en fonction de u, nous observerons qu'entre m et z 
nous avons la relation 

http://rcin.org.pl



D E LA C Y C L O I D E . 1 1 1 

Cette équation étant clifFérentiée, art. 44, on trouve 

d'où l'on tire 

11 faut remplacer, dans cette équation, la valeur de cos z par celle que nous 
donne l'équation 

ou plutôt 

et l'on obtient 

Substituant cette valeur dans l'équation (136), il vient 

Il ne s'agit plus que d'exprimer u en fonction de y. Pour cet effet, soit 0 le Fig. 62. 
centre du cercle générateur BMR, fig. 62, nous avons 

ou 

Élevant cette équation au carré, et réduisant, on en tire 

et en différentiant. 

Les équations (138) et (140) transforment l'équation (137) en 

( 

réduisant, on trouve, 

telle est l'équation de la cycloïde. 
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203. On obtient encore l'équation dp la cycloïde en fonction de l'arc, ainsi 
qu'il suit : l'équation « = sin z donne 

mettant pour u sa valeur tirée de l'équation (139), on a 

cette valeur et celle de u étant substituées dans l'équation (133), on a 

20-4. Pour discuter cette équation, on va prouver d'abord que y ne peut être 
négatif, ni plus grand que 2a. En effet, si l'on fait y = — y'\ l'expression arc 

(s in=^/2ay—y'^) devient arc ( s i n = j / —2ay' — v a l e u r imaginaire. En 

second lieu, si l'on fait y = 2a-|-^, l'expression arc ( s i n = ^ 2ay — y'') devient 

arc (sin = | /—"laS — valeur imaginaire; donc, si à une distance EF = 2a 
Fig. 63. de l'axe des x, on mène, fig. 63, AB parallèle à CD, la courbe sera comprise 

entre les parallèles CD et AB. 
La plus grande valeur que puisse avoir y est 2a; car si l'on fait rouler le 

Fig. 64. cercle générateur de A en C, fig. 64, le point M, qui était d'abord en A, s'élè-
vera successivement jusqu'à ce qu'il arrive en B, à l'extrémité du diamètre BD; 
alors l'abscisse AD'sera égale à DEB, c'est-à-dire à la demi-circonférence du 
cercle générateur. 

Ce résultat est conforme à celui qui nous est donné par l'équation (142), 
puisque si l'on fait y = 2a, on trouve = are (sin = o); or, l'arc dont le sinus 
est nul doit être l'un des suivans : o, DEB, 2DEB, 3DEB, etc., et l'on voit que, 
dans le cas présent, cet arc est DEB. 

Le point M, parvenu en B, ayant donc décrit l'are AB, de cycloïde, si ce 
point continue à se mouvoir, il (écrira un second arc BC, semblable au pre-
mier; enfin, si le cercle générateur continue toujours à rouler sur l'axe des 
abscisses, le point M engendrera unef suite indéfinie d'arcs de cycloïde CB'C", 

(*) Le sinus ici correspond au rayon a ; celuîdes tables, ayant l'unité pour rayon, est le qua-
trième terme de cette proportion. 

par conséquent on aura pour l'équation de la cycloïde dans laquelle le rayon des tables est pris 
pour unité. 
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fij». 6S, C"B"C"', etc. Le cercle générateur pouvant aussi se mouvoir clans leFî r. 65: 
sens de A vers A", le point M décrira encore une suite indéfinie d'arcs AB'A', 
A'B"A", etc. 

C'est l'assemblage de tous ces arcs qui, dans le sens le plus général, consti-
tue la cycloïde. 

203. La normale au point M, dont les coordonnées sont x et y, fig. 60, est pig. 66. 
déterminée, art. 70, par cette formule 

si nous y mettons la valeur de —, tirée de l'équation de la cycloïde, nous trou-

verons 

Pour construire cette valeur, menons la corde MD, fig. 66, nous aurons F'S' 66. 

ou 

donc 

et comme, par la propriété du cercle, l'angle BMD est droit, la corde MB sera 
perpendiculaire à l'extrémité de la normale MD ; donc la corde MB prolongée 
est tangente au point M de la cycloïde ; car on sait que la tangente et la nor-
male forment entre elles un angle droit. 

On pourrait donc construire la tangente au point M, en décrivant le demi-
cercle générateur BMD, et en prolongeant la corde BM ; mais pour n'avoir pas 
à construire de cercle générateur à chaque point de la courbe, il suffira de 
construire le demi-cercle générateur avec la plus grande ordonnée BD, fig. 67, Fig. 67. 
de la cycloïde; et ayant mené par le point donné M, la perpendiculaire ME 
sur BD, on tracera la corde BC ; alors la parallèle MTà cette corde sera la tan-
gente demandée : c'est une suite de ce qui précède. 

206. Pour avoir l'expression du rayon de courbure de la cycloïde, il faut, 
é t , é m e n s d e c a l c u l d i f f é r e n t i e l . 1 îî 
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de l'équation de cette courbe, déduire les valeurs de — e t d e ^ , que nous 

substituerons dans l'expression du rayon de courbure, art. 152, 

et dans laquelle nous adoptons le signe négatif, parce que nous savons que la 
courbe tourne sa concavité vers l'axe des x. L'équation de la cycloïde nous 
donne d'abord 

Pour o b t e n i r ^ , faisons nous aurons donc aussi 

et en différentiant, art. 21, nous trouverons 

donc 

multipliant celte équation par l'équation (Uâ), nous obtiendrons, art. 26, 

au moyen de ces valeurs, on a enfin 

et en faisant passer y au numérateur. 
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donc le rayon de courbure MM', fig. 68, de la cycloïde, est double de la nor- Fig. 68, 
maie MR. 

207. On obtiendra l'équation de la développée en substituant les valeurs de 
t 
- dans les formules, art. 131, 

et l'on trouvera 

donc 

i 

ou, fig. 6U, ' 

et en observant que AP-j- ME = AR = arc MR, la dernière équation peut 
s'écrire ainsi : 

! 

Prolongeons RR, et prenons RL— RR = 2a, et sur RL décrivons la demi-cir-
conférence RM'L; cette den:ii-circonférence passera par le point M', à cause 
des cordes égales M'R et MR, et l'on aura 

arcMR=arcM'R et ME=:M'E; 

substituant ces valeurs dans l'équation (144), on trouvera 

donc 

Telle est l'équation qui existe entre les coordonnées AQ==«et QM'==:/5 
d'un point M' de la déreloppiée. Prolongeons maintenant, fig. 69, l'ordonnée Fig. 69. 
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BD = 2a (l'une quantité DA' encore égale à 2a, et par le point A' menons la 
parallèle A'D' à AD, et transportons l'origine A au point A'. Pour cet effet, 
soient A'Q' = a', = ; nous avons pour l'abscisse 

ou 

ou 

à l'égard de l'ordonnée i^, nous avons 

ou 

on tire de ces équations 
a 

au moyen de ces valeurs, l'équation (US) devient 

ou 

et par conséquent 

Cette équation est celle d'une cycloïde ; donc la développée d'une cycloïde 
est une autre cycloïde. 

208. On peut démontrer de la manière suivante, par la synthèse, que la 
Fig. 69. développée AA', fig. 69, est une cycloïde. Nous avons 

donc 

d'une autre part, 

substituant cette valeur dans l'équation précédente, on aura 

a 
ou 

ce qui est la propriété de la cycloïde. 
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Du changement de la variable indépendante. 

209. Lorsqu'une formule qui coiUient des coelRciens difft-renliels est donnée, on ne peut les éli-
miner qu'à l'aide de l'équation de la courbe à laquelle on veut appliquer celle formule ; c'est ainsi 
que, lorsqu'on a la formule 

el (lu'on ileniande ce qu'elle devient lorsque la courbe est une parabole, on tirera de réquaUou 

r = ax^ de la parabole, les valeurs de ^ et de — , qu'on substituera dans celle formule, el alors 

les coefficiens différentiels en disparaîtront. Si l'on regarde ^ e t ^ comme des inconnues, il (Ix dx' ' 

faut en général deux équations pour les éliminer d'une formule, et ces équations nous seront don-
nées en différentiant deux fois de suite l'équation de la courbe. 

210. Lorsque, par les opérations de l'Algèbre, les dx onl cessé d'être sous les d j , comme dans 
la formule suivante, 

la substitution s'opère en regardant dx, (Ir et d'r comme des inconnues; et puisque pour les éli-
miner il faut en général un pareil nombre d'équations, il ne semble pas d'abord que l'élimination 
puisse s'effectuer, parce que la différentiation de l'équation de la courbe ne peut nous procurer 
que deux équations entre dx, d^ et d y ; mais il faut remarquer que lorsqu'au moyen de ces deux 
équations on aura éliminé dj- el d y , il se trouvera dans la formule un facteur commun dx' qui 
s'évanouira. 

Par exemple, si la courbe est toujours une parabole représentée par en différentiant 
deux fois de suite cette équation, on obtiendra 

ces valeurs étant substituées dans la formule (146), on obtiendra, après avoir supprime le facteur 
commun dx% 

211. La raison pour laquelle dx' devient facteur commun est facile à saisir ; car, lorsque dans 

une formule qui contenait primitivement ^ ^ e t * ^ , on a fait disparaître le dénominateur de 

d y (Jâ /-
tous les termes, hors ceux en j j ^ et en ™ , onl dû acquérir le facteur commun dx' ; alors les 

dy termes qui étaient affectés de — ne contiennent plus dx, tandis que les termes qui étaient afFec-

^^ I 
dx au premier degré, car le produit de ~ par dx^ se réduit à d/-dx. Lors-
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(jn'on diffcrentie ensuite IVqiialion de la courbe, et qu'on oI)tient des résultats de la forme 
d7- = Mda7̂  d y — Nda;% ces valeurs étant substituées dans les termes en d'^ et en ôjrdx, les chan-
geront, comme les autres termes, en des produits de dx^. 

212. Ce que nous disons d'une formule qui contient les difiFérentielles des deux premiers ordres 
pouvant s'appliquer à celles dans lesquelles ces différentielles s'élèvent à des ordres supérieurs, il 
suit de là qu'en différentiant autant de fois qu'il sera nécessaire l'équation de la courbe, on pourra 
toujours chasser de la formule proposée les difiFérentielles qui y sont contenues. 

213. Il n'en serait pas de même si, outre les différentielles que nous venons de considérer, la 
formule contenait des termes en à'x , en A^x, etc. ; car, supposons qu'il entrât dans cette formule 
les différentielles suivantes du;, dj-, et qu'en différentiant deux fois de suite l'équation 
représentée ^ a , r x = f x , on en tirât ces équations : 

F [x, X, ùy, (la;) = o, F {x, x, d-^j d ĵ-) = o, 

on ne pourrait, avec ces deux équations, éliminer que deux des trois différentielles d^-, d^x, d'y, 
et l'on voit qu'il serait impossible de faire disparaître toutes les différentielles de la formule; il y a 
donc, dans ce cas, une condition tacite exprimée par la différentielle d^x; c'est que la variable x 
est elle-même considérée comme une fonction d'une troisième variable qui ne paraît pas dans la 
formule, et qu'on appelle la variable Indépendante. Cela deviendra manifeste, si l'on fait atten-
tion que réquation^ = /a; pourrait dériver du système des deux équations 

entre lesquelles on aurait éliminé t ; c'est ainsi que l'équationy = a ^ f ' revient au système 

des deux équations 

x = bt-\-c, y = 

et l'on conçoit que x e t ^ doivent varier en vertu de l'accroissement que t peut recevoir; mais cette 
hypothèse, que x et .r varient d'après l'accroissement donné à t, suppose qu'il y ait des relations 
entre x et t, et entrejr et t; l'une de ces relations est arbitraire, car l'équation, que nous repré-

sentons en général par^ = étant, par exemple, x — n — — ? s'l'on établit entre l eta;rarc-

t^ [x—cY 
lation arbitraire x = cette valeur étant mise dans l'équation^- = a — , la changera en c o 

X — « — — , équation qui, étant com))inée avec celle-ci, a; = —, doit reproduire par l'élimi-

r-jf: 
n a t i o n , ^ - = fiseule condition à laquelle on doive avoir égard dans le choix de la 

variable t. 
214. On peut donc déterminer arbitrairement la variable indépendante t. Parexemple, on pren-

dra la corde, l'arc, l'abscisse ou l'ordonnée pour cette variable indépendante; si t représente l'arc 

(le la courbe, il faut que l'on ait dt=\/dx' -f-d^^;si t représente la corde, et que l'origine soit 

au sommet de la courbe, on aura t = ; enfin, t pourrait être l'abscisse ou l'ordonnée, et 
l'on aurait alors t=x, ou t=x-

215. Le choix de l'une de ces hypothèses ou de toute autre devient indispensable pour que la 
formule qui contient des différentielles puisse en être délivrée; si nous ne le faisons pas toujours, 
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c'est que nous supposons lacitement que la variable indépendante a été déterminée. Par exemple 
dans le cas le plus ordinaire où une formule ne contient que les différentielles da:, dj-^ d'x, d^y 
etc., l'hypothèse est que la variable indépendante t a été prise pour l'abscisse car alors il en 
résulte 

et l'on voit que la formule ne doit pas renfermer des différentielles secondes, troisièmes, etc., de x. 

216. Pour établir la formule dans toute sa généralité, il faut, d'après ce qui précède, que x e t ^ 
soient des fonctions d'une troisième variable indépendante t; et que l'on ait, art, 26, 

on tire de cette équation 

prenant la différentielle seconde de et opérant sur le second membre comme on le fait pour les 
fractions, art. 16, on trouvera 

Dans ciettc expression, Al a deux usages : l'un est d'indiquer quelle est la variable indépendante t, 
et l'autre d'y entrer comme signe d'Algèbre. Nous pouvons ne considérer d/ que sous le second rap-
port, si nous ne perdons pas de vue que / est la variable indépendante ; alors supprimant d r comme 
facteur commun, l'expression précédente se simplifiera en écrivant 

et en divisant par dx, elle deviendra 

217. En opérant de même sur l'équation (147), on voit qu'en prenant t pour variable indépen-
dante, le second membre de l'équation devient identique au premier; par conséquent, lorsqu'on 
prend rfpour variable indépendante, on n'a qu'un seul changement à faire dans la formule qui con-

d Y d̂ K 

tient les coefficiens différentiels—et c'est de remplacer ce second coefficient différen-

rentiel par 

Pour appliquer ces considérations au rayon de courbure qui, art. 188, est donné par l'équation 
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si l'on veut avoir la valeur de 7, dans le cas où t serait la variable indéi>endanle, on changera cc^te 
L'quationen 

en observant que le numérateur revient a ^^^ , on aura 

216. Cette valeur de -/ suppose donc que x e t ^ soient des fonctions d'une troisième variable in-
dépendante; mais si x devait être cette variable, c'est-à-dire si l'on avait t=x, on aurait d ' x = o , 
et cette formule retomberait dans le cas ordinaire en redevenant 

217. Mais si, au lieu de prendre x pour la variable indépendante, on voulait que l'ordonnée fût 
cette variable indépendante, cette condition serait exprimée par l'équalion = / ; et en différen-
tiant deux fois de suite cette équation, on aurait 

La première de ces équations nous dit seulement q u e ^ est la variable indépendante, ce qui ne 
changera rien à la formule ; mais la seconde nous montre que d y doit être nul, et alors l'équa-
tion (148) se réduit à 

220. Il est à remarquer que lorsque x est la variable indépendante, et que l'on a par conséquent 
d'à; = 0, cette équation nous dit que dx est constant ; d'oii il suit qu'en général la variable qui est 
regardée comme indépendante, a toujours une différentielle constante. 

221. Enfin, si l'on prend l'arc pour variable indépendante, on aura 

élevant au carré et divisant par cette équation nous donnera 

différentiant cette équation, nous regarderons, art. 220, dt comme constant, puisque t est la varia-
ble indépendante; et en opérant d'après la règle des exposans, nous trouverons 

d'où l'on lire 
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par conséquent, si Ton substitue la valeur de d'à; ou celle de d'j^dans l'équation (148), on aura dans 
le premier cas, 

et dans le second cas, 

222. Dans ce qui précède, nous n'avons considéré que les deux coefficiens différentiels 

mais si la formule devait contenir des coefficiens différentiels d'ordres plus élevés, il faudrait, par 

d'r dV 
des moyens analogues à ceux que nous avons employés, déterminer les valeurs de — de etc ax' dxi ' 
qui se rapporteraient au cas où x et .r sont des fonctions d'une troisième variable indépendante. 

De la méthode des infiniment petits. 

223. Les notions que nous avons de l'infini se réduisent à cette proposition : 
Une quantité n'est pas infinie lorsqu'elle est susceptible d'augmentation. Par 
conséquent, si l'on a x-^-a, et que x devienne infini, il faut supprimer a, au-
trement ce serait supposer que x peut encore s'augmenter de a, ce qui est con-
tre notre définition. 

22-4. Cette proposition étant fondamentale, j'ai cherché à la démontrer 
d'une manière plus satisfaisante, comme il suit. Soit l'équation 

dans laquelle a est une quantité constante. Nous pouvons, à l'aide d'une indé-
terminée m, représenter par ma le rapport des variables y et x, ou, ce qui re-
vienit au même, supposer 

subs;tituant cette valeur dans "l'équation (149), on obtient 

divisant tous les termes de l'équation (151) par ax, on a 

quand x devient infini, la fraction ~ ayant atteint à son dernier degré de dé-
X 

croissement, se réduit évidemment à zéro; alors l'équation (152) devient 
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Cette valeur étant substituée dans l'équation (151), on obtient 

ce qui montre que quand x est infini x-\-a se réduit à x. 

225. La quantité a, à l'égard de laquelle x est infini, est ce qu'on appelle 
un infiniment petit, par rapport à x. 

226. Comme nous ne considérons ici que les rapports des quantités, la dé-
monstration j)récédente a lieu lors lucnie que x a une valeur finie, pourvu seu-
lement que a soit infiniment petit par raj)port k x. ' 

La théorie des fractions va nous servir encore à rendre sensible cette vérité. 

En effet, si l'on compare la quantitéfinie h à la fraction il est certain que 

plus le dénominateur z augmentera, plus la fraction diminuera; de sorte que 

quand ;; deviendra infini, cette fraction deviendra absolument nulle, e t , 

comme telle, devra être supprimée devant h, qui alors sera infini à l'égard 

227. Quoique deux quantités soient infiniment petites, il ne s'ensuit pas que 
leur rapport soit nul; car 

On sent d'ailleurs que deux quantités infiniment petites peuvent se conte-
nir comme deux quantités très grandes ; ainsi, en représentant deux quantités 

infiniment petites par dyetpar d:r, il suit de là que leur rapport ^ ne sera 
cl •2'* 

j)as nul : résultat conforme à celui que nous avons obtenu par la considéra-
tion des limites. 

228. Lorsqu'une quantité est infiniment petite, par rapport à une gran-
deur finie a, le carré x"" est infiniment petit par rapport à x. En effet, la pro-
portion 

nous prouve que x"^ est renfermé dans x autant de fois que x l'est dans l'unité, 
c'est-à-dire un nombre infini de fois. On démontrerait de même, à l'aide de la 
proportion x x'^ :: x^ : x^, que x^ étant infiniment petit par rapport à x, le 
terme x^ doit être infiniment petit par rapport à x-; c'est par cette raison qu'on 
a divisé les infiniment petits en différons ordres : ainsi, dans les exemples pré-
cédens, x est un infiniment petit du premier ordre, x" est un infiniment petit 
du second ordre, x̂  est un infiniment petit du troisième ordre ; ainsi de suite. 
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229. Observons que si x est infiniment petit par rapport à a, il en sera de 
même de x multijilié par une quantité finie 6. Enefret,^? considéré comme une 

Q 
fraction dont le dénominateur serait infini, peut être représenté par —; or, 

. c bc . , , . . . 
q>ie 1 on ait — ou —, ces quantités n en sont pas moins nulles par rapport a a. 

230. De même qu'un infiniment petit du premier ordre doit être supprimé 
lorsqu'il est à côté d'une quantité finie, (ju îl ne peut augmenter, on doit ef-
facer un infiniment petit du second ordre, qui serait à côté d'un infiniment 
petit du premier ordre ; ainsi de suite. 

Par exemple, si l'on a cette expression 

et (juey soit un infiniment petit du j)rcmif'r ordre, cy'^ en sera un du second, 
et (/y en sera un du troisième : il faut donc effacer dy\ parce que dŷ  ne jieut 
augmenter cy'; et comme cy^ ne i)eut augmenter by, on l'effacera à son tour; 
enfin, on effacera aussi by, puisque cet infiniment petit du premier ordre ne 
peut augmenter la quantité finie a, et il restera a. 

231. Deux quantités infiniment petites a; et y donnent pour produit un infi-
niment petit du second ordre. En effet, du produit xy je tire la proportion 

ce qui m'apprend que puisque y est infiniment petit par rapport à l , xy sera 
infiniment petit par rapporta x, c'est-à-dire sera un infiniment petit du second 
ordre. 

232. On prouverait de même que le produit de trois infiniment petits du 
premier ordre donne un infiniment petit du troisième ordre. 

233. Nous pouvons maintenant expliquer la théorie de la différentiation, 
d'après la méthode des infiniment petits. Pour cet effet, si l'on suppose que 
dans une fonction de x la variable x prenne un accroissement infiniment petit, 
représenté par d,r, en sorte que x devienne ^-{-dr, la différence du nouvel 
état au premier sera la différentielle de cette fonction. 

234. Par exemple, pour trouver la différentielle de ax, cette fonction de-
venant a (.i7-j-(b) si l'on en retranche ax, il restera adj; pour la 
dill'érentielle. 

23o. Clierclions encore la différentielle de axh, il faut de retran-
cher aj;̂ ; développant et réduisant, on trouve d'abord 
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Cela posé, aà.x'' étant un infiniment petit du troisième ordre, ne peut augmen-
ter âoxda'; par conséquent, on effacera de même âxàx"̂ ^ qui est un in-
finiment petit du second ordre, doit être supprimé, parce que "̂ ax̂ àx en est 
un du premier ordre ; et il restera ^ax^dx pour la diflérentielle. 

236. On différentiera, d'après le même principe, toute autre fonction dea ,̂ 
en ayant le soin de supprimer les infiniment petits des ordres supérieurs, ce 
qui se réduit à ne conserver que le premier terme du développement, ainsi 
qu'on le fait par la méthode des limites. 

Par exemple, pour trouver la différentielle de fx, au lieu d'écrire 

àfx 

qui, dans le cas de la limite, donne da? = Adâ  pour la différentielle, on 

aurait 

retranchant la fonction primitive, il resterait 

et comme on devrait supprimer les infiniment petits des ordres supérieurs, 
on ne conserverait que le terme Adx, qui serait la différentielle cherchée. 

237. Pour trouver la différentielle du produit de deux variables, y, z, on 
supposera que quand x devient da-, y devienne y-j-dy, et que s devienne 
z-\-àz. Le produit yz se convertira donc alors en {y-\-dy) (s- |-ds); dévelop-
pant et retranchant yz, il restera ydz-\-zdy-\-dijdz. Le dernier terme de ce 
résultat, étant un infiniment petit du second ordre, devra s'effacer; et l'on 
aura, pour la différentielle de yz, l'expression ydz-^zdy. 

238. On déduira ensuite de cette dernière différentielle, celle du produit 
d'un plus grand nonibre de variables, et ensuite celle de x"", par les procédés 
que nous avons suivis lorsque nous avons employé la méthode des limites. 

239. La différentielle de a'' s'obtiendra aussi très facilement, lorsque l'on 
aura le développement de et ce développement se trouvera comme ce-
lui de art. 36 ; on cherchera ensuite la valeur de —a®, et, ne con-
servant que le premier terme, on rejettera les autres comme des infiniment 
petits d'ordres inférieurs à celui du termé que l'on conserve. Dans la diffé-
rentielle de on déduira ensuite, comme nous l'avons fait, celle de log x. 

240. A l'égard de la différentielle de sin x, on a 
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l'arc cl.i- étant infiniment petit, 

au moyen de ces valeurs, on trouve 

241. Le problème des tangentes a donné en quelque sorte naissance au 
Calcul différentiel. Voici de quelle manière on résout ce problème par la mé-
thode des infiniment petits. 

Soient PM et P'M', fig. 70, deux ordonnées infiniment proches, et MO unel'ig. 70. 
parallèle à l'axe des x ; la tangente MT pourra être considérée comme le pro-
longement de l'élément MM'de la courbe, parce que cet élément étant très 
petit, est censé être en ligne droite. Nommons AP, x ; PM, y ; l'accroissement 
de X sera PP'=d:r, et celui de y sera M ' 0 = d y . Le triangle infiniment petit 
MM'O étant semblable au triangle MPT, on a 

ou 

donc 

On trouvera ensuite la normale, la tangente, et les équations de ces lignes, 
comme dans les art. 72 et 73. 

242. Pour avoir la différentielle d'un arc, on regardera l'arc compris entre 
les coordonnées PM et P'M', infiniment proches, comme une ligne droite ; et 
alors, en nommant s l'arc total, MM' sera ds, et le triangle rectangle MM'O qui 
a pour côtés M0 = dj7 et M'0==dî/, donnera 

243. La différentielle de l'arc d'une courbe dont les coordonnées sont polaires, se trouve aussi 
très facilement par la considération des infiniment petits. En effet, soient, fig. 71, RR' et MN, deux FiS- 71. 
arcs de cercle décrits l'un avec le rayon 1 et l'autre avec le rayon u, dans l'angle infiniment petit 
M'AN, formé par deux rayons vecteurs, le triangle NM'M pourra être regardé comme rectiligne et 
rectangle en M ; on aura donc 

et en observant que M'M —du, et que MN est égal à icdt, en vertu de la proportion 

1 : dt : : u : MN, 

nous pourrons remplacer NM' et MN par leurs valeurs ; et, en mettant di à la place de M'N, nous 
aurons 
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Le même triangle MM'N, comparé au triangle M'AT, nous lera obtenir la sous-tangente d'une 
courbe polaire par la proportion 

M'M : MN :: AM' : AT, 
ou, en remplaçant A M' par AN, qui n'en diffère que d'un infiniment petit, 

d'oii nous tirerons 

De la méthode de Lagrange pour démontrer les principes du Calcul 
différentiel, sans la considération des limites, des i7ifimmenipetits, 
ou do toute quantité évanouissante. 

244. Nous avons vu de quelle utilité était le théorème de Taylor lorsqu'on 
voulait développer des fonctions en séries,Lagrange, considérant la grande faci-
lité avec laquelle les principes de la différentiation pouvaient se déduire de ce 
théorème, parvint à le démontrer sans faire usage du Calcul différentiel, par 
un procédé que nous allons modifier de la manière suivante : 

Soit y—f{x-\-h)-, [)ar la nature de cette fonction, il faut que lorsqu'on fait 
h — o, f{.r-\-h) se réduise à fx ; c'est ce qui aura lieu si la partie qui contient h 
dans cette équation, est un multiple de h. Représentons-la jjar PA; nous aurons 
donc 

P pouvant être une fonction de h, si nous a p p e l o n s c e que devient P lorsque 
A = o, et Q/t la partie qui dépend de h, nous aurons encore P =/>-[-Q/t; en 
continuant ce raisonnement, on aura cette suite d'équations : \ 

Mettant la valeur de P, donnée par la deuxième équation, dans la première, 
il viendra 

mettant dans ce résultat la valeur de Q, donnée par la troisième équation, on 
aura 

en continuant ainsi, et en mettant f[x-\-h) à la place de y, on aura, en général. 
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245. L ' e x p r e s s i o n r e p r é s e n t e , en général, la fonction qui n'est pas 
encore réduite en série; si dans cette fonction on change x en on aura 
le même résultat que si l'on eût changé h en h-\-i. En effet, cette fonction ne 
pouvant renfermer x sans que cette variable ne soit suivie immédiatement 
de h, un terme tel que A (jf /t)"*, par exemple, lorsqu'on aura changé x en 
x-\-i, deviendra A [ x , quantité qui est la même que A 
qui résulterait de la substitution de h-\-i à la place de h, dans la fonction 
A (x-j-A)™. Ce que nous disons de ce terme devant s'appliquer à tous les autres, 
il s'ensuit que, dans les deux hypothèses, le premier membre de réquation(lS3) 
donnera lieu à des résultats identiques; d'où il suit que le développement 
fx -\-ph-\- qh^ -j- etc., amènera le même résultat en remplaçant x par x i, 
ou h par h-\- i, 

246. En substituant d'abord à h dans fx-^-ph-^-qh^-^-eic., on aura 

développant les termes en h de ces binômes, il nous viendra 

Pour obtenir ensuite le résultat de la substitution de x à x-\-i, dans l'expres-
sion fx-^-ph-^-qJi^-^-rh^-^- etc., observons que dans cette série, h étant en évi-
dence, cet accroissement n'entre pas dans fx et dans les coefficiens p, q, r, s, etc., 
quantités qui ne pouvant donc renfermer que x, en doivent être regardées 
comme des fonctions; et puisque l'équation (1S3) a lieu pour toute fonction 

de X, la substitution de a? - j - i à la place de x changera 

# 

Il n'est pas besoin de ])révenir que par les lettres accentuées, nous représen-
tons les coefficiens des différentes puissances de i dans ces développemens. 

En substituant ces valeurs de fx, de p, de q, de r, de s, etc., dans la suite 
fx-\-ph-\-q]i'~\-rK^-\-çtc., nous obtiendrons 
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247. Ce développement devant être identique (art. 24S) à celui qui est donné 
par l'équation (ISS), il faut que les termes qui y contiennent les mêmes puis-
sances de h soient égaux {note sixième) ; nous aurons donc 

Ce que nous disons de h pouvant s'appliquer à i, en égalant les termes affectés 
des mêmes puissances de i, on trouvera 

Ce qui revient à égaler les termes affectés de hi, de hH, de h^i, etc., des équa-
tions (ISS) et (1S6). 

248. Nous avons vu, art. 246, quejo était en général une fonction de x ; 
représentant donc p par f x , et nommant f'x le terme qui multipliera h dans 
le développement de f {x-\-h)-, nommant de même f"x le coefïicient de h dans 
le développement de /''(x-^-A), et ainsi de suite, nous aurons ces équations 

249. Par hypothèse, nous avons, art. 248, jo=/''a7; donc, si dans cette équa-
tion on fait x — x-\-h, on aura 

mettant dans cette équation la valeur de f{x-\-h), donnée par la seconde dc^ 
équations (1S8), nous obtiendrons 

Cette équation ayant lieu, quel que soit h, il faut que les termes des mêmes 
puissances de h soient égaux; donc 

cette valeur àep' changera la première des équations (1S7) en 
nous tirerons 

Si dans cette équation nous changeons a; en h, il viendra 
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me ttaint à h place de f (j^-j-A) son développement donné par la troisième des 
équatiions (138), nous aurons 

= { {f'x-\-hf"'x-\-termes en h% en h^ etc.); 

coiïipairant 'es termes qui multiplient la première puissance de h, nous aurons 
^ ' = 7 f x , valeur qui étant mise dans la seconde des équations (157), la chan-
gera e;n ^ f"x—%r, d'où l'on tirera 

en oomtinuant ainsi, nous trouverons successivement tous les autres coefTiciens 
de ré(quation (133); substituant dans cette équation les valeurs de p^ de q, 
de r, e tc . . . nous aurons 

230.. Si l'on considère maintenant la première des équa'tions (138), on verra 
que/'^r étant le coefficient de/i dans le développement de /"(a:-!-A), est ce qu'on 

dés igniepar^^ou p a r ^ ; de même, en considérant la seconde des équa-

tions ( 138), on reconnaîtra que le coefficient f "x de la première puissance de 

d f x h, dans le développement de f'{xr\-h), doit être représenté par ? c'est-à-

dire p a r — s u i t e ; par conséquent, en mettant ces valeurs 

de fx, de f x , de f x , etc., dans l'équation (160), on trouvera 

231. C'est ainsi qu'on parvient à la formule de Taylor, sans faire usage du 

Calcul différentiel. L'expression qui entre dans cette formule, est le signe 

de l'opération par laquelle on obtient le coefficient de h dans le développe-

ment de/'(ar-f-A) ; dès que ce coefficient est trouvé, les expressions etc., 

nous indiquent que la même opération répétée nous fera connaître les coeffi-
ciens des autres puissances de h; de sorte que nous n'avons besoin que de 

A dw 
connaître, pan* des moyens tirés de l'Algèbre, ce que doit ê t r e ^ pour chaque 
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fonction. Par exemple, si l'on demandait quel est ^ pour la fonction on dé-

velopperait (a:-j-A)"' par la formuledubinome,quidonneraitx"'-|-?>tjr'"-'A-|-etc.; 

et comme ~ devrait indiquer le coefficient de la première puissance de A, dans cix 

ce développement, on aurait ^ = Ainsi, tout se réduit à pouvoir trou-

ver, par des procédés analytiques, le développement des différentes sortes de 
fonctions que l'Algèbre peut présenter : ces procédés ne sont pas différens de 
ceux que nous avons fait connaître pour développer les diverses fonctions qui, 
par leur combinaison, donnent toutes les autres; c'est ainsi que nous avons 
donné les développemens de de log(.r-[-A), de cos etc. 

Voilà donc une troisième méthode, d'après laquelle les principes du 
Calcul différentiel se trouvent démontrés d'une manière indépendante de toute 
considération de limites, d'infiniment petits, ou de quantités évanouissantes; 
mais cette méthode ne peut néanmoins exclure celle des limites, parce que 
lorsqu'on en vieut aux applications, et qu'on veut, par exemple, déterminer 
les volumes ou les surfaces, rectifier les courbes, ou obtenir les expressions 
des sous-tangentes, des sous-normales, etc., on est toujours obligé de recourir 
aux limites ou aux infiniment petits. 

253. En considérant les développemens des diverses fonctions {xh) '"' , , 
log (;r-{-A), sin (r-j- A), etc., que l'Algèbre nous offre; comme ces fonctions 
sont en nombre très limité, il est facile de reconnaître que, dans leurs dévelop-
pemens, le coefficient de la première puissance de h n'est ni nul ni infini, du 
moins tant que x conserve sa valeur indéterminée; c'est d'ailleurs ce qui ré-
sulte de la démonstration précédente. En effet, supposons qu'on eût j o = o dans 
l'équation 

il arriverait deux cas : ou la valeur de x, que renferme/?, devrait être donnée 
par une équation identique, ou par une équation qui ne le serait pas. Dans ce 
dernier cas, jo = o représenterait une équation d'un certain degré, et cette 
équation ne donnerait qu'un nombre limité de valeurs de x, ce qui serait contre 
l'hypothèse, qui admet pour x une valeur quelconque ; mais si j o = o , c'est-à-
dire si f'x = o était une équation identique en x (*), faisant x=^x -\-h, on au-

n Le cas où p ne contient pas x est compris dans celui-ci; car si la valeur dep, qui est nulle, 
est représentée par rt—a, on peut la considérer comme a — x — {a — x). 
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rait encore f'{r A) = o; et comme h entrerait partout où entre cette 
équation, considérée par rapport à h, serait encore identiquement nulle, ou, 
en d'autres termes, cette équation aurait lieu quel que soit h; il en serait donc 
de môme de son développement, qui, d'après l'équation (1S9), est 

mais lorsqu'une équation de ce genre est nulle, indépendamment de h, il faut 
que les coefficiens des différentes puissances de h soient nuls séparément 
[voyez, la note sixième), et que, par conséquent, l'on ait 

En substituant ces valeurs dans les équations 

qui résultent de l'identité des termes affectés des mômes puissances de ih, 
de ih, de i^h, etc., dans les suites lî3o et 136, on obtiendrait 

et, comme en outre;} = o, l'équation (1S3) se réduirait à 

11 faudrait donc que x-\-h, mis à la place de x, ne changeât pas la fonction, 
ce qui exigerait que cette fonction fût identique ou constante; car on sait que 
si fx était, par exemple, de cette forme, x"" — x"', ou de celle-ci, c-^-x"^ — la 
substitution de x-\-h à la place de x donnerait toujours le même résultat; et 
l'on voit que, dans le premier cas, la fonction serait identique, et, dans le 
second, se réduirait à une constante c. 11 suit de ce qui précède, que le coeffi-
cient de la première puissance de h ne peut être nul dans le développement 
général de f[x-\-h). 

H ne serait pas moins absurde de supposer ce coefficient infini, car le second 
membre de l'équation (lo3) devenant infini, le premier membre le serait aussi, 
c'est-à-dire qu'on aurait/'(.r-{-/t) = co ; et comme/(j:-}-A) est composé enx-\- h, 
connue/j; l'est en x, le terme qui, dans/"(.r-[-A), rendrait cette expression 
infinie, devrait rendre aussi infini fx. Par exemple, si f [x-{'h) renfermait un 

terme tel que;—r—^ ;——- qui est infini, il est évident qu'on devrait avoir 

dans fx, le terme — -, qui serait aussi infini. Il suit de là que la fonction pro-
X — X 

posée serait infinie, ce que nous ne supposons pas. 

2o-i. Les expressions f x , f"x, f"x, etc., sont ce que Lagrange appelle la 
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fonction prime, la fonction seconde, la fonction tierce, etc., de fx, et en général, 
en sont les fonctions dérivées. Lagrange indique aussi les fonctions dérivées 

dv , d'»/ „ d î/ ,,, , . . 
d'une autre manière, en remplaçant ^ p a r y , par y , par V ? et ainsi 

de suite. 

Des cas où la formule de Taylor est en défaut. 

255. En général, lorsque dans une fonction de x on met a; + /t à la place de x, la forme de la 
fonction reste la même, puisque x-\-h entre partout où était x; ainsi, lorsque fx renferme un 
radical, f{x-\-li) doit aussi le renfermer : par exemple, si l'on a 

le même radical se trouvera dans l'expression 

11 n'en serait pas toujoursde même, si l'on assignait la valeur de l'abscisse x pour l'un des points de la 
3 

courbe. Par exemple, Bans le cas où/a; renfermerait un terme tel que \ / x —a, l'on donnait à a; 
3 

la valeur a , on voit que le radical cubique y x —a s'évanouirait dans fx, tandis que le radical 

cubique V/a; - f A — q u i devrait entrer dans/"(a;-]-A), loin de s'évanouir, se réduirait alors à g ^ 
V/7t. Dans une semblable circonstance, /"(a + A) ne peut se développer suivant les puissances 
de h, ce qui se manifeste par les valeurs infinies que prennent les coefficiens différentiels ; c'est 

3 
ainsi que réquation^- = | / ( a ; — a) nous donne 

et l'on voit que x = a rend ce coefficient différentiel infini. 

256. Pour qu'on tombe ainsi sur des quantités infinies, il suffit que la fonction f{a- \ -h) étant or-
donnée par rapport aux puissances de h, renferme parmi ces puissances un exposant fractionnaire 

n compris entre les nombres entiers et n - f 1 ; en effet, nous aurons dans cette hypollièse 
Z 

développement dans lequel un terme qui manquerait serait censé avoir zéro pour coefficient. Cela 
posé, en regardant a comme variable, nous trouverons, art. 55 et 56, 
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Différenlions successivement par rapport à h, l'équation (162), et représentons, pour abréger, par 
M', N', P',Q', R', etc., par M", N",P", Q", R", etc., ce que deviennent les coefficiens M, IS, P, Q, 
R, etc., nous aurons 

Remplaçant les premiers membres de ces dernières équations par leurs valeurs tirées des équa-
tions (163), nous obtiendrons 

faisant / t = o , dans les équations (162), (164), (165), nous aurons pour déterminer les coefficiens A, 
B, C, etc., de l'équation (162), 

Cela posé, d'après l'inspection des équations (164) et (165), on voit que chaque différentiation 

diminuant n d'une unité, lorsque nous serons arrivés à la , les exposans des termes en h", 

De sorte qu'en représentant les coefficiens correspondans par M,, par N,, etc., nous obtiendrons 

et à la différentiation suivante, nous trouverons 

1 1 
et comme - est moindre que l'unité, l'exposant 1 du premier terme de ce développement 

z z 
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poiiira s'écrire ainsi : —^ ^ "" faisant passer h au dénominateur dans le premier 

terme du second membre, l'équation (167) deviendra 

Or, si l'on fait /« = o, dans l'équation (166), on voit que tous les termes en h s'évanouissent en-
core, ce qui permet de déterminer d'où dépend lecoefficient M du terme MA" de l'équation (162). 
Il n'en est pas de même si l'on fait h — o dans l'équation (168) ; car alors le premier se réduisant à 

N,, 
- rend la valeur de 

o 

Il en serait de même si nous prenions les coefficiens différentiels des ordres suivans, parce 

que toutes les différentielles successives d'un terme de la forme jm contiennent h au déno-

minateur. 

II résulte de ce théorème, que lorsqu'on fait x = a, dans le développement de f (x - f h), s'il 
existe une puissance fractionnaire de h dans ce développement,^ et qu'elle soit comprise 
entre les termes affectés de h» et de h''+', on ne pourra déterminer les termes de la série de 
Taylor, que jusqu'à l'ordre n biclusivement : lous les autres termes deviendront infmis. 

257. Une fonction de x représentée par/!r étant donnée, si l'on veut déterminer le dévelO|l= 
pement de f{x -f- /i), dans l'hypothèse x=a, il faudra, comme on le sait, calculer les termes de 
la suite, 

mais si en faisant ce calcul on trouve que l'un des coefficiens diffi5renliels devienne infini dans 
l'hypothèse de x — a, on ne cherchera plus à obtenir le développement de f\,x-\-h) par la sériede 
Taylor ; mais voici le procédé qu'il faudrait employer. On mettra x -f- h à / a place de x, dans fx ; 
alors le terme qui contient x — a au dénominateur, contiendra x — a h, ne deviendra 
plus infini lorsqu'on fera x = a , mais donnera lieu à un terme affecté d'une puissance frac-
Hotinaire de h. 

258. Soit, par exemple, 

en difFérentiant, on trouve 

A'y d'r 
substituant ces valeurs et celles de ^ ^ , de ^ j , etc., dans la formule de Taylor (équation 58, QuC Civl/ 
page 28), on obtient 
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Or, quandx = «, le terme multiplié par h devient infini; donc ce développement n'est plus pos-

Dans ce cas, d'après la règle précédente, on mettra a; + à la place de a: dans l'équation 

et l'on trouvera 

équation qui, dans l'hypothèse de x= a, devient 

ou 

•iéveloppant par la formule du binôme, et représentant, pour abréger, par A, B, C, etc., les coeffi-
ciens que donne cette formule, on a 

substituant, on trouve' 

On voit, par cet exemple, qu'en mettant x + h dans la fonction, et faisant = on peut intro-
duire une ou plusieurs puissances fractionnaires de h ; on développe ensuite séparément les termes 
qui sont susceptibles de l'être, soit par la formule du binôme, soit autrement; et l'on substitue ces 
termes dans la valeur de fia + /i), ce qu(en donne le développement. 

259. Lorsque x reste indéterminé, Lagrange a démontré que ce développement de f{x+h} ne 
pouvait contenir des termes affectés d'une puissance fractionnaire de h. En effet, supposons que 
l'on eût 

3 
comme, d'après la théorie des équations, Y^y h est susceptible de trois valeurs. M, N, P, nous au-
rions ces trois développemens de f{x -f- /<), 

Or, fx devant renfermer les mêmes radicaux que f^x /t), art. 255, il faudrait que fx eiU aussi 
trois valeurs différentes, Q, R, S ; en substituant successivement ces valeurs à la place de f x , on 
trouverait donc 

de sorte que l'expression f{x - f A), étant développée, aurait neuf valeurs différentes, tandis que non 
développée, elle n'en pourrait avoir qu'autant que fx en comporte, et par conséquent trois dans 

http://rcin.org.pl



136 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
l'hypothèse actuelle; ainsi l'on ne peut supposer que le dt-veloppement de f{x-\-h) contienne une 
puissance fractionnaire de h, sans tomber dans une contradiction. 

260. Enfin, il est certain que f{x-\-h) ne peut admettre dans son développement, un terme 
affecté d'une puissance négative de h ; car s'il contenait un terme tel que MA"", on aurait 

or, en faisant /t = o, le premier membre se changerait en fx, et le second, au lieu de se réduire 

à fx, deviendrait infini, à cause du terme ^ qu'il renferme. 

Il en serait de même si le développement contenait un terme affecté du logarithme de h; car 
si l'on avait, par exemple, un terme tel que A log h, ce terme, lorsqu'on ferait /j = o, deviendrait 
A log o; or, le logarithme de o étant l'infini négatif, le terme A log h serait alors infini ; d'où il 
suit que fx devrait l'être aussi; ce qui est contre l'hypothèse. 

FIN DU CALCUL DIFFERENTIEL. 
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ÈLÉMENS 
DE CALCUL D I F F É R E N T I E L 

ET 

DE CALCUL I N T É G R A L , 

CALCUL INTÉGRAL. 

De l'intégration des différentielles monomes. 

261. Le caleul intégral a pour objet de trouver la fonction qui, étant diffé-
rentiée, a dû produire une différentielle donnée. Pour commencer par le cas 
le plus simple, nous allons chercher à'intégrer l'expression .x'̂ àx : dans cette 
vue, différentions l'expression nous trouverons 

d'où nous tirerons 

et comme la constante ni - \ -1 n'influe pas sur la différentiation, nous pourrons 
écrire ainsi l'équation précédente 

par conséquent, la quantité qui, par la différentiation, a donné, 

Pour indiquer cette opération, nous mettrons, avant la différentielle, la carac-
téristique./, qui signifie somme ou intégrale (*), de sorte que nous écrirons 

262. Concluons de là cette règle générale : Pour intégrer x'^dx, il faut aug-

(*).Ce mot somme, pour désigner l'intégrale, a été introduit par les anciens géomètres, parce 
é t é m e i v s j ) e c a i . c r i . d t f f é r e i v t i f j , . 1 8 
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menter Vexposant d'une unité, et diviser par cet exposant ainsi augmenté et par 
la différentielle. 

aAx , 
263. Soit, par exemple, nous aurons donc 

on trouvera de même que 
1 ^ K 

264. Observons que lorsque nous différentions a x'^, nous trouvons 
mx'^-^àx, comme si nous n'eussions différentié quea;"'; par conséquent il fau-
dra, en intégrant, ajouter une constante à l'intégrale. Ainsi, dans les exemples 
précédens, nous écrirons 

26S. Cette constante C, qui doit s'évanouir par la différentiation, est Cn 
général arbitraire, à moins que, par la nature du problème, elle ne soit déter-
minée. 

Par exemple, si l'on a l'équation y = ax"" — h, qui est celle d'une parabole 
Fip. 73. CBD, fig. 73, dont l'origine est en B, et qu'on en tire ày— ^axàx, on trouvera, 

en intégrant. 

Cette équation peut convenir à une infinité de paraboles. Or, si l'on veut 
que parmi toutes ces paraboles, CBD, C'B'D', C"B"D", etc., la co'urbe qui a 
pour équation y — ax'^-\-Ç. soit celle d'une parabole qui passe par le point E 
dont les coordonnées sont 

que, d'après la méthode des infiniment petits, ils considéraient une fonction j comme une somme 
d'accroissemens infiniment petits. 

Fig. 72. Par exemple, on voit que l'ordonnée étant MP, fig. 72, on a 
MP = a6 + a"b"a'"b"'a'^M, 

c'est-à-dire que.r est égal à la somme des accroissemens infiniment petits, représentés chacun 
par Ay. 
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il faudra qu'en faisant , on ait y ~ o , ce qui réduira l'équation(l) à 

d'où l'on tirera C = — h. Substituant cette valeur dans l'équation (1), on ob-
tiend ra 

comme on l'avait avant la différentiation. 

266. Lorsque la nature du problème ne détermine pas la constante, on peut 
dis{)()ser de cette constante comme dans l'exemple suivant : ayant trouvé que 
l'intégrale de x'̂ d.v est 

nous donnerons à s une valeur déterminée b, et le second membre de cette 
équation deviendra 

C étant arbitraire, nous pouvons déterminer cette constante par la condition 
(jue l'ex{)ression (3) soit nulle, ou, ce qui revient au même, par la condition 
qu'on ait y~o lorsque x — h; alors l'équation (2) deviendra 

d'où l'on tirera la valeur de C, qui, étant substituée dans l'équation (2), nous 
donnera 

267. Il n'y a qu'un seul cas qui échappe à la règle de l'article 262 pour in-
tégrer c'est celui où m = — l ; car alors la formule (4) devient 

il faudrait donc, dans ce cas, faire usage de la règle de l'article 83, pour dé-
terminer la vraie valeur de l'intégrale ; mais on peut éviter cet inconvénient, 

en observant que = —, et que cette expression ~ est la différentielle de 

log A'; par conséquent, nous aurons 
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Des différentielles complexes dont Viiitégration peut s'effectuer par la 
règle de l'article 262. 

268. Nous avons vu, art. 22, que la différentielle d'un polynome se formait 
de la somme des différentielles de ses termes; réciproquement l'intégrale d'un 
polynome sera égale à la somme des intégrales des termes qui le composent. 

Par exemple, 

ou, en effectuant les opérations, 

Nous n'avons mis ici qu'une constante, parce que chaque terme donnant une 
constante à l'intégration, nous pouvons représenter la somme de ces constantes 
par une seule lettre. 

« 
269. Tout polynome, tel que (a-|-fc:r-[-ca;2.-{-etc.)''d,r, peut s'intégrer par la 

même règle, lorsque n est un nombre entier positif. Pour cela, il suffit d'élever 
le polynome à la puissance indiquée, et d'intégrer séparément chaque terme. 

Par exemple, pour intégrer {a-^bxydx, nous aurons 

270. Lorsqu'on a une expression telle que (Fj;)"dF.r, composée de deux fac-
teurs dont l'un est la différentielle de la partie Fj; qui est sous la parenthèse, 
pour intégrer cette expression, on fera F . r = z , par conséquent, dF:p=d3; sub-
stituant, on trouvera 

et en intégrant, 

four en donner un exemple, soit 

comme h d x e s t la diflerentielle de la quantité renfermée entre le» 
parenthèses, on fera 
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et l'on aura, en différentiant, 

done 

L'intégrale de cette expression sera 

271. Si l'un des facteurs était la différentielle de l'autre, à une constante 
près, l'on pourrait encore intégrer par le même procédé. Soit, par exemple, 

Comme je vois que la différentielle de a-\-bx', qui est 'ïbxdw, ne diffère de 
mudx que par la constante, je fais a - [ - = z, et par conséquent '^bxdx — dz, 

d'où je tiread.c = ^ ; substituant ces valeurs dans l'expression (5), j'obtien-

drai 

et, en intégrant, il viendra 

272. La même transformation peut s'appliquer aussi pour rapporter cer-
da; 

taines différentielles à des logarithmes : si l'on avait, par exemple, 

faisant a -{-bx = z, j'en déduirais dj; = ^ ; substituant, j'aurais 

et, en mettant pour s sa valeur, 

En opérant demême pour on trouvera que l'intégrale de cette expres-

sion est 
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Des différentielles qui s'intègrent par arcs de cercle. 

Fig. 74. 273. Soit, lig. 7-4, a; = CE, le sinus qui a le rayon pour unité et dont l'arc CB 
est z-, nous avons a? = s in5; diflerentiant, il viendra d i ? = cos s d z ; d'où nous 

dĵ  
tirerons ds = : d'une autre part, l'équation cos'z-f- sin'z== l nous donne 

cos s ' ^ ' 

substituant cette valeur dans celle de dz, on obtiendra 

p a r c o n s é q u e n t o n t r o u v e r a , e n i n t é g r a n t , 

Pour déterminer la constante, supposons donc que lorsque x — o , on ait 

Fig. 74. c o m m e , d ' a p r è s la fig. 7-4, l 'arc z, r e p r é s e n t é p a r CB, e s t n u l e n m ê m e t e m p s 

q u e l e s i n u s x , l ' é q u a t i o n (6) s e r é d u i r a d o n c , d a n s c e t t e h y p o t h è s e , à o = C ; 

par c o n s é q u e n t 

27-4. Si le rayon, au lieu d'être pris pour unité, est égal à a, nommons x' 
son sinus, nous aurons pour l'arc d'un même nombre de degrés 

d'où nous tirerons 

Substituons cette valeur dans l'équation (7), nous trouverons 

par conséquent l'équation (7) deviendra 
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et, si nous nppelons x le sinus dont le rayon est a, nous pourrons supprimer 
l'accent de x dans l'équation précédente, ce qui nous donnera 

27S. En second lieu, soit ;s l'arc CD, fig. lA, dont le cosinus AG est x, et Fig. 74. 
qui a le rayon pour unité, nous aurons 

et, en diflférentiant, 

d'où l'on tirera 

et, en mettant pour sin z sa valeur tirée de l'équation 

on obtiendra 

ou, parce que cos z ^ x , 

et en intégrant, on aura 

I 

Pour déterminer la constante C, nous voyons, fig. 7-4, que lorsque le cosinus Fig. 74, 
Œ = x se réduit à zéro au point B, l'arc DC = z, qui est représenté par 

faisant donc 

dans l'équation (9), on aura 

et comme l'arc dont le cosinus est zéro est égal à ^tt, on voit que l'équa-
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quation (10) se réduisant à C = o , l'équation (9) devient 

OC 
Si dans cette équation nous supposons = pour passer à l'hypothèse où 

Qf 
le rayon est a, nous trouverons, en opérant comme dans l'art, 274, 

276. Nous avons vu, art. 47, qu'on avait 

si nous faisons a;=tangz, nous trouverons 

d'où nous tirerons 

Or, la proportion 

donnant 

on aura 

substituant cette valeur dans l'équation (IS), on trouvera 

et en intégrant on aura 

prenant l'intégrale dans l'hypothèse que cette intégrale s'évanouisse lorsque 
.T=o, z devient nul, et l'on a 

donc 
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Si, comme on l'.i fait à l'égard du sinus et du cosinus, on passe de l'hypo-
thèse du rayon pris pour unité, à celle où le rayon est a, en changeant x en 

- , il faudra mettre — et 1 -] — — à la place de dar et de 1 Ainsi 
a a ' a' ' ' 

en divisant l'une de ces expressions par l'autre, on trouvera 

et, en faisant passer a dans le second membre, 

277. Soit X le sinus verse DG, fîg. 74, d'un arc D C = s . Le sinus verse et le Fig. 74, 
cosinus, valant ensernble l'unité, nous aurons a ; c o s a = 1, et en différen-
tiant, 

d'où l'on tire 

Or, 

substituant cette valeur dans l'équation (16), on a 

et en intégrant 

Je n'ajoute point de constante, parce qu'en supposant que l'intégrale s'éva-
nouisse quand x est nul, z est aussi nul. 

Si l'on fait ^ = ~ dans l'équation précédente, on trouvera 

278. Lorsqu'on veut avoir la valeur de l'intégrale pour une valeur déter-
minée de X, on opère comme dans l'exemple suivant. 

é l é m e n s d e c a l c u l d i f f é r e n t i e l . 1 9 
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Supposons qu'on demande l'intégrale de y - y — , lorsque x = 1 • le rayon 

étant 1, la tangente sera donc 7 ; et comme les tables des sinus sont construites 
avec un rayon de 10 milliards de parties, la tangente relative à ce rayon sera 
10 milliards de fois plus grande; par conséquent cette tangente vaudra 
7 X ^ 0 milliards. 

Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour expression 

log 10 milliards + Iog7 = 10 + log 7 = 10 - f 0,845098 = 10,845098. 

Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus, on verra qu'il répond à 
un arc de 

ou de 

Pour trouver la valeur numérique de cet arc, dans l'hypothèse du rayon = 1, 
nous remarquerons que, dans cette hypothèse, la circonférence = 6,283.. . . ; 
par conséquent nous aurons 

ou 

De l'intégration par parties. 

297. En prenant la di6férentielle d'un produit de deux variables, par le pro-
cédé indiqué art. 14, on trouve 

intégrant et transposant, il vient 

ftiàv — uv— fvàu... (19). 

C'est à cette formule que l'on rapporte les différentielles que l'on veut inté-
grer par parties. 

280. Par exemple, si l'on ignorait quelle est l'intégrale de x'^Ax, on ferait 
.r"* =u, dx = di7, et l'on aurait 

uv^x'^X x=x'"+% vdu =x X = a? X ' 

Substituant ces valeurs dans l'équation (19), on trouverait 

fx"'dx=x"'+' —/x.mx'"-'dx = x"'+' — «i A;'"d,r; 
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réunissant les intégrales alfeetées de on a 

donc 

281. Soit encore 

en faisant l o g x = M et d.r=di;, je trouve 

- - V I * w / I 

282. Pour dernier exemple, cherchons à intégrer 

en faisant 

nous obtiendrons; d'abord 

Nous chercherons ensuite une autre valeur de 

[tour cet elfet, cn multipliant cette dernière expression par 

nous aurons l'équation identique 

et, en effectuant la première des intégrations indiquées dans le second mem-
bre, nous obtiendrons (art. 274) 

\ y y KAf tv 

ajoutant cette équation à l'équation (20), nous trouverons 
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donc 

i ^ V «y " 

On voit par ces exemples que lorsqu'en général on a une expression telle 
que fvAu, l'intégration par parties fait dépendre cette intégrale de celle de 
fudv , et que, par conséquent, cette méthode d'intégration n'est pas toujours 
applicable. 

De l'intégration par les séries. 

283. Soit Xdj.- une différentielle dans laquelle X représente une fonction 
de x; si l'on développe X en une suite 

ordonnée par rapport aux expressions y, etc., on aura 

284. Prenons pour exemple ^^ , qui est la différentielle de log (a d •"T"' X 

on écrira ainsi cette fraction : — î — X dx, et il s'agira d'abord de trouver le a-\-x 

développement de —^^—, ce que l'on fera au moyen de la division ; ou plutôt 
CL —r— X 

on le déduira de cette formule facile à retenir, 

X 
En effet, si l'on change s en dans cette équation, on a 

d 

(*) Si l'uQ des exposans a, 5, y, etc., était égal à — 1, on intégrerait par logarithmes le terme 
qui en serait affecté. 

On a trouvé ce développement en cËfecluant la division de 1 par i ~ z . 
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multipliant les deux termes du premier membre de cette équation par o, et 
divisant ensuite toute l'équation par a, on obtient 

par conséquent 

et, en intégrant chaque terme en particulier, on obtiendra 

et, en remplaçant le premier membre de cette équation par log {a-\- x)^ inté-
grale trouvée en faisant i = l , dans la formule de l'art. 272, on aura 

Pour déterminer la constante, nous remarquerons que lorsque x = o ^ cette 
équation se réduit à log o = o-{ -C; substituant cette valeur de C, l'équa-
tion (2-4) deviendra 

283. Pour second exemple, cherchons à intégrer par les séries -j—t—, : en 
1 —T—̂  

écrivant ainsi cette différentielle t — X do?, il s'agira de trouver le dévc-
J. I 00 

(*) Observons qu'en déterminant ainsi la constante, on ne la re{jarde plus comme arbitraire, 
puisqu'elle est nécessairement égale au logarithme de a, quand on fait x—o, dans l'équation(24). 

y'd̂ K 
nous avons 

mis log {a-\-x) ; en effet, l'équation (23) nous montre que est, en général, la différentielle de 

oc OC^ CXi oc"^ 
€ cT^ + etc. ; or, la suite log a 4- - — — -|-etc.,quicstledéveloppementdelog(a-i-ai), 

Cl JtiX et mO, 
est un cas particulier de la suite précédente; c'est celui où C = loga . Ainsi, lorsqu'on a mis y d̂a; c'est donc comme si l'on eût choisi parmi toutes les suites qui sont 

Ax 
l'intégrale de celle où la constante est égale à log a. 

Celte remarque peut s'appliquer aux autres expressions que nous allons intégrer par les séries. 
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loppement de 7—r—• Pour cela, en comparant cette expression à —, noua 
1 —j— x"̂  1 —z 

aurons 5 = — substituant cette valeur dans l'équation (21), nous trouve-
rons 

donc 

ou plutôt, art. 276, 

Quand x = o , l'axe devenant nul, on a C = o. 

286. Si la tangente est plus grande que l'unité, les termes de cette série 
allant en augmentant, on ne pourra donner une valeur approchée de l'arc; 
dans ce cas, on obtiendra une série descendante en opérant ainsi : on fera 

= -dans l'équation (23), ce qui la changera en 

multipliant les deux termes du premier membre par x'̂ , on aura 

divisant toute l'équation par on obtiendra 

donc 

et, en effectuant l'intégration indiquée, 

Pour trouver la valeur de la constante, nous ne ferons pas ^ = 0 , car cela 

n On parviendrait directement au même résultat en divisant 1 par + 1. 
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rendrait les termes du second membre de l'équation (27) infinis; mais en fai-
sant x=<ss , l'expression are (tang=a?) sera égale au quart de la circonfé-
rence, et l'équation (27) deviendra ^ circonf, = o C; et en représentant 
par le quart de la circonférence, l'équation (27) nous donnera 

287. Pour intégrer par les séries 

on développera (1 —x"") \ par la formule du binôme, de la manière suivante : 

on calculera d'abord les coefficiens du développement de (1 — .r')'", dans l'by-
pothèse de wi = — f , en écrivant pour former ces coefficiens, 

et, en changeant m en — j , ces expressions deviendront 

Multipliant successivement — - p a r — - , p a r - - , etc., on formera les coeffi-

ciens qu'on mettra à la place de A, de B, de C, etc., dans cette équation 

ce qui donnera 

y ^ ^ - ; ^ — - -

et en intégrant l'équation 

on trouvera 

nous ne mettons pas de constante, parce que lorsque x=o, l'arc dont le sinus 
est X s'évanouit. 

288. 11 y a des cas où, pour déterminer la valeur de la constante, on ne peut faire ni x = o, 
ni a; = Qo, Soit, par exemple, 
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en posant 

et faisant 

on trouve 

d'où l'on conclut, comme dans l'art. 287, 

et en intégrant, on trouvera 

d'une autre part. 

donc 

Pour déterminer la constante, on ne fera pas a; = » , puisque alors log x deviendrait « ; d'une 

1 1 

a u t r e part,onn'égalerapasa;àzéro,caries termes loga: , - - — , etc., deviendraient infinis ; mais si 

l'on suppose x — I,l'équation (29) deviendra 

ce qui donne 

289. La formule (28) peut servir à trouver une valeur approchée de la cir-

conférence ; car en faisant ^^ elle se réduit à 
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or, le sinus qui a pour expression étant égal à la moitié du côté de l'hexa-

gone régulier, comme ce sinus répond à la douzième partie de la circonfé-

rence, nous aurons donc 

et par conséquent 

si l'on prend les dix premiers termes de la suite 

on trouvera 

donc 

valeur dans laquelle l'erreur ne porte que sur le dernier chiffre décimal, qui, 
comme on le sait, devrait être 5. 

290. Nous avons trouvé, art. 28-4, 

Cette série étant peu convergente, faisons — x; nous aurons 

retranchant cette équation de la précédente, cela nous donnera 

oï l 

291. Pour déterminer, par exemple, à l'aide de cette formule, le logarithme 
de 2, on supposera 
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])ar conséquent, 

donc 

substituant, on aura 

En se bornant aux dix premiers termes de cette série, réduite en décimales, 

on déterminera la valeur du logarithme de 2 ; triplant ce logarithme, on aura 

celui de ou de 8. Si d'une autre part on calcule par la formule (30) le lo-

garithme d e ^ , et qu'on ajoute ce logarithme à celui de 8, on aura le loga-

rithme de — X 8 = l o g 10. On voit que, par des procédés analogues, la for-

8 
mule (30) donnerait tout autre logarithme; mais il est à observer que ces 
logarithmes sont des logarithmes népériens. Pour en déduire les logarithmes 
tabulaires, si nous représentons par La le logarithme tabulaire d'un nombrea, 

nous aurons a = 10 prenant les logarithmes népériens, cette équation 
nous donnera 

et par conséquent 

c'est-cà-dire qu'un logarithme tabulaire d'un nombre est égal au logarithme 
népérien de ce nombre, divisé par le logarithme népérien de 10. 

292. On a trouvé une série encore plus convergente que celle qui nous est donnée par la for-
mule (50), pour déterminer un logarithme. Voici de quelle manière on peut la déduire de cette 
formule : 

En divisant a x par a — x,oa trouve 

V 2x 
représentons i)ar - la fraction ; on a l'équation 
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el, en nuillipliant par a—x, il vient 

tous les X étant transposés dans le premier membre, on obtient 

multipliant par z, on trouve 

et par conséquent 

substiUiaut les valeurs de et de - dans la formule (30), on a ce résultat ; a—x a " 

et enfin, 

1 

l'ar exemple, pour avoir le logarithme de 2, on fera y = 1, z = 1, et par conséquent log z = o;; 
substituant ces valeurs dans la formule précédente, on obtiendra 

Il faudra diviser ce logarithme iwr le logarithme népérien de 10, art. 291, pour avoir le loga 
nlhme tabulaire de 2. 

De la méthode des fractions rationneltes. 

Proposons-nous d'intégrer l'expression 

dans laquelle le multiplicateur de Ax est une fraction rationnelle ; nous allons 
démontrer que, dans l'expression donnée, on peut toujours supposer que n 
sur})asse tu; car, si cela n'était pas, l'intégration pourrait être ramenée à celle 
«l'une diflerentielle de même forme, dans laquelle la plus haute puissance de x 
du dénominateur surpasserait la plus haute puissance de x du numérateur;, 
pour cela il sulïirait d'effcctuer la division comme dans rexeniple suivant. 

Soit 
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en divisant d'abord tous les termes par Q', on aura 

faisons 

nous aurons 

On effectuera la division de la manière suivante : 

reste. 

représentons par M et par N les coefficiens de et de x. 

on peut représenter ce dernier reste par Kar-|-L, et alors on a 

et en intégrant, on obtient 

ainsi la question est ramenée à intégrer 

294. Il résulte de ce qui précède que, quelle que soit la fraction ration-
nelle que l'on considère, son intégration peut toujours être ramenée, dans le 
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cas le plus général, à celle de 

Tn regardant le dénominateur de cette fraction comme le produit d'un 
nombre n de facteurs tels que x — a, x — 6, x — c, etc., ces facteurs peu-
vent être réels ou imaginaires, égaux ou inégaux. 

Pour commencer par le cas le plus simple, nous les supposerons réels et 
inégaux, et alors nous opérerons comme dans les exemples suivans. 

295. Proposons-nous d'abord d'intégrer : décomposant le dénomi-

nateur en ses facteurs, on écrira 

et l'on supposera 

A et R sont deux constantes qu'il s'agit de déterminer. Pour cet effet, rédui-
sant le second membre au même dénominateur, on obtiendra 

Supprimant le diviseur commun {x — n) (ar-j-a), et le facteur da:, il restera 

et, en ordonnant par rapport à x, on aura 

X ayant une valeur indéterminée, ainsi que le suppose (*) la différentielle pro-
posée, cette équation a lieu, quel que soit x ; par conséquent, d'après la mé-
thode des coefficiens indéterminés {voyez note 6®), on égalera séparément à 
zéro les coefficiens des différentes puissances de x ; ou, ce qui revient au 
même, on égalera entre eux les termes qui, dans l'équation (32), contiennent 
les mêmes puissances de x, et l'on aura 

ces équations donnent 

(") En effet, la caraclérislique d, qui précède x, annonce que x est considéré comme variabk. 
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En substituant ces valeurs clans l'équation (31), on aura donc 

et en intégrant, on trouvera 

et par conséquent 

a^ J - J) 
Pour second exemple, prenons la fraction — d a ; ; les facteurs du déno-d X X 

niinateursont a;et a' — ; et comme â  — x^ se décompose en (a — x) X («-j-^j^ 
les facteurs simples du dénominateur sont x, a—x, et a-\-x; donc l'expres-
sion à intégrer est 

je fais 

réduisant ces fractions au même dénominateur, il vient 

égalant entre eux les coefficiens des mômes puissances dex, on aura 

La troisième de ces équations nous donne k — a, ce qui réduit la première à 
R — C = a-\-b, et comme la seconde donne B-|-C = o, on obtient, en prenant 
successivement la somme et la différence de ces deux dernières équations, et 
en divisant par 2, 

mettant les valeurs de A, de B et de C, dans l'équation (33), on trouve 
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donc en intégrant, 

296. Pour troisième exemple, soil 

Comme il s'agit d'abord de décomposer le dénominateur en facteurs du pre-
mier degré, nous remarquerons que si l'on a une équation de même forme, et 
représentée par _ 6z 8 = o, et qui soit satisfaite par les valeurs ^ = 2 
et z = 4, on sera en droit de conclure qu'elle équivaut au produit (s — 2).. . . 
(s — 4)==o. Or, en effectuant la multiplication, on voit que quelque valeur 
que l'on attribue à s, le produit sera toujours _ e ^ - f 8; donc, lorsqu'au 
lieu de z, nous mettrons x, nous aurons encore 

Par conséquent, quelle que soit la valeur du polynome x'' — il peut 
se décomposer en facteurs comme s'il était égal à zéro. 

Ayant donc trouvé que les racines de l'équation x'' — 6a; -f- ^ = o sont 2 
et -4, nous écrirons 

et en supprimant le facteur commun d;r, ce que nous aurons toujours soin de 
faire à l'avenir, nous trouverons, après avoir réduit au même dénominateur, 

égalant entre eux les coefficiens des mêmes puissances de x {voyez la note 6"), 
on obtiendra ces équations de condition. 

C) Pour prendre l'intégrale d e " ^ d x , comme la différentielle de a — x est il faut 
•"v" X) 

écrire 

et l'on voit que l'intégrale sera -
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d'où nous tirerons 

mettant ces valeurs dans l'équation (3-4), on trouvera 

297. Prenons encore pour exemple 
xàx 

égalant le dénominateur à zéro, et résolvant l'équation, on trouve 

Pour simplifier, représentons ce dernier produit par 

nous supposerons donc 

réduisant le second membre au même dénominateur, nous trouverons 

d'où l'on tire 

par conséquent 

donc 

298. En général, soit 

une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du premier degré du déno-
minateur sont supposés inégaux; on résoudra d'abord l'équation 

et ayant trouvé qu'elle est le produit des facteurs x — a, x — b, x — c, etc., 
on écrira 
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E» réduisant au même dénominateur le second membre de cette équatiiin , 
chaque terme du numérateur de l'une des fractions devra être multiplié par 
le produit des dénominateurs des autres, c'est-à-dire par un polynome en s 
de l'ordre w — 1 ; donc le second membre de cette équation sera un polynome 
composé de m termes. Il en résulte que si l'on égale entre eux les coefficiens 
des mêmes puissances de x, on aura wt équations de condition pour détermi-
ner les coefficiens A, B, C, etc. Ces coefficiens étant connus, on n'aura i>lus 
qu'à intégrer une suite de termes tels que 

l'intégrale cherchée sera donc 

299. La méthode que nous avons suivie, lorsque les racines du dénomina-
teur sont inégales, ne peut servir, si parmi ces racines, que nous supposerons 
toujours réelles, il y en a d'égales. En effet, nous avons vu que, dans rhy[K)-
thcse des racines inégales, on pouvait écrire 

si plusieurs de ces racines étaient égales, si, par exemple, on avait a==/)=c, 
l'équation précédente deviendrait 

Alors, en réduisant le second membre au même dénominateur, A-j-B-j-C 
pouvant être considérés comme une seule constante A', on voit que les trois 
constantes A', D et E ne pourraient suffire pour établir les cinq équations de 
condition qu'on doit obtenir en égalant entre eux les coefficiens des mêmes 
puissances de x. 

300. Poiir éviter cet inconvénient, cherchons à décomposer la fraction 

V*- "/ \ • "/ \" f 
en un autre assemblage de fractions, qui, réduites au même dénominateur, 
puissent la reproduire. 

Supposons donc 

De cette manière, en réduisant le second membre de cette équation au même 
dénominateur, nous aurons un polynome en x du quatrième degré, qui renfer-
mera cinq constantes arbitraires; ce qui suffira pour établir l'identité des termes 
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affectés des mêmes puissances de :r. Maintenant je vaisdémontrer que le terme 

])eut se mettre sous la forme 

A', B', C, étant des constantes indéterminées. Pour le prouver, soit 

on a 

donc 

mettant la valeur de z dans cette équation, on obtiendra 

résultat de la forme prescrite, puisque A', B', C sont des constantes. 
Cette démonstration pouvant s'appliquer à une équation d'un degré plus 

élevé, concluons qu'en général on peut supposer 

Il résulte de ce qui précède, que pour intégrer l'expression 

on»écrira 

réduisant les fractions au même dénominateur, on déterminera les constantes 
A, A', A", D, E, etc., par le procédé que nous avons déjà employé, et l'on aura 
ensuite à trouver les intégrales des expressions suivantes : 
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pour intégrer les deux premières, comme da; est la différentielle de l'expression 
jc — a, renfermée entre les parenthèses, nous supposerons (art. 270) x — a — z, 
et nous aurons 

à l'égard des trois autres, elles s'intègrent par logarithmes; donc enfin 

301. Prenons pour exemple la fraction 

nous aurons 

réduisant le second membre au mêine dénominateur, et supprimant ce déno-
minateur commun, il reste 

d'où l'on déduira ces équations de condition 

€ 

elles donnent 

jiar conséquent 

Pour obtenir l'intégrale, remarquons que d.r étant la différentielle de x - \ -a , 
nous pouvons (art. 271) supposer x-\-a = z; donc 

intégrant la première fraction du second membre par la règle de l'art. 262, 
et l'autre par loirarithmes. nous obtiendrons 

et, en remettant la valeur de 
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302. Pour second exemple, cherchons l'intcgrale de 

en égalant à zéro le dénominateur, on voit que tous les termes se détruisent 
dans l'hypothèse de x — a ; donc l'équation x̂  —ax'' — a^x-\-a^ est divisible 
par a; — o. En effectuant cette division, on trouve pour quotient x"" — a' ; ainsi 
la quantité à intégrer est 

Nous supposerons donc 

réduisant le second membre au même dénominateur, on obtient 

développant et égalant entre eux les coefïiciens des mêmes puissances de x, on 
obtient ces équations de condition. 

Si l'on multi[)lie la première par â , et qu'on l'ajoute à la troisième, on aura 

celle-ci, à son tour, étant ajoutée à la seconde des équations (37) multipliée 
par a, on trouve 

o''=2Aa et k — ^ a ; . 
ujcttant cette valeur de A dans la seconde des équations (37), on obtient 

et par conséquent la première donne 

au moyen des valeurs de ces constantes, l'équation (36), multipliée par dj', 
devient 

Pour intésrrer - — , , nous ferons x — a = s, et cette expression deviendra 

et aura pour intégrale, art. 262, 

donc 
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303. On opérera de la même manière si, dans le dénominateur, il y a plu-
sieurs groupes de raeines égales. Soit, par exemple, 

nous supposerons 

et, en réduisant au même dénominateur, nous trouverons ' 

supprimant les dénominateurs et développant les numérateurs, nous trouve-
rons ces équations de condition : 

La première de ces équations réduit la troisième à 2 A — 2 B = o, donc 
A = R; la seconde réduit la quatrième à 2A-|-2R = a,- de ces équations on 

conclut A = ^ = B, par conséquent la quatrième devient B' — a ; cette 

équation étant combinée avec la première, on trouve 

t 
Au moyen des valeurs de ces constantes, la différentielle proposée devient 

On intégrera les deux premières de ces expressions par les règles des art. 270 
et 202, et les autres par logarithmes, et Ton trouvera 

304. Avant que d'examiner le cas où le dénominateur contient des racines 
imaginaires, faisons quelques observations sur ces sortes de quantités : consi-
dérons d'abord l'équation 

et cherchons les conditions nécessaires pour que les racines de cette équation 
soient imaginaires : en la résolvant, on trouve 
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La première condition nécessaire pour que cette valeur de x soit imagi-
naire, est que le dernier terme de l'équation (39) soit positif; car, s'il était 
négatif, l'expression —q, qui est sous le radical, changerait de signe, et le ra-
dical n'affectant alors que des quantités positives, x ne pourrait être imagi-
naire. Cette condition étant remplie, x sera imaginaire, si q surpasse 

L'excès de q sur ^p^ étant alors une quantité essentiellement positive, repré-

sentons-le par puisqu'un carré est toujours positif : nous aurons 

faisons —«. pour éviter les fractions, cette équation deviendra 

substituons ces valeurs de p eiAeq dans la proposée, nous trouverons 

(40). 

Cette équation étant résolue, donne 

ses deux racines sont donc 

ce qui montre que ces racines sont disposées par couples, de telle sorte que 
l'une, étant connue, fait connaître l'autre en changeant le signe la partie 
imaginaire. 

30o. En général, une équation peut avoir plusieurs couples de racines 
imaginaires, et chaque couple donnera lieu à un facteur du second degré, de 
la forme 

306. Quelquefois les racines imaginaires sont égales, au signe près; c'est ce 

qui arrive lorsque a = o ; alors, l'une des racines est /3 ̂ — 1 et l'autre 

et le facteur (42), du second degré, se réduit à 

307. Pour donner un exemple d'une équation dont les racines sont imagi-
naires, je prends l'équation 

en la résolvant, je trouve 

http://rcin.org.pl



METHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 167 

comparant cette valeur de x avec l'équation (-41), j'ai 
— a = 3o, i^—a; 

donc, dans le cas présent, l'équation (42) devient 

808. Au reste, quand on a une équation telle que 

dont les racines sont imaginaires (*), on peut la comparer immédiatement à la 
formule (42), et l'on a 2a = 4, donc «' = 4; si l'on retranche 4 de 12, il reste 
8 pour et l'équation proposée peut se mettre sous la forme 

Le terme 8, à la vérité, n'est pas un carré parfait; mais alors on le regarde 

comme celui de 

309. Occupons-nous maintenant de l'intégration des fractions rationnelles 
dont les dénominateurs renferment des facteurs imaginaires ; et, pour com-
mencer par le cas le plus simple, considérons celui où il n'y a qu'une couple 
de 

racines imaginaires dans le dénominateur : supposons, par exemple, qu'après 
avoir décomposé le dénominateur en ses facteurs, on ait trouvé 

on égalera, comme nous l'avons déjà fait, art. 300, cette fraction à cette suite 
de termes : 

et ayant déterminé les constantes A, B... H, M, N, par le procédé que nous 
avons employé, tous ces termes, hors le dernier, s'intégreront par logarith-
mes; à l'égard de ce dernier, il s'intégrera de la manière suivante : 

On remarquera que «'étant un carré parfait, le terme à intégrer 
peut s'écrire ainsi : 

Et, en faisant = il devient 

(*) On le reconnaît lorsque les conditions de l'art. 304 sont remplies. 
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et, en nommant P la partie constante N — Ma, il se réduit à 

cette expression se décompose en celles-ci : 

Pour intégrer la première, nous observerons que sds étant la différentielle de 
-ï-j-e^^ à un facteur constant près, on peut, art. 271, supposer — 
ce qui nous donnera, en différentiant, 

substituant ces valeurs^ nous obtiendrons dont l'intégrale sera 

Pdz 

A l'égard de l'expression en divisant ses deux termes par 8% elle peut Zt^ —I—6 se mettre sous cette forme : 

et l'on voit que son intégrale est 

donc, enfin, 

310. Prenons pour exemple la fraction = 'e dénominateur ayant 
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x — 1 pour facteur, nous trouverons l'autre facteur par la division, et la frac-
tion proposée pourra se mettre sous la forme 

a?-f-1 étant le produit de deux facteurs imaginaires, ainsi qu'on peut 
le reconnaître en résolvant l'équation .r^-j-x-j- 1 = o , nous écrirons 

réduisant au mcnie dénominateur et opérant comme nous l'avons indiqué, 
nous trouverons 

nous décomposerons ensuite le facteur en facteurs simples, en 
le comparant à l'expression (42), ce qui nous donnera 

et par conséquent. 

substituant ces valeurs et celles de M et de N, dans l'équation (43), qui nous 
donne la seconde partie de l'intégrale, et observant que la première est 

nous trouverons 

311. Lorsque la fraction aura dans son dénominateur des facteurs imagi-
naires égaux, elle contiendra un ou plusieurs facteurs du second degré, de la 
forme [ x " ^ s u i v a n t qu'elle renfermera un ou plusieurs groupes 
de facteurs imaginaires égaux. Le facteur 

é l é m e n s d e c a l c l ' i , m f f é n e m i e i . . 2 2 
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correspondra à cette suite de termes 

ayant opéré de même pour les autres groupes de facteurs égaux, on déter-
minera les constantes 

H, K, H', K', H", K",... K„ etc., 

comme précédemment. 
On multipliera ensuite par àx, et il ne s'agira plus que d'intégrer chaque 

terme séparément, ce que l'on pourra toujours faire lorsqu'on saura intégrer 
le premier terme de la suite (44) multiplié par Ax, puisque tous les autres sont 
de même forme. Pour cet effet, nous écrirons ainsi ce terme : 

faisant .r-{-a ==z, il deviendra 

et, en nommant M la partie constante H — Ka, on aura à intégrer 

Cette fraction peut se décomposer en ces deux-ci : 

Pour intégrer la première, comme ^ds est la différentielle de s^-f-e', à un 
facteur constant près, nous supposerons (art. 271), et nous aurons 
zàz = ^Ay; substituant, on obtiendra 

312. 11 nous reste à intégrer ; «u plutôt. 

Pour parvenir à cette intégrale {note septième), nous la déduirons de celle 
Aq f{z''-{-z'YAz, de la manière suivante: 
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En diminuant l'exposant jo d'une unité, e'est diviser par par consé-
quent, eu multipliant en même temps par la môme quantité, nous aurons 
l'équation identique 

et, en exécutant la multiplication indiquée dans le second membre, il viendra 

intégrant, on aura 

Des deux intégrales qui sont dans Je second membre de cette équation, nous 
laisserons la première sous le signe qui l'indique; îi l'égard de la seconde, nous 
y ap[)Iiquerons l'intégration par parties. Pour cela, en multipliant et en divi-
sant par 2 l'expression {^'^-yz-y-^z'ù.z, nous l'écrirons ainsi : 

Içii I 

alors sera la diflerentielle de , de sorte que l'expres-

sion (47) deviendra 

en la comparant à la formule (art. 279) 

de l'intégration par parties, nous ferons 

et nous trouverons 

Substituant cette valeur à la place du dernier terme de l'équation (4G), et 
mettant les constantes en dehors du signe d'intégration, cette équation (46) 
deviendra 

transposant le dernier terme dans le premier membre, et réduisant, on trou-
vera 
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on tire de cette équation 

faisant p — 1 = — p , et par conséquent p — \ — p , on a enfin 

Au moyen de cette formule, on fera dépendre l'intégrale de dz, 
d'une autre, dans laquelle la valeur numérique de l'exposant, au lieu d'être p, 
sera moindre d'une unité; par la même formule, on fera dépendre ensuite 
l'intégrale de de celle de ainsi de suite; de 
sorte qu'après chaque substitution, l'exposant delà partie intégrale diminuant 
d'une unité, il ne restera plus en dernier lieu qu'à intégrer l'expression 

or, nous avons vu, art. 276, que l'intégrale de cette expression était 

On ne cherche pas à faire dépendre l'intégrale /'(^'-j-^'j-'ds de celle de 
z'^fàz, quantité qui se réduit à z; car, si dans la formule (48) on faisait 

p—\, le terme 

deviendrait infini. 

313. Il résulte de cette théorie que l'intégration de toute fraction ration-
nelle ne dépend que de ces trois sortes de formules : 

c'est pourquoi ou dit que toute fraction rationnelle peut toujours s'intégrer ou 
algébriquement, ou par logarithmes, ou par arcs de cercle, ou parle concours 
de ces moyens. 

314. Nous terminerons cette théorie par un exemple qui reiiferme tous les 
cas : soit donc la fraction rationnelle 
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clans lacjuelic; on a 

on supposera 

et ayant réduit au même dénominateur, on opérera comme nous l'avons expli-
cjué. 

De l'intégration des fractions irrationnelles. 

313. Lorsque dans une expression différentielle, qui contient des radicaux, 
on peut, à l'aide d'une transformation, l'aire évanouir les radicaux, l'intégra-
tion sera ramenée à celle des fractions rationnelles. 
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On peut toujours faire évanouir les radicaux qui n'aflectent que des quan-
tités mononies : le procédé que l'on emploiera, pour y parvenir, sera le même 
que celui dont nous allons faire usage dans l'exemple suivant : 

Soit 

on réduira les exposans fractionnaires au même dénominateur, et ayant trouve 
que le dénominateur commun est 6, on supposera x — ẑ ^ alors on aura 

substituant ces valeurs, on trouvera 

on intégrera cette expression par la méthode des fractions rationnelles, et 
l'on substituera ensuite dans l'intégrale la valeur de -s en x. 

316. Il n'en est pas de même lorsque le radical affecte un polynome ; cepen-
dant on peut intégrer toute expression en x, qui renferme 
c'est-à-dire toute expression de la forme 

Il peut arriver deux cas : le terme Cx"̂  sera positif ou négatif; s'il est positif, 
on écrira ainsi le radical, 

si ce terme est négatif, nous le regarderons comme le produit de -[-G par — x", 
et alors le radical pourra se mettre sous cette forme. 

pour simplifier, faisons 

nous aurons donc à intégrer les deux expressions 

Occupons-nous d'abord de la première. 
Notre but étant d'obtenir, par une transformation, les valeurs de x, de d.r 
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et de j / a -j- b.v-\-x'', en fonction rationnelle d'une nouvelle variable z, nous 
supposerons 

parce qu'en élevant au carré, les ternies en a?' se détruisant, il nous restera 
entre z et x une équation du premier degré, de laquelle on pourra tirer les 
valeurs de x et de d.r en fonction rationnelle de 2. Élevant donc l'équation (49) 
au carré, et supprimant les termes en on obtient 

d'où l'on tire 

au moyen de cette valeur, l'équation (49) devient 

ou, en réduisant au même dénominateur. 

Il nous reste à déterminer da: en z ; pour cela nous différcntierons l'équa-
tion (50), et nous obtiendrons 

d'où nous tirerons 

et si l'on élimine le radical entre l'équation (49) et l'équation (52), on aura 

substituant cette valeur dans l'équation précédente, on trouvera 

et 

317. Prenons pour exemple 

n On pourrait aussi égaler le radical à z —a;, puisqu'en élevant les deux membres au carré, les 
termes en x'' s'évanouiraient également. 
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nous écrirons ainsi-cette expression : 
tîi' 

k B 
en faisant— = a e t - = Z). L'équation divisée par l'équation (52), nous 

C C 
donnera, après avoir réduit, 

et, en divisant par l'équation (SI), on aura 

multipliant les dénominateurs par j / C, cette équation deviendra 

fraction qui s'intègre par la méthode des fractions rationnelles, puisqu'on 
peut regarder | / C comme une constante ordinaire. 

318. Pour second exemple, prenons do; j / m^-j-a?' : en comparant le radical 
à celui de la formule (52), nous avons b — o, et en mettant ces va-
leurs dans les équations (32) et (33), nous trouverons 

donc 

Lorsqu'on aura intégré cette expression rationnelle, on y substituera la valeur 
de z en x. 

319. La méthode précédente ne peut servir que quand Câ " est négatif, car 
en opérant comme ci-dessus, on aurait 

A 13 
et en nommant par a et b les constantes — et—, on trouverait 

VJ VJ 

Or, si nous supposions y' a-\-bx;— = x-j-z, en élevant au carré les deux 
membres de cette équation, les termes en a?" ne s'évanouiraient pas, et alors 
la valeur de en s serait irrationnelle. Pour traiter ce cas, nous remarque-
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rons préliminairement que le polynome a-\-hx — a?" est décomposable en fac-
teurs réels du premier degré (*). 

Soient a et a' les racines de l'équation ar' —bx — a = o;nous aurons, d'après 
les propriétés des équations, 

— hx — a = (x — a) (x — a'), (note huitième) 
et par conséquent, en changeant les signes, 

a-\-hx — x" = — {x — ce) (x—cc'} = (x — «) (a'—a:) ; 
substituant cette valeur dans le radical, nous supposerons 

cette équation élevée au carré, nous donne 

(x—cc) ('^'~x) = (x — <x)'z'; 
et, en supprimant le facteur commun, on a 

d'où l'on tire 

donc 

et, en réduisant au même dénominateur, 

cette valeur étant mise dans le second membre de l'équation (54), on obtient 

A l'égard de da;, il suffit de différentier l'équation (36) pour en obtenir la va-

(*) Pour le démontrer, nous écrirons ainsi ce polynome : 

— (x" — bx — a), 
et nous trouverons les facteurs de x^ — bx — a, en égalant à zéro cette expression, ce qui nous 
donnera 

(lonc, par la propriété des équations {voyez la note 8), 

et puisque, par hypothèse, a représente une quantité positive, les facteurs qui composent ce pro-
duit ne peuvent être imaginaires. Au reste, sans résoudre l'équation x" — bx — a = o, on peut 
conclure, d'après le signe de son dernier terme, art, 304, qu'elle a ses racines réelles. 
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leur en z, et nous trouverons 

320. Appliquons ce procédé à l'exemple 

nous diviserons l'équation (SB) par l'équation (57), et nous aurons 

donc 

ou, en remettant la valeur de z, donnée par l'équation (54), 

321. Prenons encore pour exemple da; { /^ax—a; ' : en comparant ce 
radical à celui de l'équation (54), nous aurons « = 0 , a' = 2a, et les équa-
tions (47) et (40) deviennent 

ces équations multijiliées l'une par l'autre, nous donnent 

expression qui s'intègre par la méthode des fractions rationnelles. 

De l'intégration des différentielles binômes. 

322. Nous avons vu qu'un moyen très fécond pour intégrer des fonctions 
qui contiennent des radicaux , était de transformer ces fonctions en d'autres 
rationnelles, pour pouvoir y appliquer la méthode des fractions rationnelles. 

La difficulté est de trouver la transformation qui peut être employée pour 
chaque cas; nous avons indiqué celle qui convient lorsque les radicaux ne 
sont que des trinômes, dans lesquels la variable ne surpasse pas le second de-
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gré ; ces sortes d'expressions étant très fréquentes dans l'analyse, il était utile 
de faire connaître la transformation propre à les rendre rationnelles. Nous 
avons aussi donné un procédé général pour rendre rationnelles les fonctions 
qui ne contiennent que des monomes élevés à des puissances fractionnaires ; 
nous allons examiner maintenant si, à l'aide d'une transformation, on peut 
rendre rationnelles les expressions binômes qui sont affectées d'exposans 
fractionnaires. 

323. La formule générale des expressions binômes est 

Si p est un nombre entier, cette formule s'intégrera par l'art. 269 ; mais lors-
! \ • V que p sera égal à la fraction - , nous aurons 

Pour rendre cette expression rationnelle, nous ferons 

ou, ce qui revient au même, 

et par conséquent 

U 
L'équation (60) étant différentiée, nous donne 

la même équation (60) étant résolue par rapport à x, on a 

donc, eu élevant les deux membres de cette équation à la puissance m, on obtient 

(*) L'expression binôme kx>' + étant un cas particulier de celle-ci, {kx'' + Bx')P, c'est à 
cette dernière formule que nous rapporterons les différentielles binômes ; nous pourrons 1 écrire 
ainsi : 

et, en faisant s — r = n, rp = — 1, elle deviendra 

a;'»-' (A -)- Bx");', 
On a préféré remplacer rp par m — 1, plutôt que par 7n, parce que les conditions d'intégrabilité 
seront plus faciles à exprimer, comme nous le verrons. 
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différentiant les deux membres, xnettant les eonstantes en dehors, et divisant 
par m, on trouve 

substituant, dans l'équation (o9), cette valeur ainsi que celle de (a-|-Z>j?")ï, don-
née par l'équation (61), on a enfin 

Cette expression est rationnelle lorsque — est un nombre entier positif; car 

^ d 

alors — - — e s t élevé à une puissance entière, et l'on peut réduire l'expres-

sion (68) à un nombre limité de monomes, qui sont intégrables chacun par 

l'article 262 ou par l'article 268. Si - est 

un nombre entier négatif, l'expres-

sion (63) devenant aussi rationnelle, on peut l'intégrer par la méthode des 

fractions rationnelles. 324. Prenons pour exemple l'expression 

Dans ce cas, nous aurons 
% 

par conséquent la condition d'intégrabilité est satisfaite. Substituant ces va-
leurs dans l'expression (63), nous aurons à intégrer 

donc 

on substituera ensuite dans ce résultat la valeur de z en x. 

323. Pour obtenir une autre condition d'intégrabilité, écrivons l'expres-
sion (39) de la manière suivante : 
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et, eu élevant les facteurs du produit /^-^-j-iV", à la puissance - , nous 
y q 

aurons 

Or, d'après la démonstration précédente, il faut, pour que cette quantité soit 
intégrale, qu'on ait 

ou, en exécutant la division indiquée, 

1 
3 

826. Prenons pour exemple l'expression x'̂ àx \ / a-{-bx^. En écrivant ainsi 
cette expression, 

on a 

par conséquent 

donc cette quantité est intégrable. Dans ce cas, on aura (art. 323), 

et en réunissant les exposans de x, cette expression deviendra 

faisant ax-^ nous trouverons 

ou 

la dernière de ces équations nous donne 

http://rcin.org.pl



18^2 CALCUL I N T E G R A L , 

d'où l'on tire, par la différentiation, 

multipliant entre elles ces deux dernières équations, on a 

cette valeur de et celle de étant substituées dans l'expres-
sion (64), on trouve enfin 

expression qui est intégrable par la méthode des fractions rationnelles. 

Des formules de réduction des différentielles binômes. 

527. Lorsque réquation x™'-'dx {a + hx'*)P ne satisfait pas aux conditions d'intégrabilitd que 
nous venons de prescrire, on peut y appliquer l'intégration par parties, de la manière suivante : 

En comparant la formule./ic"-'da; (a + au premier membre de l'équation, art. 279, 

fudv = uv —fvdu, 
nous supposerons 

el nous aurons, en mettant les constantes en dehors du signe d'intégration, 

ou, en réunissant les exposans de x, 

d'une autre part, on a l'équation identique, 

et, en exécutant la multiplication indiquée, celte équation donne 

multipliant les deux membres par x'^-'àx, on trouve 

Au moyen de cette équation, on peut éliminer le dernier terme de l'équation (65) ; car si l'on mul-

liplie l'équation (66) p a r • > et qu'on l'ajoute à l'équation (65), on trouvera 

multipliant par m et divisant ensuite parle facteur constant du premier membre, on obtiendra 
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Par cette formule, on pourra donc faire dépendre l'intégrale de x^-'djc (a-j- bx")i>, d'une autre 
dans laquelle l'exposant qui affecte la parenthèse sera moindre d'une unité. 

Si dans cette formule on met ensuite p — 1 à la place de p, l'intégrale de x^-'dx (a -f-
dépendra de celle de x'^-'dx {a ; par un même procédé, celle-ci, à son tour, dépendra 
de celle de {a -f- bx"')p-^, et ainsi de suite : de sorte que l'exposant de la parenthèse sera 
successivement p — \,p—'2,p — Z...,p — n. (Parn, nous représentons le plus grand nombre 
entier contenu dans p que nous supposons fractionnaire). Si l'on peut obtenir l'intégrale de 
x"'-'dx (a - f bx^^p-", on aura celle où l'exposant de a bx"' est plus fort d'une unité, et ainsi de 
suite, jusqu'à l'intégrale de x'"-'dx{a-^bx'^)P, qu'on obtiendra de cette manière, en un nombre 
limité de termes algébriques. 

Si p était négatif, l'équation (67) donnerait 

faisantp — 1 = on aurait 

formule dans laquelle, si l'on fait p négatif, l'intégrale proposée dépendra d'une autre dans la-
quelle l'exposant de la parenthèse sera plus près de zéro d'une unité. 

328. On peut aussi diminuer l'exposant de x, hors de la parenthèse. Pour cet effet, on égalera 
entre eux les seconds membres des équations (65) et (66), vu que les premiers sont égaux, ce qui 
donnera 

d'où l'on tirera 

et par conséquent. 

faisons m + n = m,p — '\=p, cette équation deviendra 

Au moyen de cette formule, l'intégrale dépendra d'une autre dans laquelle la partie a;"*"', hors de 
la parenthèse, deviendra a:"'-»- ; cette seconde intégrale dépendra à son tour d'une troisième, 
dans laquelle la partie hors de la parenthèse, sera m—In— 1 : en continuant ainsi, les ex-
posans de a; hors de la parenthèse seront successivement w7—l,m—n—l, m—2n—l , m—3w—1... 
m—rn~\. (Par rn, on entend le plus grand multiple renfermé dans m.) 

A la dernière de ces opérations, l'exposant de x hors de la parenthèse, dans le second membre 
de l'équation de réduction, sera donc m—rn—\ ; par conséquent x, dans le premier membre de 
cette équation, aura pour exposant 7n—{r—\)n—'\ : ainsi, en faisant m=m— (r—l)n, dans la 
formule (69), et en représentant par X la partie intégrée, cette formule nous donnera 

Si m est égal à m, le coefficient vi—rn est zéro, ce qui fait évanouir, dans le second membre de 
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l'équation précédente, la partie affectée du signe d'intégration, et il reste 

Cette intégrale étant déterminée exactement, toutes les autres le sont à leur tour, par conséquent 
la formule proposée est alors intégrable. 

529. Nous avons supposé que m était positif dans la formule (69) qui diminue l'exposant hors 
de la parenthèse; pour avoir cellé qui convient au cas où m serait négatif, nous tirerons de la 
formule (69), 

faisant m -n=m, on aura 

Au moyen de cette formule, quand l'exposant hors de la parenthèse est négatif, l'intégrale dépend 
d'une autre, dans laquelle la valeur de cet exposant est moindre de n unités ; car l'exposant de x, 
hors de la parenthèse, dans le second membre de l'équation (71), étant m-\-n—1, si l'on remplace 
m par sa valeur négative, que nous représenterons par m', cet exposant deviendra—(m'—w)—l, 
tandis que celui de hors de la parenthèse, dans le premier membre, sera — 1 ; et en ne 
considérant que les valeurs numériques de ces exposans, il est certain que — {m' — 7i) —1 surpas-
sera— — 1, de unités. 

330. Pour donner une application de ces formules, soit 

J'écris ainsi cette expression : x"'dx (1 — x^) " ; et en la comparant à celle-ci, {a-]-bx'')P, 
j'aurai 

L'exposant de la parenthèse ayant une valeur numérique moindre que l'unité, nous chercherons 
à diminuer l'exposant qui est hors de la parenthèse, et, en conséquence, nous substituerons les va-
leurs précédentes dans la formule (69), ce qui la changera en celle-ci : 

ou 

Si l'on fait successivement 

ainsi de suite. 
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— 7 = z = , q u ' o n mettra dans l'équa-
yl—x"" 

lion (72), et l'on trouvera 

on substituera ensuite successivement, dans ce résultat, les valeurs de 

si m est un nombre entier pair, la dernière intégrale que l'on obtiendra sera 

si m est un nombre entier impair, cette dernière intégrale sera 

et comme alors a;dj;est la différentielle de x", à un facteur constant près, nous ferons 1 — x'^—z 
ce qui nous donnera 

La dernière intégrale étant trouvée, il en résulte que lorsque m sera un nombre entier, la for-
mule pourra toujours s'intégrer. 

331. Prenons encore pour exemple : en écrivaut ainsi cette expression 

on la comparera à la formule (71) pour diminuer l'exposant hors de la parenthèse, et l'on aura 

au moyen de ces valeurs, la formule (71) deviendra 

ou plutôt 

Si m est un nombre pair, par exemple 8, l'intégrale de — d é p e n d r a de celle de — 

celle-ci, en vertu de la même formule, dépendra à son tour de celle de — , jusqu'à 

m = 2 ; dans ce dernier cas, la formule (73) donnera 

de sorte que, par des substitutions successives, on obtient l'intégrale lorsque m est pair. 
Dans le cas où m est impair, par exemple 7, en mettant successivement dans la formule (73) à 

ÉLÉME^iS DE C \ L C n i . DIFFÉREMTTEr. . 2 4 
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la place de m, les valeurs 7, 6, 5, on ne pourra s'arrêter à vi — \ \ car, dans cette hypothèse, le 

coefficient ^ ~~ ^ de la seconde intégrale deviendrait — ^ = — <» ; ainsi la plus petite valeur que 

l'on pourra donner à m, sera »î = 5. Dans cette hypothèse, la formule (73) deviendra 

Tour intégrer l'expression — 7 = = , nous ferons a; = - , ce qui nous donnera 
. x l / 1 — x ' ^ 

et par conséquent 

nous avons trouvé, art. 288, page IS l , 

donc, en changeant x en 2, nous aurons 

1 
remettant pour 2 sa valeur - , on aura 

da; 
Ainsi la formule — — - — - peut s'intégrer, soit qu'on prenne m pair ou impair. 

x^y 1 — x^ 

De l'intégration des quantités qui renferment des sinus et des cosinus. 

52. L'intégration des quantités qui renferment des sinus et des cosinus 
dépendant de la possibilité de développer cos'a;, cos^^, cos^a?, etc., en fonc-
tion des expressions cos;r, cos2.r, cosâx, etc., nous allons démontrer prélimi-
nairemerit comment on peut y parvenir par la seule Trigonométrie {note neu-
vième). 

Si dans la formule 
cos (a- | - i ) = cos a cos h — sin a sin h.... (7-'f), 

on a fait a—h, on aura 
cos 2 a = c o s ^ a — sin^a=cos^a—(1 — cos^a) = 2 c o s ' ' a — 1 ; 

on tire de là 
= cos 2a,-

multipliant cette équation par cos a, elle devient 
cos'a = x cos a - j -^cosa. cos2a. . . . (75). 
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Or, si à l'équation (7-4) on ajoute celle-ci : 

on obtiendra 
i 

faisant 6 = 2», on aura 
cosacos C0s3a-{--TC0s a ; 

éliminant cosa cos 2a, entre cette équation et l'équation (73), on trouvera 
c o s ^ a = | cos a -j--^ cos 3a. 

On calculerait par le même procédé les puissances supérieures de cos a. 

§33. Cela posé, lorsqu'on aura à intégrer l'expression cos"' xàx, dans ' 
laquelle m est un nombre entier, on mettra cos'" x, son développement, qui, 
d'après ce qui précède, ne contiendra que des termes de cette sorte : 

constante, cosa;, cos COS 3a;, cos-ia;, ...coswa',* 
ainsi tout se réduit à savoir intégrer cosy/i.rda;. 

P O U F cet elfet, nous remarquerons que si dans l'équation 

on fait z~mx, on aura 
( 

donc 

On trouverait de même que 

Prenons pour exemple cos^ x. da;: mettant pour cos^ x sa valeur cos 2a', 
nous aurons 

334. Si l'on voulait intégrer sin"*jd.r, on procéderait d'une manière analo-
gue; ou bien, en représentant par z l'arc complément de x, on aurait 

x—^Tt — 5 et da;= — dz, sina; = c o s s ; 
on changerait donc la formule sin"'a;.d;r, en celle-ci : — cos^'^d^, et l'on inté-
grerait comme ci-dessus. 

333. Prenons le cas plus général sin"'a; cos"a;da; ; si m est pair, on fera 
/n = 2«i', et l'on aura à intégrer 

On développera (1 —cos'a;)'"', et en multipliant par cos'*rda; on obtiendra une 
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suite de termes, chacun de la forme coŝ A'da', et l'on intégrera comme ci-dessus ; 
si m est impair, on fera « i = 2 m ' - j - l , et l'on aura 

sin™a7cos"a;da;=sin='"'a7 cos"ar sina;dj7 = (l—cos^a^)'"' cos"a7 X —dcosa--; 
faisant cos x—z, on changera cette expression en 

m' et n étant par hypothèse des entiers, on développera par le binôme et l'on 
intégrera. 

836. Pour appliquer ce procédé aux expressions 

comme la seconde rentre dans l'autre, en faisant x— ^ — z, nous ne considé-
Jd 

rerons que la première. Si m est pair, nous supposerons m = 2w', et nous 
aurons 1 

expression dont l'intégrale dépendra de celles de sinâ d̂ar et de 

Nous savons intégrer la première (art. 38-4), et nous verrons bientôt coilî» 
ment s'intègre la seconde. Si m est impair, en faisant w = 2m'- | - l , on aura, 
par le binôme. 

expression dont l'intégrale dépendra de celles de sin' x cos r̂da: et de 

nous avons traité delà première, art. 33-4, occupons-nous de la seconde. Pour 

intégrer nous ferons sin x—z; donc dx cos x=dz, et par conséquent 

A l'égard de l'intégrale d e - r ^ ^ , la même transformation changera cette ex-
Slll X 

pression en T j ^ ^ ' formule que nous savons intégrer (art. 319). 

dar 
837. Enfin, si l'on a à intégrer--— , on multipliera cette expression 

COS X sin X 
par quantité qui équivaut à l'unité, et l'on aura 
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par là on diminuera la somme des exposans du dénominateur; et, en répétant 
un eertain nombre de fois cette opération, et en mettant successivement à part 
toutes les fractions qui, dans leurs dénominateurs, ne renferment qu'une 
puissance d'un sinus ou d'un cosinus (parce qu'on sait intégrer ces fractions 
d'après ce qui précède), à la dernière opération, on tombera sur des termes 
qui pourront encore contenir des puissances de sinus et de cosinus, ou qui se-
ront des formes suivantes : 

d.r Pour intégrer ^̂  , on multipliera le numérateur par cos'x-f-sin'a:, quan-
suix cosx * I I ' n 

tité qui équivaut à l'unité, et l'on aura 

exj)ression dont l'intégrale est (art. 267) 
log sin X — log cos x log C == log C tang x. 

dr 
Pour intégrer- — , on fera cos x — z, et l'on aura sin X 

formule intégrable par la méthode des fractions rationnelles (art. 293). A 
d.r 

l'égard de —^—, on supposera sin x^x, d'où l'on tirera (art. hk) dxcos z=dz; 
cos X 

et en divisant par cos^ x, on trouvera 

intégrant, on obtiendra 

3B8. En général, on peut toujours transformer les expressions qui con-
tiennent des sinus et des cosinus en d'autres qui n'en renferment pas : pour 
cela, il suffit d'égaler sin xou cos x à une nouvelle variable z. Par exemple, si 
dans l'expression sin'"a; on suppose sin x= z, on aura 

substituant, on trouvera 

expression qui se rapporte aux différentielles binômes, 
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On peut aussi appliquer immédiatement l'intégration par parties à l'expres-
sion (*) sin'"x cos"a;da?. 

339. Enfin, les formules trigonométriques peuvent être aussi employées avec 
avantage dans de certains cas. Pour intégrer, par exemple, sin wx cosnxda?; 
comme la Trigonométrie nous donne 

sin a cosb—^ sin sin {a — i) ; 
en comparant l'expression sin mx cos nx à cette formule, on trouvera 

sin wi' cos nx(\x={ sin \{m-\-n) a] dx-{-^sin [(m — n)x] da', 
et l'intégrale sera, art. 333, 

De l'intégration des quantités exponentielles et logarithmiques, 

340. 11 a été démontré, art. 37, équation (23), qu'en prenant les logarithmes 

dans le système népérien, on avait da'^ — a" àx log a ; donc, réciproquement. 

Ceci peut nous servir pour intégrer l'expression générale a^Xdx, dans laquelle 
X est une fonctio<i de x. Pour cet effet, nous écrirons ainsi cette expression : 
X.a'dx; et en intégrant par parties, art. 279, nous aurons 

Cela posé, en différentiant successivement la fonction X, nous en tirerons 
dX==XUr, dX'=X"d.r, etc.; donc 

substituant cette valeur à la place du dernier terme de l'équation (76), nous 
obtiendrons 

En continuant d'opérer de la sorte, nous parviendrons à ce développement 

n Tour la comparer à udv, art. 279, équation (19), on la décomposera ainsi : 
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Si, en prenant la suite des coefficiens différentiels X', X", X'"...XW, le dernier 
de ces coefficiens est constant, on aura d X W = o , et alors la partie intégrale 
s'évanouira. 

341. Prenons pour exemple X = x ^ , d'où l'on déduit 

donc 

Si l'on fait a égal au nombre e, qui est la base du système népérien, log a 

devient log e; or, log e — l , en vertu de l'équation par conséquent 

342. On peut encore parvenir à un autre développement de J'a^'.Xdx. Pour 
cela faisons J'Xdx = ?, J'?dx=Q, y Q d a ; = R , etc., et intégrons par parties, 
art. 279; nous aurons 

et en substituant, l'équation (77) deviendra 

En continuant d'intégrer par parties, on aura en général 

343. Si l'on applique cette formule au cas où X = on trouvera 

donc 

L'intégrale de " est une fonction transcendante qu'on n'a pu déterminer 

jusqu'à ce jour. 

344. En général, on voit que quelque puissance négative et entière que l'on 
prenne pour exposant de x, on doit toujours tomber sur cette transcendante 

car, dans les fonctions successives P, Q, R, etc., les exposans de x 
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diminuant toujours d'une unité, la dernière de ces fonctions doit être de la 

A forme- , et par conséquent la dernière intégrale sera 
X 

parce que A est constant. 

Pour avoir une valeur approchée de l'intégrale de on n'a d'autres 

moyens que de substituer dans cette expression le développement de a®, qui 
est, comme on l'a vu, 

l + ^ l o g a + 2 (log (loga)^-l-etc., 

et d'intégrer ensuite chaque terme. 

345. Si dans l'équation— = d log ou plutôt dtt=ifdlogM^ on fait u 
on aura 

dxr—xrAXo^zX'., 

ainsi, toutes les fois qu'on pourra décomposer une différentielle en deux 
valeurs dont l'une soit représentée par xT, et l'autre par dlog xr, l'intégrale 
sera ai^'-j-C. 

346. L'intégration par parties peut aussi s'appliquer à celle de l'expression 
Xdj7 (loga?)"; car si l'on représente par X„ l'intégrale de Xdo;, on aura 

On fera dépendre à son tour cette dernière intégrale d'une autre, de la 
forme (loga;)"-% et ainsi de suite 

De la série de Jean Bernouilli^ 

347. Nous avons vu que beaucoup d'expressions différentielles n'étaient 
intégrables qu'après avoir été réduites en séries, et que, pour cet effet, en 
désignant par Xdâ  une différentielle dans laquelle X est une fonction quelcon-
que de X, il fallait préliminairement réduire en série la fonction qui est repré-
sentée par X, et intégrer ensuite, après avoir substitué ce développement dans 
la formule Xda;. 

La série de Bernouilli a l'avantage de réduire f\(S.x en série, avant même 
que l'on ait donné la forme de X ; cette série est dans le Calcul intégral ce que 
celle de Taylor est dans le Calcul différentiel. Voici de quelle manière on la 
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démontre. Cherchant d'abord à intégrer Xdx par parties, art. 279, on com-
parera/Xda; au premier terme de la formule 

et l'on aura 

par conséquent l'intégration par parties s'effectuera en écrivant 

l'intégrale se prenant par rapport à la variable x, nous avons 

par conséquent 

' dx 

Intégrant encore par parties, u sera représenté, dans ce cas, par — etdcpar 

xdx; de sorte que nous aurons v = et nous trouverons 

ou, en mettant la fraction ^ hors du signe d'intégration, 

, d'X d'X , , 
remplaçant— par — d a : et opérant de même, nous obtiendrons 

et ainsi de suite. 
Substituant la valeur du premier membre de l'équation (79) dans l'équa-

tion (78), et portant ensuite, dans le résultat, celle du premier membre de 
l'équation (80), nous obtiendrons 

De la quadrature des courbes. 

348. Soit s, fig. 7S, l'aire ABMP d'une courbe plane; si l'abscisse AP = a;pĵ ,, 75. 
devient AP'=a;-{-/t, l'aire s deviendra 
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18^2 CALCUL I N T E G R A L , 

on aura donc 

aire tnixtiligne P 

cette aire est comprise entre les deux rectangles PM' et P'M, dont il est facile 
d'avoir les expressions analytiques : 

Fig. 75. 

le rapport de ces rectangles est 

dans le cas de la limite, ce rapport se réduit à 

Or, la surface mixtiligne PMM'P' étant comprise entre les deux rectangles, 
diffère moins du rectangle P'M que le rectangle PM'; donc, si dans le cas de 

PM' la limite on a = à plus forte raison l'unité sera la limite du rapport 

En remplaçant les termes de ces rapports par leurs expressions analytiques, 
on aura 

on passera à la limite en faisant h = o, et l'on trouvera 

ds—fv.dx; et en mettant pour fx sa valeur, on aura 

349. On peut aussi déterminer la différentielle de l'aire d'une courbe, par 
Fig. 76. la méthode des infiniment petits, de la manière suivante, fig. 76 : 

trapèze PMM'P 

rejetant àxày comme infiniment petit du second ordre, il reste yàx pour la 
différentielle. 

Fig. 77. 3S0. Pour première application, cherchons, fig. 77, l'aire d'une portion 
RMP de parabole. Soit y' = mx l'équation de cette parabole, dont l'origine 
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est A ; on trouve, en différentiant, 

intégrant, on a 

Pour déterminer la constante, j'observe que lorsque y — o, l'intégrale, qui 
exprime la surface cherchée, est nulle en même temps. Cette hypothèse réduit 
l'équation (8!2) à o = o-[-C; donc 

851. Nous avons maintenant des observations importantes à faire sur la 
détermination de la constante : pour cela, résolvons le même problème en 
prenant la parabole dont l'équation est 

L'origine des abscisses ici n'est plus au sommet de la courbe, car, en faisant 

y ~ o , l'équation (88) donne = ; et comme cette abscisse doit se ter-
n ' 

7)% 
miner au point B, fig. 78, où y — o, on portera — de B en A, et le point A Fig. 78. 

ft 
sera l'origine. Cela posé, en opérant comme précédemment, on trouvera 

Pour déterminer la constante, j'observe que la surface ADMP, fig. 78, qui Fig. 78. 
représente ici l'intégrale, doit être nulle lorsque l'ordonnée MP coïncide 
avec AD ; or, AD étant l'ordonnée qui passe par l'origine A où l'abscissea:=o, 
l'équation (88) nous donnera, dans cette hypothèse, 

ces valeurs réduirontl'équation (84) ào = ^ —-[-C; d'où l'on déduit C 
Tt 

et par conséquent l'intégrale cherchée est 

Dans ce qui précède, nous avons tiré de l'équation de la courbe la valeur 
de d.i, pour la substituer dans la formule yà.r, et intégrer ensuite. Nous aurions 
pu opérer autrement, en mettant dans cette expression la valeur de y plutôt 
que celle de dâ ; car, pour obtenir l'intégrale, il suffit que la différentielle 
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proposée ne contienne qu'une variable; ainsi on choisira la substitution qui 
exigera le moins de calculs. 

352. Une intégrale telle que J'fxAx, peut toujours représenter l'aire d'une 
courbe dont l'éqilation serait y = / i : en effet, cette équation étant donnée, si 
l'on substitue la valeur de y dans la îoTmnle fydx, on aura jfx.Ax pour la 
surface de cette courbe. C'est pourquoi lorsqu'un problème nous a conduit à 
intégrer une fonction d'une seule variable, on dit que ce problème est ramené 
aux quadratures. 

353. Soit y une fonction X de x, et supposons qu'en intégrant Xdar on ait 
obtenu 

cette intégrale, dans laquelle la constante C n'est pas encore déterminée, porte 
le nom àHntégrale indéfinie générale, ou plus sim{)lement d'intégrale indéfinie, 
et elle est complète lorsqu'elle renferme la constante arbitraire C. 

354. Si, par une hypothèse, on détermine cette constante C; si l'on suppose, 
par exemple, qne /'XAx doive s'évanouir lorsque x = a, l'équation (85) donne, 
dans ce cas, o = F a 4 - C ; donc C = — Fa, et cette même équation (85)devient 

J'\ù.x = Yx — Fa; 
cette intégrale Yx — Fa est alors une intégrale particulière, et l'on voit que le 
nombre des intégrales particulières d'une expression différentielle est illimité, 
puisqu'on peut établir une infinité d'hypothèses différentes sur la constante. 

355. Lorsqu'on fait l'hypothèse de l'intégrale nulle et de x — a , c'est admet-
Fig. 79. tre qu'en prenant, fîg. 79, une abscisse AB = a, la surface soit comprise entre 

la limite BD et la limite indéfinie MP qui correspond à = donc l'opéra-
tion par laquelle nous déterminons une intégrale particulière est la même que 
celle qui fixerait la position de la limite BD, depuis laquelle on compte l'inté-
grale. La seconde limite PM sera fixée à son tour invariablement, si nous don-
nons à a; une valeur déterminée^; alors l'intégrale part icul ièreJ'Xdx—fx—Fa, 
deviendra 

et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas, l'intégrale porte le 
nom d'intégrale définie, et l'on dit qu'elle est prise depuis a - = a jusqu'àa? = /6. 

356. Pour désigner une intégrale de ce genre, on emploie la notation sui-
vante, qui est due à M. Fourier, 

ce qui signifie que l'intégrale est prise entre les limites a et b. 
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Par exemple, si l'on avait 

cette expression nous indiquerait que l'intégrale prise depuis «jusqu'à h, a été 
continuée de b en c, de sorte que l'intégrale totale se trouverait exprimée par 

§57. Cherchons maintenant l'intégrale définie de ; nous sommes donc 
censés connaître deux valeurs, a et b, qui satisfont à l'intégrale indéfinie 

Supposons que la première corresponde à f\àx = o, on aura 

et l'intégrale particulière sera 

Nous ferons ensuite x=b, et nous aurons pour l'intégrale définie 

358. On parvient aussi à cette intégrale en faisant successivement x—a et 
x=^b dans l'intégrale indéfinie, et l'on a 

on retranchera ensuite le premier résultat du second ; mais, en prenant cette 
différence, il faut toujours avoir soin que la partie soustraite soit la valeur de 
la fonction de x à l'origine de l'intégrale. 

359. Pour troisième application, déterminons l'aire d'un triangle rectan-
gle ABC, fig. 80 : l'équation de la droite AC étant y — ax, en mettant cette Fig. 80. 
valeur de y dans la formule yàx, on obtient a.rd.r; donc 

la surface étant nulle quand x — o, la constante est égale à zéro, donc 

360. Si dans la formule i/d.r on met la valeur de y, tirée de l'équation du 
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cercle, on trouvera y'd^ j / a' — pour l'expression de l'aire du cercle. Nous 
avons vu, art. 282, que cette intégrale avait pour valeur 

La partie j ne pouvant se déterminer qu'en supposant connu 

le rapport du diamètre à la circonférence (*), on voit que l'intégration de 
d:r j / a'—x"̂  ne peut conduire à la solution du problème de la quadrature du 
cercle. Il en est de même de la quadrature de l'ellipse qui dépend de 

Si l'on compare ces deux expressions, on en tirera la proportion 

ou 

d'où l'on tire 

De la rectification des courbes. 

861. Rectifier une courbe, c'est obtenir une droite égale à un arc de courbe. 
Nous avons trouvé, art. 139, que la différentielle d'un are de courbe avait 
pour expression 

une équation entre deux variables x eiy étant donnée, si l'on veut rectifier la 
courbe à laquelle elle appartient, on différentiera cette équation, et on en 
tirera la valeur de dx ou de dy, qu'on substituera dans l'expression (88) ; alors 
le radical ne contiendra plus qu'une variable, et si l'on peut obtenir l'inté-
grale, la courbe sera rectifiable. 

362. Prenons pour exemple la courbe (**) dont l'équation tf—nx", a été 

C) Si, par exemple, a et j'opère comme dans l'art. 278, pour déterminer 

l'arc correspondant. • 
C*) Elle porte le nom de seconde parabole cubique. Cette équation, ainsi que celle de la para-
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trouvée, art. 166, à l'aide d'autres coordonnées; cette équation étant différen-
tiée, nous donnera 

d'où nous tirerons 

substituant, on a 

Ay étant la différentielle de l'expression qui est sous le radical, à une con-

stante près, nous ferons, article271, d'où l'on tire èy = ~ d^; 

substituant, nous aurons 

donc 

ou, en remettant la valeur de z, 

Pour déterminer la constante, on voit, d'après la nature de l'équation de la 
courbe, qu'à l'origine des abscisses y est o ; ainsi, en supposant que l'intégrale 
soit nulle en ce point, on a 

et par conséquent 

Si x = a, l'arc s, compris entre les limites x=o etx = a, sera 

bole ordinaire, n'est qu'un cas particulier de l'cqiialion générale = ax"; c'est pourquoi cette 
équation est appelée Véquation de la parabole de tous les ordres. 

On a aussi regardé l'équation jy^ = « de l'hyperbole entre ses asymptotes, comme un cas parti-
culier de l'équation = qui est appelée pour cette raison, Véquation de Vhyperbole 
de tous les ordres. 
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yl^y-i 

363. L'équation de la cycloïde, art. 200, donne dx'' ; substituant cette valeur dans 

la formule fSSI. nous trouverons 

Comme dy exprime la différentielle de l'expression qui est sous la parenthèse, multipliée par — 1, 
nous ferons, art. 271, 2a —j' = z, et nous aurons 

Cette équation étant intégrée, donne 

ou, en restituant la valeur dey, 

Pour déterminer la constante, nous prendrons l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse quand 
y = 2a ; dans cette hypothèse, l'équation (89) se réduira à o = o + C, ce qui montre qu'il n'y a 

Fig. 81. point de constante à ajouter ; alors l'arc de cycloïde s'étendra depuis le point B, fig. 81, o ù r = 2 r t , 
jusqu'au point M, dont les coordonnées sont x et y . La valeur absolue de l'arc MB étant 

2 V /2a {2a—X), nous remarquerons que BE=:2a—r; donc 2^/ 2rt {"la-y) = 2 l / n u X Bfc:=âBG; 
d'où il suit que l'arc de cycloïde MB est égal au double de la corde GB ; par conséquent, arc 
AB = 2BD. 

De la détermination de l'aire des solides de révolution. 

Fig, 75. 364. Si une courbe BC, fig. 75, tracée sur un plan, fait une révolution au-
tour de l'axe AX, elle engendrera un solide de révolution. Clierchons la diffé-
rentielle de l'aire engendrée par cette courbe. Pour cet effet, soient AP = a?, 
P M = y , PP' = A, et par conséquent 

Dans ce mouvement de rotation, les ordonnées MP et M'P' décrivant des cer-
cles inégaux, ces cercles seront les bases d'un cône tronqué, dont la corde MM' 
sera le côté. L'aire de ce cône tronqué aura pour expression 

En représentant par 1 : r̂ le rapport du diamètre à la circonférence, l'expres-
sion précédente deviendra 
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et en mettant pour les ordonnées PMetP'M', leurs valeurs analytiques, on aura 

aire cône trafiqué 

d'où l'on tirera en divisant, 

Si nous représentons maintenant par u l'aire engendrée par le mouvement de 

rotation de l'are MM', et par s eet arc de courbe; comme en diminuant h, cet 

arc tend à se confondre avec sa corde, le premier membre de l'équation pré-

cédente devra être remplacé, dans le cas de la limite, p a r ^ ; et le second se 

réduisant alors à nous obtiendrons 

et par conséquent dM = 27ryds; et en mettant pour ds sa valeur trouvée, arti-
cle 1S9, on aura enfin 

3G5. Par les infiniment petits on aurait considéré l'élément de la surface 
de révolution, comme celle d'un cône tronqué, engendré parla rotation du 
trapèze élémentaire MPP'M', fig. 76, autour de PP'; ce cône tronqué aurait Fie. 76. 
pour expression 

supprimant le terme Trdyds, comme infiniment petit du second ordre, il res-
terait 

366. Pour première application, prenons l'aire du paraboloïde de révolu-
tion, qui est le solide engendré par la révolution d'un arc AM de parabole, 
fig. 82, autour de son axe : l'équation de la parabole i f = p x donne Fig. 82. 

r f 

Cette valeur étant substituée dans la formule '̂ Tzy j / la réduit à 

ydy étant la difFérentielle de la quantité qui est sous le radical, à une con-
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stante près, je fais, art. 271, Utf -j-ja' ==2, et en différentiant je trouve y d y = 

substituant et intégrant, j'obtiens 

Je détermine la eonstante en supposant que l'intégrale soit nulle lorsque j / = o , 
ce qui réduit l'équation précédente à 

et en supposant que l'intégrale soit prise depuis y = o jusqu'à y—h, l'inté-
grale définie sera 

367. Pour seconde application, évaluons l'aire de la sphère. Cette surface 
courbe étant engendrée par la révolution de la demi-circonférence autour du 
diamètre, soit — l'équation du cercle; en différentiant nous trouve-
rons xàx-{-yày = o\ donc 

substituant cette valeur dans la formule (90), nous obtiendrons 

Pour déterminer la constante, nous prendrons l'intégrale à partir du point A, 
Fig. 83. fig. 83, et puisque l'origine des abscisses est au centre, nous supposerons l'in-

tégrale nulle lorsque x — — a ; cette hypothèse réduira l'équation (91) à 

o = —27ia'-4-C; donc C = 2Trâ ; 

substituant cette valeur dans l'équation (91), nous aurons 

Prenons maintenant l'intégrale définie entre les limites x — — a etx=a; il 
faudra changer x en a dans la formule précédente, et nous obtiendrons, pour 
la surface de la sphère, 

f^I^adx=2T: (2a )̂ = 

363. On peut aussi trouver l'aire du cylindre droit ; car cette surface étant 
Fig. 84. engendrée par la révolution du rectangle AD, fig. 8-4, autour de l'axe AB, soient 

AB = o, CA = fc; l'équation de la droite CD sera y=b; d o n c d y = o . En 
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substituant ces valeurs dans la formule (90), on la réduit à '2iitbd.v ; et en inté-
grant on a 

Si l'on prend l'intégrale définie entre les limites x—o et x — a, on trouve 
pour l'aire du cylindre 

= X a— circonférence de la base X la hauteur. 
A l'égard de l'aire du cône, ce solide étant engendré par la rotation du trian-
gle rectangle ABC, fig. 83, autour de l'axe AB, soient AB = a, CB = Z>; l'équa-^"'^' 

tion de AC sera y — ~ x ; cette équation donne, par la différentiation, 
Cl 

Les valeurs de y et de dy^ étant substituées dans la formule (90), on a 

et en prenant l'intégrale définie entre les limites x — o et x = a, on obtient 

aire du cône = 

De la cubature des solides do révolution. 

â69. Soit V le volume engendré par la révolution de l'aire mixtiligne ABPM 
autour de l'axe AX, fig. 73; si l'abscisse AP = a; devient = solide Fig, 75,. 
de révolution s'accroîtra du corps engendré par la rotation du trapèze mixti-
ligne PMM'P' autour du même axe. Le volume engendré par ABMP étant une 
fonction de x, puisqu'il s'augmente ou diminue en même temps que a;, il s'en-
suit que le volume engendré par ABM'P' sera une fonction de x - \ - h , et aura 
pour expression 

])ar conséquent, si l'on en retranche le volume engendré par ABMP, on aura 

pour le volume engendré par PMM'P'. Or, ce volume étant compris entre les 
cylindres engendrés par les rectangles MP' et M'P, différera moins de l'un de 
ces cylindres que ces cylindres ne diffèrent entre eux ; donc, si l'on peut 
prouver que, dans le cas de la limite, le rapport de ces cylindres est 
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l'unité, il en sera, à plus forte raison, de même du rapport du corps décrit 
par PMM'P', à l'un de ces cylindres. Cela posé, on a évidemment 

le cylindre décrit par PM' = 
le cylindre décrit par P'M — 

donc le rapport de ces cylindres est exprimé par 

En faisant h—o, on voit que ce rapport se réduit à l'unité ; il en sera donc de 
même du rapport du volume engendré par PMM'P' à celui du cylindre décrit 
par MP'. Or, ce rapport étant représenté par 

on a, dans le cas de la limite, 

d'où l'on tire 

et enfin 

870. On parviendrait au même résultat par la considération des infiniment 
Fiff. 86. petits : car on peut concevoir le volume MON, fig. 86, comme partagé en 

tranches infiniment minces, par des plans perpendiculaires à l'axe de révolu-
tion; l'une de ces tranches, qui est l'élément du corps, peut être considérée 
comme un cylindre dont la base est le cercle décrit par y, et dont la hauteur 
est égale à l'épaisseur ah représentée par dx ; par conséquent cet élément a 
pour expression ny '̂dx. 

871. Appliquons cette formule à la détermination du volume de l'ellipsoïde 
allongé, qui est le volume engendré par la révolution de l'ellipse autour 
de son grand axe : l'équation de l'ellipse rapportée au centre étant 

on substituera cette valeur de ŷ  dans la formule '^y-dx, et 

l'on aura 
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et en intégrant, on trouvera 

Supposons que l'intégrale soit nulle au point A, fig. 8 7 , où x — — o, nous Fig. 87. 
aurons 

et en substituant cette valeur de C, l'équation (93) devient 

Faisons ensuite x~a, pour avoir l'intégrale définie comprise entre les limites 
x~ — aetx = -\-a, nous obtiendrons 

tel sera le volume de l'ellipsoïde allongé. Si b=a, ce volume deviendra celui 
de la sphère, et aura pour expression 

Déterminons encore le volume du paraboloïde de révolution. Pour cet effet, 
prenons la parabole de tous les ordres pour génératrice; l'équation de cette 
parabole nous donnera 

substituant cette valeur dans la formule (92), nous obtiendrons 

Pour déterminer la constante, nous supposerons le volume nul à l'origine 
où 0̂  = 0; alors nous aurons C = o. 

Lorsque m = 2 et w = l , on a y — ax" ; d'où l'on tire y' =a'x, ce qui est 
l'équation de la parabole ordinaire, dans laquelle a' tient la place de la con-
stante p de l'équation de cette courbe. Dans cette hypothèse on a 

Or, Try-" étant l'aire du cercle dont PM, fig. 88, est le rayon, l'expres-Fig. 88. 
sion 4 r e p r é s e n t e la moitié du cylindre décrit par APMB autour de l'axe 
des abscisses : donc le volume de la parabole ordinaire est la moitié de celui 
du cylindre circonscrit. 
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De la cuhature des corps terminés par des surfaces courbes, au moyen des 
intégrales doubles. 

o72. Proposons-nous de déterminer l'expression de la différentielle d'un volume terminé par 
Fiff. 89, yjjg surfacedont l'équation est donnée. Soit EDCB, fig. 89, un volume compris dans l'angle des axes 

coordonnés Ax, A.r et kz, et terminé par un plan DCG, parallèle à celui des j -z; si x devient 
X -{- h, ce volume s'accroîtra d'une tranche DD'CC, dont l'épaisseur sera h ; el en nommant V ce 
que devient alors le volume, on aura 

et la tranche DIXCCTG sera représentée par 

dans le cas de la limite, cette équation nous donne 

Nous avons déjà fait assez connaître les méthodes des limites et des infiniment petits, pour que 
nous ne craignions pas d'employer ici quelques considérations tirées de cette dernière, afin de jeter 
plus de jour sur cette matière ; on pourra ensuite, sans difficulté, revenir aux limites. L'équa-

dV 

lion (94) nous montre que — est le coefficient différentiel qui détermine le volume ;parconséqueul 

dV 
la différentielle est — dx .• celte différentielle n'est autre chose qu'une tranche infiniment minCC ûcc 
DD'CC'FG, dontdx serait l'épaisseur. Si dans cette tranche on fait varier^, elle deviendra infini-
ment mince dans le sens des x , comme elle l'est déjà dans celui des x ; et, par conséquent, elle se 
réduira à un petit prisme élémentaire ID'KF, dont 2 sera la hauteur, et qui aura pour base 
FGKL = d x d r ; nous aurons donc 

équation qui nous donnera 

remplaçant s par sa valeur tirée de l'équation de la courbe, cette valeur sera, eu général, une 
fonction de x et d e y , que nous représenterons par M, el nous aurons 

373. Pour déterminer le volume, au moyen de cette expression, écrivons-la ainsi : 

la notation qui est dans le premier membre nous montre qu'on est parvenu à l'expression de la 
dV différentielle de en regardant^ comme variable el x comme constant ; la même hypothèse 

devra donc avoir lieu lorsque, par une opération inverse, nous intégrerons ; mais alors x , étant 
traité comme une quantité constante, pourra se trouver dans la constante qu'on doit ajouter à l'in-
tégrale. Nous regarderons donc, en général, celte constante comme une fonction de x ; el en la 
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représentant par X, nous aurons, par une première intégration, 

dV 
Pour exécuter la seconde intégration, nous remarquerons que la notation^— montre que la diffé-
rentielle du volume doit être prise en regardant x comme la seule variable : nous devons donc 
conserver la même hypothèse dans l'intégration ; ainsi, en représentant par Y la fonction de y , qui 
remplacera la constante, et en multipliant préliminairement par dx, pour changer le coefficient 
différentiel en une différentielle, nous trouverons 

374. L'ordre des intégrations étant arbitraire, on peut indiquer ainsi les opérations que nous ve-
nons d'exécuter : 

375. Pour donner une application de cette méthode, proposons-nous de trouver le volume de la 
sphère : l'équation de la sphère étant 

on tirera de cette équation la valeurde z, et en la mettant dans la formule (96), on aura 

regardant^r comme constant, et appelant A' la différence r̂  — f i » ! est essentiellement positive, 
puisque r surpasse toujours y, nous trouverons d'abord, en intégrant par rapport à x, 

or, d'après l'art. 282, nous avons 

et en mettant la valeur de A% on trouve 

Pour prendre l'intégrale définie, observons que la constante^ étant représentée par AP, fig. 90, pig. 90. 
tous les points que nous allons déterminer par cette intégrale, doivent avoir leurs projections sur la 
direction de PM ; car l'un quelconque de ces points ayant la variable z pour ordonnée, aura AQ et 
QN pour ses autres coordonnées, et alors QNsera égal à la constante AP ; et l'autre coordonnée AQ, 
dirigée dans le sens des x, pourra être remplacée par PN : de sorte qu'en comptant les x sur la 
droite PM, les seront constans. Prenant donc l'intégrale de P en M, c'est-à-dire depuis a; = o 

jusqu'à X = PM = — y"-, nous substituerons successivement à x , dans le second membre de 

l'équation (98), les valeurs x — \/r'— y elx=o, et retranchant le second résultat du premier, 
nous trouverons, pour l'intégrale définie, 

et observant que l'arc dont le sinus est l'unité, vaut le quart de la circonférence représentée, sui-
vant l'usage, par 27r, cette intégrale définie devient 

cette valeur d e / d x j / f — x ' — y ' étant substituée dans l'équalion (97), on aura 
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et, en intégrant depuis^ = o jusqu'à r = on trouvera 

Fig. 90. 

Tel sera le volume qui reposera sur le quart de cercle BAC, et qui sera par conséquent le hui-
tième de la sphère. {Note dixième.) 

De la quadrature des surfaces courbes, au moyen des intégrales doubles. 

Fig. 89. 376. Soit, fig. 89, EDCB = S, une surface courbe, et supposons que l'abscisse a; s'accroisse de/<; 

cette surface deviendra S k -f- ^ ^ + etc.; et, dans le cas de la limite, le rapport de l'ac-

croissement de la fonction S à celui de la variable x, se réduira à d'où l'on conclura que la 

différentielle esl ^ da: •• cette différentielle sera représentée, dans la figure, par la bande DD'CC 

d'une largeur infiniment petite. Si dans DD'CC on fait maintenant varier y , et que y de-
vienne encore infiniment petit, la bande DD'CC se réduira à DD'll', et aura pour expression 

r-T- dxd^. 

Or,cette surface DD'II' étant infiniment petite, on peut la considérer comme plane; par consé-
quent, en la multipliant par le cosinus de son inclinaison y sur le plan des x y , elle égalera 
dardj' {note onzième) ; nous aurons donc 

ou 

d'où nous tirerons 

Pour déterminer la valeur de y, sqit Aa;-f B^ 4 - 3 3 - } - D = o, l'équation du plan tan{»ent; 
nous savons que ce plan fait avec le plan des x y un angle qui est donné par l'équation {note 
douzième) 

Si nous considérons donc Aa: -{- B/- Cs -1- D = 0 comme l'équation du plan tangent au point de 
la surface courbe dont la projection est dxdy, nous aurons 

Pour déterminer les coefficiens dififérentiels qui entrent dans cette expression, nous remarquerons 

qu'au point que l'on considère, le plan tangent se confond avec la surface courbe, dont nous repré-

senterons l'équation par z = f{x, y) ; par conséquent, les valeurs de ^ et de qui entrent dans 

l'expression de cos y, doivent être regardées, art. 77, comme les mêmes que celles que l'on dédui-
rait immédiatement de l'équation z = / ( x , r)- Ayant donc fait ces substitutions, on intégrera 
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ensuite deux fois l'équation (99), multipliée par dxd^, opération que nous indiquerons, comme 
précédemment, par un double signe d'intégration, et nous aurons 

377. Pour donner une application de cette formule, cherchons à déterminer l'expression de la 
surface de la sphère. Son équation étant 

nous la différentierons, et nous trouverons, après avoir divisé par 2, 

d'où nous tirerons 

par conséquent 

Substituant ces valeurs dans l'expression , nous la changerons en 

et par conséquent nous aurons 

mettant la valeur de z, on aura 

378. Pour effectuer les intégrations indiquées, nous écrirons 

et par là, nous marquerons que nous devons commencer par intégrer l'expression. 

, en considérant x comme la seule variable ; faisant donc, comme précédemment, 

et intégrant, d'après l'art, 274, nous aurons, en ajoutant une constante fonction de y , 

mettant la valeur de A, et prenant ensuite l'intégrale définie depuis x — o jusqu'à 
il viendra 

cette valeur, étant substituée dans l'équation (101), nous donnera 

en appelant X la constante qu'on doit regarder comme une fonction de x; prenant ensuite l'inté-
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grale définie entre les limites y = oety = r, nous trouverons enfin 

Telle sera la partie de la surface sphérique comprise dans l'angle formé par les axes des coordon-
nées rectangulaires x, y, z, c'est-à-dire la huitième de la partie de la sphère. 

De Vintégration des fonctions de deux variables. 

379. Les deux méthodes principales que l'on emploie pour parvenir à inté-
grer les équations différentielles, qui contiennent deux ou un plus grand nom-
bre de variables, consistent, 1° dans la séparation dis variables, pour pouvoir 
leur appliquer ensuite les procédés usités pour une,vSeule variable; dans la 
recherche des facteurs propres à rendre une différentielle exacte. C'est pour-
quoi nous allons nous occuper successivement de ces deux méthodes. 

De la séparation des variables, de l'équation linéaire du premier 
ordre, et des propriétés des fonctions homogènes. 

380. Nous avons vu que toute différentielle, pour être intégrable, devait être 
de la forme r^xàx; ainsi, on serait arrêté dans l'intégration d'une équation, si elle 

renfermait des termes tels que tfAx, xyàx, etc. Cependant, il ne faudrait pas 

conclure que l'intégration est impraticable; car, si, par des opérations algé-
briques, on pouvait faire en sorte que chaque terme ne contînt plus qu'une 
seule variable, l'intégration pourrait s'effectuer ensuite.L'équationa-dy-|-yda-=o 
est dans ce cas. En effet, si l'on divise cette équation par xy, elle devient 

et en intégrant, elle donne — ^ 5 représentant par A le 
nombre dont C est le logarithme, on peut écrire log y- f - log . r = l o g A, et par 
conséquent 

passant aux nombres, on a 

381. Soit l'équation plus générale 

pour séparer les variables, on divisera cette équation par y.r.Fy, et l'on trou-
vera 

équation dans laquelle les variables sont séparées. 
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382. Pour eu donner un exemple, proposons-nous d'intégrer 

en divisant par (1-{-a?') j / y , on aura 

et en intégrant cette équation on obtiendra 

383. On séparerait encore les variables par la division dans la formule 

pour cela, il suffirait de diviser par Yy.f'x, et l'on aurait 

Ce procédé est applicable à l'équation 

car, si on divise par y y/x^, on obtient 

38-4. L'intégration pourrait encore s'effectuer si la proposée renfermait plus 
de deux variables, et qu'on pût la ramener à ne contenir dans chaque membre 
que des différentielles dont on connaît l'intégrale, comme seraient, par exem-
ple, les fonctions 

qui ont respectivement pour intégrales ^c ixy . 
y 

385. Il est une équation importante, dans laquelle la séparation des varia-
bles s'effectue par un procédé très ingénieux, c'est la suivante : 

où P et Q sont des fonctions de x. 
Pour cet effet, on égalera y au produit des deux indéterminées X et z, ce 

qui donnera 

substituant ces valeurs dans l'équation (102), on la transformera en 

X étant arbitraire, on déterminera cette fonction en égalant entre eux les 
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termes qui ne sont pas sous la parenthèse, ce qui décomposera l'équation pré-
cédente en ces deux-ci : 

la première donne 

ou, en observant que loge équivaut à l'unité, 

passant aux nombres, on a 

on tire de la seconde 

donc 

mettant ces valeurs de s et de X dans l'équation 

on obtient 

Cette équation porte le nom é!éqiiation linéaire du premier ordre ; nous en ver-
rons la raison, art. -450. 

386. La séparation des variables peut toujours s'effectuer dans les équations 
différentielles du premier ordre à deux variables, lorsqu'elles sont homogènes. 
Une équation homogène est celle dans laquelle tous les termes, considérés par 
rapport aux variables, sont de mêmes dimensions : ainsi l'équation 

est une équation homogène, puisque la somme des exposans de x eiàey étant 
égale à 5 dans chaque terme, tous les produits xy^, etc., sont chacun de 
cinq dimensions. 

L'équation 

est aussi homogène, puisque la somme des exposans des variables dans chaque 
terme est 8. La variable x n'entre pas dans le dernier terme de l'équation, 
mais cette variable peut être considérée comme élevée à la puissance zéro. 

387. Soit, en général, z une fonction de x et de y composée de termes 
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homogènes, tels que Ax"!/, YixPy, Cx^'Y", etc. Si nous représentons par n la 
somme des exposans de x et de y, dans un de ces termes, nous aurons, en 
vertu de l'homogénéité. 

Cela posé, si nous divisons tous les termes para;", l'égalité subsistera encore, 
et le terme Aâ î/' deviendra 

Ce que nous disons de ce terme pouvant s'appliquer à tous les autres, nous 
aurons donc 

et en faisant cette équation deviendra 

x^Yq—z, 
équation qu'on peut écrire ainsi : 

= (104), 
en appelant Q la fonction représentée par Yq. 

888. Considérons maintenant l'équation différentielle 
M d a ; - f N d y = o , 

dans laquelle les coefTiciens M et N sont des fonctions homogènes de deux 
variables a? et y d'une dimension n. 

En divisant cette équation par x", elle pourra donc se mettre sous la forme 

et si nous faisons ~ = z , cette équation deviendra 
X 

ou plutôt 

Pour achever d'éliminer y au moyen de l'équation — = z, ou plutôt y ~ zx, 

nous différentierons cette dernière écjuation, et nous obtiendrons 

cette valeur réduit l'équation (105) à 
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d'où l'on tire 

et, en séparant les variables. 

et par conséquent 

Lorsqu'on aura intégré, il ne s'agira plus que de mettre dans le résultat la 
valeur de z. 

389. Prenons pour exemple l'équation x̂ (}iy = y''à3;-\-xyàx : en faisant y—zx, 
nous trouverons 

et, en substituant ces valeurs, l'équation deviendra 

réduisant et divisant par facteur commun, on obtiendra 

cette équation, étant divisée par et par x, donne 

et en intégrant, on aura 

390. Prenons pour second exemple l'équation 

en faisant disparaître le dénominateur, on voit que tous les termes de cette 
équation sont de deux dimensions; ainsi, nous supposerons y — zx) et en ré-
duisant, cette équation nous donnera 

mettant pour ^ s a valeur tirée de l'équation y=:=izx, on aura 
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transposant s dans le second membre, et réduisant au même dénominateur, on 
trouvera 

et enfin 

391, Lorsque l'équation proposée, outre les termes Kxpyq, Bxp'r?' - f etc., contient des polyno-
raes tels que 

les variables seront encore séparables si l'on a 

Pour le démontrer, faisons 

et divisons par x"̂  tous les termes du polynome 

ce polynome deviendra 

or, les équations (107) nous donnent 

substituant ces valeurs dans l'expression précédente, nous trouverons 

ce qui prouve que lorsque les équations (106) ont lieu, les polynomes élevés à des puissances se 

réduisent, comme les autres termes, à des fonctions d e ^ . 

Par conséquent, en faisant ^ = z, ou plutôt,^ = l'équation peut se réduire à une fonc-

tion de z. Pour en donner un exemple, soit 

Cette équation écrite ainsi, 

on volt que les équations (106) sont satisfaites ; ainsi, nous ferons/- — zx, et par conséquent 

substituant ces valeurs dans l'équation (108), réduisant et divisant par le facteur commun, on 
obtiendra 

et par conséquent 

http://rcin.org.pl



18^2 CALCUL I N T E G R A L , 

inlégranl, on trouvera, art. 273, 

ou, en remettant la valeur de z, 

392. En général, lorsqu'on a une fonetion homogène des variables x, y, z, etc. 
on peut toujours séparer l'une des variables, par exemple a:, en faisant 

893. On emploie quelquefois des exposans indéterminés pour rendre une 
équation homogène : soit, par exemple, l'équation 

on supposera et comme l'exposant k n'est pas une variable, mais une 
constante inconnue, on différentiera par l'art. 18, et l'on aura 

en substituant, on obtiendra 

cette équation sera homogène si l'on a 

éliminant l'indéterminée k, on trouvera 

0tV 

équation de condition qui doit avoir lieu pour que la proposée puisse être 
homogène par la substitution de 

(*) Voici ce calcul : soit Mdx + Nd^ + Pdz = o, une équation homogène, dans laquelle M, N, 
P sont des fonctions des trois variables ar, z ; ces fonctions M, N, P contiendront des termes 
tels que Kxpy^z'̂ , Bx/^jrî's", et l'on aura p-\-q-\-r=p'-\-q'-\-r'=p"-\-q"+r"~n. Si 
dans l'un de ces termes, par exemple dans \xPx9z>', on substitue les valeurs tx, z ~ ux, ce 
terme deviendra 

la même chose ayant lieu pour les autres termes, si l'on y substitue les valeurs de .y et d e s , l'équa-
tion Mda; -}- Ndj Pdz = o aura x^ pour facteur commun ; supprimant ce facteur et observant 
que dj- et dz se changeront en d.fa; et en A.ux, elle prendra la forme 

et, en exécutant les différentiations indiquées, on aura 

d'où l'on tirera 

el par conséquent 
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39-4. Il existe, sur les fonctions homogènes, un théorème important que nous 
allons démontrer de la manière suivante : 

Soit Mda:-j-Ndy la différentielle d'une fonction homogène 5 entre deux varia-
bles X et y, nous aurons donc l'équation 

Faisant et désignant par n la somme des exposans des variables, d'un des 

termes de la fonction z, on trouvera, art. 387, 

.et l'on se rappellera que Q ne contient que la seule variable q, attendu que la 

fonction d'où provient Q ne renfermait que des termes en - , qui se sontchan-
X 

V gés en q par la substitution de 5 à la place de Cela posé, remplaçons dans 
X 

l'équation (109), y par sa valeur qx, substituons Qi?" à s et appelons M'et N' 
ce que deviennent alors M et N ; l'équation (109) se transformera en 

M'd.r-{-N'd.ç.r = d(Qj;»)... (110); 

la différentielle de qx (art. 1-4) étant qàx-\-xàq, si nous mettons cette valeur 
à la place de d.qx, nous obtiendrons 

(M' N'̂ ) ùx -j- N'a^dç=d (Qa;") ; 
ce qui nous apprend que la différentielle totale de Qa;" est 

mais en effectuant la différentiation indiquée dans le second membre de l'équa-
tion précédente, la différentielle totale de Qo;" est aussi 

ou plutôt, parce que la différentielle d'une fonction Q de ç est de la forme 
Fç.d^i, 

Comparant ces deux expressions de la différentielle totale de Qa", nous voyons 
que leurs premiers termes représentent également la différentielle de Q.r" prise 
par rapport à x. Nous aurons donc 

M'-f N'g = wQ.r"-'; 
si dans cette équation on remet y au lieu de qx. M' et N' redeviendront MetN, 
et l'on aura 

ou 
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393. Ce théorème peut s'appliquer à des fonctions homogènes d'un nombre 
quelconque de variables ; car si l'on avait, par exemple, l'équation 

y t 
dans laquelle la dimension fût toujours n, il suflirait de faire g, - = r, 

pour prouver, par un raisonnement analogue à celui que nous avons employé, 
qu'on doit avoir z = x''f{q,r), et par suite 

Des conditions d'intégrabilité des fonctions de deux variables. 

396. Lorsqu'on a une différentielle Md.r -[-Ndi/ = o, on ne peut pas affirmer 
qu'il existe toujours une équation qui, étant différentiée, donne la proposée; 
car, si l'on différentiait, par exemple, l'équation/'(,r,ty) = o , et qu'on en tirât 
in(\x-\-nàij—o, on pourrait multiplier cette équation par une fonction de x, 
et obtenir une équation M d a ; N d y = o dont les coefficiens M et N seraient 
differens de m et de n; par conséquent, l'équation Md^-{-Ndy = o ne résul-
terait plus du seul procédé de la difFérentiation de 

f{x,ij) = o. 
Il en serait de même si l'on combinait arbitrairement «ida?-|-Md»/=o, avec 

l'équation primitive f{x,y) = o; par exemple, en éliminant un ou plusieurs 
termes entre màxnày=o et f{x,y) — o, on pourrait obtenir une équation 

]M'di?-j- N'dy = o, 
dans laquelle les coefficiens différentiels M'et N'seraient différons de »netde«. 

397. Une équation qui, telle que md.î;-|-«dt/ = o, a été obtenue par le seul 
procédé de la différentiation, se nomme une différentielle exacte; il en est de 
même de toute fonction différentielle qui ne serait pas égale à zéro, mais 
qu'on aurait trouvée par le seul moyen de la différentiation. Lorsqu'une équa-
tion différentielle Md^ -[- Ndy = o, n'est pas une différentielle exacte, ou ne 
peut songer à l'intégrer que lorsqu'on l'a rendue une différentielle exacte par 
quelque opération préparatoire. 

398. Euler résolut le premier ce problème important : 
P Une équation différentielle étant donnée, déterminer comment on peut recon-

naître lorsqu'elle est une différentielle exacte ? 

2° Quel est le moyen d'intégrer cette équation? 

Avant de donner une solution de ce problème, je rappellerai que, d'après 

notre convention, art. 54, l'expression ~ nous indique que la fonction 5 de x 
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et de y a été différentiée par rapport à x, et divisée par da; (•); si ensuite cette 

fonction est différentiée par rapport à une autre variable tj, puis divisée par 

dy, nous écrirons ainsi le résultat de cette opération : Si, au contraire, 

on eût pris d'abord le coefficient différentiel de s par rapport à y, et ensuite 

par rapport à x, on aurait écrit ainsi le résultat de cette opération ^ J*-. 

Lorsque z est une fonction de trois variables x, y, u, une expression telle 
d^s 

que - j—j-^ indique qu'on a pris d'al^ord le coefficient différentiel de z par rap-^ y L tir 
dz 

port à X, et ensuite le coefficient différentiel de — par rapport à y, et enfin, le 

coefficient différentiel ^ ^ ^ ^ ^ P^'' rapport à u. Pareillement, l'expression 

indique qu'on a effectué cinq différentiations successives surz, les deux premières par rapport à x, et les trois autres pai' rapport à y. 

399. Cela posé, le théorème d'Euler repose sur la proposition suivante, qui 
a été démontrée, art. 17-4. 

Si l'on a une fonction z de deux variables x et y, et qu'on prenne le coefficient 
différentiel de z, d'abord par rapport à x, et qu'on prenne ensuite le coefficient 

différentiel de —, joar rapport à y, on aura le même résultat que si l'on eût d'abord 
cla? 

pris le coefficient différentiel de z par rapport à y, et ensuite le coefficient différen-

dz 
tiel de -j-par rapport à x : c'est ce qu'on exprime en disant que 

J 

ds 
(*) Soit dz = Adx + Bdj + CAt, etc., la différentielle totale de z ; le rapport — n'est autre (XJC 

chose que le coefficient différentiel A. Si l'on demandait le rapport de Ada; + Bd/- - f Cd/, etc., à 

do:, il ne faudrait donc pas le représenter par ; dans ce cas, le rapport de la différentielle totale 

à dj; s'écrira de l'une des manières suivantes : 
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400. Si l'on a, par exemple, z = x''-\-xy, on trouve 

et par conséquent 

401. Cela posé, soit a la fonction dont la différentielle est Md^r-f-Ntly; on a 

La première de ces équations, différentiée par rapport à y, donnera 

la seconde, différentiée par rapport à x, donnera 

Les seconds termes de ces équations étant identiques, il en résulte que 

toutes les fois que cette équation de condition aura lieu, la différentielle pro-
posée sera exacte. 

402. Je reconnais, par exemple, que l'expression { ^ x — a - d y e s t une 
différentielle exacte, parce que 

L'expression 

est aussi une différentielle exacte, car 

403. L'équation ijàx — xày—o n'est pas une différentielle exacte, puisque 
dM , , dN 
— = 1 et que — 1- En effet, cette équation dérive de celle-ci : 

trouvée immédiatement par la différentiation, et dans laquelle on a supprime 

le diviseur commun y'; en le restituant, on aura M = - , N — — —, et la con-
y y^ 

. . . dM dN 
dition — = -— sera remplie, 

dy d.r ^ 
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Des conditions d'intégrabilité d'une fonction des variables x, y, et de leurs 
coefficiens différentiels successifs. 

404. La variable indépendante étant x , soient 

et ainsi de suite. Si l'on prend une expression Vdx dans laquelle V soit fonction de x, de x, de p, 
de q, etc., il faudra pour que Vdx soit une différentielle exacte, qu'elle provienne par la diflFéren-
tiation d'une certaine fonction que nous désignerons par z-, nous aurons donc Vdx = d;3, ou 
plutôt 

Supposons que V ne contienne que x et^-, et que les coefficiens différentiels p et <7; c'est-à-dire 
qu'on ait 

l'expression Vdx, à cause des coefficiens différentiels ^ et ^ qu'ellerenferme, appartiendra au 

second ordre; il en sera donc de même de ds; par conséquent z devra être une fonction du pre-
mier ordre, et ne contiendra point q. Ainsi l'on aura, en la différentiant, 

mettant cette valeur dedz dans l'équation (113), on obtiendra 

faisant passer le diviseur àx sous la parenthèse, on aura 

mettant au lieu des coefficiens différentiels, leurs valeurs données par les équations (112), on trou-
vera 

Soit maintenant 

les équations (113) et (115) vont nous fournir les moyens de déterminer les coefficiens M, N, P, Q 

en fonction des coefficiens différentiels ^ , etc. Pour cet effet la valeur M = tirée ax ax' d x ' 
de l'équation (116), étant mise dans l'équation (113) différentiée par rapport à x , on a 

on trouvera de même 

A l'égard de P, le coefficient dif férentie l^, qui en est la valeur, se trouvera en différentiant l'équa-

http://rcin.org.pl



222 CALCUL INTEGRAL. 

lion (115; par rapporl à et en divisant par dp; et, si Ton observe que d.uv — udv + vdu, on aura 

Or, le terme affecté de 7 - est nul, car ' dp 

et comme une constante n'a point de différentielle, nous supprimerons le terme affecté de 

ce qui réduira la valeur de l'équation (118) à 

Celte valeur va se simplifier; car l'équation (114), étant différentiée par rapport à p, nous donne 

et en divisant par dj;, on a 

Cette valeur des trois derniers termes de l'équation (119) la réduira à 

En opérant de même par rapport à Q, on trouvera 

et comme, dans notre hypothèse, la fonction z du premier ordre ne peut renfermer d y , et par 

conséquent g, il faudra supprimer le terme où entre ce qui réduira la valeur de Q à 

en résumé, nous avons 

11 ne s'agit plus que d'éliminer entre ces équations la fonction z, qui nous est inconnue 5 or, en 
considérant les coefficiens différentiels qui s'y rencontrent, nous voyons qu'il en existe de deux 

sortes qui sont communs à plusieurs de ces équations : ce sont ' ^ e t ^^ qui entrent dans les va-

leurs de P, de N et de Q. Cherchons à éliminer ces deux coefficiens différentiels entre nos trois 

équations : pour cela, nous remarquerons que la différentielle de ^ qui entre dans la valeur de N 

(*) Si, au lieu des seuls coefficiens différentiels p et q, on avait encore v, s, t, etc., en suivant 

la même marche, on tomberait sur les expressions etc. ; et, par une démonstration 

analogue, on prouverait facilement que ces expressions sont nulles. 
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est celle du terme qu'on trouve dans la valeur de P j nous différentierons donc l'équation qui 

a P pour premier membre, et en divisant par d r nous trouverons 

par conséquent en retranchant de cette équation la seconde c es équations (120), nous obtiendrons 

11 nous reste encore ici un terme qui contient z ; mais nous l'éliminerons à l'aide de la quatrième 
équation (120), différentiée deux fois, ce qui nous donnera 

Telle sera l'équation de condition qui devra avoir lieu, pour que V étant une fonction de x, de^, 
de;? et de q, l'expression Vdxsoit une différentielle exacte. 

En général, si V est une fonction de x, dej- et des coefficiens différentiels q, r, s, t, etc., on 
trouvera 

» 

405. Par exemple, si l'on avait mdx + nAy, en mettant celte expression sous la forme 
{m -f np) da;, la fonction V serait dans ce cas égale à jtî - f np, et l'on en déduirait 

1 1 
ces valeurs de N et de j - d P mises dans l'équation N — ^ d P = o, la convertiraient en 

et en réduisant on trouverait 

ce qui est l'équation de condition (111) de l'article 401. 

Intégration des fonctions de deux variables qui remplissent les 
conditions d'intégrabilité. — Recherches des facteurs propres à 
rendre intégrables les équations qui ne le sont pas immédiatement. 

406. Proposons-nous maintenant d'intégrer une différentielle à deux varia-
bles, lorsqu'il a été reconnu qu'elle est exacte. Pour cet effet, nous remarque-
rons d'abord que lorsqu'une fonction u de x et de y, par la différentiation, a 
donné Mda; -f- Ncly, le terme Mda? a été obtenu, en regardant y comme constant. 
Par conséquent, lorsque nous intégrerons la partie Mdor, la constante que nous 
ajouterons pourra renfermer y, et en la représentant par Y, sauf, si le cas 
l'exige, à regarder Y comme une constante ordinaire, nous écrirons 
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Cette équation étant celle qui, par la difierentiation, a du nous donner 
Mdj?-[-Ndy=o, il suit de là que N n'est autre chose que le coefficient diffé-
rentiel d e / M à x - \ - Y , par rapport à y. 
En effectuant cette différentiation, nous aurons 

on tire de cette équation 

et en intégrant, 

cette valeur de Y mise dans l'équation (123), on obtient 

Il est à observer que N — ne renferme pas x, puisque cette exprès-
J 

s ion, multipliée par ày, doit donner pour intégrale une fonction Y de la seule 
variable y. 

An\Ax 
407. Pour démontrer que l'expression N ——n'est pas une fonction de x, nous en pren-

drons le coefficient différentiel par rapport à x, et nous aurons 

et en changeant l'ordre des différentiations, la seconde partie de cette expression deviendra 

or, l'intégrale / M d x ayant été prise par rapport à x, la différentielle de /Mdx, relativement à la 

/ d / M d x 
A • K, ^ d / M d x , , . -, „ • ^ fl^ > dM ; même variable x, seraMdx; donc ^ ^ = M, ce qui réduit l'expression — — a ^^ 

substituant cette valeur dans l'expression (125), nous aurons ^ — or, cettequantité est nulle 

d'après l'équation de condition d'intégrabilité; d'où il suit que la différentielle de N — - ^ ^ -

par rapport à x, est nulle, ce qui prouve que cette expression ne renferme pasx. 

408. Au moyen de la formule (124), on peut intégrer toute fonction de 
deux variables qui satisfait à la condition d'intégrabilité. Prenons pour 
exemple 
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Comparant cette expression à Mda;-[-Ndy, nous avons 

Par conséquent, la condition d'intégrabilité est remplie, puisque l'on trouve 

intégrant l'expression [Qxy — y')d.r, dans l'hypothèse de y constant, nous aurons 

substituant cette valeur et celle de N dans l'équation (124), nous obtiendrons 

La partie affectée du signe d'intégration, en exécutant la différentiation indi-
quée, se réduit à 

et, en ôtant le signe d'intégration, on a une différentielle dont les termes se 
détruisent : il suit de là que l'expression 

est constante, vu que toute quantité dont la différentielle est nulle, est con-
stante ; d'où il résulte que l'intégrale cherchée est Sr^y — constante. 

409. Si l'on n'eût pas voulu employer la formule trouvée par l'art. 406, on 
aurait pu faire directement le calcul de la manière suivante : 

On intégrera l'expression (126), en regardant y comme constant, et l'on 
aura 

ou 

différentiant cette équation par rapport à y, on obtiendra 

~ n'étant autre chose que le coefficient de dy dans l'expression (126), nous 

avons aussi 

comparant ces valeurs, nous trouverons ^ = o , et par conséquent Y ==co«-
J 

stante; mettant cette valeur dans l'équation (127), nous trouverons 
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-410. Soit encore la fonction 

si on la compare à l'expression Mdrr-f-Ndy, on trouvera 

et comme l'on a 

la fonction proposée est une différentielle exacte. Intégrant par rapport à r, 
nous aurons 

ou 

difTérentiant cette expression par rapport à y, on obtiendra 

d'une autre part — représentant le coefficient de di/ dans l'équation propo-
y 

sée, nous aurons encore 

de ces deux valeur.s de ^ o n tire cette équation 

et en aflectant la différentiation indiquée par rapport à y, on a 

équation qui se réduit à 

donc 

et par conséquent l'intégrale cherchée est 

411. On a vu, art. 403, que l'équation tjàx — x&y — o n'était pas une diffé-

rentielle exacte, parce que cette équation avait perdu le facteur commun - ; 

on sent donc qu'il peut exister des équations qui, telles que celle-ci, ne sont 
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pas immédiatement intégrables, mais qui le deviendraient si l'on pouvait res-
tituer ce facteur. 

•412. Soit en général l'équation Pdi;-j-Qdî/ = o, qui est une différentielle 
exacte, et s le facteur commun, que, ])our plus de généralité, nous suppose-
rons une fonction de a; et de y; nous aurons 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation précédente, le facteur commun z 
disparaîtra, et l'on aura 

L'équation Pdo^-j-Qd//= o étant une différentielle exacte par hypothèse, on 
aura 

mettant pour P et pour Q leurs valeurs, cette équation deviendra 

et en développant, on trouvera 

ds ds 

413. Lorsque le facteur commun z est constant, ^ e t j-^étant nuls, l'équa-

tion (129) devient 

et par conséquent la condition nécessaire pour que l'équation (128) soit une 
fliffércntielle exacte, est remplie. Mais, lorsque s est une fonction de x et de y, 
la détermination de z dépend de l'équation (129); or, cette équation est plus 
difficile à intégrer que la proposée, qui ne renferme que le seul coefficient 

différentiel tandis que l'équation (129) renferme les deux coefficiens diffé-

. , dz ds . . . , , 
l entiels — et — , et contient trois A^ariables x, y, z. 

414. Si l'équation est homogène, il est très facile de déterminer ce fac-
teur; car soit Md.r-|-Ndy = o, une équation homogène, qui devienne intégra-
ble par la multiplication d'une fonction homogène z de x et de y; appelant ii 
l'intégrale de l'équation -Ndy = o, on a 
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cette équation étant homogène, on en déduit, art. 894, 

or, si la dimension de M est représentée par m, et celle de z par k, la dimen-
sion de l'un des termes zMx, sNy sera donc m-\-k-\- \ ; cette valeur étant mise 
à la place de n, dans l'équation précédente, nous aurons 

divisant l'équation (130) par celle-ci, nous trouverons 

Le second membre de cette équation étant une difFérentielle exacte, il en doit 

être de même du premier; d'où il suit que ^̂  | ^̂  doitêtreunfacteurpropre 

à rendre intégrable l'équation homogène Mdar-[-]\dy = o. 

415. Si le facteur commune, qui doit rendre homogène la proposée, n'est 

fonction que de x, on a ~=o, ce qui réduit l'équation (129) à 

d'où l'on tire 

et par conséquent 

intégrant, on a 

multipliant par log e, changeant le coefficient de log c en exposant, et passant 
aux nombres, on trouve 

Il ne s'agira donc plus que de multiplier l'équation proposée par ce tacteur z, 
pour qu'elle devienne une différentielle exacte. 

416. Soit, par exemple, ydx — a;d_i/=o; on a 
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nu moyen de ces valeurs, la formule (132) nous donne 

d'où l'on tire, en intégrant, 
n 

et en passant aux nombres, on trouve z = — ; par conséquent l'expression 

- sera une différentielle exacte. 

417. On peut trouver une infinité de facteurs qui jouissent de la même pro-
priété. En effet, soit ŝ un facteur qui rende exacte l'équation M5da;-[-Nzdî/=o; 
en représentant par u l'intégrale de cette équation, nous aurons 

multipliant les deux membres par fu, nous obtiendrons 

La forme de ?u étant arbitraire, nous pouvons faire, par exemple, et 
alors 2M'dît étant une différentielle exacte, 

en sera aussi une j donc le facteur aura la propriété de rendre intégrable 
l'expression 

Mda;4-Ndy = o. 
On voit qu'on peut faire une infinité d'autres hypothèses sur fu. 

Des conditions d'intégrabilité des fonctions de trois et d'un plus grand nombre de 
variables. Intégration des équations de trois variables qui y satisfont. De l'équa-
tion de condition qui a lieu pour que l'intégration des équations différentielles 
à trois variables dépende d'un facteur commun, et des moyens de satisfaire à la 
proposée, lorsque cette équation de condition n'existe pas. 

418. Proposons-nous de déterminer les conditions d'intégrabilité de la différentielle d'une fonc-
tion de trois variables z; cette fonction étant représentée par u, nous aurons 

par conséquent, 

On peut combiner deux à deux ces équations, de trois manières dififérentes : 
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Par une démonslration analogue à celle que nous avons donnée précédemment, on déduira de 
ces équations celles-ci : 

En général, s'il y a n variables, on aura autant d'équations de condition que ces variables peu-

vent donner de produits distincts deux à deux, et par conséquent ^̂  équations de con-

dition. 

419. Lorsque la différentielle di/ est nulle, l'équation (134) se réduit à 

mettons-la sous la forme 

en faisant 

Or, si nous regardons s comme une fonction de x et de y, nous pourrons traiter l'équation (13C) 
comme si elle ne renfermait que ces deux variables; par conséquent, la condition d'intégrabilité 
se réduira à celle de l'art. 401, c'est-à-dire qu'il faudra que la différentielle de m, prise par rap-
port à jr, et divisée par cette variable, soit égale à la différentielle de 7i par rapport à x, et divisée 
par X. Pour obtenir ces expressions, nous remarquerons que la première ne sera pas seulement 

, mais devra avoir un second terme provenant de la différentiation de la variable z, regardée 

i\m d3 „ 
comme fonction de r ; ce terme sera donc représenté, art. 26 et 66, par — - r - . t e que nous (i-u ay 
disons de la différentielle totale, prise par rapport à.r> devant s'appliquer à la ditTérentielle totale, 
prise par rapport à x, l'équation de condition (111), art. 401, sera, dans le cas présent, 

d2 dz 

transposant et observant que, d'après l'équation (136), — = OT, et que — = on a 

Or, en différentiant les équations (157), d'après l'art. 16, on a 

Substituant ces valeurs dans l'équation (138), réduisant les deux derniers termes et supprimant le 
dénominateur commun P% nous trouverons, en changeant tous les signes. 

Telle est l'équation de condition qui doit avoir lieu pour que z puisse être considéré comme une 
fonction de deux variables indépendantes o; et j", c'est-à-dire pour qu'il puisse exister une équation 
finie entre ces trois variables; par conséquent,si l'on prend au hasard une équation 
Mdx-|-!Ndj-- l-Pdz=o, entre trois variables, avant de savoir si l'équation (139) est remplie, on ne 
pourra pas affirmer que l'une des variables est fonction des deux autres ; c'est-à-dire que l'équa-
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lion (lifiFérenlielle proposée nécessite rexislencc d'une certaine équation entre x, y el z, ou, en 
d'autres termes, que cette équation différentielle ait une équation unique pour intégrale. 

420. Une équation différentielle à trois variables, pôur laquelle l'équation (139) ne se réalise pas, 
était autrefois regardée comme absurde, ou du moins comme insignifiante; Monge, ainsi que nous 
allons bientôt le faire voir, prouva que l'on était dans l'erreur. 

Lorsque les équations (135) ne sont pas satisfaites, si nous représentons par >> le facteur propre à 
rendre Mdx + Ndj + Pdz une différentielle exacte, les équations de condition (135) deviendront 

effectuant les différentiations indiquées, on obtient 

Si l'on multiplie la première de ces équations par P, la seconde par — N, el la troisième par M, et 
(ju'on les ajoute, les termes qui ne sont pas entre les parenthèses se détruiront ; l'équation étant 
divisible par A, ce facteur disparaîtra, et il restera 

résultat qui n'est autre chose que l'équation (139\ et qui s'accorde avec ce que nous avons dit sur 
la fin de l'arllcle (419) ; car, pour que la proposée soit intégrable à l'aide d'un facteur A, il faut 
ijue, comme tous les autres genres d'intégration, elle nous conduise à une équation unique entre 
X, y et s , condition exprimée par l'équation (lô9). Lorsque celte équation sera satisfaite, la déter-
mination du facteur \ ne dépendra plus que de deux des trois équations de condition (140), puis-
que leur combinaison avec l'équation (139) reproduira la troisième (*). 

421. Examinons de quelle manière on peut déterminer l'intégrale, lorsque l'équation (139) est 
satisfaite. Pour cet effet, regardons l'une des variables, z par exemple, comme constante, la pro-
posée représentée par 

Mdx-|-Ndj--f Pdz = o.,. . (141), 
se réduira nécessairement, dans cette hypothèse, à 

Mdx- f -Nd7-= o... . (142). 

Si cette dernière équation n'est pas immédiatement intégrable, c'est qu'il est possible que cela 

(*) Cela est facile à vérifier; en effet, si l'on avait, par exemple, les deux équations 

en ajoutant la première multipliée par P à la seconde multipliée par M, et retranchant de celte 
somme le produit de l'équation (139) par A, on trouverait en réduisant, el en supprimant ensuite le 
facteur commun N, 

ce qui est la seconde des équations (140). 
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provienne d'un facteur commun qui aura disparu de l'équation (141). Désignons-le par nous 
aurons, en le restituant dans la proposée, 

/ M d x - f iNdr + ^ P c l - = o . . . . (143), 

et en faisant z constant, cette équation deviendra 
).Mda;-t-iNd^ = o.. . . (144). 

Or si, par un procédé quelconque, nous trouvons un facteur qui rende intégrable l'équation (142), 
nous le regarderons comme étant celui que nous avons nommé A; alors l'équation (144) dévenant 
une différentielle exacte, nous pourrons en obtenir l'intégrale que nous représenterons par V. Cette 
intégrale sera en général une fonction des variables x,x, et dez , traitée comme constante; par 
conséquent elle devra être complétée par une constante arbitraire (art. 406) fonction de z, que , 
nous désignerons par yz ; de sorte que nous aurons 

différentiant cette équation par rapport à la seule variable z , on obtiendra 

la quantité renfermée entre les parenthèses devant être identique à celle qui multiplie dz, dans 
l'équation (143), on aura donc 

d'où l'on tirera 

et comme la fonction yz, qui a été donnée par l'intégration, ne peut renfermer d'autre variable 
dpz 

que 2, il en sera de même de Donc, en vertu de l'équation (147), il faudra aussi que 

dV 
iP r - se réduise à une fonction de la seule variable z . 

dz 
11 suit de ce qui précède, qu'après avoir reconnu que l'équation (139) est satisfaite, on regardera 

l'une des variables comme constante, z par exemple, ce qui réduira l'équation (141) à l'équa-
tion (142). On examinera ensuite si les deux termes Mda:-|-Ndj- ne peuvent pas devenir intégra-
bles, en les multipliant par une quantité que nous avons désignée par Lorsqu'on sera parvenu 

dV 
à trouver ce facteur, on déterminera V; les valeurs de A, de — et de P, étant alors substituées 

dans l'équation (147), feront connaître Par conséquent, en intégrant ^ d z , on obtiendra la 

valeur de yz, qu'on mettra, ainsi que celle de V, dans l'équation (145), ce qui donnera l'intégrale 
cherchée. 

422. Soit, par exemple, 
yzdx — xzdy +xxdz=o.... (148), 

qui satisfait à l'équation (139). Il s'agit d'abord d'intégrer^zda; — xzdy = o, en regardant z comme 
constant. Pour cela, on écrira ainsi cette équation : 

z (ydx — xdx) = o ; 
X 

et en remarquant que la partie qui est entre les parenthèses devient la différentielle exacte d e -

1 lorsqu'on la multiplie par —j, on reconnaît que, dans le cas présent, on a 
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dV X 

Différentiant donc cette dernière quantité par rapport à z seul, l'expression — d e v i e n t C e t t e 

valeur et celle de A étant substituées dans l'équation (147), cette équation deviendra 

et comme P n'est autre chose que le multiplicateur de dz de l'équation (148), nous en restituerons 
la valeur, et nous aurons 

ou plutAt 

donc (fz —constante. 
Cette valeur et celle de V convertissent enfin l'équation (145) en 

ce qui est l'intégrale de la proposée. 

423. Prenons pour second exemple l'équation 

qui satisfait également à l'équation de condition (139). Nous intégrerons donc zxdx + xzdy , en 
regardant z comme constant, et nous aurons 

zxj^-]- (fZ = o. . . . (149). 
Cette intégration s'étant effectuée sans qu'on ait eu besoin de restituer un facteur, on voit que 

dV dans le cas présent A peut être considéré comme étant égal à l'unité. Ainsi l'expression — s'ob-

dV 
tiendra en différentiant seulement le produit zxjy par rapport à z, ce qui donnera — = xx- Au 

moyen de cette quantité et de celle de P, qui est xx+ az", l'équation (147) deviendra 

ou plutôt 

multipliant par dz, et intégrant par rapport à z , nous obtiendrons 

d'où nous conclurons que l'intégrale cherchée est 

424. Lorsque l'équation (139) n'est pas satisfaite, on ne saurait admettre qu'il existe une équa-
tion qui, étant différentiée, produise la proposée; par conséquent l'équation (147), qui repose sur 
cette hypothèse, ne saurait subsister ; c'est ce qui va devenir sensible dans l'exemple suivant : 

Soit donc 
xjrdx — zxdx -I- (z' — r') dz = 0 ; 

une équation qui ne satisfait pas à l'équation de condition (139). Examinons de quoi se compose, 
dV 

dans le cas présent, la partie — ^ qui formerait le second membre de l'équation (147), si 
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cette équation avait lieu. Pour cet effet, en regardant z comme constant, nous aurons 

équation qui devient intégrable si on la divise par a y ; donc 

par conséquent a pour valeur 

Or cette quantité étant une fonction de trois variables x, y, z, ne peut se réduire à une fonction 
de 'zseul , c o m m e l'exigerait l'équation (147), si elle avait l ieu; donc, dans le cas actuel, cette 
équation (147) ne saurait subsister. , 

425. Soit maintenant Mdx + N d j - f Pdz = o une équation différentielle, pour laquelle l'équa-
l i o n d e condition (139) ne se réalise pas ; désignons par \ le facteur propre seulement à rendre 
intégrable la partie Mdx -f- Ndj , prise en regardant z comme constant, et multiplions la proposée 
par ce facteur, nous aurons 

+ + aPdz = o. . . . (150); 
intégrant la partie B l d x + JiNdj, dans l'hypothèse de z constant, l'intégrale que nous obtiendrons 
pourra être représentée, comme dans l'art, 421, par 

V 55Z = 0. 

La différentielle de cette équation étant prise par rapport aux trois variables, nous ne pourrons en 
conclure son identité avec l'équation (150) ; car l'équation de condition (139) ne subsistant pas, il 
en résulte que l'équation (150) ne peut être regardée comme provenant de la différentiation d'une 
a u t r e é q u a t i o n ; et comme c'est sur cette hypothèse que repose l'équation (147), on voit qu'alors 
elle ne peut plus exister : mais s'il n'est pas permis d'admettre que la proposée provienne d'une 
seule équation différentiée, lorsque l'équation (139) ne se réalise pas, changeons donc d'hypothèse, 
et regardons cette proposée comme le résultat de deux équations. Prenant V y z = o pour la 
première, nous pourrons adopter pour la seconde une relation arbitraire entre x,y et z , pourvu 
toutefois que, conjointement avec la première, elle entraine la destruction de tous les termes de 
l'équation cl50). Supposons donc que cette relation soit celle qui est donnée par l'équation (147), 
équation qui ne subsistait plus lorsqu'on exigeait qu'elle satisfît à la proposée ; mais qui, dans 
l'hypothèse actuelle, est admissible, puisqu'il est facile de reconnaître qu'avec le concours de 
l'équation (145) elle satisfait à l'équation (150). 

En effet, en différentiant l'équation (145) par rapport aux trois variables, l'équation (144) nous 
fournira d'abord les termes qui proviennent de la différentiation prise par rapport à ar et à . r ; car 
nous avons vu que l'équation (145) était l'intégrale de l'équation (144) prise par rapporta ces deux 
variables. On ajoutera ensuite aux termes AMdx + ^Nd^ ainsi obtenus, ceux qui proviennent de 
la différentiation de l'équation (145), prise par rapport à z, et l'on aura de la sorte 

Si dans cette équation on remplace les deux derniers termes par leurs valeurs tirées de l'équa-
tion (147), on obtiendra 

équation dans laquelle on reconnaît la proposée, et qui est par conséquent satisfaite entièrement 
par les deux équations 

employées simultanément. 
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426. Prenons pour exemple l'équation 

si l'on regarde 3 comme constant, le facteur propre à rendre intégrable la partie zdx, 
est 2; par conséquent nous aurons 

cette équation sera satisfaite par le système des deux suivantes : 

En effet, la première étant différentiée par rapport à toutes les variables, donnera 

tirant de cette équation la valeur de 2ydy + 2zdx, et la substituant dans l'équation (152), ou ré-
duira ceJle-ci à 

équation satisfaite d'elle-même, en vertu de la seconde des équations (153). 

427. Les équations (153) nous montrent que la forme de la fonction f z estabsolumentarbitraire, 
et que, par conséquent, si l'on faitj par exemple, <»z = on y satisfera aussi par le système des 
équations 

428. Au moyen de ces deux équations entre trois variables, on pourra construire (note trei-
zième) une courbe à double courbure qui, dans tous ses points, satisfera à la proposée ; mais, si 
au lieu de prendre <fz = on prenait pour fZ une autre fonction de z, on déterminerait une 
autre courbe à double courbure, qui satisferait également à la proposée ; d'oii il suit que les équa-
tions (153) représentent une suite de courbes à double courbure qui satisfont à la proposée, et qui 
sont liées entre elles par la propriété commune que leurs équations ne diffèrent entre elles que par 

les termes représentés par f z et par 

Théorie des constantes arbitraires. 

•429. Une équation V = o entre x, y et des constantes, peut être considérée 
comme l'intégrale complète d'une certaine équation différentielle dont l'ordre 
dépendra du nombre des constantes que V = o renfermera. Ces constantes 
sont nommées constantes arbitraires, parce que si l'une est représentée par a, 
et que V ou l'une de ses différentielles soit mise sous la forme f{x, tj)=a, on 
voit que a ne sera autre chose que la constante arbitraire que donnera l'inté-
gration de y). Cela posé, si l'équation différentielle en question est de 
l'ordre n, chaque intégration introduisant une constante arbitraire, il faudra 
que V = o , qui est censé nous être donné par la dernière de ces intégrations, 
contienne au moins n constantes arbitraires de plus que notre équation diffé-
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rentielle (*). Soient donc 

l'équation primitive d'une équation difiFérentielle du second ordre, et ses dif-
férentielles immédiates ; nous pourrons, entre les deux premières de ces trois 
équations, éliminer successivement les constantes a et h, et obtenir 

Si, sans connaître y) = o, on parvenait à trouver ces équations, il suffirait 

d'éliminer entre elles ~ pour obtenir F {x, y) == o, qui serait l'intégrale com-ûx 
plète, puisqu'elle renfermerait les constantes arbitraires a et b. 

•430. Si l'on élimine la constante b entre la première des équations (186) et 
sa différentielle immédiate, et qu'on élimine de même la constante a entre la 
seconde des équations (156) et sa différentielle immédiate, on obtiendra sépa-
rément deux équations du second ordre, qui ne différeront point entre elles, 
autrement les valeurs de et de y ne seraient pas les mêmes dans l'une et dans 
l'autre. Il suit de là qu'une équation diflerentielle du second ordre peut pro-
venir de deux équations différentielles du premier ordre, qui sont nécessaire-
ment différentes, puisque la constante arbitraire de l'une n'est pas la même 
que la constante arbitraire de l'autre. Les équations (156) sont ce qu'on 
appelle les intégrales premières d'une équation différentielle du second ordre 
qui est unique, et dont l'équation primitive F y)=o est l'intégrale seconde. 

431. Prenons pour exemple l'équation y—ax-\-b, qui, à cause de ses deux 
constantes, peut être regardée comme l'équation primitive d'une équation du 
second ordre. On en tire par la différentiation, et ensuite par l'équation de a, 

Ces deux intégrales premières de l'équation du second ordre que nous cher-

(*) Si une équation en x et en.r ne renfermait pas n constantes arbitraires de plus que l'équa-
tion différentielle de l'ordre n, elle ne pourrait en être regardée comme l'équation primitive. Par 

d̂ y 
exemple, l'équation y = ax^, qui nous conduit à -f-.^—^ax par deux dififérentiations successives, 

n'en est qu'une intégrale particulière. En effet, cette intégrale s'obtient en faisant & = o et c = o 
dans l'intégrale complète, qui est^- = ax^ -\-hx •\-c. 

Observons encore qu'on ne doit considérer que comme une seule constante celles qui ensemble 
affectent une même puissance de x. C'est ainsi que dans cette équation y = {a b) x c , on ne 
compte a - \ - b que pour une constante. 
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clions, étant difFérentiées chacune en particulier, conduisent également, par 
d t̂/ 

l'élimination de a et de h, à l'équation unique 

Dans le cas où le nombre des constantes surpasse celui des constantes arbi-
traires requises, les constantes excédantes, par la raison qu'elles sont liées aux 
mêmes équations, n'amènent aucune relation nouvelle. Cherchons, par exem-
ple, l'équation du second ordre dont la primitive est 

en la différentiant, on obtient 

L'élimination de h et ensuite celle de a entre ces équations nous donnent sépa-
rément ces deux intégrales premières : 

En é l iminant^ entre les équations (160), on tombe sur l'équation primi-

tive (1S8). D'un autre côté, si l'on différentie la première des équations (160), 

on trouvera en réduisant 

Si au contraire on eût différentié la seconde des équations (160), on aurait 
trouvé en réduisant, 

équation qui coïncide avec celle qui est désignée par le n° 161, en remplaçant 
le second membre par sa valeur tirée de l'équation (159) (*); ce qui montre 
que les équations (160) conduisent à la même équation par des chemins diffé-
rons. 

432. Appliquons de semblables considérations à l'équation différentielle du 
troisième ordre ; en différentiant trois fois de suite l'équation F {x, y) = o, nous 
aurons 

(*) Dans le cas où nous ne connaîtrions pas l'équation primitive (158), on pourrait contester 
l'emploi que nous avons fait de l'équation (159) qui en dérive. Je répondrai qu'il suffit d'avoir les 
équations (IGO) pour en tirer l'équation (159) par l'élimination de c. 
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ces équations admettant les mêmes valeurs pour chacune des constantes arbi-
traires que renferme Y [x, y) = o, on peut en général éliminer ces constantes 
entre cette dernière et les trois précédentes équations, et obtenir un résultat 
que nous représenterons par 

ce sera l'équation différentielle du troisième ordre de F {x, y) — o, et de laquelle 
les trois constantes arbitraires seront éliminées ; réciproquement F [x, y) — o 
sera l'intégrale troisième de l'équation (162). 

433. Si l'on élimine successivement chacune des constantes arbitraires entre 
l'équation F [x, y) = o et ceUe que l'on en tirerait par la différentiation, on 
obtiendra trois équations du premier ordre, qui seront les intégrales secondes 
de l'équation (162). 

Enfin, si l'on élimine deux des trois constantes arbitraires, à l'aide de l'é-
quation F [x, y) — oGi des équations que l'on en déduira, par deux différen-
tiations successives, c'est-à-dire si l'on élimine ces constantes entre les équa-
tions 

on pourra conserver successivement dans l'équation qui proviendra de l'éli-
mination, l'une des trois constantes arbitraires ;par consé(juent on aura autant 
d'équations que de constantes arbitraires. Soient donc a, b, c ces constantes 
arbitraires ; les équations dont nous parlons, considérées seulement sous le 
rapport des constantes arbitraires qu'elles renferment, pourront être repré-
sentées ainsi : 

Comme les équations (163) concourent toutes à l'élimination qui nous donne 
l'une de ces dernières, il suit delà que les équations (164) seront chacune du 
second ordre; on les appelle les intégrales premières de l'équation (162). 

434. En général, une équation différentielle d'un ordre n aura un nombres 
d'intégrales premières, qui contiendront par conséquent les coefficiens difié-

rentiels depuis ^jusqu'â^| inclusivement, c'est-à-dire un nombre n — 1 Cl.Z'* ixX ~ 
de coefTiciens différentiels ; et l'on voit que lorsque ces équations sont toutes 
connues, il suffit d'éliminer entre elles ces coefTiciens difTcrentiels pour obte-
nir l'équation primitive. 
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Des solutions particulières des équations différentielles du premier 
ordre. 

435. Nous avons vu, art. 354, qu'une intégrale particulière pouvait tou-
jours se déduire de l'intégrale complète, en donnant une valeur convenable à 
la constante arbitraire que renferme cette dernière. 

Par exemple, si l'on nous donne l'équation 

dont l'intégrale complète est 

et que, pour plus de commodité dans les calculs, on fasse évanouir les radi-
caux par l'élévation au carré, la proposée deviendra 

et l'on aura pour l'intégrale complète 

Il est certain qu'en prenant pour c une valeur constante arbitraire c = 2a, on 
obtiendra cette intégrale particulière : 

qui aura la propriété de satisfaire à l'équation proposée (165) tout aussi bien 
que l'intégrale complète. En effet, on tire de cette intégrale particulière 

ces valeurs réduisent la proposée à 

équation qui devient identique, en substituant dans le second membre la 
valeur de ĉ  que nous fournit la relation c = 2a, établie entre les constantes. 

Pendant long-temps on crut que cette propriété de l'intégrale complète était 
générale, et que lorsqu'une équation différentielle en a? et en y était donnée, 
on ne pouvait rencontrer une équation finie entre les mêmes variables, qui 
ne fût un cas particulier de l'intégrale complète, en donnant, comme nous 
venons de le faire, une valeur arbitraire à une constante; mais on s'aperçut 
enfin que cela n'était pas toujours, et Euler lui-même, dans un Mémoire publié 
en 1756, regardait comme un paradoxe du calcul intégral le fait singulier de 
l'équation 

qui a la propriété de satisfaire à l'équation différentielle (165), et qui n'est 
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point comprise dans son intégrale complète. En effet, cette équation étant 
différentiée, donne xàx — — yày; cette valeur et celle de y"^ étant sub-
stituées dans l'équation (165), en font détruire tous les termes, et néanmoins 
l'équation (167) n'est pas comprise dans l'intégrale complète; car, quelque 
valeur constante que l'on donne à c dans l'équation (166), jamais cette équa-
tion ne pourra amener l'équation (167), puisque la première, étant celle d'une 
parabole, ne peut, dans aucun cas, devenir l'équation (167), qui est celle d'un 
cercle. 

Cette équation. (167), qui satisfait à la proposée sans être renfermée dans l'in-
tégrale complète, s'appelle une solution particulière ou singulière de la pro-
posée. Clairaut, dès 1734, avait remarqué ce fait, et l'on crut long-temps que 
ces sortes d'équations n'étaient pas liées à l'intégrale complète; Lagrange fit 
voir qu'elles en dépendaient, et à ce sujet exposa la théorie que nous allons 
développer. 

436. Soit Mda; Ndi/ = o, une équation différentielle du premier ordre 
d'une fonction de deux variables x et y; on peut concevoir cette équation 
comme provenant de l'élimination d'une constante c entre une certaine équa-
tion du même ordre, que nous représenterons par mAz -{- «dy = o, et l'inté-
grale complète F (x, y, c) = o, que nous désignerons par ti. Or, dès que tout se 
réduit à prendre la constante c de manière que l'équation Md^ -}- Ndy = o 
soit le résultat de l'élimination, on sent qu'il est même permis de faire varier 
cette constante c, pourvu que l'équation Mdx-|-Ndy = o ait lieu : dans ce cas, 
l'intégrale complète F (x, y, c) = oprendra une plus grande généralité, et repré-
sentera une infinité de courbes du même genre, différant les unes des autres 
par un paramètre, c'est-à-dire par une constante. Cette hypothèse est admis-
sible, puisque, lorsque l'équation Mdx -{- Ndy = o est donnée, il est dans 
l'esprit de l'analyse de ne rejeter aucun des moyens qui ont pu amener cette 
équation. 

437. Supposons donc que l'intégrale complète étant différentiée, en consi-
dérant c comme variable, on ait obtenu 

équation que, pour simplifier, nous écrirons ainsi : 

Il est certain que si jo restant fini, qdc est nul, le résultat de l'élimination dec 
variable entre F (s, y, c) = o et l'équation (169), sera le même que celui de c 
constant entre F (x, y, c ) = o et l'équation ày—pàx (*), car l'équation (169), par 

n Ce résultat est, par hypothèse, Mdx -j- Nd^- = o. 
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Ia\ raison que çdc est nul, ne diffère pas dedij=pdx; mais pour qu'on puisse 
a'voir qàc = o, il faut que l'un des facteurs de cette équation soit nul, c'est-à-
diire que l'on ait 

Dians le premier cas, de = o donne c = constante, comme cela a lieu pour les 
imtégrales particulières ; ce ne sera donc que le second cas qui pourra convenir 
à une solution particulière : or, q étant le coefficient de de de l'équation (168), 
oin voit que g = o revient à 

Cette équation renfermera c ou en sera indépendante; si elle renferme c, il 
P'cut arriver deux cas : ou l'équation ç = o ne contiendra que e et des con-
stantes, ou cette équation contiendra e avec des variables. Dans le premier 
cas, l'équation q=o donnera encore c = constante, et dans le second cas elle don-
n era c = f{x, y) (*) ; cette valeur, étant substituée dans l'équation F {x, y, c) — o, 
la changera en une autre fonction de x et de y, qui satisfera à la proposée sans 
être comprise dans son intégrale complète, et par conséquent en sera une solution 
singulière; mais on aura une intégrale particulière si l'équation c=f{x, y), 
au moyen de l'intégrale complète, se réduit à une constante. 

438. Lorsque le facteur 5 = 0 de l'équation 5rdc = o ne contient pas la con-
stante arbitraire c, on connaîtra si l'équation q = o donne lieu à une solution 
particulière, en combinant cette équation avec l'intégrale complète (**). Par 
exemple, si de ç = 0 on tire = et qu'on mette cette valeur dans l'inté-
grale complète F (x, y, c) = o, on obtiendra 

c—constante—Vt, ou c—fy. 

Dans le premier cas, ç = o donne une intégrale particulière; car changeant 
c en B dans l'intégrale complète, on ne fera que donner une valeur particu-
lière à la constante, tout comme on le fait quand on passe de l'intégrale com-
plète à une intégrale particulière. Dans le second cas, au contraire, la valeur fy 

C) Bien entendu que cette équation renfernae comme cas particuliers ceux où l'on aurait c=fx 
on c = fx. 

(**) Dans ce dernier cas, où q ne contient pas c, on peut se demander comment on a le droit 
d'égaler q à zéro. Je répondrai que la valeur qu'on a donnée à c dans l'intégrale complète déter-
mine l'égalité de <7 à zéro. En effet, lorsque nous tirons la valeur x = />• de l'équation <7 = 0, 
pour la substituerdans F {x, y, c), et obtenir F (j-, fy, c), c'est la même chose que de tirer x de 
F (x, c) = 0 et d'en substituer la valeur dans q. Par conséquent, le résultat de cette dernière 
opération sera encore F Cr, c). H ne s'agit plus que de prouver que ce résultat est égal à zéro 
pour constater qu'il en est de même de q ; or c'est ce qui a lieu, en considérant F (r , c) comme 
provenu de la première opération, c'est-à-dire de F (x^j^, c ) = o , dans lequel on aurait mis pour x 
sa valeur. 
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introduite à la place de c, dans l'intégrale complète, établira entre x et y une 
relation différente de celle qui avait lieu lorsqu'on ne faisait que remplacer c 
par une valeur constante arbitraire. On aura donc, dans ce cas, une solution 
particulière. Ce que nous disons de y peut s'appliquer à x. 

439. Il arrive quelquefois que la valeur de c se présente sous la forme ^ : 

cela indique un facteur commun qu'il faut faire disparaître. {Note quatorzième.) 

440. Appliquons maintenant cette théorie à la recherche des solutions par-
ticulières, lorsque l'intégrale complète est donnée. 

Soit l'équation 

dont l'intégrale complète se détermine par le moyen suivant : 
dî/ 

Si l'on divise cette équation par et que l'on fasse ~ — p, on obtient 
Cl. 

d'abord 

différentiant par rapport à a: et à p, on a 

( 

observant que dy=jod.r, cette équation se réduit à 

et l'on y satisfait en faisant djtj = o. Cette hypothèse donne p=constante = c, 
valeur qui étant mise dans l'équation (172), nous fait obtenir 

Cette équation renfermant une constante arbitraire c, qui n'était pas dans la 
proposée (171), en est donc l'intégrale complète. 

441. Cela posé, la partie qàc de l'équation (169) s'obtiendra en différentiant 
l'équation (173) par rapport à c, regardé comme seul variable; en opérant 
ainsi, on aura 

par conséquent, le coelTicient de de, égalé à zéro, nous donnera 
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Pour dégager la valeur de c, élevons cette équation au carré, nous trouverons 

d'où nous tirerons 

au moyen de cette dernière équation, éliminant le radical de l'équation (174), 
nous obtiendrons ensuite 

Cette valeur et celle de étant mises dans l'équation (173), nous 

aurons 

d'où nous tirerons 

équation qui, étant élevée au carré, nous donnera 

et l'on voit que cette équation est effectivement une solution particulière; car, 

en la différentiant, on obtient ày = ; cette valeur change l'équa-

tion (171) en 

réduisant aux mêmes dénominateurs, et en vertu de l'équation (176), rempla-
çant par a^, on obtient = 

442. Dans l'application que nous venons de donner des principes démontrés 
art. 437, nous avons déterminé la valeur de c en égalant à zéro le coefïicient 

différentiel-^. Ce procédé peut être quelquefois insuffisant. En eflFet, 

l'équation 

étant mise sous cette forme : 

{*) Nous n'avons pas affecté j / l + c du double signe, parce que x et c étant de signes contrai-
res, dans l'équation (174), il faut qu'il en soit de même dans l'équation (175). 
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où A, B et C sont des fonctions de se et de y, nous en tirerons 

et nous voyons que si tout ce que nous avons dit de y, considéré comme fonc-
tion de X, est appliqué à x considéré comme fonction de y, la valeur du coeffi-
cient de de ne sera pas la même, et qu'il suffirait seulement que quelque 
facteur de B détruisît dans C un autre facteur que celui que pourrait y dé-
truire un facteur de A, pour que les valeurs du coefficient de de, dans les deux 
hypothèses, parussent entièrement différentes. Aussi, quoique bien souvent 

C C 
les équations ^ = ^ T ~ ° donnent pour c la même valeur, cela n'arrive 

Jd a 

pas toujours. C'est pourquoi lorsqu'on aura déterminé c au moyen de l'équa-

tion o, il ne sera pas inutile de voir si l'hypothèse de ^ amène le 

même résultat. 

-4-43. Clairaut remarqua le premier une classe générale d'équations suscep-
tibles d'une solution particulière; ces équations sont renfermées dans la 
suivante : 

équation que nous pourrons représenter par 

différentiant, nous trouverons 

cette équation, à cause de Ay—pàx, se réduit à 

et comme djo est facteur commun, elle peut s'écrire ainsi : 

On satisfait à cette équation en faisant d jo=o , ce qui donne p=con8tante=c; 
par conséquent, en substituant cette valeur dans l'équation (178), nous 
trouverons 

cette équation est l'intégrale complète de la proposée, puisqu'une constante 
arbitraire e a été introduite par l'intégration. Si l'on différentie cette équation 
par rapport à c, on aura 

http://rcin.org.pl



lINTÉGRATION DES ÉQUÂTIONS DIFFÉRENTIELLES DU ORDRE. 24S 

par conséquent, en égalant à zéro le coefficient de de, on a l'équation 

qui, par la substitution de c dans l'intégrale complète, donnera la solution par-
ticulière. {Note quinzième.) 

De l'intégration des équations différentielles du second ordre. 

•444. La formule générale des équations différentielles du second ordre à 
deux variables est 

Nous ne chercherons pas à intégrer cette équation dans ce degré de généra-
lité ; mais nous allons examiner comment on en peut trouver l'intégrale dans 
des cas particuliers. 

445. Considérons d'abord l'hypothèse où l'on a 

pour intégrer cette équation on fera ~ = p , ^ = et elle se réduira à 
cij; UJ7 dx 

Si cette équation peut s'intégrer, et qu'on en tire j9 = X, on obtiendra facile-

ment la valeur de y; car l'équation ~ == jo nous donnant y = fpày, si l'on 

substitue dans cette équation la valeur dep, on aura y— fXdx; mais si l'équa-
tion (181), au lieu de donner la valeur de p en x, donnait celle de x en fonc-
tion dep, de manière qu'on eûta; = P, en intégrant par parties dy—pdx, on 
aurait d'abord 

mettant dans cette équation la valeur de x, on trouverait 

446. Considérons maintenant le cas où l'on a 

En faisant ^ — p, on trouverait ^ j en remplaçantd.r par sa valeur 
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, cette équation deviendrait 

mettant ces valeurs de ^ et de ^ dans l'équation (182), on la converti-

rait en 

si cette équation peut donner j p = Y, on substituera cette valeur dans l'équa-

tion et l'on obtiendra en intégrant 

V 

si au contraire y se détermine en fonction dep, et que l'on ait par conséquent 

y = P ; pour avoir x, on intégrera par parties l'équation dx = et l'on aura 

(art. 279 et 16) 

et en substituant dans cette équation la valeur de y, on trouvera 

et ayant intégré, on éliminera ensuitejo au moyen de l'équation y—V. 

dhi 
447. Lorsque l'équation (179) ne renferme avec ^ q u e l ' u n e des trois quan-

tités X et y, nous avons, dans le premier cas, 

(Xx 

Faisant^ = », et par conséquent ^ = on substituera ces valeurs dans 

On tire de cette équation 
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et par conséquent 

D'une autre part l'équation ^ = p nous donne 

et en y substituant la valeur de dx, donnée par l'équation (184), on obtient 

Lorsqu'on aura intégré les équations (18S) et (186), on éliminera entre elles 
la quantité jo pour avoir une équation en x et en y. 

448. Dans le cas où ^ ne se trouve combiné qu'avec une fonction de x, 

on a 

multipliant par da: et intégrant, on trouve 

représentant par X' l'intégrale indiquée dans cette équation, on a 

multipliant de nouveau par do:, et intégrant, on obtient 

449. Enfin, lorsque ^ est donné en fonction de y, il s'agit d'intégrer l'é-

quation 

Pour y parvenir, on la multipliera par 2di/, ce qui donnera 

le premier membre étant composé comme la différentielle de on trouvera, 
en intégrant, 

et en tirant la racine carrée, on obtiendra 
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d'où l'on tirera, par une nouvelle intégration. 

Des équations linéaires. 

450. Une équation difFérentielle entre deux variables x et r , est linéaire lorsque les expressions 

^ î ^ . . . , ^ ne sont élevées, dans cette équation, qu'au premier degré : ainsi, en 
' dx' dx^' dx^ ' dx" 

supposant que A, B, C, D..., N, X, soient des fonctions de x, l'équation linéaire du neuvième ordre 
sera 

Lorsque cette équation est du premier degré, elle se réduit à 

chassant le dénominateur, et divisant par B, on peut la mettre sous cette forme 

et nous avons vu, art. 385, que cette équation avait pour intégrale 

451. Lorsque le terme en X est nul dans l'équation (187), si un nombre n de valeurs particu-
lières p, q, r, etc., mises successivement à la place de^ , ont chacune la propriété d'y satisfaire, il 
suffira de multiplier p, q, r, etc., par des constantes arbitraires a, h, c, etc., pour conclure que 
l'intégrale finie complète de cette équation est 

y—ap-\-bq-\-er, etc. 

La démonstration de cette proposition étant la même pour tous les degrés, nous ne considérerons 
que l'équation 

En mettant successivement à la place dey les valeurs hypothétiques p, q, r, nous aurons 

multipliant ces trois équations, la première par a, la seconde par b et la troisième par c, et ajou-

tant les résultats, on trouve 

Or, il est évident que cette expression, qui est identiquement nulle, est la même que celle qu'on 
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obtiendrait en faisant r == op + + cr, dans l'équation (188); donc cette valeurde .y satisfait h 
l'équation (188); et comme elle renferme trois constantes arbitraires, elle est l'intégrale finie com-
plète de l'équation (188). 

452. Lorsque X n'est pas nul dans l'équation 

si l'on peut trouver trois valeurs particulières p, q, r, qui, mises successivement à la place de y, 
satisfassent chacune à l'équation 

l'intégrale finie complète de l'équation (189) sera 

mais alors a, b, c, au lieu d'être des constantes, seront des fonctions dex , que nous apprendrons 
bientôt à déterminer. 

453. Pour démontrer ce théorème, différentions l'équation (191) et divisons-la par dx, nous 
aurons 

Disposons des indéterminées a, b, c, par trois conditions : par la première, faisons 

il restera 

Une nouvelle différentiation-nous donnera 

Pour remplir la seconde condition, posons 

il restera 

différentiant encore et divisant par àx, il viendra 

Pour remplir la troisième condition, nous supposerons 

et l'équation précédente deviendra 

Je dis maintenant que la \a\eur y = ap + bq -t- cr, satisfait à l'équation (189); car mettant dans 
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celte équation la valeur de y , et par conséquent celles de ses coefficiens différentiels, que nou» 
venons de déterminer, et effaçant les termes en X, qui se détruisent, on trouve 

454. Comme on ne sait pas si la valeur donnée à ^ fait détruire mutuellement tous les termes de 
l'équalion (196), il s'agit maintenant de démontrer que cette équation est identiquement nulle. Pour 
cet effet p, q, r satisfaisant à l'équation (190), on a 

multipliant la première de ces équations par a , la deuxième par b et la troisième par c, et ajou-
tant les résultats, on trouvera une équation identiquement nulle, qui sera la même que l'équa-
tion (196). 

^ . . da dô de . , , , 
455, Pour déterminer a, c, les coefficiens différentiels-p-, -r- , n entrant qu au pre-

iXOC iXX (xOC 
mier degré dans les équations de condition (192), (194) et (195), nous pouvons éliminer deux de ces 

dp Aq coefficiens différentiels, et nous trouverons l'autre en fonction des expressions ,etc,,qui 

sont des fonctions de x déterminées, puisqu'on connaît p, q, r, etc., nous aurons donc des équa-
tions de la forme 

et en intégrant, on déterminera a, b et c. 
Ce théorème est applicable au cas où l'équation linéaire serait d'un ordre quelconque, par con-

séquent l'intégration de ces équations se réduit à celle de l'équation 

456, Lorsque l'équation linéaire de l'ordre n a des coefficiens constans, il est facile d'en déter-
miner l'intégrale. En effet, si dans l'équation (197) on f a i t ^ = on trouvera, en différentiant, 

substituant ces valeurs dans l'équation (197), on obtiendra 

(A + B»j - f Zm\.. -I- N»z") = o „ „ (198) ; 

soient m'y m", m'", etc., les racines de l'équalion 
A -I- Bffi - f + Km" = 0..., (199), 

l'équation (197) sera satisfaite par ces valeurs 
y — gmrx̂  y = ^ = e"""*, etc, ; 
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et comme on a « valeurs de y , l'intégrale finie complète de l'équation (197) sera 

457. Lorsque m' = m", et que par conséquent les termes ae""-^ et be'"'"' se réduisent à 
(a la somme a - \ - b devant être considérée comme une seule constante, l'expression r ne 
renferme plus un nombre n de constantes arbitraires. Dans ce cas, si^- = e"^'" satisfait à la pro-
posée, la = doit aussi y satisfaire. En effet, en différentiant cette dernière équation, 
on trouve (art. 14 et 39) 

ces valeurs réduisent l'équation (197) à 

Or, l'équation (199) ayant par hypothèse deux racines égales, on sait, par la théorie des équa-
tions, que l'expression B -f- oDm^ etc., en renfermera une de moins que la proposée, et 
s'anéantira lorsqu'on fera m = m'; d'où il suit que l'expression (200) est identiquement nulle. Par 
conséquent, l'équation (197) sera satisfaite par la valeur 7-=jce™'-», et aura pour intégrale com-
plète 

458. S'il y avait trois racines égales à m, on prouverait de même que l'équation (197) serait 
satisfaite en faisant 

ainsi de suite. 

459. Lorsque l'équation (199) a des racines imaginaires, si l'une de ces racines es t / t - f A" V^— 1, 
l'autre sera /t — A l / — 1 ; et l'on aura, dans la valeur de^-, ces deux termes 

ou 

Or, on sait qu'on a, en général [voyez la note neuvième), la formule 

en comparant l'expression (201) à ces formules, nous pourrons remplacer 
-I par coskx-\-s\Q.kx\/—l, 

et 
-I par cos kx — sin kx \/— 1 , 

et la formule (201) deviendra 

cos kx - f a sin kx \/— 1 - f 6 cos Ara; — c sin kx \/— 1 ], 

expression qui peut s'écrire ainsi : 

+ b) cos kx + {a —b) sin kx V— 1] ... .(202), 

Quand X est nul dans l'équation (187), a, b, c étant des constantes arbitraires, art. 451, nous pou-
vons supposer a-^b = c, a — b= c' j / — 1 ; alors la partie imaginaire qui est dans l'expres-
sion (201) s'évanouira. 
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De l'intégration des équations simultanées. 

460, Proposons-nous maintenant d'intégrer à la fois deux ou plusieurs équations différentielles. 
Soient 

les équations les plus générales du premier degré entre x et x, et les coefficiens différentiels 
dy (Ix 
i j j , — ; et dans lesquelles les coefficiens M, N, P, etc., sont des fonctions de la variable indépen-

dante t. On peut écrire ainsi ces équations : 

si l'on multiplie la seconde par une fonction 6 de et qu'on ajoute les résultats, on obtiendra 

[(M -I- M'0)r - f (N -j- N'e)x]df H- (P H- P'0)àx - f (Q - f Q'â)dx= (T + T'0)d^-

en représentant les quantités qui sont entre les parenthèses par une seule lettre, celle équation 
peut s'écrire ainsi : 

on en lire 

équation qui sera de même forme que l'équation 

d r - f l ' r d x = Q J x . . . . (205), 

que nous avons intégrée, art. 385, si 

parce qu'alors en faisant 

l'équalion (204) deviendra 

H T 
et l'on voit que celte équation est de même forme que l'équation (205), puisque— et — sont des 

fonctions de la variable indépendante t. 

461. Pour satisfaire à l'équation (206), il suffit que l'on ait 

et en exécutant la différentiation indiquée, d'après l'article 14, on trouvera 

Pour que celle équation soilsatisfaite, il faut, en général, quelesmultiplicaleursdedx soient égaux, http://rcin.org.pl
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et que, par conséquent,le terraea;.d.- soit nul ; c'est-à-dire que l'on ait 

On remettra dans ces équations les valeurs des expressions K, H, S et R ; et ayant effectué la dif-
férentiation indiquée, on éliminera 6 renfermé dans ces équations ; et l'on aura la relation qui doit 
subsister entre les coefficiens, pour que l'équation de condition soit satisfaite. 

462. Pans le cas où les coefficiens des premiers membres des équations (203) sont constans, la 
différentielle d'une constante étant égale à zéro, il ne reste que la première des équations (209) ; 
elle suffira pour déterminer le facteur 6, qui alors sera constant, puisqu'il deviendra égal à une 
fonction de constantes. En remettant pour K, H, R, S leurs valeurs, on a 

et en faisant évanouir les dénominateurs, on voit que 0 doit élre déterminé par une équation du 
second degré. Nommant 0' et 6" ces valeurs de 0, et supposant qu'après les avoir substituées, suc-
cessivement dans l'équation (208), les coefficiens de zdt et de At deviennent, dans le premier cas, 
p' et f/', et dans le second p" et q", on aura 

intégrant d'après la formule (103), page 212, on trouvera 

(»n substituera dans ces valeurs celle de z, tirée de l'équation (207), et l'on aura doux équations 
en X, en y et en t. 

463. Si, excepté T, T' et T", que nous regarderons toujours comme des fonctions de l, les coef-
ficiens M, N, P, Q, etc., sont constans, et qu'on ait les trois équations 

on multipliera la seconde par une constante 6, et la troisième par une autre constante 6'; et ajou-
tant les résultats, on aura une équation que nous pourrons représenter par 

Or, pour que cette équation soit de la forme {voyez l'art. 385) 

d / - - f l > - d j 7 = Q d x , 

il faut qu'en regardant la fonction -J- Ho; Sz comme une seule variable^', la différentielle dy' 
de cette fonction soit égale à d / -J- Odx -f- O'dz, ce qui exige que l'on ait les équations de condition 

R et S n'étant que des fonctions de 0 et de 6', en vertu des opérations précédentes, il en résulte que 
ces équations suffiront pour déterminer les diverses valeurs des constantes 0 et 0'. 

464. Cette méthode est générale, et s'applique même aux équations différentielles des ordres 
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supérieurs, parce que ces équations peuvent se réduire au premier degré. Si l'on avait, par exem-
ple, les équations 

OU plutôt 

on ferait 

el en observant que d^ est constant, ces équations deviendraient 

ces deux équations, avec les équations (211), forment quatre équations du premier degré, aux-
quelles on peut appliquer les procédés précédens. 

Des équations différentielles partielles du premier ordre. 

•465. Une équation qui subsiste entre des coefficiens différentiels, combinés, 
selon le cas, avec des variables et des constantes, est, en général, une équation 
différentielle partielle, ou, suivant l'ancienne dénomination, est une équation 
aux différences partielles. On a appelé ainsi ces équations, parce que la 
notation des coefficiens différentiels qu'elles renferment indique, comme nous 
l'avons vu art. 54, que la différentiation ne peut être effectuée que partielle-
ment, c'est-à-dire en regardant certaines variables comme constantes. Cela 
suppose donc que la fonction proposée ne contienne pas qu'une seule variable. 
Pour plus de simplicité, nous n'en admettrons d'abord que deux, et nous con-
sidérerons les équations différentielles partielles du premier ordre, qui sont 
celles qui ne renferment qu'un ou plusieurs coefficiens différentiels du pre-
mier ordre. 

466. La première équation que nous commencerons à intégrer est la sui-
vante : 

Si, contre notre hypothèse, s au lieu d'être fonction de deux variables x et y, 
ne contenait que x, on aurait une équation différentielle ordinaire qui, étant 
intégrée, donnerait z ^ ^ a x - ^ c ; mais, dans le cas présent, s étant une fonc-
tion de X et de y, les y renfermés dans z ont dû disparaître à la différentiation, 
puisqu'en différentiant par rapport à x, nous avons regardé y comme constant. 
Nous devons donc, en intégrant, conserver la même hypothèse, et supposer 
que la constante arbitraire est en général une fonction de y; par conséquent 
nous aurons pour l'intégrale de l'équation proposée 
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•467. Cherchons encore à intégrer l'équation difFérentielle partielle 

dans laquelle X est une fonction de cc; multipliant par da? et intégrant, nous 
trouverons 

468. Par exemple, si la fonction représentée par X était a ? ^ l ' i n t é g r a l e 
serait 

469. On ne trouvera pas plus de difficulté à intégrer l'équation 

et l'on aura 

470. On intégrera de la même manière toute équation dans laquelle ~ éga-

lera une fonction de deux variables x et y. Si l'on a, par exemple, 

en regardant y comme constant, on intégrera d'après l'article 271, après avoir 
multiplié par dx ; et en nommant fy la constante qu'on doit ajouter à l'inté-
grale, on aura 

471. Enfin, si l'on veut intégrer l'équation 

on regardera toujours y comme constant, et l'on aura, art. 274, 

472. En général, pour intégrer l'équation 

on prendra l'intégrale par rapport à x, et ajoutant ensuite une constante fonc-
tion de y, pour la compléter, on trouvera 
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473. D'après ce qui précède, on voit qu'à part l'hypothèse de l'une des 
v a r i a b l e s supposée constante, et de l'introduction, dans l'intégrale, d'une con-
stante fonction de cette variable, on suit le même procédé que dans l'intégra-
tion des équations différentielles ordinaires. 

474. Considérons maintenant les équations différentielles partielles qui 
contiennent deux coefficiens différentiels du premier ordre; et soit l'équation 

dans laquelle M et N représentent des fonctions données de x et de y, on en 
tire 

substituant cette valeur dans la formule 

qui n'a d'autre sens que d'exprimer la condition que s est fonction de .v et 
de y, on obtient 

ou 

Soit ^ le facteur propre à rendre Nda; — Mdy une différentielle exacte àv, nous 
aurons 

Au moyen de cette équation, nous éliminerons Ndi? —Mdy de la précédente, 
et nous obtiendrons 

Enfin, si l'on remarque que la valeur de ^ n'est point déterminée, on peut 

la prendre telle que ^ ^^ puisse s'intégrer, ce qui exige que ^ ^ soit 

une fonction de v ; car on sait que la différentielle de toute fonction donnée 
de V, doit être de la forme Ff .dp. Il suit donc de là qu'on doit avoir 

équation qui changera la précédente en 
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d'où l'on tirera 

473. Si l'on intègre par ce moyen l'équation 

nous avons dans ce cas M = — xj, N = a7, et par conséquent l'équation (21 S) 
deviendra 

Il est visible que le factetir propre à rendre intégrable le second membre 
de cette équation, est 2. Substituant cette valeur à i et intégrant, on a 

mettant cette valeur dans l'équation (214), nous aurons pour l'intégrale de l'é-
quation (213) 

476. Soit maintenant l'équation 

dans laquelle P, Q et R sont des fonctions des variables x, y et z; en divisant 
Q R 

par P, et en faisant — = M, - = N , nous pourrons la mettre sous cette forme: 

et en faisant ^ = elle deviendra 

Cette équation établit une relation entre les coefficiens jo et ç de la formule 
générale 
sans cette relation, p et q seraient entièrement arbitraires dans cette formule; 
car, comme cela a déjà été observé, elle n'a d'autre sens que d'indiquer que z 
est une fonction de deux variables x et y, et cette fonction peut être quel-
conque; ainsi, nous devons regarder, dans l'équation (219), p et q comme 
deux indéterminées; éliminantjo au moyen de l'équation (218), nous obtien-
drons 

et q restera toujours indéterminé; mais l'on sait {voyez la note sixième) que 
ÉI.ÉMENS «E CALCUL DIFFÉRERTlEl. 33 
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lorsqu'une équation de ce genre a lieu, quel que soit q, il faut que l'on ait 
séparément 

Vil. Si P, Q et R ne contiennent pas la variable z, il en sera de même de 
IVI et de N 5 alors la seconde des équations (221) sera une équation .î deux 
variables x et y, et pourra devenir une différentielle exacte à l'aide d'un fac-
teur que nous représenterons par et nous aurons 

L'intégrale de cette équation sera une fonction de a; et de y à laquelle on devra 
ajouter une constante arbitraire — que nous faisons précéder du signe né-
gatif, pour que, transposée dans le second membre, elle soit positive; de sorte 
que nous aurons 

d'où nous tirerons 

Telle sera la valeur de y qui nous sera donnée par la seconde des équations (221) ; 
et, pour établir qu'elles ont lieu simultanément, il faudra substituer cette 
valeur dans la première de ces équations ; or, quoique cette variable n'y soit 
pas en évidence, on sent qu'elle peut être renfermée dans N. Cette substitu-
tion, d'après la valeur que nous venons de trouver pour y, revient à re^yarder, 
dans la première des équations (221), y comme une fonction de x et de la con-
stante arbitraire w. Intégrant donc cette première équation, dans cette hypo-
thèse, on trouvera 

478. Pour donner un exemple de cette intégration, prenons l'équation 

en la comparant à l'équation (217), nous avons 

Ces valeurs, étant substituées dans les équations (221), les convertiront en 

Soit \ le facteur qui rend intégrable cette dernière équation, nous aurons 
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ou plutôt 

équation intégrable si l'on fait A = parce qu'alors son premier membre de-
X 

vient une différentielle exacte, art. 403. Égalant donc l'intégrale de celte équa-
tion à une constante arbitraire w, nous aurons 

et par conséquent y = 
A u moyen de cette valeur de y, on convertit la première des équations (224) en 

ou plutôt en 

intégrant en regardant m comme constant, nous obtiendrons 
/ 

et par conséquent 

Remettant pour &> sa valeur, on obtiendra 

ou plutôt 

479. Dans le cas le plus général, où les coefficiens P, Q, R, de l'équation (216), 
contiennent les trois variables x, y, z, il peut arriver que les équations (221) 
ne renferment chacune que les deux variables qui sont en évidence, et que, 
par conséquent, on puisse les mettre sous les formes 

Ou ne peut intégrer isolément ces équations, en écrivant, comme dans l'arti-
cle 472, 

car alors on voit qu'il faudrait supposer s constant dans la première équation, 
et y constant dans la seconde ; hypothèses contradictoires, puisque l'une des 
trois coordonnées x, y, z, ne peut être supposée constante dans la première 
équation sans qu'elle le soit dans la seconde. 
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480. Voici donc de quelle manière on intégrera les équations (221), dans le 
cas où elles ne renferment chacune que les deux variables qui sont en évi-
dence : soient /i et > les facteurs qui rendent les équations (221) des différen-
tielles exactes; si nous représentons ces différentielles par dU et par dV, nous 
aurons 

au moyen de ces valeurs, l'équation (220) deviendra 

Comme le premier membre de cette équation est une différentielle exacte, il 

faut qu'il en soit de même du second, ce qui exige que q ^ soit une fonction 

de V; représentant cette fonction par fV, l'équation (22o) deviendra 

d'où l'on tirera, en intégrant, 

481. Prenons pour exemple l'équation 

étant écrite ainsi : 

on la comparera à l'équation (217), et l'on aura 

au moyen de ces valeurs, les équations (221) deviendront 

.7 
et en faisant évanouir les dénominateurs, on aura 

Les facteurs propres à rendre ces équations intégrables sont-^ et 2 ; en les 

substituant et en intégrant, on trouve ~ et if — pour les intégrales ; met-

X 

tant donc ces valeurs à la place de U et de V, dans l'équation U = ^V, nous 
obtiendrons, pour l'intégrale de la proposée, 
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482. Il est à remarquer que si l'on eût éliminé q au lieu de p (art. 476), les 
équations (221) eussent été remplacées par celles-ci : 

et comme tout ce que nous avons dit des équations (221) peut s'appliquer à 
celles-ci, il s'ensuit que, dans le cas oû la première des équations (221) ne 
serait pas intégrable, on a le droit de rem[)Iacer ces équations par le système 
des équations (226), ce qui revient à employer la première des équations (226) 
à la place de la première des équations (221), alors enverra si l'intégration est 
possible. 

483. Par exemple, si l'on avait 

cette équation, divisée par as et comparée à l'équation (217), nous donnerait 

par conséquent, les équations (221) deviendraient 

et en chassant les dénominateurs, on aurait 
azàz-\-xyàx=o, ody-j-.Td.r = o. . . . (227). 

La première de ces équations, qui contient trois variables, ne pouvant s'inté-
grer immédiatement, nous la remplacerons parla première des équations (226), 
et nous aurons, au lieu des équations (227), celles-ci : 

OC 

supprimant - comme facteur commun dans la première de ces équations, et 

multipliant l'une par 23 et l'autre par 2, on trouvera 

équations qui ont pour intégrales 

ces valeurs étant mises à la place de U (art. 480) et de V (art. 481), on aura 

484. Remarquons que la première des équations (226) n'est autre chose que 
le résultat de l'élimination de àx entre les équations (221). 

En général, on peut éliminer toute variable renfermée dans les coefficiens 
M et N, et, en un mot, combiner d'une manière quelconque ces équations : si, 
après avoir exécuté ces opérations, on obtient deux intégrales représentées 
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par U = a et par Y —b, a et b étant deux constantes arbitraires, on en pourra 
toujours conclure que l'intégrale est U = ^ V . En effet, puisque a et Z> sont deux 
constantes arbitraires, ayant pris b à volonté, on peut composer a en b d'une 
manière quelconque ; ce qui revient à dire que l'on a la faculté de prendre 
pour a une fonction arbitraire de b : cette condition sera exprimée par l'équa-
tion a — % {note seizième) \ par conséquent, nous aurons les équations 
\ = b, dans lesquelles x, y et z représentent les mêmes coordonnées; si l'on 
élimine b entre ces équations, on obtiendra U = ^V. 

On peut encore observer que cette équation nous dit qu'en faisant V = 6, 
on doit avoir l] = ^b — constante : c'est-à-dire que U et V sont constans en 
même temps, sans que a et b dépendent l'un de l'autre, puisque la fonction ^ 
est arbitraire. Or, c'est précisément la condition qui nous est donnée par les 
équations U = o et V = 6. 

•485. Pour donner une application de ce théorème, soit 

Après avoir divisé par zx, nous comparerons cette équation à l'équation (217), 
ce qui nous donnera 

et les équations (221) deviendront 

ou 

La première de ces équations contenant trois variables, nous ne chercherons' 
pas à l'intégrer dans cet état; mais si l'on y substitue la valeur de ydx, tirée 
de la seconde, elle acquiert un facteur commun a;qui, étant supprimé, se ré-
duit à 

et l'on voit qu'en la multipliant par 2, elle devient intégrable; l'autre équation 
l'étant aussi, on trouvera, en les intégrant, 

d'où l'on conclura que 

486. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur les équations différen-
tielles partielles du premier ordre, par la solution de ce problème : Une équa-
tion qui cotitient une fonction arbitraire d'une ou de plusieurs variables étant 
donnée, trouver l'équation différentielle partielle qui Vu produite. 
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Supposons donc que l'on ait , 

nous ferons 

et notre équation deviendra 

la différentielle de Yu devant être, en général, une fonction de u multipliée 
par du, nous pourrons écrire 

si nous prenons la différentielle de z, par rapport à x seulement, c'est-à-dire 
en regardant y comme une constante, nous devrons prendre aussi la différen-
tielle de u dans la même liypothèse ; par conséquent, en divisant par dx l'équa-
tion précédente, nous aurons 

si nous regardons ensuite x comme constant, et y comme variable, nous trou-
verjns, par un procédé analogue 

les valeurs des cocfTicicns d i f férent ie l s^ etll^, qui entrent dans les équa-

tions (229) et (230), s'obtiendront en différentiant successivement l'équa-

tion (228) par rapport à x et à y, ce qui nous donnera 

s 

substituant ces valeurs dans les équations (229) et (230), nous aurons 

éliminant entre ces équations, nous trouverons enfin 

487. Prenons encore pour exemple l'équation 

faisant 

cette équation devient 

el en différentiant, on a 
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prenant, par rapporta x, la diflerentielle indiquée, nous regarderons s comme 
variable en vertu de x qui y est contenu, et divisant par d.r, nous aurons 

opérant d'une manière analogue, par rapport à y, en regardant 5 comme une 
fonction qui ne varie qu'à cause de y, et divisant par dy, nous trouverons 

pour éliminer les coefliciens différentiels de du, l'équation (231) nous donne 

substituant ces valeurs dans les équations (232) et (233), nous aurons 

éliminant yu entre ces équations, nous obtiendrons 

De la détermination des fonctions arbitraires qui entrent dans les 
intégralesdes équations différentielles-partielles du premier ordre. 

488. Les fonctions arbitraires qui complètent les intégrales des équations 
différentielles partielles, doivent se déterminer par des conditions qui tien-
nent à la nature des problèmes qui ont donné lieu à ces équations, problèmes 
qui la plupart appartiennent à des questions physico-mathématiques. Ne vou-
lant point nous écarter de notre sujet, nous nous bornerons à des considéra-
tions purement analytiques, et nous chercherons d'abord quelles sont les con-
ditions renfermées dans l'équation 

489. Dès que z est une fonction de x et de y, cette équation peut être regardée 
comme celle d'une surface. Cette surface, d'après la nature de son équation, 

jouit de la propriété suivante, que ^ doit toujours être une quantité cou-
dâ  

F'S- 91. stante. Il suit de là que toute section EF, fig. 91, de cette surface faite par un 
plan CD, parallèle à celui des x, z, est une ligne droite. En effet, quelle que 
soit la nature de cette section, si on la partage en un nombre infini de parties 
mm', m'm", m"iu"', etc., ces parties, vu leur peu d'étendue, pourront être 
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regardées comme des lignes droites, et représenteront les élémens de la sec-
tion ; l'un de ces élémens mni! faisant, avec une parallèle m?» à l'axe des abscisses, 

un angle dont la tangente trigonométrique est représentée par comme cet 

angle est constant, il s'ensuit que tous les angles m'mn, m"m'n', m"'in"n", etc., 
formés par les élémens de la courbe, avec des parallèles mn, m'n', m"n", etc., 
à l'axe des abscisses, seront tous égaux ; ce qui prouve que la section EF est 
une ligne droite. 

•490. On parviendrait au même résultat en considérant l'intégrale de l'équa-
dz tion -— = a, que nous avons vue être, art. 466, 
i\X 

car, pour tous les points de la surface qui sont dans le plan CD, l'ordonnée est 
égale à une constante c, représentée dans la fig. 91, par AB; remplaçant donc f'ff-
(fij par yc, et faisant yc = C, l'équation (235) deviendra 

cette équation étant celle d'une droite, et appartenant à la section EF, il s'en-
suit que cette section est une ligne droite. 

491. La même chose ayant lieu par rapport aux autres plans sécans qu'on 
mènerait parallèlement à celui des x, z, concluons que tous ces plans coupe-
ront la surface suivant des lignes droites, qui seront parallèles, puisqu'elles 
formeront chacune, avec une parallèle à l'axe des x, un angle dont la tangente 
trigonométrique sera a. 

492. Si maintenant nous faisons ar==o, l'équation (235) se réduira à s = 
et sera celle d'une courbe GHK tracée sur le plan des y, z; cette courbe ren-
fermant tous les points de la surface, dont les coordonnées sont x=o, ren-
contrera le plan CD en un point m, fig. 91, qui aura x = o pour l'une de ses Fig. 91. 
coordonnées; et puisqu'on a aussi y = A B = c, la troisième coordonnée, en 
vertu de l'équation (236), sera 2 = C, valeur représentée dans la figure parBm. 
Ce que nous disons du plan CD pouvant s'appliquer à tous les autres plans qui 
lui sont parallèles, il en résulte que par tous les points de la courbe dont 
z = <fy est l'équation, et qui est tracée sur le plan des y, z, partiront des droites 
parallèles à l'axe des x. Voilà tout ce que nous disent les équations (234) et 
(235) ; et comme cette condition est toujours remplie, quelle que soit la figure 
de la courbe dont z = 'i>y est l'équation, on voit que cette courbe est arbi-
traire. 

493. Il suit de ce qui précède, que la courbe GHK, dont z==fy est l'équa-
tion, peut être composée d'arcs de différentes courbes, qui se joignent les uns 
les autres, ou qui laissent entre eux des interruptions, en certaines parties, 
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Fig. 92. comme dans la fig. 92. Une courbe de ce dernier genre est appelée discontinue. 
Une courbe peut être aussi discontiguc; c'est ce qui arrive lorsqu'il y a inter-
ruption dans ses parties, sans que, dans l'endroit où a lieu cette interruption, 

Fig. 93, jjQjj cours soit suspendu. La courbe, fig. 93, nous en offre un exemple aux 
points M et N qui ne se succèdent pas, et pourtant ne laissent entre eux aucun 
vide. Remarquons qu'en pareille circonstance, deux ordonnées différentes, 
telles que PM et PN, fig. 93, ou que QR et QS, correspondent à une même 
abscisse. Enfin, il est possible que la courbe soit composée d'une suite infinie 
d'arcs infiniment petits, qui appartiennent chacun à des courbes différentes; 
dans ce cas, la courbe est irrégulière, comme seraient, par exemple, des traits 
de plume que l'on tracerait au hasard; mais de quelque manière que soit 
formée la courbe dont l'équation est z — t̂ y, il suffira pour construire la sur-
face, de faire mouvoir une droite toujours parallèlement à elle-même, avec 
cette condition, que son point m parcoure la courbe GHK dont z = (̂ y est l'é-
quation, et qui est tracée au hasard sur le plan des y, z. 

494. Si au lieu de l'équation a, nous avions celle-ci : ^ == X, dans 
dx dâ  

Fig. 91. laquelle X fût une fonction de x, alors en menant un plan CD, fig. 91, parallèle 
à celui de x, z, la surface serait coupée suivant une certaine section EF, qui ne 
serait plus une ligne droite, comme dans le cas précédent. En effet, pour tout 
point m', pris sur cette section, la tangente trigonométrique'de l'angle n'in'm" 
formé par le prolongement de l'élément m'ni" de la section, avec une parallèle 
à l'axe des x, sera égale à une fonction X de l'abscisse x de ce point; et comme 
l'abscisse x est différente pour chaque point, il s'ensuit que l'angle n'm'm" sera 
différent à chaque point de la section; ce qui nous montre que EF ne sera 
plus, comme précédemment, une ligne droite. La surface se construira de 
même que dans le problème précédent, en faisant mouvoir la section EF paral-
lèlement à elle-même, de manière que son point m touche continuellement la 
courbe GHK, dont l'équation est z — ^y. 

49o. Supposons maintenant que, dans l'équation précédente, au lieu de X, 

on ait une fonction P de ar et de y ; l'équation P, contenant trois varia-

bles, appartiendra encore à une surface courbe. Si nous coupons cette surface 
par un plan parallèle à celui des x, z, nous aurons une section dans laquelle y 

sera constant ; et comme dans tous ses points ^ égalera une fonction de la 

variable x, il faudra donc, ainsi que dans le cas précédent, que cette section 

soit courbe. L'équation ^ = P̂  étant intégrée, nous aurons, pour celle de la 

surface, 

http://rcin.org.pl



FONCTIOiNS A R B I T R A I R E S D U 1 " O R D R E . 2G7 

si dans cette équation nous donnons successivement à y les valeurs crois-
santes y', y", y'", ŷ '̂, etc., et que nous appelions P', P", P'", P'̂ , etc., ce que 
devient alors la fonction P, nous aurons les équations 

et l'on voit que ces équations appartiendront à des courbes de même nature, 
mais différentes de formes, puisque les valeurs de la constante y n'y sont pas 
les mêmes. Ces courbes ne seront autre chose que les sections de la surface 
j)ar des plans parallèles à celui des x, z; et, en rencontrant le plan des y, z, 
elles formeront une courbe dont l'équation s'obtiendra en égalant à zéro la 
valeur de x dans celle de la surface. Appelons Y ce que devient fï*àx dans 
ce cas, nous aurons 

et l'on voit qu'à cause de <fy, la courbe déterminée par cette équation doit 
être arbitraire ; ainsi, ayant tracé à volonté, fig. 94, la courbe QRS sur le plan Fig. 94. 
des y, z, si nous représentons par RL la section dont z = fV'àx -]- 'fy' est l'é-
({uation, on fera mouvoir cette section, en tenant son extrémité R toujours 
appliquée à la courbe QRS ; mais de manière que, dans ce mouvement, cette 
section RL prenne les formes successives déterminées par les équations (237), 

et l'on construira la surface à laquelle appartiendra l'équation 

496. Considérons enfin l'équation générale 

dont l'intégrale est U = ,i,V, art. 484. Dès que nous avons U = ae tV = i , ces 
équations existant chacune entre trois coordonnées, nous pouvons les regarder 
comme celles de deux surfaces; et puisque ces coordonnées sont communes, 
elles doivent appartenir à la courbe d'intersection de ces deux surfaces. Cela 
posé, a et Z) étant des constantes arbitraires, si dans U = o nous donnons à x 
et à y les valeurs x' et y', nous obtiendrons pour 5 une fonction de x', de y' et 
de a, qui déterminera un point de la surface dont U = a est l'équation. Ce 
point quelconque variera de position si nous donnons successivement diverses 
valeurs à la constante arbitraire a, ce qui revient à dire qu'en faisant varier a, 
nous ferons passer la surface dont U = a est l'équation, par un nouveau sys-
tème de points. Ce que nous disons de U = a , pouvant s'appliquer à V = Z>, con-
cluons que la courbe d'intersection des deux surfaces changera continuelle-
ment de position, et par conséquent décrira une surface courbe, dans laquelle 
u et h pourront être considérés comme deux coordonnées; et puisque la rela-
tion a — ^b, qui lie entre elles ces deux coordonnées, est arbitraire, on sent 
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que la détermination de la fonetion $ revient au problème de faire passer une 
surface par une courbe tracée arbitrairement. 

-497. Pour montrer comment ces sortes de problèmes peuvent conduire à 
des conditions analytiques, examinons quelle est la surface dont l'équation est 

Nous avons vu, art. -475, que cette équation avait pour intégrale 

= + (240), 

réciproquement on tire de cette intégrale 

si l'on coupe la surface par un plan parallèle à celui des x, y, la section aura 
pour équation 

et en représentant par o' la constante ^c, on aura 

Cette équation appartient au cercle; par conséquent la surface jouira de cette 
propriété, que toute section faite par un plan parallèle à celui des x, y, sera 
un cercle. ' 

498. Cette propriété est encore indiquée par l'équation (2S9), car on tire, 
en vertu de l'article 26, 

« 

Cette équation nous apprend que la sous-normale doit être toujours égale à 
l'abscisse, ce qui est la propriété du cercle. 

499. L'équation (240) ne nous disant donc autre chose, si ce n'est que toutes 
les sections parallèles au plan des x, y, sont des cercles, il s'ensuit que la loi 
suivant laquelle les rayons des sections doivent s'augmenter, n'est pas comprise 
dans l'équation (240), et que, par conséquent, toute surface de révolution satis-
fera au problème ; car on sait que dans ces sortes de surfaces, les sections 
parallèles au plan des x, y sont toujours des cercles, et il n'est pas besoin de 
dire que la génératrice qui, dans une révolution, décrit la surface, peut être 
une courbe discontinue, discontiguë, régulière ou irrégulière. 

500. Cherchons donc la surface pour laquelle cette génératrice serait une 
Fig. 95. parabole AN, fig. 95, et supposons que, dans cette hypothèse, la surface soit 

coupée par un plan AB, qui passerait par l'axe des z; la trace de ce plan sur 
celui des x, y sera une droite AL qui, menée par l'origine, aura pour équa-
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tion y = ax; si nous représentons par t l'hypoténuse AQ du triangle rectangle 
APQ, construit sur le plan des x, y, nous aurons 

mais t étant l'abscisse AQ de la parabole AN, dont QM = 2 est l'ordonnée, nous 
avons, par la nature de cette courbe, 

P = hz; 

mettant pour P sa valeur il nous viendra 

et en faisant ^ = "ous obtiendrons 

de sorte que la condition prescrite dans l'hypothèse où la génératrice doit être 
une parabole, est que l'on doive avoir 

z = mv'' lorsque y = : a x . 

501. Cherchonsmaintenantàdéterminer, au moyen de ces conditions, la fonc-
tion arbitraire qui entre dans l'équation (240). Pour cet effet, nous représen-
terons par U la quantité + ^st affectée du signe f, et l'équation (240) 
deviendra 

, ^ = (241), 
et nous aurons les trois équations 

y — ax, z = inx^. 

Au moyen des deux premières nous éliminerons y, et nous obtiendrons la valeur 
de x" qui, étant mise dans la troisième, nous donnera 

U 
a ' - f 1' 

équation qui se réduit à 

parce qu'on a vu que nous avions supposé ^(a'-^-1) — m ; la valeur de 2 étant 

substituée dans l'équation (241), la changera en 

î u = i u ; 

mettant la valeur de U dans cette équation, nous trouverons 
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et l'on voit que la fonction est déterminée ; substituant cette valeur de 
dans l'équation (240), nous aurons pour l'intégrale cherchée 

équation qui jouit de la propriété requise, puisque l'hypothèse de y = a.r nous 
donne 

z — mx'^. 

802, Ce procédé est général; car supposons que les conditions qui doivent 
déterminer la constante arbitraire, soient que l'intégrale donne F {s, y, 5) = o, 
lorsqu'on a f{x, y, z) — o, nous nous procurerons une troisième équation eu 
égalant à U la quantité qui est précédée de et alors, en éliminant successi-
vement deux des variables x, y, z, on obtiendra chacune des variables en fonc-
tion de U. Mettant ces valeurs dans l'intégrale, on parviendra à une équation 
dont le premier membre sera et dont le second membre sera une expres-
sion composée en U; remettant la valeur de U en fonction des variables, la 
fonction arbitraire se trouvera déterminée. 

Des équations différentielles partielles du second ordre. 

503. Une équation différentielle partielle du second ordre, dans laquelle a 
est une fonction de deux variables x et y, doit toujours Contenir un ou plusieurs 

d'3 (J2;5 ([-^Z 
de ces coefficiens différentiels—, -r—, —r-, indépendamment des coefli-

dx^ dy" dxdy ' 
ciens différentiels du premier ordre qu'elle peut renfermer. 

504. Nous nous bornerons à intégrer les plus simples des équations diffé-
rentielles partielles du second ordre, et nous commencerons par celle-ci : 

d'z 

multipliant par dx, et intégrant par rapport à x, nous ajouterons à l'intégrale 
une constante arbitraire fonction de y, et nous aurons 

d:; 

multipliant de nouveau par da;, et désignant par ôy une fonction de y, qu'on 
doit ajouter ù l'intégrale, nous trouverons 

o05. Pi'oposons-uous maintenaut d'intégrer l'équation 

Ax' ' 
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dans laquelle P est nne fonction de x et de j/; en opérant comme dans l'inté-
gration précédente, nous trouverons d'abord 

une seconde intégration nous donnera 

1)06. On intégrerait de la même manière 

et l'on trouverait 

507. L'équation 

s'intégrerait d'abord par rapport à l'une des variables, et ensuite par rapport 
à l'autre, ce qui donnerait 

508. En général, on traitera de la môme manière l'une des équations 

dans lesquelles P, Q, R, etc., sont des fonctions de x et de y, ce qui donnera 
lieu à une suite d'intégrations qui introduiront chacune une fonction arbi-
t raire dans l ' intégrale. 

509. Après les équations que nous venons de considérer, l'une des plus 
faciles à intégrer est celle-ci : 

par P et par Q nous désignons toujours deux fpnctions de x et de y. Faisons 

nous transformerons cette équation en 

Pour intégrer, nous regarderons x comme constant, et alors cette équation no 
renfermera que deux variables y et u, et sera de môme forme que l'équation 

dy-i-Pj/d.r = Qd.r.... (244), 
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traitée art..885, et dont l'intégrale, page 212, est 

comparant donc les équations (243) et (244), nous aurons 

y = u, x = y; 

substituant ces valeurs dans la formule (243), et changeant C en fx, nous ob-
tiendrons 

mettant cette valeur de u dans l'équation (242), multipliant j)ar dy, et intégrant, 
on trouvera 

310. On intégrerait par le même moyen les équations 

dans lesquelles P et Q représentent des fonctions de x; et, à cause du diviseur 
àxàij, on sent que la valeur de s ne renfermerait pas des fonctions arbitraires 
de la même variable. 

511. Proposons-nous encore d'intégrer l'équation 

Pour cela, nous remarquerons d'abord que j étant une fonction de x et de t, sa différentielle doit 
être représentée par 

et en faisant 

on change l'équation (247), en 

et la proposée en 

L'équation (248) étant une différentielle exacte, on aura, art. 401, 

(*) Cette équation est celle du fameux problème des cordes vibrantes. 
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et comme p et g sont (tes fonctions de x et de t, leurs différentielles seront 

mettant dans l'équalion (252) les valeurs de ^ et d e ^ , données par leséquali*is(249)et(250^' 

celte équation (252) deviendra 

Représentant par des mêmes lettres les quantités communes aux équations (251) et (253), ces 
équations pourront s'écrire ainsi : 

Multipliant la première de ces équations par a , et l'ajoutant à l'autre, on trouvera 

équation qui, à cause du facteur commun, peut s'écrire ainsi : 

ou plutôt de la sorte 

Retranchant ensuite l'équation (255) de l'équation (254) multipliée par a, on trouvera, par une 
opération analogue à la précédente, 

et par conséquent 

512. Or, si l'on remarque que quand on différentie une fonction de z, la différentielle doit être 
de forme fz.dz (*), on conclura que dans l'équation (256), où la différentielle, au lieu d'être z, est 
x + at, on doit avoir 

De même, en désignant par F' la caractéristique d'une autre fonction, on tirera de l'équa-
tion (258), 

am — n = ?' [x — at) ; 

ce qui changera les équations (256) et (258), en 

et en 

et comme l'intégrale d'une expression de la forme fzAz est une autre fonction de z, nous aurons 
en intégrant les équations (259) et (260), et en représentant par f et par f les caractéristiques de 
deux fonctions différentes, 

513. Ajoutant les équations (261), pour éliminer q, elles nous donnent 

(*) z pourrait n'entrer qu'à la puissance zéro, cas où fz se réduirait à une constante. 
é l é m e n s d e c a i x c l . o i f f é r e n t i e i , . 3 s 
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retranchant les équations (261) l'une de l'autre pour éliminer/j, on aura 

divisant l'un de ces résultats par la, et l'autre par 2, les valeurs de p et de ^ sont ainsi 
déterminées : 

mettant ces valeurs dans l'équation (248), nous obtiendrons 

et en multipliant les deux termes de la seconde fraction par a, pour lui donner le dénominateur 
de l'autre fraction, nous aurons 

rassemblant les termes qui ont pour facteur f x - f af), et ceux qui ont pour facteur f[x — al), on 
trouvera 

équation qui revient à 

et nous fondant sur la même raison qui nous a fait parvenir, art. 512, à la première intégration, 
nous trouverons en désignant par <f et par i/- les caractéristiques do deux fonctions différentes, 

et si l'on observe que le dénominateur a peut être compris dans la fonction, on aura enfin 

Des fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales des équations 
différentielles partielles du second ordre. 

S U . Les équations différentielles partielles du second ordre conduisent à 
des intégrales qui renferment deux fonctions arbitraires ; la détermination 
de ces fonctions revient à faire passer la surface par deux courbes qui peu-
vent être discontinues et discontiguës. Pour en donner un exemple, prenons 
l'équation 

dont l'intégrale, art. S04, est 
(263). 

Fig. 96. Soient A.r, Ay et kz, fig. 96, les axes coordonnés; si l'on mène un plan KL 
parallèlement à celui des x, z, la section de la surface, par ce plan, sera une 
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ligne droite; car, pour tous les points de cotte section, ij étant égal à kp, si 
nous représentons \p par une constante c, les fonctions fy et deviendront 
fcetfc, et par conséquent pourront être remplacées par deux constantes a etb; 
de sorte que l'équation (263) deviendra 

z = a.v-\-b.... (264), 

et sera celle de la section faite par le plan KL. 

J51S. Pour connaître le point où cette section rencontre le plan des y, z, 
faisons l'équation (263) nous donne, dans cette hypothèse, 

ce qui nous indique une courbe amb tracée sur le plan des y, z. II nous serait 
facile de démontrer, comme dans l'art. 492, que la section rencontre la courbe 
amb Gix un point vi ; et comme cette section est une ligne droite, il ne s'agit, 
pour en déterminer la position, que de trouver un second point par lequel 
liasse cette ligne. Pour cet eflet, observons que lorsque est égala zéro, l'équa-
tion (20^) se réduit à 

tandis que lorsque j? est égal à l'unité, la même équation se réduit à 

faisant, comme précédemment, y = Ap = c, ces deux valeurs de s de-
viennent 

z-=b, z=a-\-h, 

et déterminent deux points met r pris sur la mcmesecCion wrque nousavons 
vue être en ligne droite. Pour construire ces points, on opérera de la manière 
suivante : on tracera arbitrairement sur le f)lan des y, z la courbe amb, et par 
le point jo, où le plan sécant KL rencontre l'axe des y, on élèvera la perpendi-
culaire qui sera une ordonnéeà la courbe ; on prendra ensuite à l'in-
tersection IIL du plan sécant et de celui des x, y, la partie/>/)' égale à l'unité, 
et par le point jo' on mènera un plan parallèle à celui des y, z, et dans ce plan 
ou construira la courbe a'm'b', sur le modèle de la courbe amb, et de manière 
qu'elle soit semblablement disposée ; alors l'ordonnée m'p' sera égale à mp; 
et si l'on prolonge m'p' d'une quantité arbitraire m'r, qui représentera a, on 
déterminera le point r de la section. 

Si l'on prolonge ensuite, par le même procédé, toutes les ordonnées de la 
c(jurbe a'm'b', on construira une nouvelle courbe a'rb' qui sera telle, qu'en 
menant par cette courbe et par amb, un plan ])arallèle à celui des .r, z, les 
deux points où les courbes seront rencontrées appartiendront à la même sec-
tion de la surface. 

Il suit de ce qui précède, que la surface peut être construite, en faisant 
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mouvoir la droite mr, de manière qu'elle touche continuellement les deux 
courbes amb, a'rh'. 

516. Cet exemple suffit pour faire entrevoir comment la détermination des 
fonctions arbitraires, qui complètent les intégrales des équations différentielles 
partielles du second ordre, revient à faire passer la surface par deux courbes 
qui, ainsi que les fonctions arbitraires qui servent à les construire, peuvent 
être discontinues, discontiguës, régulières ou irrégulières. 

FIN DU CALCUL INTÉGRAL. 
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Du calcid db^ect des différences. 

S17. La différence d'une fonction variable est l'accroissenient ou la dimi-
nution que cette fonction reçoit lorsqu'elle passe d'un certain état de gran-
deur à un aulre. 

Cette différence s'indique par le caractère grec placé devant la fonction 
variable. Par exemple, lorsque la fonction devient y' par un accroisse-
ment A donné à la variable x, on a 

ou 

En général, si x se changeant en x-\-h, la fonction y de x devient y', le théo-
rème de Taylor nous donne, pour le dévelopiiement de y', une suite de cette 
forme, 

,7 J I 1 I 1 7 7 

et l'on voit que la diflérence de la fonction sera exprimée par 

tandis que la différentielle ne se composera, art. 13, que du premier terme de 
cette différence, dans lequel on changera l'accroissement h en dx. 

olO. Par la même raison que nous plaçons la caractéristique ^ devant y, 
pour indiquer l'accroissement positif ou négatif de cette fonction, nous indi-
querons jiar ^x raccroissement de x qui, suivant le cas, sera positif ou négatif. 

Ainsi, pour connaître la différence de y, lorsque la fonction est y^^x'", nous 
développerons, parla formule du binôme, l'équation 

et nous trouverons 

On peut se dispenser de renfermer ^x entre des parenthèses, en convenant 
que A.r't, etc., rej)résenteront la seconde, la troisième, la quatrième 
puissance, etc., de ax; mais pour n'être pas dans le cas de confondre ^x--, 
A/ĉ , etc., avec les différences de x--, de etc., nous désignerons ces diffc-
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reiices de celte manière : etc. Au moyen de cette observation, nous 
pourrons écrire ainsi l'équation précédente : 

et nous voyons que quand la différence devient infiniment petite, cas auquel 
^x et ^y se changent en di;et en Ay , on doit supprimer, art. 236, les termes 
affectés de àx^, de etc., comme des infiniment petits des ordres supé-
rieurs : par conséquent la formule se réduit à 

— u 7 
ce qui est conforme au résultat que nous avons obtenu, art. 17, par un autre 
moyen. 

J519. Il n'est pas même nécessaire de développer toujours la fonction y de x 
suivant les puissances ascendantes de ^x pour obtenir la différence ^y : par 
exemple, si l'on avait 

X 

en retranchant la fonction primitive de la fonction accrue, il viendrait 

—y— '-.M 

élevant a -]-Ar au carré, réduisant au même dénominateur, et effectuant la 
réduction, on trouverait 

ou en rassemblant les termes en '̂ x, 
/ „ T A 1 A « 

520. Si la différence î x était négative, et qu'on voulût déterminer la valeur 
de Ay, pour la fonction 

on changerait a? en x—^x, et en retranchant la fonction primitive de la nou-
velle, on trouverait 

bïil. Cherchons maintenant la différence de y, lorsqu'on a 
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On déduit de cette équation 

et par conséquent 

J J -u V 1 / --0 " 7 

ou, d'après la propriété des logarithmes, 

et en effectuant la division par x, 

Or, on a, page 29, 

• " • X -ZX' • éx' 

et en faisant passer log a; dans le premier membre, on a 

m-A! fSJM * 

Cette équation nous donne, par la nature des logarithmes, 

remplaçant ensuite h jiar ^x, on aura 

mettant cette valeur dans l'équation (1), on trouvera 
«i/ ^O/ 

Cherchons ensuite la différence dey pour cela nous avons 

et, en mettant la valeur de xj, 

522. Soit encore y=sin. î ; , on a 

et par conséquent 

et en réduisant 

Demême, si l'on nous donney = cosa;, on trouvera 
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et en développant, il viendra 

d'où l'on déduira 
y'-

et par conséquent 
Mj 

523. Si la fonction y, outre la variable x, contenait encore d'autres varia-
bles t, u, etc., on prendrait la différence ^y en remplaçante; par x -j- A.r, 
3 par z-\-^z, t par f-j-A?, etc., et en opérant comme ci-dessus. 

Par exemple, si l'on voulait déterminer la différence die.y = azu, on aurait 

développant et retranchant la fonction primitive, on trouverait 
y' — y O U AY = A S A M - | - A Î { A 5 - { - A A Z A W J ' 

et l'on voit que lorsque Mj et Az deviennent infiniment petits, cette différence 
se réduit à 

ày = azàu~\~ auàz, 

résultat conXorme à la règle de l'art. 14. u 
524. Enfin, si l'on se proposait de déterminer la différence de la fraction - , 

on aurait 

et par conséquent 

et en réduisant au même dénominateur, on trouverait, après avoir supprimé 
les termes qui se détruisent. 

Quand les différences sont infiniment petites, a s s'évanouit au dénominateur, 
Ay, Aw et î z se changent en dy, en du et en ds, et la formule précédente se 
réduit à 

ce qui est conforme à la règle établie, art. 14, pour trouver la différentielle 
d'une fraction. 

525. Dans le calcul différentiel, on considère des différentielles de divers 
ordres. Une semblable division a lieu dans le calcul des dififérences : ainsi 
en regardant ^x, ^y, àz, etc., comme des différences premières de de y, 
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de s, etc., ces fonctions auront A'.r, etc., pour différences secondes, 
et Â y, etc., pour différences troisièmes, ainsi de suite. 

526. La différence seconde d'une fonction représentée par t j = f x , n'étant 
autre chose que hi différence de la différence, on pourra regarder M'Q, fig. 97, Fig. 97. 
comme une ordonnée, dont l'abscisse comptée de l'origine M, serait M Q = A.r; 
par conséquent si MQ reçoit un accroissement QR, l'abscisse MR correspondra 
à l'ordonnée M"R ; et la différence M"S, qui existe entre M"R et M'Q, sera la 
différence de M'Q ou la différence seconde de MP; et comme QR équivaut à 
P'P", nous avons donc ici deux sortes d'accroissemens à considérer, savoir : 
PP' que nous avons appelé Aj;, et P'P" que nous désignerons momentanément 
par h. Si nous regardons maintenant les ordonnées comme des fonctions des 
abscisses correspondantes, nous aurons évidemment, d'après l'inspection de la 
figure 97, o? 

ou 

et ensuite 

ou 

Or, il peut arriver deux cas : ou la différence P'P"=A sera égale à PP' = a^, 
ou elle ne le sera pas. Dans le premier cas, l'équation (-4) deviendra 

= + ( j ; - [ -A: r ) . . . ( 3 ) ; 

et l'on voit qu'elle se déduit de l'équation (3), en regardant comme une 
quantité constante, et en changeant x en x^àx; mais dans l'hypothèse où h 
différera de A.r, nous indiquerons cette différence, qui pourra être positive ou 
négative, par A'^; en sorte que nous aurons 

ce qui changera l'équation (4) en 

et l'on voit que dans le second cas la valeur de se déduira de celle de Ay 
[équation (3)], en changeant 

527. Par exemple, si l'on voulait avoir la différence seconde de la fonction 
= dans laquelle on supposerait Aa; constant, on trouverait d'abord 

et en changeant seulement x en on obtiendrait ensuite 
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faisant la réduction, il resterait, 

S28. Si au contraire on regardait t̂ x comme une quantité variable, l'équa-
tion (7), au lieu de donner l'équation (8), amènerait celle-ci, 

et en réduisant, donnerait 

1529. Par des considérations analogues, on prouverait de même qu'en don-
nant l'accroissement t^x à on devrait, dans cette hypothèse, changer x 
en X -J- A;f, en ^x-y^•'x et ^•'x en dans la fonction (10), pour ob-
tenir la valeur de A'̂ y, ainsi de suite. 

S20. Quant au choix de l'une des hypothèses que nous avons considérées, il 
n'est pas douteux que lorsque rien ne s'y oppose, il vaut toujours mieux faire 
accroître x par des différences égales; aussi est-ce l'hypothèse que l'-on choisit 
ordinairement. Cependant il peut arriver qu'il ne dépende pas de notre choix 
de donner des valeurs constantes à a f̂. Par exemple, si a? et y étaient des fonc-
tions d'une troisième variable t et que l'on eût et y — ^t, on sent que 
l'accroissement A.R de x dépendrait, comme celui de y, de l'accroisfjenient àt, 
et ainsi, n'étant plus arbitraire, ne pourrait être supposé constant. 

531. Si nous remplaçons maintenant par h la différence At que nous avons 
prise pour constante, et que nous cherchions les différences successives d'une 
fonction nous trouverons 

et l'on voit que dans cet exemple, comme dans tout autre semblable d'une 
fonction rationnelle, les exposans de h diminuant successivement d'une unité, 
les différences qu'on déduit ainsi les unes des autres doivent diminuer, et finir 
par devenir nulles. 

532. Par exemple, si l'on écrit dans une ligne horizontale la suite des nom-
bres triangulaires, et que l'on place au-dessous leurs différences successives, 
comme cela est indiqué ici : 
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on verra qu'à la 4® ligne seulement les différences finissent par être nulles. 

SB3. Prenons maintenant une suite de termes 
a, a. , a, , a^, a^,... a„... (Il), 

qui aient pour premières différences, 
b, Z)., Z>3, i,,,... (12), 

pour secondes différences, 
c, c,, c , , C3, c^,... c , . . . . (fg), 

pour troisièmes différences, 
d, d,, d^,... (14), 

ainsi de suite. 
On en déduira 

On tirera de la première colonne de ces équations, 

de la seconde colonne, 

de la troisième colonne, 

ainsi de suite. 

1)34. Cherchons maintenant à exprimer les différens termes des suites (11) 
et (12), en fonctions des quantités «, 6, c, c?, etc. Pour cet effet, nous avons 
d'abord, par les premières des équations (16), 

a, b^=b-\-c; 
nous trouverons ensuite la valeur de ô  en substituant celles de a, et de 
dans la première des équations (17), ce qui nous donnera 

a, = « . - j -6 , = a - { - i - [ - 6 - L c = a 2 A-f c ; 
d'un autre côté, nous trouverons à l'aide des équations (17) et (16), 

substituant les valeurs de â  et de ĥ  dans celle/le «3, nous obtiendrons 
«3 = a,-f-Z», = a 

On trouvera de même 
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En continuant ainsi, on trouvera encore 

et en général, 

I 

bSo. Cette séî-ie s'arrête si l'on tombe sur des différences constantes dans 
l'une des lignes horizontales des équations (IS). Par exemple, si l'on avait 

i = 6, = 6 ^ — )̂3, etc., 
qu'on substituât ces valeurs dans les équations (115), les premiers membres de 
celles qui composent la seconde ligne se réduiraient à zéro, ce qui donnerait 

c = o, c , = o , c ^ = o , C3 = o, etc.; 
ces valeurs de c, de c,, de c, , etc., feraient à leur tour. évanouir les premiers 
membres des équations de la troisième ligne, d'où il résulterait 

c?==;o, c?3 = o, etc.; 
et en continuant ainsi on voit que les équations des lignes suivantes comprises 
dans les etc., se réduiraient à zéro. 

336. L'équation (20), dans laquelle rentre celle qui est comprise sous le 
n° (21) n'ayant été trouvée que par analogie, il s'agit maintenant d'en prouver 
la légitimité. 

Or, quand « — 4, les équations (20) et (21) devieinient les équations (18) 
et (19) (*), et comme celles-ci sont démontrées, voilà donc une valeur de n pour 

C) Pour concevoir par quelle raison l'équation f20) d'un nombre illimité de termes se réduit aux 

cinq termes de l'équation (18), soient M, 1\, P, Q, R, S, etc., les facteurs successifs 

etc., nous pourrons écrire ainsi l'équation (20) : 

n — 4 
et l'on voit que, dans l'hypothèse de n = 4 , le facteur „— devient nul, ce qui fait évanouir tous o 
les termes delà seconde ligne, c'est-à-dire tous ceux qui sont compris depuis le rang 4 2 : caries 
secondes parties des quantités renfermées entre les parenihèses étant successivement 1, 2, 3, 4, il 
est évident que le nombre donné 4 indique le rang à partir du deuxième terme, ou le rang 4 -J-2 
à partir du premier. Cette observation peut s'appliquer à toute autre hypothèse de n. 
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laquelle les équations (20) et (21) se vérifient; mais nous ne savons pas si, en 
augmentant n d'une unité, les valeurs de a„ et de&„ se composeront d'une ma-
nière analogue, et si, par conséquent, les équations (20) et (21) subsisteront 
encore; autrement ce serait conclure du particulier au général; tout ce que 
nous pouvons admettre, c'est que la démonstration ayant eu lieu pour le cas 
où n = - 4 , il est du moins constaté que dans une certaine hypothèsedew (celle 
de 4), les valeurs a,̂  et se forment suivant la loi qui est indiquée par les 
équations (20) et (21) ; démontrons que si l'on augmente « d'une unité et que 
l'on obtienne par conséquent 

la valeur de «,,4., ne sera point absurde. 

Pour cela, nous partirons de ce point que, puisque nous regardons les équa-
tions (20) et (21), qui ont lieu pour une hypothèse de n, comme légitimes, nous 
obtiendrons un résultat qui sera encore exempt d'erreur, si nous ajoutons en-
semble ces équations : en opérant ainsi, nous trouverons 

Réduisant et mettant o,,̂ ,, à la place de comme on en a le droit en 
vertu des équations (17), il reste 

Equation démontrée exacte, et qui, étant la môme que l'équation (22), prouve 
que celle-ci est vraie. 

Il suit donc de là que puisque l'équation (20) subsiste pour l'indice = 
l'équation (22), qui a lieu pour l'indice « - j - l = 5 , sera vraie encore. Faisant 
ensuite « = 5, l'équation (20) sera donc vraie pour cet indice, et par consé-
quent l'équation (22) prouvera qu'il en sera de même de l'indice w - [ - l = 6 . 
En continuant ainsi, on prouvera que l'équation (20) aura lieu en augmentant 
successivement l'indice depuis la valeur -4 jusqu'à une valeur quelconque n. 

537. Maintenant, puisque b est la différence des deux premiers termes de la 
suite (11), l'accroissement de a qu'on désigne par ^a sera donc égal à i ; ce 
que nous disons de b pouvant s'appliquer à c, à d, k e, etc., à l'égard des ter-
mes dont ces lettres désignent les accroisscmens, on a évidemment 
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éliminant h de la seconde de ces équations (24), au moyen de la première, o » 
aura 

, c = a - a « = A""»; 

mettant cette valeur dans la troisième des équations (2-4), nous trouverons 

celte valeur substituée dans la quatrième des équations (24), on obtiendra 
e= = 

ainsi de suite. 
Substituant ces valeurs de c, de c?, de e, etc., dans l'équation (20), cette 

équation deviendra 

Telle est la formule de Newton. 

S38. Si l'on prend pour la suite a, a , , a, , a3.... les o r d o n n é e s p ' m ' , 
Fig, 9 8 . / W , etc., d'une courbe AIM, fig. 98, et que la première et la dernière de ces 

ordonnées soient désignées par tj et par y \ nous aurons donc 

Substituant ces valeurs dans l'équation (23), nous obtiendrons 

Fig. 98. Supposons maintenant que l'accroissement/j==juP, fig. 98, donné .à l'abscisse 
Ajosoit partagé en n parties jo/ , p'jo", p"p"', etc., égales chacune à Ax, comme 
le nombre de ces parties sera exprimé par n, nous aurons 

d'où l'on tirera 

Au moyen de cette valeur l'équation (26) deviendra 

réduisant les quantités qui sont entre les parenthèses au même dénominateur, 
et mettant les ^x sous les ^y, nous obtiendrons 

Quand les coordonnées sont infiniment proches les unes des autres, qui 
exprime la distance de l'une à l'autre, devient une quantité infiniment petite 
qui s'évanouit, art. 2 i 0 , devant la quantité finie A, représentée par p\\ 
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98: alors les rapports—, — , ^ etc., se réduisent aux coeflîciensf'ff-98-

différentiels^, etc., et la formule (28), devient 
ixx ci.r iXX 

c'est ainsi que le calcul des différences nous conduit au théorème de Taylor, 
dont on reconnaît ici la formule. 

SB9. Dans la démonstration précédente, nous avons partagé l'accroisse-
m e n t f i g . 98, en un certain nombre de parties égales, et nous avons prisF'&-
pour AX l'une de ces parties ; on pourrait au contraire nommer Ax l'accroisse-
ment joP, et regarder ax comme composé d'un nombre n de parties égales 
chacune à une quantité constante h. Si l'on adopte cette seconde hypothèse, 
on aura 

d'où nous tirerons 

substituant cette valeur dans l'équation (26), nous obtiendrons, après avoir ré-
duit les quantités qui sont entre parejithèses au même dénominateur, 

et en prenant h pour unité, l'équation (31) deviendra 

Cette équation peut se mettre sous une autre forme; car l'hypothèse de /t = 1, 
réduit l'équation (30) à Ax = n. Cette valeur de Ax change l'équation (32) en 

ce qui nous fait retomber sur l'équation (26). 

S-40. Remarquons que ce que nous appelons Ay, dans la formule (31), n'est 
pas la même chose que y' — y ; car Ay exprime la différence m'n', fig. 98, qui Fig. 98. 
existe entre les deux ordonnées consécutives mp et m'p'; tandis que y' — y est 
la différence MN qui se trouve entre MP = j / ' et mp = y. 

541. Pour donner une explication de la formule (33), cherchons l'ordonnée 
qui répond à l'indice n dans la suite 
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comparant cette suite à celle-ci : 
a, a, , a , , a^, a^, etc.; 

et désignant le premier terme par y, nous avons 

toutes les autres différences sont également nulles. 
Par conséquent l'équation (33) se réduit à ces premiers termes 

M 
mettant dans cette équation la valeur S du premier terme y et celles de Aty et 
de A'y, elle devient 

valeur qui se réduit à 

Cette formule donnera le moyen de déterminer le terme de la suite (34), qui 
répond à l'indice n. Par conséquent si l'on donne successivement à n ces 
valeurs 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc., 
et qu'on les mette dans la formule (36), on retrouvera tous les termes de 
la suite (34). 

342. Une formule qui, comme la formule (36), détermine tous les termes 
d'une suite, à commencer par la valeur n = o, en est appelée le terme général. 
Soit donc cette suite de termes 

a, a, , a^, «3, a,,,....a„.... (37), 
correspondant aux indices 

0, 1, 2, 3, 4 , . . . 
il est visible que a„ sera le terme général de la suite (37) ; car un terme quel-
conque de cette suite, a^, par exemple, s'obtient en donnant à « la valeur par-
ticulière 4. Le premier terme u équivaut donc à Oo? ce qui ne signifie autre 
chose, si ce n'est que a n'a point d'indice. A l'égard dea„, l'indice de ce terme 
indique le nombre de ceux qui le précèdent; car en comptant les termes de 
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la suite (B7), à partir seulement de a, inclusivement, ce nombre de termes 
sera exprimé par n, et par conséquent deviendra n 1, si nous y réunissons a. 
D'où il suit que le nombre total des termes qui précèdent dans la suite (37) 
aura n pour expression. 

Cette observation repose entièrement sur ce que la première des valeurs 
qu'on substitue à n, pour obtenir tous les termes de la série, doit être zéro. 

Ainsi ce que nous appellerons le terme général de la suite des nombres 
naturels 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, etc.. . . (38), 
ne sera pas parce que, bien qu'on obtienne tous les termes de cette suite 
en faisant successivement 

« = 1 , n — % « . = 3 , etc., 
nous ne commençons point par w = o. 

343. On voit que, d'après cette définition, le terme général de la suite (38) 
sera « 1. De même, en cherchant les termes généraux des suites 

P .. . . 
13 2̂  + 33 43 ^ g3 ,,, , 

qui sont celles des nombres carrés et des nombres cubes, on a 
{n -j- 1)̂ , terme général de la suite des carrés^ 
{n -j- 1)^, terme général de la suite des cubes. 

1544. Si l'on demandait le terme général de la suite des nombres triangu-
laires (*), qui est 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, etc.. . . (39), 
en écrivant au-dessous 

a, a . , a,, a,, a^, a^, Cg, a,, Og, etc. . . . (40), 
nous aurions 

(*) Elle s'obtient en ajoutant à l'unité les sommes des deux, des trois, des quatre premiers ter-
mes, etc., de la suite (38) des nombres naturels. 
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et comme les indices 0, 1, 2, 3, A, etc., suivent l'ordre des nombres natu-
rels, leur différence est l'unité, ce qui nous donne h=l. Cette hypothèse est 
celle de la formule ; et comme dans le cas présent nous avons, par ce qui 
précède, y = l, = ^^y — 1, et que toutes les autres différences A ŷ, 
A ŷ, etc., sont nulles, on obtient en mettant ces valeurs dans la formule 

réduisant les deux derniers termes au même dénominateur, on trouve enfin 

=t terme général de la sttite des nombres triangulaires.... (41). 

545. Remarquons que, dans le cas où les ordonnées dont on connaît les 
valeurs sont équidistantes, et où par conséquent on a le droit de prendre h 
pour unité, il est possible que n soit fractionnaire. C'est effectivement ce qui 

Fig. 99. aura lieu, fig. 99, si le point P, déterminé par l'abscisse x' — x-\-nJi, ne tombe 
pas sur un des pieds p, p', p", etc., des ordonnées équidistantes pm, p'm', 
p"m'\ etc. Par exemple, si l'on prend la courbe déterminée par les termes de 

Fig. JOO. la sér ie (39), d o n t n o u s c o n s t r u i r o n s les trois o r d o n n é e s , e n f a i s a n t , fig. 1 0 0 , 

pp'=p'p" = \, 
et en prenant, comme le prescrit la suite (39), 

pm—\, p'm'=Z, p"m" — Q, 
et que l'on demande quelle sera l'ordonnée correspondante à l'indice.... 

2 n = 1 on mettra cette valeur dans la formule (41), qui est l'expression 
3 

générale de l'ordonnée de la courbe proposée, et l'on trouvera 

8 
Ainsi l'ordonnée Pi \I=4-j -— sera celle qui correspond à l'indice 1 -f-^^ou, 

Fig. 100. ce qui est la même chose, à l'abscisse pP = 1 -j- ^ , fig. 100. 

Le problème que nous venons de résoudre nous conduit à la recherche du 
logarithme d'un nombre qui ne se trouve pas compris dans les tables. 

546. Proposons-nous, par exemple, de déterminer le logarithme du nombre 
2,718281828 qui, art. 38, sert de base au système népérien. Comme en dé-
plaçant la virgule on ne change pas les chiffres décimaux du logarithme, 
nous la placerons de manière que la partie entière du nombre proposé soit 
aussi grande que les tables la puissent contenir ; et pour cela, au lieu du 
nombre proposé, nous écrirons 271,8281828, parce que plus un nombre 
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entier est grand, plus son logarithme est donné avec exactitude dans les 
tables. 

Notre recherche se réduisant ainsi à trouver le logarithme de 
271,8281828 (*), imaginons que l'on ait construit les points m, m', m", m'", 
m^̂ , etc., fig. 101, à l'aide des coordonnées suivantes : 

Ap = 271, pni = log de 271, 
A / == 272, p'ni' = log de 272, 
Aju" = 273, = log de 27â, 
Ap'" = HA,p"'m"' = log de 274, 
A îv = log de 275, 

il est certain que si les points m, m', m", etc., se succédaient immédiatement, 
ils constitueraient une ligne courbe ; mais étant séparés les uns des autres, si 
l'on fait passer par ces points une ligne mm'm"m"', etc., cette ligue pourra 
être regardée comme une courbe approximative BC, dont l'inflexion se rap-
prochera beaucoup de celle de la véritable courbe. Par conséquent si l'on 
mène par le point P une ordonnée PM qui aille rencontrer en M notre courbe 
approximative, on sent que cette ordonnée différera peu de l'ordonnce qui 
appartiendrait à la véritable courbe; et cela proviendra de l'influence que les 
ordonnées pvi, p'ni', p"ni", ont excercée sur l'inflexion de la courbe approxi-
mative ; de sorte qu'on pourra regarder PM comme une fonction de ces or-
données : c'est aussi la conséquence que l'on tire de la formule (33). dans 
laquelle l'ordonnée PM, représentée par y', est une fonction de y et de ses ac-
croissemens successifs. Aussi allons-nous déterminer la valeur de PM au moyen 
de cette formule. 

Pour cela, nous avons, fig. 101, par l'état de la question, Fig. 101, 
a? ou Ajo = 271, y ou pm — log de 271, 

ou AÎ  = ^ + = 271,8281828, 
ce qui nous donne 

Aa? = 0,8281828; 
et il s'agit de déterminer y'. 

Cela posé, les abscisses Ap, kp\ kp", Ap'", etc., étant représentées par les 
nombres 271, 272, 273, 27-4, etc., on voit que la difl'érence de l'une àl'autre 
est égale à l'unité : nous avons donc, dans le cas présent, h=l ; par consé-
quent nous emploierons la formule (32) pour la solution du problème; et, 
puisque nous connaissons ^x, et le premier terme y, nous n'avons plus besoin 

n Le logarithme du nombre entier 2718281828, ne différant de celui de 2,7181828 que par la 
caractéristique, qui au lieu d'être 0 est 9, on voit que ce logarithme se détermine par le même 
procédé. 
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* que de connaître mj, A'y, A ŷ, etc. Pour obtenir ces différences, posant d'abord, 
comme dans l'art. 583, la suite 

«.î a», «3̂  «4, etc., 
nous aurons pour déterminer ces valeurs 

a = log de 271 = 2.4329692909, 
a. = log de 272 = 2.-4345689040, 
a, = log de 278 = 2.4381626470, 
a, = log de 274 = 2.4877503628, 
o, = log de 275 == 2.4393326988, 

etc. etc. etc. etc. ; 
on déduira de là 

^y oxx h ou a. — a = 0,0015996131, 
ou a, — a, = 0,0015987480, 

b, ou a, — a, = 0,0015879158, 
Z>3 ou a^ — 0,0013821810, 

A'y ou c ou Z>. — 6 = — 0,0000058701, 
c. ou — Z». = — 0,0000058272, 
c, ou Z»3 — i , = — 0,0000057848, 

A'̂ y ou ti ou c, — c = — 0,0000000429. 

Formant d'abord le terme àxày, nous trouverons 

(0,8281828) (0,0015996) =0 ,00182476 . . . (42). 

La valeur de ax qui compose le premier facteur n'est qu'approximative, 
puisque nous avons négligé les chiffres décimaux qui passent le septième rang, 
comme on peut le voir par cette valeur plus approchée de la base du système 
népérien 

6=2,718281828439045, etc.; 

il suit de là que le premier facteur de la valeur de Aâ Ay, n'est exact que quand 
l'on se borne aux sept premiers chiffres décimaux. Les deux zéros du second 
facteur de 1' expression (42) reculent la virgule de deux rangs dans le pro-
duit, ce qui donnerait neuf chiffres décimaux ; mais à cause des retenues, ne 
pouvant compter sur l'exactitude du dernier chiffre, nous n'en prendrons que 
huit; et comme la fraction décimale qui est la valeur de Ajp est moindre que 
l'unité, nous remplacerons A^— 1 par — (1 — Ar), et nous trouverons 

Multipliant cette valeur par celle de à^y, qui est aussi négative, nous obtien-
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drons ce produit positif 

Nous ne tiendrons pas compte des termes en en etc., parce qu'en 
considérant seulement le premier, qui est 

nous voyons que la valeur de ce terme n'a aucun chiffre significatif dans les 
huit premières décimales; à plus forte raison en doit-il être de même des ter-
mes en en à^y, etc., qui sont moindres. De sorte que la valeur de tf ne 
dépend que des huit premières décimales de celle de 

Nous aurons donc en résumé 

Diminuant la caractéristique de deux unités, on conclura que le loga-
rithme de 

Nous ne prenons que sept décimales dans la valeur du logarithme, parce qu'on 
ne peut compter sur la huitième, qui, quoique exacte dans chacun des nom-
bres que nous additionnons, peut se trouver fautive dans leur somme, à cause 
des retenues qui pourraient provenir des chiffres négligés à partir de la neu-
vième décimale. 

(*) Dans l'hypothèse qui nous a fait trouver ce logarithme, nous regardons l'ordonnée comme le 
logarithme de l'abscisse; mais dans les art. 38, 39, 40 et 198, nous supposions au contraire que 
l'abscisse était le logarithme de l'ordonnée, en partant de l'équation 

au lieu de cette équation, nous aurions, dans le cas actuel, 

ce qui nous conduirait à 

Cette équation appartiendrait à une logarithmique aussi bien que celle-ci : 

mais dans cette dernière l'abscisse devenant l'ordonnée et l'ordonnée l'abscisse, la courbe n'aur.ilt 
pas la même position. 
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Du calcul inverse des différences. 

Ô47. Le calcul inverse des différences a pour but de remonter de la diffé-
rence à la quantité qui l'a produite. Cette opération, qu'on appelle intégration, 
s'indique par la caractéristique 2, qui signifie somme. 

Par exemple, étant donnée la différence Aar, supposée constante, il est évi-
dent qu'on aura 

S48. On peut mettre cette équation sous une autre forme, si l'on considère 
que l'unité y entrant comme facteur, peut être remplacée par on aura 
donc 

et alors on pourra faire passer la constante Ai? en dehors du signe d'intégration, 
ce qui donnera 

et par conséquent 

S-49. Dans la même hypothèse de ^x constant, soit 

on a 

et par conséquent 

développant par la formule du binôme, et effaçant les termes en a?*" qui se 
détruisent, on trouve 

intégrant et faisant passer les constantes hors du signe 2, il vient 

remettant la valeur de y, on a 
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On déduit de cette équation 

Tirant de ces équations les valeurs de Sx^ etc., données par le pre-
mier terme de leurs seconds membres, et divisant par la partie qui est hors 
du signe s, on trouvera 

etc. etc. etc. etc. 

Réduisant les termes en Ax, qui, dans chaque fraction, sont communs au nu-
mérateur et au dénominateur, on obtiendra 

Mettant dans la première des équations (4-i), la valeur de tirée de l'équa-
tion (-43), page 294, on obtiendra 

substituant ensuite cette valeur de Sx et celle de dan^ la seconde des équa-
tions (44), on trouvera 

ou, en réduisant les deux derniers termes, 

Enfin, si, dans la troisième des équations (44), on introduit les valeurs de ^x", 
de s.r et de données par les équations (43), (45) et (46), on trouvera 
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Et comme l'accroissement a^, qui est constant, est d'une grandeur arbi-
traire, nous pourrons le remplacer par h, pour ôter l'idée d'opération ren-
fermée dans A .̂ et nous aurons 

S50. En général, une fonction rationnelle entière de x, lorsqu'on développe 
les opérations, se réduisant à une somme de quantités de la forme Aa;*", on 
voit que l'intégration en peut toujours être obtenue par ce qui précède. 

531. Cherchons, par exemple, l'intégrale de la fonction 
[a -\-bxy. 

Pour cela on développera le carré, ce qui donnera 

multipliant à' par af, intégrant et mettant les constantes en dehors, nous ob-
tiendrons 

remplaçant sa? et Sa;', par leurs valeurs, que nous donnent les équa-
tions (48), nous trouverons 

ou, en ordonnant par rapport aux puissances de x, 

Nous ajoutons une constante, parce que l'intégrale d'une différence est 
aussi bien x que a-\-x, ces fonctions ayant la même différence ^x. 

552. Soit encore le produit 

en le développant on aura 
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et en intégrant, on trouvera 

Il ne s'agira plus que de mettre dans le second membre les valeurs de s.r̂  
de de et de s ^ , données par les équations (-48). 

5SB. Il est un cas particulier où un produit de divers facteurs présente 
une intégration aussi élégante que facile; c'est celui où la différence ^x étant 
constante et représentée par h, on se propose d'intégrer 

{x-\-^h) {x-À^U.... {x-^nh). 
Pour cela, nous différentierons le produit 

y = {x — h)x{x-^h) [x^nh]... (49), 
qui contient de plus, sur la gauche, le facteur {x — h]-, remplaçante; par [xA^h), 
y deviendra 

et nous aurons 

y-{-^y = x{x-\• 
ôtant de ce résultat l'équation primitive, il restera 
^y = x (a?4-/i) {x-{-nh) {x^h-^nh) —{x—h)x{x-\-h).... {x^nh). 

La partie x {x-\-nh) étant commune aux deux produits qui compo-
sent le second membre de cette équation, nous pouvons la mettre en facteur 
commun, et nous aurons 

Le second facteur se réduit à (w-{-2)A, et comme il est constant, nous pour-
rons le faire passer hors du signe 2; intégrant, nous aurons 

Mettant la valeur de y donnée par l'équation (49), changeant les deux mem-
bres de place et divisant par (w-|-2)A, nous trouverons enfin 

Application du calcul des différences à la sommation des termes 
d'une série. 

534. Un des grands avantages du calcul des différences finies, consiste à 
déterminer le terme sommatoire d'une série, c'est-à-dire l'expression algébri-
que au moyen de laquelle on peut trouver la somme des termes de cette série. 

ÉlÉMENS DE CALCUL DIFPÉRE!*TlEt. 58 
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Nous allons examiner comment le terme sommatoire peut être obtenu lors-
qu'on connaît le terme général d'une série. Pour cela, soit la suite 

a, o, , o , , «3, a„-., a„.... (SO), 
qui correspond aux indices 

0, 1, 2, 3, 4 , . . . n —1, n. 
Nous voyons qu'en donnant successivement à n les valeurs 0, 1, 2, S. 4, . . . n, 
on formera avec a„ tous les termes de la suite (SO) ; o„ en est donc le terme 
général. Mais ce terme général peut être regardé comme la différence dont 
s'accroîtrait 

a - f a . - f - a , - { - O j . . . + a „ . . . . . . (SI), 

pour former la suite (SO). 
Par conséquent, si nous désignons par S la somme des termes de la suite (SI), 

nous aurons 

d'où nous tirerons, en intégrant, 

S = 2a„ (S2). 

555. Telle sera la somme des termes compris inclusivement depuis a jusqu'à 

o„_„ c'est-à-dire jusqu'au terme qui occupe le (n— l")*̂  ^ rang, à partir de 
a, ; mais si, au lieu de compter les rangs depuis a,, nous les comptons de-

1 ième . 
puis a, le terme a„_i occupera le n rang; et alors les indices 

0, 1, 2, 3 , . . . ( « _ ! ) , 
de la suite (SI) se changeront en ces autres indices, 

1, 2, â, 4, . . . 

de cette manière, le ternie sommatoire S exprimera la suite des termes com-
pris depuis w = 1 jusqu'à n = w . 

556. Pour en donner un exemple, cherchons le terme sommatoire de la suite 
3, 7, 11, 13, 19, 23. . . . (53), 

dont le ternie général est Cette formule nous donnera 
S = 2 ( 4 n + 3 ) , 

ou 

mettant m à la place de x, dans les équations (-43) et (-45), et faisant A : r = l , 
parce que les indices croissent d'une unité, nous déduirons de ces équations 

in°=n, = — ^n; 
substituant ces valeurs dans l'équation (Si), réduisant et ajoutant une con-
stante, nous trouverons 

S = constante.... (SS). 
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On déterminera la constante, en remarquant que quand n = o, la somme S 
des termes est nulle, ce qui réduit l'équation (S5) à 

constante = 0. 
Supprimant donc la constante, nous aurons 

S = (56). 

557. Pour appliquer cette formule à la sommation des termes de la suite (53), 
nous observerons que ces termes étant au nombre de six, nous avons, art. S55, 

« = 6 ; 
mettant cette valeur dans l'équation (S-4), nous trouverons 

S = 78. 

558. Cherchons encore les quinze premiers termes de la suite des nombres 
naturels, c'est-à-dire sommons la série 

1, 2, 3, 4 , . . . . 15; 
le terme général de cette suite étant n-\-\, art. 543, nous avons pour son 
terme sommatoire * 

Au moyen de la première des équations (45) et (-43), dans lesquelles nous 
changerons a; en w et lix en l'unité, nous réduirons celle-ci à 

S = ^ «'-j-^w. 

Cette équation, comme celle de l'exemple précédent, ne comporte point de con-
stante. 

Les indices ne différant pas des termes de la série, nous trouverons, en fai-
sant» = 1 5 , que la somme de ces termes est 

S = 120. 

559. Pour troisième application, sommons la suite 
1 9 16-j-25 + 36 + 49 + + 81 + 1 0 0 , 

qui est celle des dix premiers termes des carrés de la suite des nombres natu-
rels. Le terme général de cette suite étant 1)% art. 543, nous aurons pour 
le terme sommatoire 

S = 2 (n-j-1 = 2 -f-2w 4 - 1 ) = + + ; 
substituant dans cette expression les valeurs de 2»% de Sn', et de 2»°, données 
par les équations (46), (45) et (43), dans lesquelles on changera a; en w et At en 
l'unité, le terme sommatoire aura pour expression 

S = constante.... (57); 
et comme le nombre des termes delà série est 10, nous trouverons en faisant 
« = 1 0 , 

S = 3 8 5 . 
Nous n'ajoutons point de constante, par la raison que nous avons expliquée 
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art. SS6; mais si, au lieu de compter la suite depuis le nombre 1, on la comp-
tait depuis le nombre 36, la somme des termes qui précèdent 36 devrait être 
nulle. Par conséquent en faisant » = 5, on devrait avoir S = o. Cette hypo-
thèse réduirait l'équation (S7) à 

constante = — 
cette valeur changerait l'équation (57) en 

et comme le nombre des termes de la suite proposée est 10, en faisant n == 10, 
on aurait pour la somme des termes de cette série, compris depuis 36 jusqu'à 
100 inclusivement. 

ou 

De l'interpolation. 

560. L'interpolation a pour but d'insérer dans une suite de termes qui 
suivent une certaine loi, d'autres termes subordonnés à cette même loi. 

Fig. 102. 561. Si l'on nous donnait, par exemple, les coordonnées AP et PM, fig. 102, 
AQ et QN de deux points M et N, situés sur un plan, il suffirait de faire passer 
la droite MN par ces deux points pour résoudre le problème ; car il est évi-
dent que les coordonnées AP et PM, AQ et QN, et toutes celles de la droite AN 
seraient enchaînées par une même loi. 

Fig. 103. 562. Si trois points L, M et N, fig. 103, donnés sur le même plan, étaient 
déterminés par les coordonnées Al, IL, AP, PM, AQ et QN, en faisant passer 
l'arc de cercle LMN par ces trois points, on satisferait encore au problème; 
mais l'arc LMN ne pourra plus nous en offrir la solution, lorsqu'on nous don-
nera un plus grand nombre de points. D'ailleurs, quoique le cercle soit une 
courbe facile à décrire, il n'est point, par son équation, celle qu'on pourrait 
regarder comme la plus convenable au cas présent. Nous en choisirons donc 
une autre qui se prête plus facilement aux hypothèses que nous pourrons éta-
blir sur le nombre de points par où la courbe doit passer. Cette courbe est la 
parabole de tous les genres, qui est comprise dans l'équation 

563. Supposons donc que par l'observation, ou par tout autre moyen, on 
Fig. 104. soit parvenu à savoir que les abscisses Al, AP, AQ, AR, fig. 104, ont pour 

ordonnées correspondantes IL, PJ\Î  QN, R ^ ^itiy ; si ces abscisses sont repré-
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sentées de la sorte, a, h, c, d, ete . ,et que leurs ordonnées le soient par A, B, 
C, D, ete., l'équation (58), dans laquelle les coefficiens M, N, P, Q, etc., sont 
indéterminés, sera satisfaite aussi bien par les valeurs a et A que par les valeurs 
b et B, et ainsi de suite ; de sorte que l'on aura pour déterminer les coefficiens 
N, M, P, Q, etc., les équations 

Ces équations devront être en même nombre que les'coefficiens M, N, P, Q, etc., 
qui sont à déterminer. Si la première est retranchée de la seconde, et que la 
seconde le soit de la troisième, et ainsi de suite, on obtiendra 

et en divisant par ce qui multiplie N, on aura 

Les termes qui se trouvent compris entre les parenthèses étant la différence 
de deux quantités élevées à une même puissance, sont de la forme w'" — t;'"; 
or on sait qu'une expression de ce genre, lorsque m est un nombre entier, est 
exactement divisible par u — îj et donne (note dix-septième) 

et comparant les quantités (Z>" —â "), — a?)̂  (ĉ  — ft^), etc., de cette formule, 
on peut les décomposer ainsi 

[b — a) (6-[-«) , [b — a) {b^aba^) etc., 
et en substituant ces valeurs dans les équations (60), on obtient ces résultats 
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Si l'on suppose 

B', C, D', se composant de valeurs données, seront encore des quantités con-
nues ; et en les substituant dans les équations (62), on aura 

alors ces équations remplaceront les équations (o9) dont le nombre sera dimi-
nué d'une unité; et au lieu des inconnues M, N, P, Q, etc., elles ne renferme-
ront plus que N, P, Q, etc., c'est-à-dire une de moins. Si, en continuant d'opé-
rer comme ci-dessus on prend les différences C — B', D' — C, etc., on aura, 
en divisant par le multiplicateur de P, 

et l'on voit que les diviseurs c — aei d — b disparaîtront encore des seconds 
membres de ces équations (*), délivrées des inconnues M et N. En continuant 
d'opérer ainsi l'on parviendra à éliminer toutes les inconnues moins une seule, 
et l'on obtiendra ensuite les valeurs de M, de N, de P, de Q, etc., qu'on Sub-
stituera dans l'équation (38). 

364. La méthode d'interpolation dont nous venons d'exposer la théorie 
appartient à New^ton. Lagrange en a donné une qui repose également sur le 

(*) Pour s'assurer qu'il en est de même de tout terme des équations (63), soient 

les valeurs générales du dernier terme des équations (63), nous les trouverons en les développant à 
l'aide de la formule (61), 

Nous avons écrit dans un ordre inverse la quantité renfermée entre les dernières parenthèses, pour 
qu'elle soit ordonnée par rapport à b, comme l'autre. 

Prenant la différence, nous trouverons 
C — B' = . . . , — a"-' + b — a»-^) -f (c"-^ — a""') etc.] ; 

quantité qui est divisible exactement par c — a. 
II en serait de même des autres différences D' — G', etc. 
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facteur commun que nous avons supprimé, et dont on peut donner la démons-
tration suivante : soient donc p, q, r, s, etc., différentes abscisses auxquelles 
on a reconnu que correspondaient les ordonnées P, Q, R, S, etc.; si l'on 
regarde p, q, r, s, etc., comme des valeurs qui, mises à la place de x dans une 
certaine équation, amènent pour y celles-ci : P, Q, R,S, etc., cette équation 
devra avoir la forme suivante 

y ^ A P + BQ + CR + DS + etc... (64). 
En effet, la condition exigée sera remplie, si en faisant 

Pour satisfaire aux équations (65) B = o, C = o , D = o, etc., il faut que B, C, 
D, etc., soient des formes suivantes 

B = (x—jo)Q', C = (x—jo)R', D=(^—p)S' , etc. . . . (68). 

On prouverait de même que pour satisfaire aux équations A = o, C = o, 
D = o, etc., du n° (66), le facteur x — q doit appartenir à tous les coefficiens 
A, C, D, etc., hors celui de Q, et qu'il en sera de même des facteurs x — r, 
X — s, etc., à l'égard des coefficiens de P, de Q, de S, et de ceux de P, de Q et 
de R, etc. 

Si nous nous bornons aux quatre premiers termes du second membre de 
l'équation (64), c'est-à-dire à ceux qui ne sont pas compris dans l'etc., on voit 
donc que la valeur de y sera de la forme 

Or, pour que le coefiieient de P se réduise à l'unité quand il faut que « 

soit de la forme 

On démontrerait de même qu'on doit avoir 

substituant ces valeurs et celle de « dans l'équation (69), on aura donc cette 
formule d'interpolation 
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Fig. 105, Par conséquent, si, fig. lOo, à l'aide des coordonnées 

on construit les points k, l, m, n, par lesquels passe une courbe klmn, une 
valeur arbitraire AP donnée à l'abscisse x, étant mise dans l'équation (70), dé-
terminera toujours pour y la valeur PM, qui correspondra à cette abscisse. 

Dans ce qui précède, les accroissemens donnés à x peuvent être quelcon-
ques; mais s'ils étaient égaux, en les représentant par Ax, la formule de New-
ton, démontrée page 286, et dans laquelle on ferait àx constant, pourrait 
servir à l'interpolation ; c'est ainsi que nous en avons fait usage, art. 846, 
pour trouver le logarithme d'un nombre donné. 

Théorème d'Euler sur les conditions nécessaires pour déterminer l'intégrale 2u 
d'une fonction m dex. — Analogie des différences avec les puissances. 

565. La différentielle d'une variable d'une fonction pouvant être représentée par l'expres-
sion uàx, dans laquelle u est une fonction de x, si l'on nomme z l'intégrale de cette expression, 
on aura 

d= = Mda;,.., (71) ; 
et comme z, en vertu de cette équation, ne peut être qu'une fonction de x, si nous doniiong à X 
l'accroissement h, nous aurons, par le théorème de Taylor, 

nous tirerons de là 

et en observant que z' — z n'est autre chose que la différence Az, nous aurons 

intégrant et regardant h comme une constante que l'on peut mettre en dehors du signe d'intégra-
tion, nous obtiendrons 

Cela posé, l'équation (71 ) nous donne 

mettant ces valeurs dans l'équation (73), nous aurons 

nous tirerons de cette équation 

ou en replaçant (*) la constante h sous le signe 2, 

(*) Ce qui me dirige ici lorsque, contre l'usage, je transporte une constante sous le signe d'inté-
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S i , dans cette équation , nous prenons pour u la fonction ^ , il faudra changer 

, etc., et nous aurons, en faisant passer de nouveau h sous le signe S, 

remplaçant/dw par u, et pour nous débarrasser du diviseur qui affecte fAu, multipliant par h que 
nous ferons passer sous les signes d'intégration, nous aurons 

, .. dw ^ , d?i d'M d'M d'M 
changeant dans cette équation u en —, et par conséquent en r—, — en — , etc.. nous ax ax dx" dx^ dx' ' 
obtiendrons 

V 

multipliant par h, qu'on fera passer sous le signe S, on trouvera 

566. Par un procédé analogue, on obtiendra ensuite 

écrivons les équations (74) et (75) de cette manière abrégée, 

Nous pourrons, à l'aide de l'équation (79), éliminer 2 ^ h de l'équation (78) et obtenir ce 

résultat. 

gration, c'est que h entrant de la même manière que dans le développement de Xu, j'entre-

vois que h se trouvera élevé, dans ce développement, aux mêmes puissances que le sera — . Par 
dx 

conséquent, lorsqu'on aura prouvé, comme on va le faire, que le développement de lu renferme 
.. . , di/ d'M d'M 

une suite de termes en [j^en — en — , etc., il en résultera que ces termes seront multipliés 

respectivement par h, par /i", par /û, etc., c'est-à-dire donneront lieu à une suite de cette forme 
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L'équation (76), dans laquelle les intégrales du second membre ne commencent qu'à partir du 

troisième ordre, servira ensuite à éliminer 2 ^ /i' ; et en continuant ainsi on obtiendra une 

équation dont le premier terme sera ^ fudx, et qui, étant une fonction des quantités non élimi-

nées M, — A, ^ h}, etc., et des fonctions numériques, devra être de la îorme, 

' dx ' dx' dx^ 

567. Pour déterminer les coefficiens A, B, C, etc., supposons u = e ' , nous aurons, art. 39, 

et par conséquent, 

Substituant ces valeurs et celles de u, dans l'équation (80), nous trouverons 

et comme la première des équations (82) nous donne fe^dx = m et que u équivaut à e^, par hy-
pothèse, on aura 

Le premier membre de cette équation peut se mettre sous une autre forme. En effet, nous avons 
trouvé, art. 521, que la différence de a" était 

dans le cas présent, nous avons 

par conséquent, 

intégrant, on obtient 

et comme — 1 est un facteur constant, nous pouvons le mettre en dehors du signe S, ce qui 
nous donnera, en mettant le premier membre à la place du second, 

d'oîi nous tirerons 

Substituant cette valeur dans l'équation (83), e' disparaîtra comme facteur commun, et en trans-
posant le premier terme du second membre, il restera 

et l'on voit que les coefficiens A, B, C, etc., de l'équation (80), ne sont autre chose que les termes 
qui multiplient les puissances de h dans le développement de 

suivant les puissances ascendantes de h. 
Ce beau théorème appartient à Euler, et, comme le montre l'équation (80), fait dépendre l'inté-

grale lu defudx, ainsi que des coefficiens différentiels 
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568. Pour déterminer les coefficiens A, B, C, D, etc., cherchons préliminairement le développe-
ment de e''. Pour cela nous avons vu, art. 38, pages 19 et 20, qu'on avait 

et que A, d'après l'équation 26 de la page 20, était égal à J ^ . Par conséquent, lorsqu'on prend 

a = e, la constante A se réduisant à l'unité, l'équation (85) se change en 

et en faisant x = h, l'équation (86) devient 

Cela posé, l'équation (84) nous donne, en faisant évanouir les dénominateurs, et eu transposant 
<?'• — 1 dans le second membre, 

ou 

" — "" T "" -r -r T ; 
mettant dans ce résultat la valeur de e'' — 1, donnée par l'équation (87), on aura 

ou, en exécutant les opérations indiquées. 

Cette équation ayant lieu quel que soit h, nous égalerons à zéro les coefficiens des mêmes puis-
sances de h {voyez la note sixième), ce qui nous fournira les équations 

ces équations nous donneront 

5i9. Nous terminerons celte matière par l'analogie qui existe entre les différences et les puis-

santes. Pour cela, si, dans l'équation (86), on fait x = trouvera, en transposant l'unilé 

dars le premier membre. 
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Or, u étant une fonction de x, l'équation (72), qui a lieu pour la fonction = de x, nous doine' 
en changeant z en u, 

En comparant entre eux les seconds membres des équations (88) et (89), on verra que l'on [eut 
les déduire l'un de l'autre, en changeant dw' en d'w, dw' en d'w, etc.; par conséquent, on poirra 
écrire 

ox . . . 
pourvu que dans le développement de e on transporte à la caractéristique d les exposansqui 

dw 
affectent les diverses puissances de 

570. Sous cette même condition, on a encore 

Pour le démontrer, cherchons le développement de et commençons par déterminer celui 
de A'm, Or, puisqu'on a en général 

si nous changeons fx en àx, et que nous appelions Am, ce que devient Am lorsque x se change en 
X + nous trouverons 

mais h étant constant, l'équation (89) nous donne par la différentiation 

substituant ces valeurs dans l'équation (92), nous obtiendrons un développement de la forme 

et, en général, on trouvera par ce même procédé, pour le premier membre de Péquation (91), un 
développement de cette forme 

Si nous élevons ensuite chacun des deux membres de l'équation (88) à la puissance n, nous trou-

est de la forme verons que le développement 

et nous verrons qu'il est identique à celui de l'équation (93), pourvu qu'on transporte les eiposans 
de u à la caractéristique. Moyennant cette condition, l'équation (91) sera donc démontrée. 

571, On peut même se dispenser de remplir cette condition en écrivant ainsi les équaticns (90) 
et (91), 
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et eu convenant que jusqu'à la tin de l'opération indiquée par l'une des équations (94), la caracté-
ristique d, séparée de la variable qu'elle accompagne toujours, sera traitée comme une quantité 
algébrique. 

_d 
En effet, supprimant momentanément u, si nous développons e , et que nous mettions 

d 
a'a place de X dans l'équation (86), nous aurons, en transposant l'unité dans le premier 

membre. 

Effectuant ensuite la multiplication, indiquée par u, dans la première des équations (94), on trou-
vera à la fin de l'opération, 

ce qui est le développement de Am {voyez l'équation 89), exécuté sans transposition d'exposans. 
Ce que nous disons de la première des équations (94) s'applique à la seconde. 

FIN DU CALCUL DES DIFFÉRENCES. 
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Du calcul des variations. 

Principes fondamentaux de ce calcul. 

Fig. 106. Si un point M, fig. 106, pris sur une courbe ou surface courbe, est 
transporté en N, l'ordonnée y = PM, qui détermine ce point M, recevra un 
accroissement MN qu'on nomme la variation de y. 

Fig. 107. 57-4. Par exemple, lorsque la courbe BC, fig. 107, change d'inflexion et 
devient Bc, la variation de l'ordonnée PM sera IMw; et la même abscisse AP 
appartiendra à l'ordonnée primitive PM et à l'ordonnée Vn ainsi accrue de la 

Fig. 307. variation. Enfin, si l'ordonnée PM, fig. 107, en se prolongeant, rencontre d'au-
tres courbes Bc, Bc', Bc", etc., les parties interceptés M«, Mw', Mn", etc., seront 
les variations dont cette ordonnée s'accroitra successivement. 

o78. On peut remarquer que ce qui distingue une variation d'une diffé-
Fig. lOS-rence, c'est que nous changeons de courbe lorsque l'ordonnée PM, fig. 108, 

reçoit une variation MN ; tandis que nous restons sur la même courbe lorsque 
l'ordonnée PM, devenant P'M', s'accroît d'une différence M'Q, qui, comme on 
l'a vu, art. 517, se change en différentielle dans le cas où cette différence est 
infiniment petite. 

576. Dans ce qui va suivre, nous conserverons la notation Ay pour exprimer 
Fig. lus.la différentielle de PM = y, fig. 108, et nous emploierons la caractéristique D 

pour exprimer la difiFérence finie M'Q = Dy, dont s'accroit une ordonnée; et 
nous désignerons par ^y la variation MN de y, et par Sy cette variation lors-
qu'elle deviendra infiniment petite. 

577. D'après ce qui précède, une variation ayant donc lieu lorsqu'on passe 
d'une courbe à l'autre, cela peut arriver de différentes manières. Par exemple, 

Fig. 109. si dans la parabole CBD, fig. 109, dont l'équation est 
y = b - ^ a x \ . , . (1), 

la constante a devient a', la courbe se rétrécira ou s'élargira, suivant que a' 
sera plus grand ou moindre que a (*). 

Fig. 109. (•) 11 est facile de s'en convaincre ; car si, pouriine même abscisse K? = x, fig. 109, a s'augmente, 

http://rcin.org.pl



P R I N C I P E S F O N D A M E N T A U X . 3 1 1 

578. Si, au contraire, la constante b de l'équation (l) variait seule, cette 
constante ne ferait que changer la position de la courbe en la transportant, 
fig. 110, de CBD en C'B'D', ou en C"B"D". f'ff- il»-

579. En général, on voit que lorsqu'une courbe est transportée dans l'es-
pace, les coordonnées de l'origine qui entrent comme constantes dans son 
équation changent de valeur; d'où il suit que c'est encore par la variation 
des constantes qu'une courbe change de position. Aussi les géomètres sont-ils 
en usage d'affecter la caractéristique ^ aux différentielles qui se rapportent à 
des points de l'espace, différentielles qui, comme on le voit, ne sont autre 
chose que des variations, et de donner la caractéristique d aux différentielles 
qui se rapportent à des points pris sur une courbe ou sur une surface courbe, 
et en général à tout système de points composant un solide ou le terminant. 

580. La constante qui, par sa variation, a donné celle de y, était en évi-
dence dans l'équation (1); mais le plus souvent cette constante ne parait pas 
même dans l'équation de la courbe. 

Prenons pour exemple l'équation 

qui est celle d'une parabole représentée par la fig. 111 (*), et supposons queF'S-lH-
l'on fasse varier le paramètre, la courbe écartera ses branches plus ou moins. 
Or, le paramètre n'est ni o, ni b. ni e, mais est une fonction de ces constantes 
{voyez ma Théorie des Courbes (**) page 2-47); d'où il suit que dans la parabole 
même la constante qui varie n'est pas toujours une de celles que renferme son 
équation. 

Nous verrons bientôt qu'on peut se dispenser de connaître cette constante, 
et qu'il suffit de déterminer les coordonnées sur lesquelles elle porte son in-
fluence. 

581. Soit maintenant V une fonction des variables x et y, et de leurs coeffi-

l'équation (1)montre que l'ordonnée s'augmente aussi. Cette ordonnée PM, devenant PN, appartient 
nécessairement à une parabole EBN moins évasée que la parabole CBM. 

n En effet, faisant x — o, y a deux valeurs qui déterminent les points R et C; faisant ensuite 
.r = 0, ou trouve les abscisses AD et AE, ce qui annonce que la courbe passe encore par les points 
D et E ; nous voyons de plus qu'elle ne peut s'étendre indéfiniment dans le sens des x négatifs; car 
l'équation (2) nous donnant 

X=a — bxàz e'^ x-\- -la'', 
si l'on y remplace x par — x, la valeur de j- deviendrait imaginaire lorsque Cx surpasserait 2a^ 
Cette courbe ne peut donc être située que comme nous l'avons représentée, fig. 111. Elle est une Fig. 111. 
parabole, parce que si l'on développe le carré du premier membre de l'équation (2), il est manifeste 
que le carré du coefficient 26 de xy sera égal à quatre fois le produit des coefficiens de x" et de 
ce qui est le caractère de la parabole. {Théorie des courbes du second ordre, page 87. ) 

(**) Il n'est point venu à ma connaissance qu'avant la publication de l'ouvrage cité, on eût assi-
gné la forme de cette fonction. 
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Fig. 112. 'îieiis différentiels; nous pourrons regarder V comme l'ordonnée PM, fig. 112, 
d'une courbe située dans l'espace, qui aurait x et y pour ses autres coordon-
nées. Supposons que l'on passe de l'ordonnée PM = V à une autre ordonnée 
P'M', la différence M'r de ces ordonnées sera en général une quantité finie 
([ue, conformément à l'art, 376, nous représenterons par DV (*); nous aurons 
donc 

P'M' = PM-|-M'r, 
ou 

V' = V-}- DV. 

Cela posé, supposons que, par la variation de la courbe MM', les ordonnées 
PM et P'M' deviennent PN et P'N'; si, art. 376, nous nous servons de la carac-
téristique A pour indiquer l'accroissement dû à la variation, et que par con-
séquent nous représentions par aV et AV les variations MN et M'IN', nous aurons 

PN = V-{-AV, P'N' = V'- f AV.... (S); 

mettant dans cette dernière équation V-l-DV à la place de V, nous trouverons 
P'N' = V J - DV - h A (V DV). 

D'une autre part, on peut regarder PN et P'N' comme les ordonnées d'une 
certaine courbe NN' qui passerait par les points N et N"; et de même que dans 
la courbe MM', y devient y-j- Dy lorsqu'on passe de MP à M'P, de même PN ou 
V-]- aV se changera en 

VJ-AV-[-D (V -|-aV), 
!ors(ju'on passera de PN à P'N' dans la courbe NN'. On aura donc encore 

P'N ' = V -j- A V D ( V AV), 
comparant ces deux valeurs de P'N', on trouvera 

V - f DV -[- A (V DV)=V -[- AV ^ D (V AV) . 
Effectuant les opérations indiquées parles parenthèses, et réduisant, il restera 

A D V = r ) A V . . . . ( 4 ) , 

ce qui nous apprend que la variation de la différence d'une fonction V est égale 
à la différence de la variation de celle fonction. 

382. Dans lecas où, aiilieu de V=/'(,r, y), nousaurionsj /=/r , lacourbe MM' 
deviendrait une courbe plane; et alors ou regarderait l'ordonnée PM comme 
une fonction y de x. La démonstration étant la même, dans cette hypothèse 
on trouverait 

AD?/ = Da?/.... (3). 

383. Dans cette démonstration, nous r e g a r d e r o n s la variation A V et la diffé-
rence DV comme des quantités finies ; mais les équations (4) et (3) ne subsis-

(*) Nous supposons celte différence positive dans la courbe, fig. 112 ; mais il est évident que cette 
différence Mr serait n-^gative, fiff. 113, si l'ordonnée P'M' = V,au lien d'être plus grande quePM, 
était moindre. 
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lent pas moins si aV et DV sont des quantités infiniment petites. Adoptant pour 
ce cas, art. S76, les caractéristiques «î et d, les équations (4) et (5) deviendront 

o"dV = d5V.... (6), 
âdij=d3ij.... (7) . 

584. Jusqu'à présent nous n'avons attribué des variations qu'à y, et en cela 
nous nous accordons avec cette observation de F^agrange : Dans les différentki-
fions par o", il faut regarder comme constante la variable dont la différentielle a clé 
prise pour constante. Ainsi, dans l'hypothèse la plus fréquente où cette diffé-
rentielle est da;, il s'ensuit que x doit être regardé comme constant quand on 
prend les variations. Et en effet, nous avons vu que la même abscisse AP, 
fig. 107, répondait à diverses valeurs PiM, Pn, Pn', Vn", etc., de l'ordonnée. Fig. 107. 
Cependant, Lagrange sembla se mettre lui-même en contradiction avec les 
paroles que nous venons de citer, lorsque, dans les Mémoires de VAcadémie de 
Turin, année 17S9, il donna, sans en expliquer la raison, des variations aussi 
bien à x qu'à y. Ce changement important dans la marche qu'avaient suivie 
jusqu'alors les géomètres, fit faire un grand pas à cette partie de l'analyse et 
en changea absolument la face; mais cela nécessitait encore plus de démon-
trer sur quoi se fondait le procédé de Lagrange. Prétendre que l'on donne par 
là plus de généralité à la méthode, ce serait éluder la difficulté, qu'on ne peut 
lever qu'en montrant de quelle manière la position des plans coordonnés dé-
termine X à recevoir des variations aussi bien que y. Pour cela, nous ferons 
prcliminairement remarquer que, dans le cas de l'art. 87-4, les variations étaient 
supposées perpendiculaires au plan des x, y; mais quelle que soit la cause 
qui produise ces variations, on voit qu'elle ne dépend pas de notre volonté, et 
qu'il en est de même de la fixation des plans coordonnés, qui peut être subor-
donnée à certaines conditions du problème, et même avoir été déterminée 
avant que les points de la courbe aient changé de place. 

11 suit de là que dès qu'entre mille positions différentes que peut prendre la 
direction de la variation qui affecte un point M, il n'y en a qu'une où elle soit 
perpendiculaire au plan des x, y, nous devons, en thèse générale, regarder 
cette variation comme inclinée à ce plan. Cela posé, nous allons démontrer 
que, dans ce cas, non-seulement y, en variant, fera varier x, mais que leurs 
variations dépendront encore l'une de l'autre. 

Pour cet effet, soit MN, fig. 11-4, la variation qu'aura reçue le point M d'une Fig. 114. 
courbe, et imaginons qu'un plan y'kx', auquel la direction de MN était per-
pendiculaire, passe par l'origine des coordonnées : ce plan ayant une position 
différente de celle de ykx, MN sera donc incliné à ce dernier; d'où il suit que 
lorsque le point M sera transporté en N, les coordonnées AL, LP et PM devien-
dront AH, HQ et QN, et s'accroîtront des différences LH, QR et NI; ce qui 
montre évidemment que quand une ordonnée MP = V subit une variation, il en 
doit être de même des coordonnées AT, = r et LP = j/. 

ÉI,T;MF,"(S DE CAI.CRR. nrFFÉRENTTEI.. 4 0 
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885. Il s'agit maintenant de démontrer la dépendance qui existe entre les 
variations de ces coordonnées. 

Fig. 114. Pour cela, soit toujours, fig. 114, MN la variation qu'aura reçue le point M 
perpendiculairement à un plan y'kx' ; menons par ce point M la perpendicu-
laire MP au plan donné des x, y, et prolongeons PiM jusqu'en S 5 il s'ensuit que 
l'angle SMN formé par deux perpendiculaires MS et MN aux plans ykx et tfkx', 
en mesurera l'inclinaison, et que ces plans se confondront lorsque l'angle SMN 
sera nul. Cela posé, menons les perpendiculaires MI et NS sur la direction des 
ordonnées MP et NQ, le triangle MSN sera rectangle en S ; et comme l'angle 
SMN, qui mesure l'inclinaison des plans, est déterminé, il suffira que l'on nous 
donne, dans le triangle MSN, le côté SM pour que le côté S N = M I en résulte. 
Or, SM=N1 = NQ —MP = AV, etSN = PQ; 

et comme PQ détermine la différence L H = AH — AL = Aa;, on voit que àx dé-
pend immédiatement de 4V, et qu'il en est de même de Ay à l'égard de ^x. 

586. Lorsqu'on passe des différences aux différentielles, la même dépen-
dance aura donc lieu entre Sx et ^y, ce qui est bien différent de ce que l'on 
remarque dans le calcul différentiel, où, lorsque V est déterminé à l'aide des 
coordonnées x et y, ces coordonnées pouvant varier chacune séparément, il 
n'y a en général aucune dépendance entre dx et dy. 

587. Examinons maintenant comment se modifient les théortnnes démon-
trés art. 581 et 582, lorsque les variations ont des directions inclinées aux 

Fig. 115. plans des x, y, et où par conséquent le point M, fig. 115, pour arriver en N, 
ne suit pas la direction du prolongement de l'ordonnée PM, comme le suppo-
saient les démonstrations des art. 581, 582 et 58B. 

Dans ce cas, le point M, parvenu en N, aura reçu un accroissement d'or-
donnée qui sera exprimé par la différence QN — PM : nous aurons donc 

variation de PM ou aV = QN — PM.... (8). 

D'un autre côté, l'ordonnée PM de la courbe primitive, lorsqu'elle devien-
dra P'M', s'accroîtra d'une différence que nous représenterons par 

DV = P'M' —PM... . (9). 
Nous déduirons de cette équation 

A D V = variation de P ' M ' — variation rfe P M . . . . ( 1 0 ) . 

Il s'agit de démontrer que cette quantité est égale à DAV. Pour cela, nous 
voyons, par l'équation (10), qu'il faut d'abord déterminer la variation de P'M'. 
Or, cette variation se trouve en supposant qu'après qu'elle a transporté M' en 
un certain lieu N', on prenne la différence des ordonnées de ces points. On 
flura, de la sorte, 

variation de P'M' = Q'N'--P'M'; 
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et, comme le prescrit l'équation (10), retranchant de cette variation celle de 
PM, donnée équation (8), nous trouverons 

ADV = Q'N'— P'M'— (QN — PM), 
ou plutôt 

ADV = Q'N' —P'M' —QN-j-PM.... (11). 
D'un autre côté nous avons 

différence de QN=Q'N' —QN ; 
et en mettant la valeur de QN, tirée de l'équation (8), dans laquelle on rempla-
cera PM par V, on aura 

D(V-{-AV) = Q'N'==QN, 
retranchant de cette équation celle-ci : 

DV=P'M' —PM, 
il restera, après avoir réduit, 

DAV=:Q'N' —QN —P'M'+PM... . (12). 
Les seconds membres des équations (11) et (12) étant égaux, il en résulte 

ADV=DAV.... (13). 
Si l'on passe aux limites, ou, ce qui est la même chose, aux infiniment petits, 

on aura donc encore 
^ d v = d ^ v . . . . (Li), 

équation qui nous fournit encore celles-ci : 

= = (15). 

888. Les équations (13), (U) et (IS) ont un degré de généralité que nous 
n'attribuons pas aux équations (4), (5), (6) et (7) ; car elles supposent, comme 
l'admettait Lagrange, que la variable x, renfermée dans V, est une quantité 
dont on peut prendre la variation tout aussi bien que celle de y comprise éga-
lement dans V» 

1)89. Les équations (14) et (15) vont maintenant nous servir à modifier con-
venablement les formules qui contiennent des différentielles et des variations-
car les formules qui ne contiendraient que des variations ne diffèrent pas des 
différentielles. Aussi, comme le dit Lagrange, le calcul des variations a-t-il 
pour but de différentier sous un nouveau point de vue des quantités qui ont été 
différentiées sous un autre. C'est ce que l'on sentira, si l'on fait attention que 
déterminer la variation d'une fonction V de y, se réduit à trouver l'accroisse-
ment de cette fonction lorsque y s'augmente de la quantité infiniment petite oy; 
il est évident que cette question doit conduire aux mêmes règles que celles 
que l'on emploie pour obtenir les différentielles ordinaires. 

590. Par exemple, si l'on voulait avoir la variation de 

S = a-\-ny^ : 
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nommant V ce que devient V lorsque y s'accroît de la quantité infiniment pe-
tite ^y, on aurait 

d'où l'on déduirait 
V —V ou 

passant à la limite, ou, ce qui revient au même, effaçant le terme w^i/', qui, 
étant un infiniment petit du second ordre, doit être supprimé à côté du terme 
ImjSy, art. 230, il resterait pour la variation cherchée 

et l'on voit que le procédé est absolument le même que celui qui déterminerait 
la différentielle de V, qu'on sait être 

dV = 2«i/dy. 

591. En général, pour trouver la variation d'une fonction V, dont la diffé-
rentielle est 

il suffira de changer la caractéristique d en S, ce qui donnera 

Nous pouvons même remplacer M, N, P, Q, etc., par les coefficiens différen-
tiels que ces lettres représentent, et nous aurons 

592. Nous ne changeons pas dy en ày dans les coefficiens différentiels; car 
l'un de ces coefficiens différentiels, le premier, par exemple, étant le quotieiit 
de I\fd.r par da-, on doit avoir M pour résultat, tout aussi bien que si l'on divi-
sait par ^x; il en est de même des autres. Aussi les coefficiens différen-
t i e l s ^ , etc., ne renferment-ils dj, dt/, dp, qu'en apparence, et ne 

ax ûy dp 
sont-ils dans le fond que de véritables fonctions de y, de p, de q, etc. 

593. Remarquons que, quoique les variations soient des différentielles d'un 
genre particulier, il ne faut pas croire que ^x soit à l'égard de ëy ce que d^rest 
à l'égard de dy. En effet, on choisit ordinairement da; pour variable indépen-
dante, et l'on ne peut faire la même chose à l'égard de ^x, car nous avons 
vu, art. 586, que Sx dépendait de ^y. Aussi la variable indépendante qui dé-
termine l'accroissement d e y n'est pas x, mais la constante, qui devient varia-
ble lorsque les points de la courbe changent de position. L'hypothèse de 
différentiation est donc différente. Par exemple, si l'on a l'équation 

bhj — a^x'', 

et qu'en supposant x constant et a variable, ou cherche le coefficient différen-
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tiel, nous trouverons, en désignant par k l'accroissement de a. 

si, au contraire, regardant a comme constant, on fait varier seulement x, dont 
nous représenterons l'accroissement par h, on a 

La première hypothèse appartient à la courbe variée, et la seconde à la courbe 
primitive; et l'on voit qu'en passant à la limite, on obtient 

ce qui montre évidemment que la variable indépendante, dans le cas que 
nous considérons, loin d'être ^x, est «îa; mais lorsque nous déterminons la va-
riation d'une fonction V de y, nous n'examinons pas si y varie par l'accroisse-
ment que reçoit X, ou par celui que reçoit une constante; aussi le procédé 
qui détermine la variation est-il le même que celui qui sert à différentier. 

S9-4. Cependant, on se tromperait bien si, parce que Sx, Sy, ^p, etc., entrent 
dans oV comme Ax, Ay, d/̂ , etc., entrent dans dV, on concluait que est égal 
à dV. Ce qui établit une différence entre ces expressions, c'est qu'on ne saurait 
assimiler ^x, ^y, âp, etc., dont se compose la première, aux différentielles Ax, 
Ay, Ap, etc., qui constituent la seconde. En effet, Sx, Sy, ^p, etc., d'après ce 
qui précède, comportant une autre variable indépendante que celle qui a lieu 
})Our les différentielles Ax, Ay, Ap, etc., il en résulte qu'on doit être conduit, 
par des hypothèses différentes de différentiation, à des résultats différens. 
Aussi, lorsqu'une formule contient à la fois des différentielles et des variations, 
nous ne devons point confondre ces deux sortes de quantités; dans le cas où 
une semblable formule a lieu, le théorème de l'art. 581 devient applicable, et 
nous allons voir qu'il suffit pour établir une différence entre les résultats ame-
nés j)ar le Calcul des variations et ceux qui nous sont fournis par le Calcul 
différentiel. 

Cherchons, par exemple, la variation de la formule 

Pour cet effet, on déterminera la variation par la règle des fractions, donnée 
art. 16, et nous obtien.drons 
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transposant les signes, ainsi que les équations (IS), art. S87, en donnent le 
droit, on aura pour la variation de jo 

En cherchant ensuite la variation des formules 

on trouverait de même 

effectuant la division et remplaçant ^ et ~ par q et par r, on trouverait 

et en transposant les signes, 

Remarquons que la formule (17) ne ressemble à la formule (16), dont elle a 
été déduite, que parce qu'on n'a pas mis en évidence les différentielles renfer-
mées implicitement dans les fonctions p, q, r, etc.; mais si nous remplaçons 
àp, oq et 3r, par les valeurs que fournissent les équations (19) et (20), et que 
nous rassemblions d'une part les termes positifs et de l'autre les termes néga-
tifs, nous trouverons 

Lorsque y seul reçoit des variations, cette équation se réduit à 

et comme en transposant les caractéristiques, on obtient 

on aura, en substituant ces valeurs dans l'équation (21), 

593. Appliquons maintenant la formule (19) à la recherche de la variation 
de la sous-tangente. Pour cet effet, si clans l'expression de la sous-tangente 
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qui, art. 71, est 1/—, nous éliminons le coefficient différentiel au moyen de 

1»' ï^V y 

1 équation nous aurons ^ pour cette sous-tangente; prenant la varia-

tion par la règle des fractions, art. 16, nous trouverons 

mettant dans cette équation la valeur de ëp, donnée par l'équation (19), nous 
trouverons 

remplaçant jo par sa va leur^ , nous obtiendrons 
ûx 

596. Le théorème renfermé dans l'équation (U), art. 587, qui seul jusqu'à 
présent nous a servi à établir une difl'érence entre les résultats fournis par la 
différentiation et ceux qui sont donnés par le calcul des variations, va nous 
offrir encore des corollaires très remarquables. En effet, si dans l'équation (U), 
page 315, on change V en dV, on aura 

transposant la caractéristique du second membre, on obtiendra 

Par des procédés analogues, on parviendrait à cette équation générale 

597. La 
même équation (1-4) va nous conduire à un théorème non moins 

important. Pour cela, si nous représentons par U une certaine fonction de x, 
de y, de àx, de d^'x, de d̂ a?, etc., de dy, de d'y, de d ^ etc., et que nous appe-
lions V l'intégrale de cette fonction, nous trouverons 

différentiant, il viendra 

et, par conséquent, 

transposant la caractéristique du second membre, en vertu de l'équation (14), 
on trouvera 

intégrant, il viendra 
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éliminant V au moyen de l'équation (22), on obtiendra enfin 

ce qui nous apprend que l'intégrale de la variation d'une fonction est égale à 
la variation de cette intégrale. 

598. On peut déduire de ce théorème un autre qui lui est analogue pour 
les intégrales doubles. 

En effet, si nous supposons 

l'équation (23) nous donnera 

et en transposant les signes / et art. 599, on obtiendra 

On trouvera de même 

ainsi de suite. 

599. Les théorèmes démontrés dans les articles 597 et 598 nous offrent de 
nouveaux principes que nous pouvons maintenant employer simultanément 
avec celui que renferment les équations (15), page 315 (c'est ce que nous allons 
faire en c h e r c h a n t quelle est la variation de la formule intégrale indéfinie/U, 
dans laquelle U est une fonction de x, de y et des différentielltis dx, d^x, 
d%, etc., dy, d'y, dhj, etc. Pour cet effet, supposons qu'on ait trouvé par les 
procédés du calcul différentiel 

Nous pouvons regarder cette équation comme provenant de celle d'un ordre 
immédiatement inférieur, dont on voudrait prendre la variation. La dernière 
différentiation qui nous a fourni la valeur de dU, nous ayant donné 

et notre intention étant de faire rapporter cette dernière opération à une va-
riation, nous avons séparé par un point sur la droite la caractéristique qui y 
est relative dans les termes qui, autres que mdx et Mdy, ont subi plusieurs 

(*) Le théorème renfermé dans cette équation a lieu également pour les différences finies. En 
effet, si dans l'équation (13), page 315, on fait DV = U, cette équation deviendra 

intégrant, on aura 

mais de l'équation DV = U , on tire 
7 

substituant celte valeur dans l'équation (24), on obtiendra 
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difTcrentiations, et alors, ainsi que nous l'avons fait, art. 591, pour l'équa-
tion (16), changeant cette caractéristique en o, nous obtiendrons 

intégrant et mettant ensuite, dans le premier membre de cette équation, la 
caractéristique s devant le signe d'intégration comme on en a le droit, 
art. S97, on aura 

Si dans le second terme, fn^dx, on transpose la caractéristique^ et que l'on 
intègre ensuite par parties, art. 279, on trouvera d'abord 

Pour faire subir la même opération au, troisième terme, nous obtiendrons pré-
liminairement, en transposant les signes du secpnd membre, 

équation qu'on peut écrire ainsi : 

et en intégrant ensuite par parties, on trouvera 

L'intégration par parties pouvant s'appliquer aussi à la dernière intégrale 
de cette équation, dans laquelle le double signe d^ affecte x, nous aurons de 
même 

substituant cette valeur dans l'équation (27), nous obtiendrons 

Appliquant un même procédé aux intégrales etc., nous continuerons 
à intégrer par parties jusqu'à ce que nous parvenions à une intégrale qui ne 
contienne plus de différentielles de x mêlées à des intégrales, et nous 
trouverons 

ainsi de suite. 
Opérant de même pour y, et réunissant d'une part les termes qui sont déli-

vrés du signe f , et de l'autre ceux qui en sont affectés, on aura ce résultat 
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GOO. Par exemple, si l'on a 

en écrivant ainsi cette équation 

on différentiera par la règle de l'art. U , en se servant de la caractéristique ^ au 
lieu de d, et l'on aura 

les valeurs des variations indiquées étant ensuite déterminées par les règles des 
n°' 1G et 21, on trouvera 

mettant ces valeurs dans l'équation (29), et exécutant les opérations indiquées, 
on obtiendra 

faisant pour simplifier 

cette valeur de «îU se réduira à 

En comparant cette équation à la formule (28), on trouvera 

et l'équation (28), réduite dans notre cas, à 

devient 

Cette manière de déterminer la variation de / U appartient à Lagrange ; 
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mais, quoique la marche de ses opérations soit assez simple, on peut trpuver à 
son procédé l'inconvénient de confondre trop les quantités différentielles avec 
les quantités finies. Euler, qui donna au Calcul des variations une forme plus 
en concordance avec sa vraie métaphysique, remplaça U par la fonction Vda;, 
dans laquelle V est une fonction des variables x, y, et de leurs coefficiens 
différentiels successifs p, q, etc., et en trouva à peu près de la manière sui-
vante la variation (*). 

601. On a d'abord, par le théorème renfermé dans l'équation (23), art. Î597, 
(31); 

la variation de Vda?, indiquée dans le second membre de cette équation, se 
déterminera par le procédé de l'art. U , et en cela nous agirons d'une manière 
entièrement conforme à l'hypothèse où l'on regarde ces variations comme des 
quantités infiniment petites ; car, dans cet art. U , nous n'obtenons la diflé-
rentielle d'un produit de deux valeurs qu'en nous bornant au premier terme 
de la différence, ou, ce qui est la même chose, en négligeant les termes en 
en h^, etc., du produit z' y'. Ainsi en déterminant la variation comme on le 
ferait pour un produit de deux variables, nous aurons 

et en transposant les signes ^ et d, en vertu de l'équation (13), page 31S, on 
trouvera 

Au moyen de cette valeur, l'équation (31) deviendra 
< ? / V d a ; = . / W j ; + /da-JV... (32). 

Appliquant au premier terme du second membre de cette équation l'intégra-
tion par parties, qui, comme conséquence de l'article 14, suppose encore 
que ^ affecte des quantités infiniment petites, ce premier terme deviendra 

/YdSx = Y5x — fdYSx ; 

cette valeur changera l'équation (32) en 
ô/Ydx = 4-/(d.r^V — dV<îa;)... (33). 

Développons maintenant la quantité qui est entre les parenthèses : pour cela, 
nous aurons préliminairement 

remplaçant les coefficiens différentiels par lei lettres M, N, P, Q, etc., cette 
é(iuation nous donnera 

dV = Mda;- |-Ndy-fPd;9-{-Qdg-l-Rdr4-etc. . . (38). 

(*) Euler et Lajjrange considéraient encore dans V d'autres variables t, u, v, etc. ; c'est une 
liypothèse que nous examinerons bientôt, et nous verrons qu'elle ne complique pas la solution du 
luoblème. 
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Changeant la earactéristique den S, nous obtiendrons pour la variation de V 
< y V = M N jy - f P^jtîQSq + R̂ V - f ete. ; 

équation dans laquelle les fonctions M, N, P, Q, R, etc., des variables y, p, q, 
r, etc., sont les mêmes que dans l'équation précédente, art. 592. 

Substituant ces valeurs de V̂ et de dV dans l'expression renfermée entre 
les parenthèses de l'équation (B3), nous changerons cette expression en 

—j— n^uo--/ ur-o/j —J— en;. J 

faisant dans ces équations 

nous aurons 

Soit 

et différentions en employant pour p^x le procédé de la différentiation des 
produits de deux variables, art. 1-4, nous trouverons 

d-Ty —jod<Jx —djt3^x = doo (38); 
prenons ensuite, par le même procédé, la variation de 

dy = pdx, 
nous aurons 

<?dy = pSdx dxôp ; 
et en transposant les signes ^ et d, 

d<yy=jod^x-[-d.r(?p.... (39). 
Au moyen de cette valeur de d^y, nous convertirons l'équation (38) en 

dxâp — dpSx dw ; 
remplaçant dp par qdx, cette équation deviendra 

dx {^p— qSx = d w , 
et par conséquent 

dw 

ce qui est la valeur comprise entre les parenthèses dans la seconde ligne de 
l'équation (36). 

On trouvera de même 
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par ces valeurs l'équation (36) deviendra 

Par conséquent, l'intégrale que renferme le second membre de l'équation (33) 
sera 

intégrant par parties tous les termes qui, dans ce second membre, contien-
nent des différentielles de du l" , du et du 3® ordre, etc., nous aurons 

et, parce que la différentielle de Q se prend par rapport à x, on pourra écrire 
ainsi cette dernière équation, 

intégrant de nouveau par parties le dernier terme de cette équation, elle nous 
donnera 

En opérant de même pour le terme en R, on trouvera 

Substituant les valeurs de / P d " , de / Q ' I ' ^ ' 

l'équation (40), ordonnant par rapport à w et à ses coefficiens différentiels, et 
réunissant ensuite les termes qui sont affectés du signe d'intégration, nous 
trouverons 

Substituant cette valeur dans l'équation (33), à laquelle on ajoutera une con-
stante, pour tenir lieu de toutes celles que l'intégration par parties exigera, 
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Et en prenant de; pour variable indépendante, cette équation pourra se met-
tre sous la forme 

G02. Cette solution d'Euler suppose donc que la fonction U de x, de ij et 
des différentielles des diflerens ordres de x et de y puisse se ramener à la 
forme Vder. Or, cela n'est pas toujours possible ; car si, par exemple, 011 avait 

et que l'on lit 

on trouverait par la différentiation, 

mettant ces valeurs dans l'équation (42), on obtiendrait 

ou plutôt 

et l'on voit que le second membre ne se réduit pas à la forme Vdĵ '. 
Mais cela aurait lieu si, au contraire, on avait 

car la valeur de d'y, donnée par l'équation (43), étant mise dans celle-ci, l-a 
réduirait à 
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Des maxima et minima des formules intégrales indéterminées, 

603. La principale application du calcul des variations se rapporte à la 
solution d'un genre de problèmes de maxima et de minima, qu'on tenterait 
en vain de résoudre par la méthode exposée art. 97 et 98. On a vu que cette 
méthode consistait à déduire de l'équation y=fx du problème, la valeur de 

ll^, qu'on devait égaler à zéro ou à l'infini, pour obtenir la relation entre a; et y, 

qui doit avoir lieu au maximum ou au minimum ; mais si, dans le problème 
proposé, on nous donnait seulement la formule intégrale dans laquelle V 
serait une fonction de x, de y, de jo, de q, etc., et qu'on demandât quelle est, 
parmi toutes les courbes qui jouissent de la propriété commune fNàx, celle 
pour laquelle f ^ d x est un maximum, un tel problème serait d'une nature 
bien différente que ceux que nous avons résolus sur les maxima ou minima. 
On se tromperait donc bien si l'on croyait que, pour en obtenir la solution, il 
suffirait de passer à la différentielle en ôtant le signe d'intégration, et en écri-
vant Vda;. Cela ne conduirait à rien, puisque la caractéristique,/', qui ici nous 
indique que c'eàt x que l'on fait varier, n'est plus le signe de l'opération con-
traire à celle qui se rapporte à des variations. Aussi voit-on qu'au lieu de pas-
ser d'une courbe à l'autre, on resterait sur hi niêiiie courbe, ce que nous ne 
pouvons admettre, d'après ce que nous avons vu art. 577. Ce ne sera donc 
point Vdj7 que, d'après la méthode ordinaire des maxima et minima, on devra 
égaler à zéro, mais <?yvd.r, parce qu'alors, quoique nous ignorions la relation 
qui existe entre x et y renfermés dans V, nous ne considérons pas moins y 
comme une fonction de x, et par conséquent fWAx comme une autre fonction 
de X, dont la variation est indiquée par le signe S, variation duc aux accrois-
semens successifs que reçoit une constante qui, le plus souvent, ne parait pas 
dans les calculs. 

L'intégration de f N à x ne pouvant donc s'exécuter sans qu'il ne soit établi 
une relation entre x et y, nous allons voir que cette valeur va nous être four-
nie par la condition même du maximum. En effet, la variation àc f\àx ayant 
été déterminée par l'équation (41), nommons pour plus de simplicité ^ la par-
tie qui s'y trouve hors du signe d'intégration; la variation SfNdiX étant nulle, 
dans le cas du maximum, nous aurons donc 

dP d'O 604. On reconnaît dans le facteur N —etc. , de cette équation, 
ixx iXx^ 

la quantité qui, égalée à zéro, exprime, équation (122), art. 404, la condition 
d'intégrabilité de Nùx; par conséquent, il suffit que Vd.r soit susceptible d'in-
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tégration pour que le terme affecté du s igne, / s'évanouisse dans l'équation (4-4). 
Ce terme s'évanouit également lorsque Vdx n'est pas intégrable ; car alors les 
termes en x et en y, renfermés sous ce signe, ne peuvent opérer la destruction 
des termes en a; et en y des autres termes de l'équation (-i-i), qui, étant délivrés 
du signe d'intégration, sont d'une nature différente. Il suit de là que si l'on 
représente l'équation (-41) par 

y. -{- - 1 - constante = o.... ( - 4 3 ) , 

on ne peut satisfaire à cette équation qu'en faisant 
i constante = o, ffiAoc = o. 

60o. Cette dernière équation détermine en général une courbe, et n'ex-
prime autre chose que la sommation d'une infinité d'élémens que l'intégration 
convertit en courbe. Nous entrevoyons déjà que la partie ^constante de 
l'équation (4o) ne peut se rapporter qu'à des points isolés. En effet, l'équation 

^ constante = o, 
étant une équation rationnelle en x et en y renfermés dans i, il s'ensuit que 
cette équation ne comporte qu'un nombre limité de valeurs, qui seront déter-
minées par le degré de cette équation lorsqu'on y aura mis la valeur de y e n x ; 
je dis de plus que les points déterminés par ces valeurs ne se rapportent 
qu'aux extrémités de la courbe. En effet, lorsqu'on donnera de» valeurs par-
ticulières a et b aux variables a: et y, on ne fera que déterminer la valeur delà 
constante qui entre dans l'équation (4S), en fonction de a et de b, valeur qui 
se rapporte toujours au commencement et à la fin de l'intégrales 

606. La condition y>d.r = o nous donne 

et eomme la différentielle d'une fonction égale à zéro est nulle aussi bien que 
cette fonction, art. 6S, on peut ôter le signe d'intégration, ce qui nous 
donnera 

équation à laquelle on satisfera en faisant 

Cette équation établit la relation qui doit exister entre x ety pour la courbe 
du maximum et du minimum. 

607. Observons que la propriété /\dx appartient à toutes les courbes que 
nous considérons, et que nous pouvons passer de l'une à l'autre par degrés 
imperceptibles, en faisant accroître V d'une quantité infiniment petite âV. 
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Dans cette hypothèse, V devenant la f o r m u l e / V d x se change en 
et s'accroît de la quantité/jVdx, quantité qui, par la transposi-

tion des signes y et S, revient à ijyVdx. On reconnaît dans cette expression la 
variation dont nous avons déterminé la valeur par l'équation (41), art. 601, et 
qui devant, commeyVdx, appartenir à toutes les courbes du genre que nous 
considérons, n'en spécifie aucune en particulier. En égalant ensuite à zéro la 
variation S/Ydx, nous déterminons cette courbe quelconque qui jouit de la 
propriété requise, à devenir, entre toutes les autres, celle qui convient au 
maximum ou au minimum ; nous franchissons en idée toutes les courbes inter-
médiaires comprises entre la courbe primitive et la courbe du maximum ou 
minimum, pour que l'une de ces courbes se change en l'autre; alors l'ordon-
née PM, devenue P'M', aura reçu un accroissement fini, composé de tous les 
accroissemens successifs que la courbe aura reçus en passant par toutes ces 
positions intermédiaires ; et, comme PM représente une ordonnée quelconque, 
la même chose aura lieu pour tous les points de la courbe variée, qui, par 
conséquent, sera entièrement distincte de la courbe primitive ; mais la varia-
tion oV indiquant la variation qui a lieu lorsqu'on passe de la courbe primitive 
à la courbe infiniment proche qui lui succède, cette variation, lorsque la 
courbe primitive deviendra la courbe variée, se rapportera alors à la courbe 
infiniment proche qui succédera à la courbe variée, et restera par conséquent 
une quantité infiniment petite. 

608. Après avoir parlé du premier facteur de l'équation (46), occupons-nous 
du second. Pour cet effet, si nous mettons dans l'équation (46) la valeur de w, 
(pie nous donne l'équation (37), page 324, nous aurons 

et l'on satisfera encore à cette équation en faisant 
Sy —pSx= o ; 

la relation que nous établissons ainsi entre Sy et Sx, est une chose conforme à 
ce que nous avons démontré art. 898, que Sx et Sy étaient dépendans l'un de 
'autre. Une autre conséquence qui s'accorde avec le même articlë, c'est que 

l'équation (47) subsiste encore lorsqu'on ne tient pas compte de Sx; car alors 
l'équation (48) se réduisant à 

on en déduit également 

On peut remarquer que quand on a Sx==o, on tombe dans le cas où la 
variation de y se confond avec la direction de cette ordonnée, ce qui n'em-

ÉLÉMENS OE CAL-CCI, DIFFÉRENTIEL. 
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pêche pas que la condition du maximum ou minimum, entre toutes les courbes, 
ne subsiste également. 

609. Lorsque les variations n'ont lieu que dans le sens des ordonnées, il est 
évident que celles des points extrêmes C et D sont des lignes droites CC et 

Fig. 116. DD', fig. 116, dirigées suivant le prolongement des ordonnées. 

610. Mais dans le cas où x varie aussi bien que y, les extrémités C et D, 
Fig. 117. fig. 117, des ordonnées AC et BDdécrivent des courbes CC ctDD'; car les points 

C et D se mouvant dans des directions qui ne sont plus celles de AC et de RD, 
décrivent en général des courbes, sauf à supposer, si le cas l'exige, que ces 

Fig. 118. courbes sont des lignes droites CC, DD', fig. 118. 

611. Nous avons vu, art. -40-4, que lorsque Vder était une différentielle 
exacte, l'équation 

avait lieu par elle-même, et qu'alors la valeur de ^/Vder, ou ])lutôt celle de 
yVda?, ne pouvait renfermer que des quantités intégrées. Or, SfVdx, par la 
transposition des signes, art. 597, devenant/^Vd.r, si l'on regarde y renfermé 
dans V comme une fonction de x, le produit Vd.t; ne sera autre chose qu'une 
fonction V de x multipliée par dx ; et/Vde? représentera, art. 348 et 349, l'aire 
d'une certaine courbe. La variation de cette aire étant exprimée par Sj Vdx, 
ne sera donc elle-même qu'un accroissement de l'aire dont nous parlons; par 
conséquent/^Vde; sera la somme de toutes ces aires élémentaires. Désignons 
cette intégrale par y.r-{-c, et prenons-la entre les limites. 

x = a et x=b, 

nous aurons cette intégrale définie . 

et l'on voit qu'elle ne dépendra pas des coordonnées des points intermédiaires 
de la courbe variée, mais de a et b, qui sont les abscisses des extrémités A et B, 

Fig. 117. fig. 117, de cette courbe. 

612. Réciproquement, lorsqu'on nous donne l'expression/Vd.^, si l'on a 

la variation S/Ndx ne renfermera aucune formule intégrale ; d'où il suit que 
fydx sera une fonction déterminée des expressions x, y, p, q, etc., c'est-à-
dire sera une fonction délivrée du signe d'intégration, ou, ce qui revient au 
même, sera une quantité immédiatement intégrable. 

613. La partie de l'équation (45), art. 604, qui n'est point affectée du signe 
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d'intégration, et que nous avons représentée par 
^ constante, 

s'évanouit lorsque les extrémités de la courbe sont des points fixes. 
En effet, la variation cessant d'avoir lieu en ces points, si nous en repré-

sentons les coordonnées par x' et y', et par x" et y", ^x et Sy ne subsisteront 
plus lorsqu'on donpera à x et à y les valeurs x' et y', x" et y", ce qui nécessi-
tera que les termes compris dans ^ (équation 45), s'évanouissent lorsqu'on 
prend l'intégrale définie. II ne restera donc de l'équation (4S5) quey>d^ = o, pour 
déterminer la relation qui devra exister entre x et y, afin que y V d r soit un 
maximum ou un minimum. 

614. Le j)robième général qui nous occupe est donc en quelque sorte l'in-
verse de celui que nous offrent les maxima et minima ordinaires; car, dans 
ceux-ci, la relation entre x eX y est donnée immédiatement, au lieu que dans 
notre cas, elle résulte de la condition même du maximum ou minimum. 

OIS. Pour donner une application de cette théorie, proposons-nous de trou-
ver quelle est la plus courte des courbes menées entre deux points sur un plan. 

L'expression d'un arc de courbe étant 

sera, dans le cas présent, celle que nous avons représentée par Vd.i'; nous, 
aurons donc 

et ca remplaçant ~ par cette équation deviendra 

Cette formule, qui ne contient que la variable déterminera l'expression 

Ju coelficient différentiel P : nous aurons donc 

I 

dP 
Par CCS valeurs, on voit que les termes où entrent V, P et —, doivent être 

ilJ/ 
seuls conservés dans la formule (41), qui par conséquent devient, dans notre 
cas, 
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substituant Sy —pSx à la place de w, on a 

ux 
Le premier membre de cette équation étant nul par la condition du maximum 
ou minimum, et la partie qui est indépendante du signe d'intégration n'exis-
tant pas dans l'hypothèse où les extrémités A et B sont des points fixes, l'équa-
tion (30) se réduit à 

cette intégrale étant égale à zéro, il en est de même de sa différentielle, arti-
cle 606; on a donc 

616. On satisfait à cette équation en faisant 

La valeur de P nous étant donnée par la troisième des équations (49), on 
trouvera en la différentiant [art. 26, équation (13)"], 

et en différentiant par la règle des fractions, art. 16, on obtiendra 

réduisant au même dénominateur et faisant la réduction, on trouvera 

par conséquent, on aura 

Egalant cette quantité à zéro, et supprimant le premier facteur, il reste 

ou plutôt 

intégrant, on obtient 
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et en désignant cette nouvelle constante par h, on a 

et par conséquent 

intégrant de nouveau, on trouve 

617. Pour déterminer les constantes h et c, les points extrêmes A et B, 
fig. 119, étant fixes, si leurs coordonnées sont 

x — a., et X=a-', y — '̂, 
ces coordonnées devant satisfaire à l'équation (S2), on a 

d'où l'on déduit 

par conséquent, l'équation (52) devient 

618. Si les extrémités A et B de la courbe ne sont pas des points fixes, la 
partie (V — Pjo) -[- V^y, de l'équation (50), qui est représentée par > dans 
l'équation (45), page 328, ne s'évanouit plus à cause de la non-existence des 
variations ^y et Sx ; mais comme le premier membre de l'équation (45) est égal 
à zéro, la partie y>dx ne peut, comme nous l'avons vu, art. 604, anéantir ^ ; 
il faut donc, pour que la condition i - f - y > d x = o soit remplie, que > soit nul 
séparément, et qu'on ait par conséquent l'équation 

p , 

Remplaçant V et P par leurs valeurs ]/ \ p^ cl ^ cette équation 

devient 

et après qu'on l'aura réduite au même dénominateur, le diviseur commun 

étant supprimé, il restera 

Mettant la valeur de p, cette équation donnera 

et ne pourra être satisfaite que par les coordonnées des points extrêmes de la 
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courbe, coordonnées qui varient avec ces points. Supposons donc que l'un de 
ces points soit variable et que l'autre soit fixe ; si nous nommons x' et y' les 
coordonnées du premier, et x", y", les coordonnées du second, l'équation (S3) 
sera satisfaite en faisant 

et se changera en 

Telle sera la condition qui exprime que la courbe que décrit le point mobile 
a/, y', soit coupée à l'angle droit par la courbe cherchée (*). 

Cette condition et celle de la fixité de l'autre point, donné par les coordonnées 
et y'\ suffiront pour déterminer les deux constantes de l'équation (52). 

619. Mais si les deux points extrêmes ne sont fixes ni l'un ni l'autre, l'équa-
tion (83) devant être satisfaite par leurs coordonnées, on aura ainsi 

Fig. 120. équations qui nous apprennent que les courbes GK et IL, fig. 120, décrites 
par les points extrêmes, doivent être normales à la courbe cherchée, qui, dans 
le cas présent, se réduit à une ligne droite AB, art. 616. La relation qui existe 
entre les coordonnées de cette courbe cherchée nous étant fournie par 
l'équation 

cette équation devient dans notre cas 
d P = o , 

et nous ramène à l'équation (81). Or, nous avons vu, art. 616, que cette équa-
tion nous conduisait à d/) =;= o, et que l'intégrale de cette dernière était h ; 

remplaçant p par sa valeur on a 

d'où l'on déduit 

dy' S y' 
{*) En effet, et ~ exprimant les tangentes trigonométriques, ai t. 73, que la courbe propo-

sée et la courbe variée forment à leurs points de contact, la condition nécessaire pour que ces tan-

gentes se coupent à angles droits, sera cxnrimée (Théorie des Courbes, art. 103). nar 
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Au moyen de ces valeurs, les équations (54) deviennent 

et ne contiennent plus que les variations des points extrêmes ; or, il sera pos-
sible d'éliminer ces variations, si l'on nous donne les courbes que ces points 
seront assujettis à parcourir. Supposons que ces courbes aient pour équations 
différentielles 

on en déduira, art. 591, 

Ces équations devant être satisfiiites l'une par les coordonnées x', y', et l'autre 
par les coordonnées x", y", nous aurons donc 

Au moyen de ces équations nous pourrons éliminer les variations des équa-
tions (55), ce qui nous donnera 

620. Si, outre x ety fonctions de x, et leurs coefficiens différentiels succes-
sifs, la fonction V contenait encore une ou plusieurs variables z, t, u, v, etc., 
et leurs coefTiciens différentiels successifs, l'équation (35), page 323, de-
viendrait 

Dans ce cas, l'équation (41), page 326, s'augmenterait des termes relatifs aux 
variables x, t, u, v, etc., et nous aurions 

Dans le cas du maximum ou du minimum, le second membre de l'équa-
tion (57) devant être nul, il faut pour que cette condition soit remplie que, 
conformément à l'observation qui a été faite art. 604, page 327, la partie 
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afFeotce du signe d'intégration soit nulle d'elle-mênie, ce qui nous fournit 
l'équation 

or, les variables y, z, t, étant indépendantes, cette équation ne pourra se réa-
liser qu'autant qu'on aura séparément 

ce qui donnera, en différentiant et en développant un peu plus ces expres-
sions, 

ces équations déterminent les relations qui doivent avoir lieu pour que la 
courbe appartienne à un maximum ou à un minimum. 

621. Donnons une application de cette théorie en nous {iroposant de trouver 
les relations qui doivent exister entre x, y et z, pour que 

soit un minimum. 

n Cette équation est celle à laquelle conduit le problème de la brachystochrone, ou ligne de 
de la plus vite descente. En effet, la question se réduisant à déterminer la courbe pour laquelle 
l'élément de temps d/ doit être un minimum, on a {voyez l'équation (200) de mes Elémens de 
Mécanique, page 211), 

V étant nul lorsqu'on part du repos, et la constante 2̂ - pouvant se supprimer, art. 105, cette for-
mule se réduit à 

el l'on voit qu'elle rentre dans celle de notre problème, en changeanl z en x, c'est-à-dire en regar-
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Si, pour simplifier, nous faisons, 

la formule précédente deviendra 

Nous avons donc dans le cas présent, 

et puisque le problème ne comporte que les variables x, y, z, la troisième 
ligne des équations (57) et les suivantes comprises dans les etc., n'existent pas; 
à l'égard des deux premières lignes, elles se modifient par ces valeurs qu'il 
faut y introduire : 

ne conservant donc que les termes 1 , l'équation (57) se réduit à 

et comme les formules intégrales du second membre de cette équation doi-
vent être nulles séparément, art. 620, on a donc 

:o: 

dant l'axe des x de la formule (60) comme l'axe des coordonnées verticales. On pourrait peut-être 
dire qu'il eiH été plus simple de conserver l'axe des z pour celui des coordonnées verticales, en em-
ployant, au lieu de la formule (60), la formule 

Je répondrai qu'en choisissant l'axe sur lequel se compte la variable indépendante pour l'axe ver-
tical, cela nous procure l'avantage d'avoir à la fois N = o e t N / = o [voyez, ci-après, les for-
mules (62),] tandis que si nous eussions employé la formule (61), au lieu de la formule (60), on 
aurait eu 

ce qui nous eût conduit à des calculs plus compliqués, tant il est v rai que le choix des coordonnées 
n'est pas une chose indifférente. 

ÉLÉMENS DE CAIXIII, DIFFÉRENTIEL. 4 3 
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on tire de ces équations, art. 620, 

et en supprimant les facteurs — wda; et — il reste 

et en passant aux différentielles, on a 
d P = o , dP, = o. 

Les intégrales de ces équations seront 

ou plutôt 

mais nous avons 

différentions donc l'équation (62) par rapport k p et kp,, nous trouverons 

mettant ces valeurs de P et de P, dans les équations (66), nous obticndrojis 

éliminant entre ces équations, on trouvera 

intégrant, on aura 

Fig. 121. ce qui est l'équation d'une droite RS, fig. 121, tracée sur le plan des y, z, et 
dans laquelle les coordonnées 
du point M sont : AP = y, PM = s ; 
du point M' sont : AP' = y, P'M' = z; 
du point M" sont : A P " = y, P"M" = 

etc. etc. etc. 
L'équation (67) nous apprend que, quelle que soit l'abscisse AP = y que 

l'on prenne, l'ordonnée PM = 5 déterminera, sur la droite RS, le point M par 
où l'on doit mener la troisième coordonnée x. Il suit de là que cette droite RS 
contiendra les pieds de toutes les troisièmes coordonnées, qui, étant parallèles 
à l'axe des^, sont nécessairement parallèles entre elles. Or, d^s parallèles qui 
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interceptent une même droite RS, fig. 122, ne peuvent qu'être comprises dans Fig. 122. 
un même plan ; car, si une droite menée par un point M" sortait de ce plan, 
elle cesserait d'être parallèle aux autres. Concluons de ce qui précède que les 
troisièmes coordonnées étant comprises dans un même plan, il en doit être de 
même de leurs extrémités N, N', N", etc., fig. 121, qui constituent la courbe Fig. 12t. 
KL; cette courbe cherchée KL sera donc plane. 

622. Maintenant que nous savons que la courbe est à simple courbure, et 
par conséquent peut être déterminée par deux coordonnées x et z, dont l'une 
est verticale, remplaçons cette coordonnée verticale par y, l'équation du pro-
blème deviendra 

et en mettant (I -{-/J") au lieu de on aura 

Dans le cas présent, l'équation (41), page 326, ou, ce qui revient au même, 
l'équation (6o), se réduit à 

et l'on voit que cette équation nous donne pour notre cas 

623. Dans l'hypothèse où les points extrêmes sont fixes, la partie 
indépendante du signe d'intégration, s'évanout, art. 613, et il ne reste que 
l'équation de condition 

qui donne 

et en la multipliant par jt», on a 

mettant cette valeur dans celle de dV, qui est, pour notre cas. 
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dV 
et observant que, dans le cas de l'équation (68), M = — se réduit à zéro, il 

(la; 
restera 

intégrant, il vient 

P et V étant déterminés par les équations (68) et (70), nous en mettrons les 
valeurs dans l'équation (71), et nous obtiendrons 

multipliant les deux termes de la première fraction par ^ 1 et rassem-
blant les termes enp dans le premier membre, il vient 

i 

réduisant, il reste 

et en élevant au carré, on a 

d'où l'on tire 

et comme l'unité divisée par le carré d'une conscante est encore une quantité 
constante, représentons cette quantité par h, notre équation devient 

et, en divisant par y, on a 

et par conséquent 

mettant ^ ^ ^ li^u de jo, et passant à la racine, on obtient 

ce qui donne enfin 
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En comparant cettc équation à l'équation (141), page 111, on la reconnaît 
pour être celle d'une cycloïde AMR à base horizontale, fig. 122, dans laquelle Fig. 122. 
b serait le diamètre CD du cercle générateur. Soit a le rayon OM de ce cercle, 
on pourra mettre 2oà la place de b, et l'équation de notre cycloïde deviendra 

624. Pour intégrer cette équation faisons 
a ~ y = z : 

élevant au carré, on obtiendra, en transposant et réduisant, 
^mj — tf — a' — 

D'un autre côté, l'équation 
a~y = z 

nous donne 
d y = : - - d 3 ; 

substituant ces valeurs dans la formule (74), on a 

et en exécutant la multiplication indiquée par les parenthèses, il vient 

^ et en intégrant, on aura 

625. Pour effectuer l'intégration indiquée [équation (76)] par la formule 

, on multipliera par 2 les deux termes de la fraction, et l'on recon-

naîtra ensuite qu'au signe près le numérateur est la différentielle de l'expres-

sion qui est ««̂ "e lo r'arli'r.̂ l ^Àr^,. „„( >7 1 

D'une autre part, pour déterminer la seconde intégrale du second membre de 
l'équation (76), nous avons [équation (12), art. 275") 

les valeurs des intégrales que nous venons de déterminer étant substituées dans 
l'équation (76), nous aurons 
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remettant dans cette équation la valeur a—y de z, et nommant C la nouvelle 
constante qu'on doit y ajouter, on aura enfin, en transposant les termes du 
second membre, 

et, en remplaçant le premier membre par sa valeur x, on obtiendra 

Ayant deux constantes, il faudra deux conditions pour les déterminer. 

n Cette équation, lorsqu'on fait C = o, art. 626, étant mise sous cette forme 

• ' ' - \ a / 
Fig. 122. exprime la condition que la droite AD, fig. 122, est égale à l'arc MD. En effet, nommons = 

P M = . r , OM=:a, on aura 

donc 

si l'on décrit ensuite avec l'unité pour rayon l'arc nr, on a 
arc nr — arc (cos = Oe), 

et la similitude des secteurs OMD, Onr nous fournit la proportion 

d'oii l'on tire 

et par conséquent 

On passera ensuite de l'arc nr à l'arc MD par cette autre proportion 

qui nous donnera 

cette valeur et celle de. 

ce qui est la propriété de la cycloïde. 
Et si l'on remarque que l'arc MD ayant pour cosinus OD — DE, c'est-à-dire a — y, a pour sinus 

ME, et que ce sinus est déterminé par la proportion 
DE : ME : : ME : EO 

ou 
: ME : : ME : ^ a j , 

on peut remplacer arc cos = [a — y) par arc sin t2a —y), et par conséquent 

ce qui fait coïncider l'équation 78 avec celle de la note de la page 112. http://rcin.org.pl
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626. Par exemple, si les coordonnées des limites de l'intégrale sont, pour 
le point A, fig. 122, x=:o et y—o, et, pour le point B, x=m et y = o, en Fig. 122. 
substituant ces valeurs dans l'équation (74), on aura dans le premier cas, 

o = a a r c (cos = l ) + C . . . (79), 
et dans le second 

m=a (arc cos = 1) C ; 
et comme l'arc qui a l'unité pour cosinus est égal à zéro ou à un multiple de la 
circonférence, nous adopterons pour le point A la première hypothèse, parce 
que la figure 122 nous montre qu'en A les points D et M coïncident ; et l'équa-
tion (79) se réduira à 

o = C . 
Nous voyons d'une autre part qu'au point B, l'arc qui a l'unité pour cosinus 

est égal à la circonférence. Désignant donc par 2?: la circonférence dont le 
rayon est 1, nous remplacerons arc ( c o s = 1) par2ira, et nous aurons 

m=27^0. 
Ainsi les constantes seront déterminées par les équations 

m 

627. Dans le cas où les extrémités de la courbe ne sont pas des points 
fixes, on doit tenir compte des termes de l'équation (SO) qui, quoi-
que renfermant des quantités infiniment petites Sx et Sy, ne sont pas à négli-
ger. En effet, la somme de ces termes étant égale à zéro, par suite de 
l'indépendance de la partie intégrale de l'équation (415), art. 604, il en résulte 

\Sx-\-Vo> = o... ( 8 0 ) ; 

et l'oD voit que cette équation, comme toute équation différentielle, doit, en 
thèse générale, conduire à une intégrale qui renferme nécessairement une 
relation entre les variables. 

628. Pour donner plus de développement à l'équation (80), nous y mettrons 
les valeurs de V, de P et de &>, fournies par les équations (68), (70) et (37), et 
nous la réduirons à 

réduisant au même dénominateur, en multipliant et divisant la première ex-
pression par [ / 1 nous obtiendrons 

équation qui se réduit à 

http://rcin.org.pl



344 CALCUL DES VARIATIONS. 

et qu'on peut encore simplifier si l'on désigne par ds l'élément d'un arc de 

courbe; car alors nous aurons 

d'où nous tirerons, après avoir divisé par da;̂  sous le radical et multiplié par 
àx en dehors, 

et en faisant 

on obtiendra 

Au moyen de cette équation, nous éliminerons le radical de l'équation (81), 
laquelle se réduira, en changeant pda; en àij, à 

629. Remarquons que cette équation n'aura lieu que pour les coordonnées 
x', y', et af', y", des points extrêmes A et B, en sorte qu'on aura 

ces points extrêmes A et B n'étant pas fixes, peuvent être assujétis à se mou-
Fig. 123. voir sur les courbes KM, LN, fig. 123, dont les équations sont 

M = o, et N = o; 

et comme M et N sont des fonctions, l'une de x' et de y', et l'autre de x^' et 
de y", nous aurons 

Ces équations nous serviront à éliminer l'une des variations contenues dans 
les équations (82) et (83), et alors l'autre de ces variations deviendra un fac-
teur commun que nous supprimerons. 

Tirant donc des équations M = o et N = o les valeurs 
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et les substituant flans les équations (82) et (83), on obtiendra 

et l'on tirera de ces équations 

630. Maintenant, si, au moyen de l'équation (77), nous éliminons la valeur 
de X contenue avec y dans les fonctions M' et N", ces fonctions se changeront 
en des fonctions M̂  et N, qui seront composées en y de la même manière; de 
sorte que si l'on fait y — o dans l'une et dans l'autre, ces fonctions se rédui-
ront à une même constante a, qui, suivant le cas, pourra être zéro; nous 
aurons donc alors 

Or, il est facile de voir que ces valeurs sont précisément celles qui ont lieu 
aux points A et B, fig. 123; car en ces points on a y = o, comme nous venons Fig. 123. 

de le supposer; et si l'on considère que ^ représente en général l'angle que 

l'élément de la courbe fait au point x, y, avec l'axe des abscisses, on verra que 
ces élémens forment des angles égaux, et que par conséquent les tangentes 
en A et en B sont parallèles. 

631. Les problèmes que nous avons résolus jusqu'à présent par le Calcul 
des variations, se rapportent à des maxima ou à des minima absolus; il existe 
une autre classe de problèmes, qu'on peut comprendre sous la dénomination 
de maxima ou de minima relatifs. Dans ces derniers, on considère des courbes 
qui jouissent d'une propriété commune, et l'on demande quelle est, parmi ces 
courbes, celle pour laquelle une certaine formule intégrale est un maximum 
ou un minimum. En voici un exemple : entre toutes les courbes planes de mêine 
longueur, déterminer quelle est celle pour laquelle la formule intégrale J'Y Ax est 
un maximum ou un minimum. 

L'élément d'une courbe plane étant 

la longueur de cette courbe aura pour expression 

et en mettant le facteur d.r en dehors du radical, deviendra 

or, on veut que cette expression d'un arc de courbe soit une quantité con-
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 4 4 
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stante, on aura donc, par la première condition du problème, 

Cela posé, la variation d'une constante étant égale à zéro, on déduit de 
cette équation 

La seconde condition du problème nous donne 
J'Yàx^niaximiim ou minimum. 

Cette seconde condition sera remplie si l'on a 
^/Yda; = o. . . . (86). 

Sous un certain point de vue, on peut considérer y^Yda; comme l'expression 
d'une surface, lors même que Y ne serait pas d'une seule dimension, ainsi que 
l'exige la formule 81 (art. 348, page 193). En elfet, en prenant autant d'unités 
linéaires que Y, selon le cas (*), renferme d'unités, ou carrées, ou cubiques, 
ou autres, on pourra toujours ramener cette fonction à prendre la forme d'une 
quantité d'une seule dimension. 

Fig. 124. Cela posé, si nous représentons, fig. 124, par AMP la surface qui a f X d x 
pour expression, nous ne pouvons, en thèse générale, placer l'origine au 
point où J '^àx devient nul; car ce serait trop se restreindre dans le choix 
que nous pouvons faire de cette origine. Ainsi, pour conserver en cela toute 
la latitude possible, au lieu de compter les x depuis le point A, nous les comp-
terons à partir d'un point quelconque 0 ; de sorte que si la formule qui nous 
est donnée est exprimée par 

f{Yàx)=fx, 
c'est-à-dire par 

AMP=/àr... (87), 
et se rapporte à l'abscisse a ;=APqui s'évanouit avec l'intégrale, et qu'on 
veuille compter les abscisses d'une origine 0 , il faudra remplacer a; = AP par 

ff = OP-l-AO, 
et alors nous aurons 

Fig. 124. 

(*) Par exemple, si Y représentait la fonction qui est de trois dimensions, et que le centi-
mètre fût l'unité, en prenant autant <'e centimètres cubes qu'il y a d'unités dans «j-^, on aurait 
pour Y un parallélépipède dont la longueur serait ay^ et qui aurait l'unité pour ses deux autres di-

S' ay"^ 
mensions. Représentant donc par a' le carré de l'unité, on remplacerait ay^ par — , et alors \ 

prendrait la forme d'une expression linéaire. 
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L'aire ABO se déterminera en supposant que l'espace AMP se réduise à ABO 
lorsque x = a, ce qui changera l'équation (87) en 

aire ABO=/"a; 
substituant cette valeur dans' l'équation (88), et remplaçant aire OBMP par 
fYàx, nous obtiendrons 

f{Yàx)=fYàx^fa. 
Dans la première intégrale, indiquée par /"(Yda?), nous comptons les x depuis 
le point A, tandis que dans la seconde, nous les comptons depuis le point 0 , 
ce qui revient à supposer que la formule fYàx, renfermée dans l'équation (86), 
au lieu de se rapporter à l'origine A, se rapporte à une origine quelconque O, 
pourvu qu'on y ajoute une constante fa, que nous représenterons par C; dans 
cette hypothèse, la formule (86) deviendra donc 

^(/Yde;-[-C) = o. . . . (89). 
La constante C qui entre dans cette expression étant arbitraire, ne diffère de 
la constante déterminée A qu'en ce qu'elle peut devenir A par une valeur par-

' ticulière, ce qui exige qu'on ait 
C = 7iA.... (90), 

n étant un facteur indéterminé qui se réduit à l'unité quand C = A ; rempla-
çant A par sa valeur constante. 

(|ue nous donne l'équation (84), nous aurons 

et par conséquent la formule fYàx-\-C deviendra 

ou, en comprenant toute l'expression sous le signe d'intégration,, 

de sorte que l'équation (89) peut être remplacée par celle-ci : 

équation qui, en faisant = p, peut s'écrire ainsi : 

632. Cette équation exprime d'ailleurs d'une manière implicite une condi-
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tion de maximum ou de minimum; car la partie constante J'Ax étant 

commune à toutes les courbes que comprend cette équation, si ces courbes 
ont un maximum ou un minimum, cela ne pourra provenir que de la partie 
/Xà-x, si cette partie en est susceptible. 

Le problème ne dépend donc plus que de la formule (91), qui change la 
question 4e maximum ou de minimum relatif en celle de maximum ou de mini-
mum absolu. 

633. Le procédé auquel nous sommes conduits par cette théorie revient 
évidemment à multiplier la formule par une constante arbitraire 

et à l'ajouter à l'autre. 
C'est la règle .qu'Euler proposa le premier pour convertir un maximum ou 

minimum relatif en maximum ou minimum absolu. {Note dix-huitième.) 
634. Il suit de ce qui précède qu'on peut maintenant appliquer la for-

mule (41) à l'équation (91). Ainsi, en adoptant l'hypothèse que les points ex-
trêmes de la courbe soient fixes, cette équation (41) se réduisant à la partie 
qui est sous le signe d'intégration, nous donnera 

et si l'on compare la partie qui est affectée du signe d'intégration, dans l'équa-
tion (91), à cette formule 

on aura 

et par conséquent 

au moyen de ces valeurs, la formule (92), donnera 

effectuant la différentiation du second terme par la règle des fractions, et 
mettant le diviseur d.r en dehors, on trouvera 

réduisant au niênie dénominateur, et efTaçant les termes qui se détruisent, 
on trouvera 
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multipliant par dy, et changeant ^ e n / J , on aura 

observant que le numérateur npàp est, à un fracteur constant près, la difFé-
rentielle du dénominateur, on intégrera par l'art 271, la fraction qui forme 
le second terme de l'équation (93), et l'on trouvera 

on tire de cette équation 

et par conséquent 

ce qui donne 

ou, en changeant l'exposant fractionnaire en radical, 

dy , 
mettant — a la place de/), et multipliant ensuite par d.r, on obtient ce résultat; 

d'où l'on déduit, en élevant les deux membres au carré, 

faisant passer dans le premier membre, et le mettant en facteur comnmn, 
on obtiendra 

ou, en réduisant au même dénominateur, 

tirant la valeur de on aura enfin 

équation qui donne, en passant à la racine, 
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et en intégrant, on trouve enfin 

Quand on aura donné la fonction Y, cette équation sera celle de la courbe 
cherchée. 

Les constantes h, c et n se déterminent par les conditions que la courbe passe 
par les points fixes A et B, et que la partie de la courbe comprise entre ces 
limites ait une longueur donnée. 

635. Supposons maintenant que la fonction Y de y soit cette ordonnée 
même. L'intégrale f Y A x représentera alors, art. 3-48 et 349, l'aire d'une 
courbe plane, et le problème énoncé art. 631, se réduira à celui-ci : 

Déterminer, parmi toutes les courbes planes de même longueur, quelle est celle 
dont la superficie, exprimée par fyàx, est un maximum ou un minimum. 

Dans ce cas, l'équation (95) se réduit à 

et comme le numérateur est, à une constante près, la différentielle du déno-
minateur, nous parviendrons à intégrer le second membre de l'équation (96), 
en supposant, art. 271,. 

ce qui nous donnera 

et nous changerons l'équation (96) en 

et en intégrant, nous aurons 

rétablissant la valeurde s en mettant c à la place de la constante, nous trou-
verons 

et si l'on observe que le carré de h — y est le même que celui de y — b, cette 
équation pourra se mettre sous cette forme 

ce qui est l'équation d'un cercle décrit avec le rayon n, et qui aurait c et b 
pour coordonnées du centre. 

636. Cet exemple suffit pour montrer comment, en donnant une forme par-
ticulière à la fonction Y', on peut obtenir la solution d'une foule de problèmes 
de même genre. 

FIN DU CALCUL DES VARIATIONS. 
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MOTE P R E H I É B E (pa^e 17). 

Démonstration de la formule de Newton, par le calcul différentiel. 

Procédant comme dans la méthode des coefïiciens indéterminés, soit 

En faisant s — o , cette équation se réduit à 

et par conséquent on peut écrire 

Différentiant les deux membres de cette équation, on a 

Supprimant le facteur commun dz, il reste 

Cette équation ayant lieu, quel que soit z, je fais z = o, et elle se réduit à 

Différentiant de nouveau, et divisant par dz, on aura 

Faisant encore z = o, on obtiendra 

et par conséquent 

on déterminera de même tous les autres coefïiciens, et en mettant leurs va-
leurs dans l'équation (1), cette équation deviendra 

Faisant z—-, on aura 
a 

Réduisant le premier membre au même dénominateur, on le convertira en 
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Substituant cette valeur dans l'équation précédente et chassant le dénomina-
teur du premier membre, on obtiendra 

ce qui est la formule de Newton. 

nfOTE SECONDE (page IV). 

Moyen usité pour trouver promptement la différentielle de a". 

On peut supprimer tout le reste de cet article et le remplacer par ce qui 
suit, oiz l'on prendra connaissance d'un procédé en usage pour parvenir plus 
vite au même résultat, mais qui se rattache moins à la théorie générale que 
nous avons exposée. 

Si de l'équation (19), page 18, on retranche l'équation primitive y — o', 
on aura 

y' — y — a'a^ — a". 
Mettant a' en facteur commun, dans le second membre de cette équation, on 
trouvera 

y ' - y ^ a ^ l a " - ! ) . . . . (1). 
Faisant a = 1 -\-b pour que a'' puisse se développer par la formule du binôme, 
cette formule donne 

Multipliant les deux membres de cette équation par a', après qu'on aura fait 
passer l'unité dans le premier, on obtiendra 

En vertu de l'équation (I) on peut remplacer le premier membre de celle-ci 
par y' — y, et en divisant par h, on aura enfin 

Passant à la limite, on fera h = o,ei cette équation deviendra 
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ou en remettant la valeur de v. 

Représentons par A la suite qui est entre les parenthèses, ç'est-à-dire posons 

et l'équation précédente deviendra 

MOTE TROISIÈME (pag;e 

Manière de trouver le développement du logarithme de x-[-h. 

Voici un des procédés employés pour trouver lo logarithme de x - \ -h . On 
cherchera d'abord le développement de log(l en opérant de la sorte : on 
égalera log (1 -f-^) à une suite de termes ordonnés suivant les puissances de x, 
en observant préliminairement que, dans cette suite, il ne peut y avoir un 
terme indépendant de x. En effet, si l'on avait 

cette équation devant avoir lieu, quel que soit x, il en résulterait qu'en faisant 
x — o , on trouverait A = log 1 = o ; ainsi nous écrirons 

etc.... (1); 
changeant x en z, on aura pareillement 

log (1 - f s) = Az 4 - Bẑ  -f- Cz^ -f- etc. ; 
a étant arbitraire, nous pourrons supposer qu'il y a entre x et ^ la relation 

(l + x)̂  ou 

tirant de cette équation la valeur de et la substituant dans l'équation (1), 
nous trouverons 

ou, en développant et ordonnant par rapport à x, 

D'une autre part, la propriété des logarithmes étant exprimée par cette équa-
tion log a" — n log a, nous avons 
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ou, en mettant pour 1 -{-.r son développement (1), 
los ( l + ; 

substituant cette valeur de log (l-f-e;)^ dans le premier membre de l'équa-
tion (2), nous aurons une équation qui aura lieu, quel que soit x ; par consé-
quent, en égalant entre eux les termes affectés des mêmes puissances de x, 
nous obtiendrons 

d'où nous tirerons 

substituant ces valeurs, nous trouverons 

h 
La constante est nulle, car x = o donne C = log 1 = o . Faisons.r = - , nous 

h T * 

aurons I 4 - a : = — i - ^ ; substituant, et changeant en différence le logarithme 
' X 

du quotient, il vient 

cette équation donne, lorsqu'on passe à la limite, 

équation de même forme que l'équation (30), page 21. 

IVOTE QUATRIÈME (page 34). 

Supplément à la différentiation des fonctions de plusieurs variables. 

Si, comme dans l'art. 68, u est une fonction de trois variables indépen-
dantes X, y, z, nous en trouveroiis la différentielle seconde en réunissant les 
différentielles de 

\ 

prises par rapport à chacune des variables ; mais pour cela il faudra observer 
que àx n'ayant point de différentielle seconde, à cause de l'indépendance de x, 
il en sera de même de dy et de dz, à l'égard de y et de z. Ainsi, en différen-
tiant, nous traiterons les facteurs àx, ày et àz de l'équation (1) comme des 
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constantes, et nous aurons, en différentiant, 

ajoutant ces résultats, on aura pour la différentielle totale de l'expression (1), 

Si (u) n'était fonction que de deux variables x et y, ce résultat se réduirait à 

en continuant de différentier de la même manière les équations (2) et (S), on 
trouverait des différentielles troisièmes, quatrièmes, etc., de u ; et, dans ces 
différentielles successives, on remarquerait aisément l'analogie qu'elles ont 
avec les puissances d'un binôme, d'un trinôme, etc., selon que la fonction se 
composerait de deux, de trois ou d'un plus grand nombre de variables. 

Dans l'hypothèse de l'art. 71, où, parmi les trois variables x, y, z que ren-

ferme u, il n'y a que les deux premières qui soient indépendantes, il faut re-

garder 5 comme une fonction de a; et de y dont on tiendra compte dans la dif-

férentielle. Par conséquent, en remplaçant dz par ^ ^^ ^ 

mule (1) pourra s'écrire ainsi : 

et u, contenant s implicitement, sera ramené à une fonction de deux variables. 
La différentielle seconde de u se déterminera donc par la formule (3), pourvu 
que nous traitions z comme une fonction de x et de y ; et la question se ré-
duira à obtenir les valeurs que prendront alors ? , et à lessubsti-

^ ^ dx'' dy^' dxdtj 
tuer dans la formule (3). Pour cet effet, les équations (46) et (47), article 69, 
page 34, nous donneront d'abord pour les coefficiens différentiels du premier 
ordre de ti, par rapport à x, À y et à la variable s considérée comme fonc-
tion des deux autres, 
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différentiant la première de ces équations par rapport à x seul, d'après l'arti-
cle 14, on aura ce coefficient différentiel 

différentiant ensuite la première des équations (4) par rapport à z, fonction 
de X, on aura cet autre coefficient différentiel 

nous n'ajouterons point à ce résultat le terme ^ devrait amener la 

règle de l'art. 14, parce qu'en mettant ce terme sous cette forme 

on voit qu'il s'évanouit, par la raison qu'une constante n'a point de différen-
tielle. Ajoutant donc les résultats (5) et (6), nous aurons pour le coefficient 
différentiel par rapport à x, 

opérant de même pour y, on trouvera 

Il ne s'agit plus que de trouver Y pent parvenir de deux manières 

différentes, soit que l'on différentie la première des équations (4), par rapport 
à y et à -S traité comme fonction de y, soit qu'on différentie la seconde des 
équations par rapport à x et à ^ traité comme fonction de x. Opérant dans la 
première hypothèse, nous obtiendrons, en différentiant la première des équa-
tions (4) par rapport à y, 

et en la différentiant par rapport à z, fonction de y, 

ajoutant ces deux parties, on trouvera 
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Pour obtenir la difFérentielle de m, dans l'hypothèse où les deux premières des 
variables x, y, z sont seules indépendantes, il faudra done, eomme le prescrit 
l'équation (3), multiplier l'équation (7) par da-', l'équation (8) par dy ĵ et l'é-
quation (9) par ^àxày, et former la somme de ces produits ; mais en prenant 
cette somme, on aura soin d'opérer quelques réductions, en observant que 

et que cette équation étant différentiée, nous donne 

l«OTi: CI^aUIÊni: (page 35). 

Accord de la notation de Fontaine avec le signe de la division. 

Voici de quelle manière on pourrait démontrer directement que dans la 

nouvelle acception que donne le signe de la différentiation à l'équation 

on. a le droit d'en déduire celle-ci : 

Soit 

donc 

effectuant la division ou développant cette fraction à l'aide du théorème de 
Maclaurin, on obtient 

passant à la limite, on a 

ce qui montre qu'en regardant x comme une fonction de y, le coeflicient dif-
férentiel se trouve en divisant l'unité par le coefficient différentiel A, qu'on 
obtiendrait en regardant y comme une fonction de x. 

j V o t e s i : i : i ë i i i : (page et i 3 i ) . 

Principe de la méthode des coefficiens indéterminés. 

On peut démontrer de la manière suivante que, lorsqu'une équation, telle 
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que 

a lieu quel que soit x, il faut nécessairement que chacun des coefliciens A, B, 
C, D, E, soit nul. En effet, puisque x peut avoir une valeur quelconque, fai-
sons X = o, l'équation (1) se réduira à E = o ; et comme E est indépendant 
de X, ce terme sera donc encore nul lorsque x n'égalera pas zéro ; d'où il suit 
que l'équation (1) se réduira à 

supprimant le facteur commun x, il restera 

Appliquant à cette équation le même raisonnement que nous avons employé à 
l'égard de l'équation (1), nous prouverons que D est nul; et en continuant 
ainsi, nous trouverons successivement que les autres coefïïciens le sont aussi. 

Dans mes remarques sur l'Algèbre, j'ai donné la démonstration suivante de 
ce théorème : soit l'équation 

dans laquelle x reste indéterminée. Il s'agit de prouver qu'on ne peut satis-
faire à cette équation qu'en égalant séparément chaque coefïicient à zéro. En 
effet, ou les termes de cette équation sont nuls par eux-mêmes, ou ces termes 
n'étant pas nuls séparément, composent plusieurs équations qui, étant ajoutées 
ensemble, forment la proposée ; ou enfin la proposée ne résulte pas de la 
somme de plusieurs équations, et ne peut être satisfaite que par la destruction 
mutuelle de leurs termes. 

Dans ce dernier cas on sait, par la théorie générale des équations, que la 
proposée ne comporte pour x que w valeurs. 

Dans le second cas où elle est formée de la somme de plusieurs équations 
égales à zéro, pour que la valeur de x soit convenable, il faut qu'elle satisfasse 
en même temps à toutes les équations composantes; ce qui exige qu'elles aient 
un facteur commun. Par exemple, si les nombres a, S, V, etc., satisfont à l'é-
quation somme, il faudra que les équations composantes admettent les mêmes 
racines, et soient divisibles par x— pare; — g, par x — v, etc., ou plutôt 
par {x — a) {x — S) [x—v), etc. Or, ce facteur commun ne pouvant être d'un 
degré supérieur à celui de la moins élevée des équations composantes, est 
nécessairement d'un degré inférieur à celui de la proposée, ce qui limite en-
core plus les valeurs de x. 

Enfin, si les termes sont chacun nuls, on aura les équations 

dans lesquels e-, devant conserver sa valeur indéterminée, ne pourra être égalé 
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à zéro ; mais si l'on fait 

la proposée sera satisfaite quel que soit x. 

IVOTE SEPTIÈME (page IHO), 

Intégration des fractions rationnelles qui, dans leurs dénominateurs égalés à zéro, 
contiennent des racines imaginaires et égales. 

L'intégration des fractions rationnelles de cette espèce se réduisant à celle 
1 1 I Mdz . , 1 . , , 

de la lormuie | — c o m m e la manière dont nous avons intégré cette ex-
pression, page 170, est un peu compliquée, nous allons indiquer un procédé 
moins direct, mais qui est en usage pour parvenir promptement à ce but. 

On supposera 

ou, ce qui revient au même. 

différentiant, on a 

ou 

supprimant les facteurs communs, on trouve 

égalant entre eux les coefficiens de et, d'une autre part, ceux qui en sont in-
dépendans, on obtiendra 

ces valeurs donnent 

H et K étant connus, on en substituera les valeurs dans l'équation (1), et Ton 
aura 
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ainsi l'intégrale de ^ dépendra d'une autre, dans laquelle l'exposant de 

la parenthèse sera moindre d'une unité. Si dans la formule (2) on suppose en-

suite p=p — l , o n fera dépendre l'intégrale de ^^ ^^ 

r̂ ^̂  ; et en diminuant ainsi successivement l'exposant de la parenthèse 

d'uneunitéjontomherasur/ '^;;^^^dont l'intégrale est (art. 276) page 1-45, 
J 6 -4--5 

MOTE HUITIÈME (page 

Démonstration directe de cette proposition, que lorsque V équation 
- | - R x - [ - S = o , est satisfaite par une valeur « miseàla 

place de x, cette équation est divisible par x — 

Pour commencer par le cas le plus simple et le plus fréquent, prenons l'é-
quation du second degré 

•— bx — a = o . . . . (1), 
et supposons que « et satisfassent à cette équation, nous aurons 

^ — bx — o == o . . . . (2), 
= o . . . . (3). 

l'équation (1) nous fournit cette identité : 
x^ — bx — a—x"^ — bx—a.... (4); 

tirant la valeur de a de l'équation (2), et la substituant dans le second membre 
de l'équation (-4), on obtient 

— bx — a — hx — a®-|-Z>«, 
et par conséquent, 

x""—hx—a—{x—a) (^ + a) — h{x — «). . . . (5), 
X — a étant facteur commun du second membre. 

L'équation (S) peut se mettre sous cette forme 

x" — bx—a=={x—a) — h ) . . . . (6). 

Maintenant si l'on retranche l'équation (3) de l'équation (2), on obtiendra 

OU 

et comme « — est facteur commun, cette équation peut s'écrire ainsi, 
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et par conséquent, 

d'où l'on tire 
» - . 

substituant cette valeur dans le second membre de l'équation (6), on obtient 
enfin 

Ceci n'est qu'un cas particulier d'une proposition plus générale qu'on dé-
montre dans les élémens d'algèbre, et qu'il est facile de déduire de la manière 
suivante de la note dix-septième (page 383). 

En effet, soit 

une équation à laquelle « satisfait, nous avons donc 

La valeur de S tirée de l'équation (8) étant mise dans l'équation (7), on obtient 

tous les binômes qui composent l'équation (9) étant divisibles par {.v «), en 
vertu du théorème démontré {note 17), il en résulte que cette équation est divi-
sible par { x ~ u ) , et que cela a lieu également pour l'équation (7) qui est la 
même, quoique sous une forme différente. 

Par conséquent, si l'équation (7) est satisfaite par un nombre m de valeurs, 
K, s , y, etc. , cette équation renfermant les facteurs (a: — a), y)̂  etc., 
qui sont en nombre m, elle sera exprimée par le produit 

(a? —«) {x—è} { x ~ y ) e t c . = o . 

IVOTE MEWIÉUE (page 1 ^ ) . 

Développement des puissances des cosinus et des sinus en fonctions des arcs 
multiples, ou théorie des sections angulaires. 

Il existe une formule très-élégante, qui donne la valeur d'une puissance d'un 
cosinus en fonction des quantités cos x, cos 2x, cos Sx, etc. , et une formule 
analogue a lieu aussi pour les sinus : il importe de les faire connaître; mais, 
avant que de nous occuper de cet objet, nous commencerons par donner la 
démonstration d'une formule imaginaire remarquable, que nous allons bientôt 
employer. 

Soit donc l'expression cos'y-{-sin=y, qui est le produit des deux facteurs 

cos f -}- sin ̂  ̂  — 1, et cos^ — s i n f j / — 1; si nous faisons 

cos ^ -f- sin y j / — 1 = Fy, nous aurons en différentiant 
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cette équation étant multipliée par — [ / —1, devient 

et puisque par hypothèse son second membre est égal à Ff, nous avons 

d'oii l'on tire 

et en intégrant, on trouve 

passant aux nombres, on a 

et en mettant pour Fy sa valeur, on obtient 

Cette équation ayant lieu, quel que soit y, on pourra changer f en mf, et l'on 
aura encore 

Il existe une autre expression de cette puissance imaginaire de e; car l'équa-
tion (1) étant élevée à la puissance m, nous donne 

Les seconds membres de ces dernières équations étant les mêmes, on a, en 
égalant les premiers, 

si l'on fait ? = — f dans les équations (1) et (2), ces équations deviendront 

Or, si y est représenté par l'arc AD, fig. 8S, — f le sera par AD' ; et comme ces 
arcs ont les mêmes cosinus et des sinus de signes contraires, on aura 

on prouverait de même que 
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substituant ces valeurs dans les équations (3) et (4), on obtiendra 

Cherchons maintenant le développement de cos™ x en fonction des arcs 
multiples de x, et sans employer les puissances des sinus et des cosinus. Pour 
cet effet, soient 

ces équations, étant ajoutées, donnent 

et par conséquent 

développant ces binômes par la formule usitée, on obtient 

ajoutant ces équations, on trouve 

On tire des formules (7) et (8), 

mettant dans les seconds membres de ces équations leurs valeurs données par 
les formules (2) et (6), on a 

donc 

et par conséquent 
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En substituant ces valeurs dans l'équation (9), on trouvera 

1 

Ce développement provenant de celui de contient m-\- 1 termes; si 
l'on fait successivement m = 2, m = 3, m = 4 , etc., et que l'on change les 
cosinus d'arcs négatifs en positifs, en vertu de l'équation cos — ? = cos?, on 
formera le tableau suivant : 

On peut abréger ces calculs, caries termes également distans des extrémités 
de la série, sont égaux. Pour le démontrer, nous remarquerons que les cosinus 
qui entrent dans l'équation (11) étant 

c 
ou plutôt 

en considérant les nombres qui suivent le signe X dans chaque terme de la 
série, on voit que l'un de ces nombres indique celui des termes précédens. 
Ainsi le terme qui en a « avant lui, sera affecté de cos {m — A l'égard 
du terme qui en a n après lui, comme le nombre total des ternies de la série 
est m-}- l , celui qui en a « après lui tiendra le rang m- [ - l —w, et par consé-
quent, aura m — n termes avant lui; donc il renfermera l'expression 

et comme nous avons vu qu'on avait le droit de changer le signe de l'arc dont 
on a le cosinus, on aura 

donc les termes également distans des extrémités de la série ont les mêmes cosi-
nus, et comme ils ont aussi les mêmes coefficiens (*), puisque ces coefficiens 
sont ceux de la formule du binôme, il en résulte que ces termes sont égaux. 
Ainsi, lorsque m est impair, le nombre /n-j-l des termes delà série sera pair, 

(*) On peut le reconnaître en comparant le développement de (a + b)'" à celui de {b ciY", 
écrit à rebours. 
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et il suffira de doubler les — p r e m i e r s termes, pour avoir la totalité des 

termes de la série ; si m est pair, m- \ - \ sera impair, alors on ajoutera au terme 
du milieu, le double de ceux qui le précéderont. Ce terme tiendra le rang 

- - [ - I dans la série, et, par conséquent, il sera affecté de cos (m — m ) = qps o = 1 ; 

donc il ne contiendra pas de cosinus. 
Par un jirocédé analogue, on peut trouver le développement de Pour 

cet effet, en retranchant l'équation (8) de l'équation (7), on trouve 

élevant les deux membres de cette équation à la puissance m, on aura 
1 

si m est égal à un nombre pair ^p, on a 

donc 

On développera les équations 

et opérant comme nous l'avons fait ci-dessus, on trouvera 

la quantité imaginaire —1)'" disparaîtra du résultat, puisqu'elle est éle-
vée à une puissance paire. 

Si m est égal à un nombre impair 1, on aura 

par conséquent 

et 

développant {u—v)"' et {v — u)"", par la formule du binôme, et substituant ces 
développemens dans les équations (12), qu'on ajoutera, on aura 
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retranchant les équations (10) l'une de l'autre, multipliant ensuite entre elles 
ces mêmes équations, et observant que la seconde opération nous donne la 
somme des carrés de sinwar et de cosmx, qui équivaut à l'unité, on trouvera 

En opérant de la même manière que ci-dessus, on changera donc l'équa-
tion (13) en 

Comme dans cette hypothèse m est impair, la puissance m — 1, à laquelle la 

quantité 2 j / — 1 est élevée, est paire, ce qui fait évanouir l'imaginaire p/ — 1. 

MOTE DIXIÊHE (page rS08). 

Moyen de déterminer les volumes des corps dont la surface peut être exprimée par 
* une fonction d'une même variable. 

Lorsque les solides ne sont pas de révolution, on peut quelquefois en déter-
miner le volume à l'aide d'une simple intégration, sans faire usage de la for-
mule (96), page 207. C'est ce que nous allons exécuter à l'égard de la pyramide 
ABCD, fig. 12S. Pour cet effet, concevons une section GFE, parallèle à la base 
DBC, et du sommet A abaissons une perpendiculaire AH sur la base DBC; nom-
mons X et h les parties AI et IH de cette perpendiculaire, comprises entre le 
point A et les plans DCB, GFE; l'aire du triangle GFE diminuant ou augmen-
tant, selon la valeur que l'on donne à x, est une fonction de x ; on a donc 

Le volume de la pyramide AGFE étant aussi une fonction de x, nous pourrons 
supposer 

Or, il est évident que la pyramide tronquée GB, qui est la différence de ces 
volumes, sera moindre que le volume du prisme qui a BCD pour base et h pour 
hauteur, et surpassera le volume du prisme qui a EFG pour-base et A pour 
hauteur. Le rapport de ces prismes est 

dans le cas de la limite, ce rapport devenant égal à l'unité, à plus forte raison 
Fig. 125. le rapport qui existe entre le tronc de pyramide GB et l'un de ces prismes, 

sera alors égal à l'unité. Le volume dujironc de pyramide étant représenté par 
<f{x-\-h) — <ix, le rapport de ce volume à celui du prisme dont GFE est la base 
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et h la hauteur, sera 

passant à la limite, nous aurons 

Par la méthode des infiniment petits, on serait parvenu au même résultat; 
car, en concevant la pyramide comme composée d'une infinité de tranches 
parallèles à sa base, chaque tranche pourrait être considérée comme un prisme 
dont fx serait la base et àx la hauteur; donc fxAx est l'élément de la pyra-
mide. 

Pour déterminer maintenant le volume de la pyramide, soient B l'aire de 
sa base DRC et A sa hauteur ; nous aurons 

donc 

substituant cette valeur dans l'équation (1), on trouvera 

et, en intégrant. 

Le volume AGEF, représenté par fX, s'évanouissant lorsque x—o, il n'y a 
point de constante à ajouter ; si l'on fait ensuite x = A., on aura, pour l'inté-

RA grale définie, l'expression qui est celle du volume de la pyramide ACRD. 
e> 

En général, si la section GFE, au lieu d'être un triangle, est une surface 
quelconque, pourvu que cette surface soit une fonction de x, on démontrera, 
comme nous l'avons fait pour la pyramide, que l'élément du solide a pour 
expression fx.àx. 

IVOTE ONZIÈME (page «OS). 

Expression de la projection sur une surface plane. 

Pour démontrer que la projection d'une surface plane sur un plan, est égale 
au produit de cette surface par le cosinus de son inclinaison, nommons y l'an-
gle de projection qu'une surface A fait avec une surface B; la surface A étant 
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inclinée sur l'autre, la rencontrera nécessairement ; plaçons l'axe des x à leur 
commune section, et supposons que les ordonnées y de la surface B soient 
perpendiculaires à cet axe; il est certain que toute ordonnée y de cette sur-
face aura y cos « pour projection sur l'autre; par conséquent l'élément de la 
surface A étant représenté par yàx, article 348, celui de la surface B le sera 
par y cos ydx; prenant les intégrales, nous aurons 

é l i m i n a n t f y à x entre ces équations, nous trouverons 

IVOTE DOUZIÈME (page 908). 

Expression du cosinus de l'angle formé par deux plans, déterminée directement 
par un procédé nouveau. 

Proposons-nous directement de résoudre ce problème : trouver le cosinus 
Fig. I 2 6 . d e l'inclinaison de deux plans. Soient DB, DC, CB, fig. 126, les traces d'un plan 

DBC sur les plans coordonnés, dont les axes rectangulaires sont dirigés suivant 
les droites AB, AC et AD; nommons AB, a; AC, h; AD, c; et représentons par 
a, y, les angles que le plan DBC forme avec les plans des y, z, des x, z et 

des X, y. Les projections de la surface BCD sur ces plans étant, ^ n o u s 
2 2 2 

aurons, d'après la note précédente, 

élevant au carré chacune de ces équations, si l'on en prend la somme et qu'on 
remplace par l'unité celle des carrés des cosinus, on obtiendra, après avoir 
tiré la racine carrée, 

substituant cette valeur dans la première des équations (1), on en déduira 

Soit maintenant A x - f B y - f - C z - f D ^ o , l'équation du plan DBC; si l'on fait 
y = o , on aura A x - f - C z - f - D = o, pour l'équation de la trace DB. On tire de 
cette équation 

Comme on sait que dans l'équation de la ligne droite mise sous cette forme, 

http://rcin.org.pl



COSINUS DE L'ANGLE DES PLANS. , 369 

le -coeflicient de x représente la tangente trigonométrique de l'angle formé par 
la droite avec l'axe des x, nous aurons donc 

mais le triangle rectangle DBA nous donne 

en comparant ces deux valeurs, on a 

faisant ensuite x = o, dans l'équation du plan, pour avoir celle de sa trace sur 
le plan des x, y, on trouve de même 

( 

substituant ces valeurs dans l'équation (2), on obtient 

Si l'on divise maintenant l'équation du plan pa r C, et qu'on la différentie suc-
cessivement par rapport aux variables x et y, on trouvera 

substituant ces valeurs dans celles de cos v, on aura enfin 

MOTE TREIZIÈME (page «35). 

Comrnmt une courbe à double courbure peut être construite au moyen de deux 
équations entre trois variables. 

Il est facile de prouver que les équations (154), page 235, appartiennent à 
une courbe à double courbure. Pour cet eff"et, changeons les y en ^ et les z 
en y, afin de placer les axes coordonnés d'une manière plus commode pour 
notre démonstration ; nous aurons les équations 
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Si la première existait seule, on pourrait, par son moyen, construire une sur-
face courbe. En effet, si par tous les points du plan des y, que nous sup-
poserons, comme l'ordinaire, horizontal, nous élevons des perpendiculaires, 
les valeurs en seront déterminées au moyen de l'équation (1); et l'on sent que 
les extrémités de ces ordonnées z constitueront une surface courbe. Lorsque 
quelques-unes de ces ordonnées sont imaginaires, c'est un indice que la surface 
ne s'étend pas dans les endroits où subsistent ces ordonnées imaginaires. 

Si maintenant nous avons égard à l'équation (2), nous établissons, par cela 
même, entre x et y une relation qui assujétit les pieds des ordonnées s à être 
sur la courbe qui appartient à l'équation (2), et l'on voit que, dans ce cas, les 
extrémités des ordonnées z ne forment plus une surface, mais une courbe. Le 
système de ces ordonnées z constitue alors une surface cylindrique, dont l'in-
tersection avec le plan des x, y, est donnée par l'équation (2). C'est l'intersec-
tion de cette surface avec celle que détermine l'équation (2), qui forme la 
courbe dont nous venons de parler; et il est évident que cette courbe est à 
double courbure, puisqu'on sait que l'intersection de deux surfaces courbes 
forme une courbe à double courbure. 

IVOTE QUATORZIÈME (page 

Valeur indéterminée, que, dans l'hypothèse d'une solution particulière, prend 
quelquefois la constante éliminée, lorsque l'équation de condition ne renferme 
que des variables. 

La recherche des solutions particulières d'une équation différentielle du 
premier ordre nous a conduits, art. -i39, au cas où l'équation de condition 
q=o ne renferme que des variables, et où la combinaison de cette équation 

avec l'intégrale complète amène ce résultat c = - . C'est ce qui arrive lorsque 

c n'entre qu'au premier degré dans l'intégrale complète u = o. 
En effet, cette intégrale est alors de cette forme : 

P + c Q = o . . . . (1); 

et par P et Q nous désignons des fonctions de x et de y. Si nous difiFérentions 
cette équation par rapport à à y et à c, nous aurons 

d P 4 - c d Q - [ - Q d c = = o . . . . (2); 

et puisque les variables renfermées dans P et dans Q sont x et y, nous pour-
rons représenter 

rt 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (2), elle nous donnera 

Dans l'hypothèse d'une solution particulière, le terme affecté de de s'évanouit 
et nous donne 

Cette équation, qui ne peut se réduire, parce que Q ne renferme pas c, n'est 
satisfaite qu'en faisant N-[-cn = co , ee qui donne c ==as , ou en faisant Q = o . 
Le premier cas nous fait retomber sur une intégrale particulière, puisque tou-
tes les intégrales de cette nature sont comprises dans les valeurs qu'on donne 
à c depuis zéro jusqu'à l'infini. Nous n'avons donc, pour déterminer notre 
solution particulière, si elle existe, que l'équationQ = o; mais, lorsque Q = o , 
l'équation (2) se réduit à 

si l'on en tire la valeur de c, et qu'on la substitue dans l'équation (1), on ob-
tiendra 

ou, en chassant les dénominateurs, 

PdQ — Q d P = o . . . . (3); 

ainsi, dans le cas présent, l'intégrale complète « = o et la proposée U = o ne 
seront donc autre chose que les équations (1) et (3). On tire de la première 

n 

cette valeur de c se réduit à j lorsque P et Q ont un facteur commun que fait 

évanouir une valeur donnée aux variables, et que nous mettrons en évidence 
en faisant P = A p ' et Q=AQ'. Alors les équations (1) et (3) deviendront 

. a(P' + cQ') = o, A(P'dQ—Q'dP)=o.... (4). 

La seconde, qui représente la proposée, e n f e r m e par hypothèse des termes 
en de; et en dy, qui ne peuvent se trouver qu'entre les parenthèses, puisque )., 
sous le rapport de facteur de la première des équations (-4), ne saurait renfer^ 
mer que des x et des y ; et comme l'opération de la différentiation tend à di-
minuer les exposans des variables, il faut que les variables soient plus élevées 
dans la première équation que dans la seconde, qui en dérive, et que, par 
conséquent, P'-j-cQ', qui ne leur est pas commun , soit une fonction de x et 
de y; et comme d'ailleurs P'-j-cQ' contient une constante arbitraire c qui ne se 
trouve pas dans on voit que P'-f-cQ' a tous les caractères de l'intégrale 
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complète, et que au contraire, ne peut être qu'un facteur étranger à l'équa-
tion différentielle. 

I!H0TE: QUIMZIÊHE (page %45). 

Siiite de la Théorie de Lagrange sur les solutions particulières, présentée avec 
quelques modifications. — Moijen d'obtenir la solution particulière d'une 
équation différentielle du premier ordre, sans recourir à l'intégrale complète; 
démonstration de la propriété des solutions particulières de faire devenir infini 
le facteur qui rend intégrable une équation différentielle du premier ordre. 

Nous avons vu qu'une équation différentielle du premier ordre 
Mdj?-j-Ndi/= o étant donnée, on pouvait la considérer comme le résultat de 
l'élimination d'une constante c entre l'intégrale complète et sa différentielle 
y = i p à x , et que le résultat était le même que si, en supposant cette constante 
variable, l'élimination s'effectuait entre l'intégrale complète F {x, y, c ) = o et 
ày=pàx-\-qù.c, mais sous la condition qu'on eût q = o. De même, si l'on ad-
met que l'équation différentielle du second ordre, 

soit le résultat de l'élimination d'une constante que l'on aurait fait varier, 
comme on a dans ce cas les deux équations 

on voit que pour qu'elles se réduisent à 

il faut qu'on ait ces deux équations de condition 

q=o, 9'=o; 

et que, pour les réaliser, il ne suffirait pas de disposer seulement de c, car cela 
ne remplirait qu'une condition ; mais comme l'intégration de l'équation du 
second ordre a introduit deux constantes arbitraires dans l'intégrale complète, 
on disposera de ces deux constantes pour que les équations q = o, q'=o aient 
l ieu; et il n'est pas besoin de dire que c sera l'une de ces constantes. 

Pareillement, la détermination des solutions particulières d'une équation 
différentielle du troisième ordre, dépend des équations q = o, q' — o, q" — o\ 
et en général, pour obtenir une solution particulière de l'équation différentielle 
de l'ordre n, il faut le nombre n d'équations de condition : 

ç = o , q'=0, q"=0, q"'—o, e tc . . . . (2). 

Mettons-les spus une autre forme. Pour cela, les équations (I) nous montrent 
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que q et q' ne sont autre chose que ce qui multiplie de dans les différentielles 

de y et de^'^ prises par rapport à c. On a donc CU7 

et, en général, on voit que les équations (2) reviennent à 

11 est essentiel de remarquer que ces équations ne peuvent avoir lieu jusqu'à 

l'infini. En effet, ~ étant successivement difîérentié par rapport à x dans les 

express ions^, etc., on peut regarder ^ comme une certaine 
^ de dcdx aca.'c^ de 

fonction de x, que nous nommerons Y; et, en supposant que x devienne 
le théorème de Taylor nous fera obtenir ce développement 

ou, en restituant la valeur de Y, 

Or, tous les coefficiens des puissances de A étant nuls en vertu des équations (3), 
qui, par hypothèse, auraient lieu jusqu'à l'infini, il en résulterait que quand x 
deviendrait x - \ - h , l'équation (4) se réduirait à son premier terme Y; ce 

du 
qui montre que dans ce cas Y, c'est-à-dire serait constant. Mais quand 

^ est constant, c n'étant combiné qu'avec des constantes, l'équation o 

devrait nous conduire à c = constante. On voit donc qu'alors la solution parti-
culière se changerait en une intégrale particulière, ce que nous ne suppo-
sons pas. 

Il résulte de ce qui précède, que les équations (3) ne peuvent avoir lieu jus-
qu'à l'infini; c'est sur cette considération que re[)Ose la solution de ce problème 
important résolu par Lagrange, et à laquelle nous ferons subir quelques mo-
difications : Une équation différentielle du premier ordre étant donnée, trouver, 
sans recourir à l'intégrale complète, la solution particulière qu'elle peut avoir. 
Soit u l'intégrale complète qui sera une fonction de x, de y et d'une constante 
arbitraire e ; la différentielle de u sera représentée par 
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et nous la mettrons sous cette forme : 

Dans le cas qui nous occupe, cette équation est censée avoir conservé la con-
stante arbitraire (*) ; par conséquent, nous pourrons éliminer cette constante 

entre Aij = — — Ax ei u=o. Tirantdonc de l'équation (o) la valeur dec en fonc-

tion de X, de « et de nous obtiendrons 

équation que, par abréviation, nous écrirons ainsi : 
c = y . . . (7). 

Cette valeur étant mise dans l'équation u = o, nous aurons une équation du 
premier ordre, que nous désignerons par U = o , ou plutôt par 

Mda;-j-Ndy=o ; 

cela posé, si nous différentions U = o, par rapport aux trois variables x, y et y, 
nous obtiendrons 

et parce que y ne varie qu'à cause de la valeur arbitraire què nous donnons 
à X, nous pouvons écrire ainsi cette équation 

Or, si l'on fait attention que, dans une fonction de deux variables, le premier 
terme de la différentielle s'obtient en regardant l'une de ces variables comme 
constante, et en faisant varier l'autre , on reconnaîtra que dans l'équation (8), 
qui, sous un certain point de vue, ne renferme que deux variables, x et f (**), 
ç est constant dans le terme 

Ce terme n'est autre chose que la différentielle de u prise par rapport aux va-
riables X et y, et dans laquelle le signe f serait substitué à c. Or, cette diffé-
rentielle nous est donnée par l'équation (3) : et, comme le second membre de 

(*) Si l'intégrale complète ne renfermait la constante arbitraire qu'au premier degré, et dans 
un terme de cette forme ac, elle s'évanouirait par la dififérenlialion, et l'élimination de c serait im-
possible ; mais alors q étant constant, la proposée ne comporterait pas de solutions parliculiùres. 

(**) Cela provient de ce que j csl traité comme une fonction de x. 
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cette équation nous indique que la destruction de tous les ternies doit s'opérer 
dans le premier, indépendamment de c, on sent qu'il en sera de même lors-
que f tiendra la jilace de la constante arbitraire c. Il suit de là que la partie 
qui est renfermée entre les parenthèses dans l'équation (8) doit être identi-
quement nulle, et que, par conséquent, cette équation se réduit à 

On y satisfait en faisant 

et puisque ce n'est que par abréviation que nous avons remplacé ( 

par y, on voit que la première des équations (10) revient à 

et par conséquent est une équation différentielle du second ordre. Cette équa-
tion, étant intégrée, nous donne 

D'un autre côté, la proposée U = o subsiste entre les mêmes variables x, y et 

Voilà donc deux équations du premier ordre d'une même équation (11) du 

second ; par conséquent, en éliminant entre elles on obtiendra une fonc-
dx 

tion de e; et de y et de la constante arbitraire c renfermée dans l'équation (12). 
Le résultat de cette opération sera donc l'intégrale complète, art. -429, p. 233. 
Pour effectuer l'élimination dont il s'agit, il suffit de chasser seulement y de 

l'équation U = o à l'aide de celle-ci : 'i = constante; car alors tous les t e r m e s ^ 
dx 

contenus dans f , et qui n'existent pas ailleurs, disparaîtront du résultat. Cela 
se réduit évidemment à changer ? en c dans l'équation U = o, ce qui nous fait 
retomber sur M = O. 

Si l'élimination de ^ entre l'intégrale du second facteur de l'équation (9) 

et la proposée U = o nous ramène à l'intégrale complète, nous allons reconnaî-

tre que l'élimination de ^ entre U = o et l'autre facteur de l'équation (9) va 

nous conduire à la solution particulière. 
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En effet, si l'on élimine R e n t r e U = o et ^ = o , on voit d'abord que nous da; d^ 
n'introduisons pas de constante arbitraire dans le résultat, comme par l'opé-
ration précédente, attendu qu'ici l'élimination s'effectue sans qu'on intègre 

préliminairement Il suit de là que l'élimination de R e n t r e ces deux équa-

tions différentielles du premier ordre ne peut nous conduire à l'intégrale com-

plète, qui contient nécessairement une constante arbitraire. Pour procéder à 

cette élimination, remarquons qu'elle se réduit à celle de y, puisque ^ n e s e 

trouvant nulle autre part que dans y, disparaîtra du résultat avec y, et comme 
ce résultat ne conserve aucune trace de y, qui entre partout où entrait c, on 

dtt 
sent que cela se réduit a eliminer c entre M==O, et — = O; qui sont ce que 

deviennent U = o et = lorsqu'on y change y eut-. étant le coeffi-

dî/. 

cient différentiel de de, on voit que l'élimination de c entre w et — = o est pré-

cisément l'opération qu'on exécute pour parvenir à une solution particulière. 
Cherchons maintenant à satisfaire à la condition exprimée par la seconde 

des équations (10). Pour cela, si nous y remplaçons y par sa valeur donnée par 
l'équation (7), nous obtiendrons 

On ne voit pas d'abord comment on peut exécuter cette différentiation par 
rapport à c, qui ayant été éliminé de U, ne doit pas se trouver dans dU; cette 
élimination de c nous a seulement appris que U est une fonction de x, de y et 
de —, et que par conséquent dU ne peut être que de cette forme: 

mais si c n'est pas en évidence dans cette valeur de dU, il y existe du moins 
d'une manière implicite; car nous savons que y est une fonction de x et de c, 

et que, par conséquent, ày et d. — doivent tenir lieu des valeurs suivantes ; 
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Par l'hypothcse de e constant, ces valeurs se réduisent à 

et à 

équations dont les seconds membres expriment la condition expresse que la 
différentiation soit prise par rapport à x seul, condition que nous admettons 
tacitement dans l'équation (14), lorsque nous y supposons c constant; mais 
lorsque c est variable, il faut mettre dans l'équation (1-4) les valeurs de dy et 

de d. données par les équations (IS), et nous aurons 

Voilà ce que devient dU lorsqu'on regarde c comme variable, et l'on voit qu'on a 

Présentement, si l'on passe à l'hypothèse d'une solution particulière, on a, en 

vertu de l'équation (13), ^ = 0, ce qui réduit l'équation précédente à 

Si l'on suppose à présent que cette équation ne renferme point de quantités 
transcendantes, et qu'on ait eu soin, dans les opérations subséquentes, de se 
débarrasser des radicaux par des élévations à diverses puissances, et même 
des fractions, les quantités P et Q que contient l'équation (14) ne pourront 

devenir infinies. Cela posé, p é t a n t nul en vertu de l'équation (170) page 241, 

qui exprime la condition de la possibilité de l'existence d'une solution parti-
culière, on voitque l'équation (18) se réduit à 

or, il peut arriver ces deux cas : o u ^ est aussi nul, ou il ne l'est pas; dans 

cette seconde hypothèse, c'est donc le facteur R qui, devenant nul, satisfait à 

l'équation (19) ; mais si, au contraire, ^ e s t nul, l'équation (18) est satisfaite 

indépendamment de Q et de R, et par conséquent Q et R peuvent conserver 
des valeurs finies. Gardons-nous cependant de conclure que R n'est pas nul ; 
car si, en traitant y comme une fonction de x, l'on différentie l'équation (18) 
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par rapi)ort à cette variable indépendante .r, on trouve 

Les quantités et ^ étant nulles, et leurs coefficiens ne pouvant devenir 

infinis d'après la remarque faite au sujet de l'équation (18), il en résulte que 
d'v 

l'équation (20) se réduit à R et, par conséquent, donne R = o, lors-

dV . d̂ V que ^̂  ^^ n'est pas nul. Si, au contraire, g^^^^étaitnul,onprouveraitdemême 

d̂ M d̂ w 

qu'on aurait R^^ ^^ = o, et que ^p^^ devrait être nul pour que R ne le fût 

pas. En continuant ce même raisonnement, on tombe à la fin sur un coeffi-

cient différentiel ^ qui ne sera pas nul, parce qu'il a été démontré que les 
équations (3) ne pouvaient avoir lieu jusqu'à l'infini. Il résulte de cette dé-
monstration que R, qui conserve toujours la même valeur, étant nul dans un 
cas, l'est pour tous. jMais puisque R est nul, l'équation (14), mise sous cette 
forme 

se réduit à 

D'un autre côté, la même équation (21) nous donnant 

on voit que, dans notre hypothèse d'une solution particulière, l'équation (22) 

et la valeur de R qui est nulle, réduisent celle de à - . 

Il î-ésulte de cette théorie que, dans le cas oiî une solution particulière peut 

exister, on a l'équation o (**), et que cette équation entraîne la nécessité 
cic 

dR^ dQ^ 
(*) Observons que ce que nous représentons d'une manière abrégée par ^ ax et par ^ d x , 

revient à 

("•) Nous avons vu que l'équation U = o n'était autre chose que la proposée, considérée comme 

résultat de l'élimination de c; quant à celle-ci ^ = o, elle nous dit seulement que les terme» 

qui, dans cette proposée, proviennent de la variation delà constante arbitraire, sont nuls. 
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(luc la valeur d e ^ se réduise à Les deux termes de cette fraction, c'est-à-

dire le numérateur et le dénominateur de celle qui est la valeur de égalés 

.à zéro, nous fourniront deux équations qui, si elles s'accordent avec U = o, 
donneront la solution particulière. 

Prenons pour exemple l'équation 

élevant au carré et réduisant, nous ferons disparaître le radical, et nous au-
rons 

différentions en regardant d.r comme constant: on obtient 

('galant les deux termes de cette fraction à zéro, et divisant par d.r, nous 
aurons 

. . . du , . . . , ,. 
é l i m i n a n t ^ entre ces équations, et hupprnuant ensuite le lacteur conuuun, 

on trouvera 

et comme cette équation satisfait à la proposée, on voit qu'elle est une inté-
grale particulière. 

Cherchons encore à reconnaître si l'équation 

comporte une solution singulière. Pour cet efiet, nous ferons d'abord dis])ardî-
tre le radical, en élevant les deux membres au carré, et réduisant, nous trou-
verons 

et, en diflérentiant, il viendra 

Cette équation se réduit à - quand = mais cette hypothèse ne satis-
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faisant pas à la proposée, ne peut nous conduire à une solution particulière. 
Conformément à l'observation qui nous a été fournie parles équations (177), 

page 244, il ne faudra pas se borner à l'hypothèse de y fonction de x; mais 
en supposant ensuite x fonction de y, on cherchera les solutions particulières 

qui peuvent être données en égalant à zéro la valeur de -r—̂  

Une solution particulièrè opérant la destruction mutuelle des termes de l'é-
quation différentielle à laquelle elle appartient, n'en est qu'un facteur qu'on 
peut mettre en évidence à l'aide d'une transformation. Nous avons vu, par 
exemple, que a;'-[-y' — o® = o était la solution particulière de l'équation 

{xdx -]- ydyy = dy'' {x^ -{- y' — a'}.... (23) ; 

si nous faisons — = nous aurons 

xdx -^ydy — zdz ; 

substituant ces valeurs dans l'équation (2o), elle deviendra 

ce qui montre qu'effectivement la solution particulière représentée par est 
un facteur commun de la proposée. 

Une autre propriété des solutions particulières est de faire devenir infini le 
facteur qui rend la proposée une différentielle exacte. Pour le démontrer, nous 
mettrons l'intégrale complète sous une forme w = conston/e. Une valeur qui 
satisferait à cette équation devrait donc donner dw = o, parce que la diffé-
rentielle d'une constante est nulle. Réciproquement toute valeur qui ne satis-
fait pas à u = constante ne peut donner du — o; or, ce dernier cas est préci-
sément celui d'une solution particulière qui, parce qu'elle ne satisfait pas à 
l'intégrale complète, ne saurait opérer la destruction mutuelle des termes 
dont se compose sa différentielle immédiate; or, cette différentielle immédiate 
n'est autre chose que i (Mda^-|-Ndy). Il faut donc que la solution particulière 
ne puisse rendre égal à zéro le second membre de cette équation : 

ou, ce qui revient au même, de celle-ci : 

On tire de cette équation 

Nous désignons ainsi la différentielle totale de ii prise en regardant x comme variable indé-
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mais, par sa nature, la solution particulière, quoique ne satisfaisant pas à l'é-

quation ^ ^M - ^ N = o, satisfait pourtant à celle-ci, M -j- N c'est-

à-dire en rend nul le premier membre. Cela réduit donc l'équation (26) à 

Par exemple, l'équation 

devient une différentielle exacte lorsqu'on la multiplie par 

donne 

aussi voit-on que la solution particulière y' — a' = o rend le facteur 

infini. 

]%OTE S E I Z I È M E (page 

Nouvelle démonstration concernant Vintégration des équations différentielles 
partielles. 

On a vu, art. 484, que si en intégrant l'équation 

dans laquelle M et N sont des fonctions de x\ de y et de z, on obtient deux 
intégrales U — a et V = i , on avait nécessairement a=fh. La démonstration 
de ce théorème étant très importante, nous avons cherché à lui donner le der-
nier degré de rigueur de la manière suivante : 

U et V étant des fonctions de x, de y et de z, les constantes a et Z> peuvent 
ctre aussi considérées comme des fonctions de ces mêmes variables, en vertu 
des équations U = a et V = 6 ; par conséquent, si l'on différentie successive-
ment ces équations, on aura 

pendante, pour ne pas confondre — ^ avec le coefficient différentiel qui suppose que toutes les 

autres variables, hors x, sont regardées comme constantes dans ce terme. 
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ces différentielles doivent être nulles, par la raison que a et i sont eonstans ; 
ainsi, les équations d a = o , dfe = o, nécessitent celles-ci : 

Si dans ces équations, divisées par àx, on substitue les valeurs de da et de dy, 
tirées des équations (22 h 

J - ~ f ~ J \ / ' 

donnée page2S8, on aura 

on tirera de ces équations 

substituant ces valeurs de M et de N dans l'équation (l), on obtiendra 

les coefTiciens — e t ^ se déduisent des équations [h] qui donnent 
dx dy 

mettant ces valeurs de ^ et d e ^ dans l'équation (5), et faisant évanouir le 
dx dy 

dénominateur, on trouvera 

Les quantités X, Y, Z, qui entrent dans cette équation, ne sont pas toujours 
connues, puisqu'elles ne doivent être données qu'en différentiant les équations 
[} = a et N=h. Cherchons donc à éliminer X, Y et Z de notre résultat. Tour 
cet effet, en regardant s comme une fonction de x et de y, nous tirerons des 
équations (2) 

d 5 cl .2? , 
mettant dans ces expressions les valeurs de ^ e t d e ^ , données par les équa-
tions (6), et tirant les valeurs de X, de Y, de X' et de Y', nous trouverons 
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substituant ces valeurs de X, de Y, de X' et de Y', dans l'équation (7) et rédui-
sant, nous obtiendrons 

Cette équation nous apprend que a est fonction de h; et en effet, si nous avons 
a=Yh, en différentiant cette équation, nous trouverons 

d'où nous tirerons 

éliminant nous trouverons l'équation (8). 

mOTE DIX-SEPTlÉllE (page 301). 

Démonstration qui tend à prouver que la différence de deux quantités élevées 
chacune à une puissance d'un nombre entier est divisible exactement par la 
différence de ces quantités non élevées à cette puissance. 

Voici de quelle manière, dans mes remarques sur l'Algèbre, j'ai démontré 
que tt"* — r"® était divisible exactement par u — v ; on trouve par la division 

les termes extrêmes de cette équation étant de même forme, on doit avoir 
encore 

substituant cette valeur à la place du dernier terme de l'équation précédente, 
on aura 

Cette transformation pouvant se continuer indéfiniment, parce que la frac-
tion qui termine le développement est toujours de même forme, nous voyons 
que 

et qu'en général, en écrivant une suite dont le premier terme est y", et les 
autres les puissances immédiatement inférieures, on peut s'arrêter à un terme 
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désignant par X et par X' les termes entre les parenthèses, qui multiplient 
u et v, les équations (5) et (6) deviendront 

On peut éliminer le terme en X entre ces équations, en multipliant la première 
par V et la seconde par u, et prenant la différence, on aura 

})assant aux limites, on supprimera les termes qui contiennent les différences 
des ordres supérieurs au premier, et cette équation se réduira à 

et comme par hypothèse les intégrales qui composent le premier membre sont 
Tuilles, en vertu des équations (1) dans lesquelles on transposerait les signes Jet /', 
il restera 

supprimant le facteur commun X', on aura 

équation qui donne 

intégrant, il vient 

et, en représentant la constante par log n, on a 

et, {)ar la propriété des logarithmes, cette équation se réduit à 

passant aux nombres, on obtient 

d'où l'on tire 
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remettant à la place de v et de w les variations aV et AU, qui seront deve-
nues et "îU, on aura 

nmltipliant par da- et intégrant, on aura 

et, en transposant les signes, on obtiendra 

expression qui peut se mettre sous la forme 

ce qui est l'équation 91 (art. 631, page 347). 
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