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Halina Kudrewicz, Stanisiaw Przezdziecki
anlad Teorii Fal Elektromagnetycznych

ANALIZA ROZWIAZANTA ZAGADNIENIA DYFRAKCJI NA
ASTMETRBYCZNEJ POLPLASZCZYZNIE IMPEDANCYJNEJ

1. Wstgp

W 1958 roku G.D. Maliuzyniec [1], [2] podal rozwigzanie za-
gadnienia dyfrakeji fali plaskiej na pdélplaszczyinie /a nawet
ogélniej na klinie/ o réznych impedancjach po obu stromach.
Autor wykorzystal calke Sommerfelda przedstawiajgca rozwiaza-
nie zagadnienia dyfrakcji na pélplaszczyinie doskonale przewo-
dzace]. Dla nieznanej funkcji wystepujgcej pod tg calks ulozytl
i rozwiazal pewne réwnanie funkcyjne. Wynik zanalizowal metods
punkin siocdiowego, wyodr¢bniajac fale powierzchniowe jako skia-
dniki rozwigzania pochodzace od biegunéw funkcji podcalkowej.

Problem prébowano réwnieZ rozwigzaé klasyczng metods Wiemera
-Hopfa /znana od 1931 roku/, ale trudnos§é stanowilo rozwiazapie
macierzewego ukladu réwnai Wienera-Hopfa.

Uktad ten sprowadzal si¢ %atwo do dwéch rdéwnarn skalarnych
tylko dla dwdéch przypadkdéw: tej samej impedancji po obu stro-
nach péipiaszczyzny i impedancji o znakach przeciwnych. Te
szczegdlne preypadki rozwiazano [3], [4].

W 1976 roku R.A, Hurd rozwigzal uklad w przypadku ogélnym,

Jako przyklad zastosowania metody opracowanej przez siebie i
nazwanej metodg Wienera-Hopfa-Hilberta [5] . Rozwiazanie zostalo
przeanalizowane szczegélowp w kolejnej pracy Z tego eyklu:
R,A, Hurd i S. Przeidziecki [6]. Pokazano, %e wyrazenie asym-
ptotyczne rozwigzania dla pola dalekiego jest identyczne z wy-
raieniem asymptotycznym obliczonym przez Bowmana (7] z rozwig-—
zania Maliuzyhca[2].
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Jednak rozwigzanie podane w pracach [5], [8] jak rdéwniez i
rozwiazanie T.B.A. Seniora [3] dla pdéiplaszczyzny o tej same}
impedancji dotyczy tylko tych wartodéci impedancji, dia ktérych
nie ma fali powierzchniowej.

Problem fal powierzchniowych dla takiej samej impedancji
oraz dla impedancji o rdéznych znakach po obu stronach pdéipla-
szczyzny by} rozpatrywany przez N.G. Treniewa [4], a dla dowol-
nych réznych impedancji przez W. Nasalskiego [8], [8].

W niniejszej publikacji przedstawiono analityczne przediuze-
nie, a $cidlej jedna z gatezi przedluzenia rozwigzania [5],[6]
dla wszystkich wartosci p, 1 p, = piaszczyzny zmiennej zespo=
lonej.

Wykorzystano wyniki analizy rozwigzania zagadnienia dyfrak-
c¢ji na péipraszczyinie o tej same]j impedancji po obu stronach
oS [14] . ’

2, Sformulowanie zagadnienia i krotkie przedstawienie rozwig -
zania wg [5], [6] .

Na péiptaszczyzng z = 0, x =0 pada fala plaska

Y. =expl-ik(xcos d,+zsind,)-iwt]

pod kgtem ¢, , prostopadle do krawedzi y, Rys.i.
Wspéteczynniki zalamania pdéiplaszczyzny s§ inne dla kazi-
dej ze stron

s,=ksind, , s,=ksind,

i zaktada sig, Ze Sa rzeczywiste: oK&(T ., J = 1,2.
Nalezy znaleié pole E, H, tak jak fala padajaca harmonicznie
zalezne od czasu, przy zalozeniu, ze na pdéipiaszezyinie spel=~
nione sg warunki Leontowicza.

Mo2na pokazal, ze dla fali padajacej prostopadle do krawg-
dzi poiplaszczyzny preblem rozwijzania réwnan Maxwella z wa-
runkiem Leontowicza na pdiptaszczyinie sprowadza sie do dwdch
problemdéw TM i TE, z ktérych kazdy polega na rozwiazaniu rdéw-
nania Helmholtza dla skalarnej funkecji, z warunkiem mieszanym



na péiprostej x > 0.

Z
T
obszar(1) sl %«vis,‘ho
/i‘*’o o
Y s X
obszar(2) az Loy

Rys.i. Padajaca fala ptaska na péiptaszczyzme z = 0, x 20 o

réznych impedancjach pe obu stronach.

Hozpatrzmy problem TM. Skalarng funkcja ¥ jest wtedy skla-
dowa pola E:E=(0,¥,0).
Rozwiazania poszukujemy w postaci sumy pola padajge-go 1 ugie=-
tego. Pamietajac, —ze zaleznod¢ od czasu jest dana przez zwiazek

Wix,z,t)=¥(x,z) et , czynnik et opusz czamy, ponadto
cznaczamy ‘W’X,z)=‘f’ . Mamy wigc

(1) W:‘ﬂ+‘+’;

gdzie

(2) Y =expl-ik(xcosd+zsind)]

Pole ugiete speilnia rdéwnanie Helmholtza

(3) VY kY= 0
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2z niejednorodnymi warunkami brzegowymi

(4) %g‘+ss,'i’,=LS,(?ff“1)e'ikxw"*° dia z=0,,x>0
oY, ; ~kxcos 9,
a—z—-'sz‘r’=t'szf(§t+1)e = dla z=0_,x>0
gdzie
(5) % =ksind,, s=ksind, , 0<d>,.<12‘- dia j=1,2

oraz z warunkami ciaglosci

b AR T a1a z=0,x<0
(6)
) )
Q_’{ri(i.:ai(i_

T dla z=0,x<0

Rozwigzania poszukujemy w postaci:

w’“):JA(u)ei(ocwa)d“ dia z>0
(7) :

1*’sm=J'B(ac)e"("“‘"”ZJdoc diaz<0
Q

gdzie

y=\/ K-

Linia Q lezy na dwuplatowej powierzchni Riemanna z punktami
rozgatezienia *k , ktéra jest dziedzing funkcji y . Dla zbie-
znodci calek, na korcach linii dla &—zco pusi zachodzié

Imec=0 , Imy>0
Warunek Imy >0 ustala polozenie linii wzgledem punktdw
rozgal¢zienia *k , mianowicie linia musi przebiegaé miedzy
nimi. Te wymagania spelnia np. linia przebiegajgca wzdluz osi
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rzeczywistej na ptacie I okreélonym warunkiem Jk’- x2=k
dla « = 0, z clgciami wzdluz pdiprostych ' , ¥ |, jak na Rys.2.

(@ sl

tat [
oy s(8,
S(e')

ZAAN N ey
R T
S8 sig)

N,

Str)

Rys.2. Ptaszezyzna « z cieciem wzdluz 1linii F=s(o) 1 r=s{«) .
Linie S(8 ) dla O0<s@<wm , gdzie 8,<8,_, sg linia-
mi najszybszego spadku o réwnaniu cos(p;@):-a:—ﬁ— .

1
przy oznaczeniach f= arccos% » P=B.+if, @=arctak.

Takie wyodrebnienie ptatdéw jest wygodne dla analizy catek
metodsg punktu siocdiowego, gdyz na placie I lezs wszystkie krzy-
we najszybszego spadku S (8) dla 0< B <m , Rys.2.

Ciecie ' poprowadzone jest wzdluz krzywej S(m) , clecle
= wzdiuz krzywej S (0). Krzywe S (8) mozna naszkicowad
korzystajgc z odwzorowad przedstawionych w pracy [10], Rys.S.
Niech linia Q oznacza lini¢ sklerowans, polozona jak na
Rys.2. Dyskusja innego polozenia linii zostanie przeprowadzona

w Rozdziale 3. i

Przez & oznaczymy obszar poloiony powyzej /na lewo od/
linii Q, przez & - obszar polozony ponizej /na prawo od/
1inii Q.
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Wréémy do catek (7). Nalezy wyznaczy¢ nieznane funkcje
Ak, Bl).

Wykorzystanie warunkéw brzegowych (4) i (6] pozwala zasta-
pié dwie nieznane funkcje A () , B(x) czterema funkcjami
LJ(a) . TJJ(«) , J = 1,2 réwniez niezmanymi, ale o pewnych
wiasnosciach regularnodci, ktére umoiliwiaja ich péénic jsze

znalezienie.
Mianowicie: funkeje L, (x) sg analityczne w cbszarze & |, a
funkcje U {e) eq analityczne w obszarze .

Z (6) 1 (7) otrzymujemy
Ale) - Blec)= L, (x)

(8)
y[Alx)+ Blall=L,ix)

Natomiast z (4) 1 (7) otrzymujemy
(){«»S,)A(ot}:Uq(cx)-"(:x—cxﬂ)"‘pq
{9}
(y+s,) Bla)= Uz(m)+(a-u,)_1pa

gdzie

po=-12mi) (s, Yol
(10
b2=—(2ni)'1(sz— Yo!

oraz
o,=-k COSP, , Yo=ksind,

Przez wyrugowanie Afx) i Bl«x) z réwnan (8), [9) otrzy-

mujemy wektorowe rownanie Tienera-Hepfa

12) Glec) Llw) =Uloc) +{ex -x,) ' Plex)

speinione we wstigdze 13 , gdzie



{ L) U, P,
el Yol ol
2 2 2

(12)
1 54+x _S._:é"
Glod== ¥
ety el
9 %

2.1. Rozwiazanie macierzowego rdwnania Wienera-Hopfa w otocze-—
niu linii 9.

Twierdzenie 1,

Jezell w otoczeniu l1inii Q istnieje faktoryzacja

(13) Gle) = G, lec) G (o)
taka, ze macierz G (o) Jjest analityczna i nieoscbliwa w @
wraz 2z pewnym otoczeniem linii Q, a macierz GL(u:) Jjest anali=-

tyczna i nieosobliwa w & wraz z pewnym otoczeniem linii Q,
to kazde rozwiazanie réwnania (11) w otoczeniu linii Q wyraza
Sie wzorem

G, '(x) Gy lx,) P
-0,

Llec)= + 6, () Cla)
(14)

Gyie) Gy (xa)- T

Ula)= P+ Gy ) Cle)

o -,

gdzie I jest macierzg jednostkows, C(x) - wektorowa funkclag
caltkowitsg.
Dowéd. Skorzystajmy z rozkladu (13) i przepiszmy réwnanie (11)

w postaci

Gy (o) G foc) Llex)= Ulx)#la=o) ' P
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Porzadkujac tak, aby lewa stronma byta analityczna w ¥ a pra-
wa analityczna w & otrzymamy

= -1 -4
Gy ()P =Gu-‘(¢)U(¢)+GU o) =Gy focq) P

00K -0,

G, lec) Lec) -

Powyzsgza réwnosé zachodzi w pewnym otoczeniu linii Q, a zatem
z twierdzenia o przedluzeniu analitycznym istnieje funkcja cai-
kowita C(ux) , taka, ze

“Ye )P f 6. ()-G.™" :
GL(m)L(ut)—E'—J—(“—) = Gy, 1(m:)U(ec)-nm—g—(l)u—(m—}— P = Clx)
o~ X, X -,
Skad wynika (14).
2.2. Faktoryzacja macierzy Gl«x) . Problem Hilberta

Zgodnie z wynikami prac [5], [8], dla sfaktoryzowania macie-
rzy Glc) =zajmiemy sie¢ jednorodnym réwnaniem Wienera-Hopfa

(15) Gl=u

gdzie G = G(x) Jjest macierza okredlons wzorem (12), natomiast

el

u, 1

sa nieznanymi wektorowymi funkcjami, analitycznymi odpowilednio
RS i B

Poniewa? macierz G jest okreélona i analityczna na calej dwu-
platowej powierzchni Riemanna z punktami rozgalg¢zienia o=tk
wigc jest analityczna w calej ptaszezyinie o« 2 cigeiem I i
B , Jak na Rys.2. '

Tym samym réwnanie (15) moze byé =petnione w catej plaszcayi-
nie o 2z ciecien, jezeli przedluzymy wektor u na obszar Q+3-T
a wektor L na obszar &+ 85-T . Korzystajac z rdwnania
{15) pokazuje sig¢, Ze przedluzenie analityczne wektora u spei-
nia na linii ' réwnanie bedgce problemem Hilberta dla funke ji
u, zaé przedluzenie analityczne wektora ( speilnia na lipii i

http://rcin.org.pl
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réwnanie bedace problemem Hilberta dla funkeji U .

Macierze Qﬂ«) i Gljz) buduje sie badZ z wektordéw un -
rozwigzad problemu Hilberta na linii I' , badZ z wektordw ( =
rozwigzai problemu Hilberta na linii I . Oba podej$cia sa réw-
nowazne, ale dla rozpatrywanego réwnania z macierzs (12] pro-
blem pierwszy okazal sig¢ tatwiejszy do rozwigzania. Przytoczy-
my krdtko wyniki.

Niech ' bedzie 1linia skierowang od -k-ieo do punktu =k,
Znakiem "+" bedziemy oznaczaé graniczne wartodci funkcji z le-
wej strony, znakiem "-" graniczne wartosci z prawej strony
linii. :

Przyjmiemy oznaczenie Y»=¥ , wtedy y.=-Y
Z réwnania (15) mamy

Gili=ty
(18)
GAE=
Poniewaz Ly = wigo przez wyrugowanie z (16) wektora L

otrzymamy wektorowe réwnanie Hilberta dla funkoji u

(17) Hu_=u,

gdzie
H=G,6_"

(18) i e
H= S~ ¥

SerY
Sy

Stgd otrzymujemy dwa skalarne réwnania: jedno dla ilo-
czynmu funkcji uy, u,
AN TR
Sy+ XNS,+
—-'——i—z—x—(u,uz)_z(u,u,),
(s,-¥)s-¥)

drugie dla ich ilorazu

http://rcin.org.pl
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u,) {E\ _lsrxls,-y)

S (u_z ey

W rownaniach tych funkcja'x Jest funkecja parametru t na
1 o B L

Przez zlogarytmowanie rownania (19) otrzymujemy
(s,+ ¥ Hs,+y)

(21) Inluu,)-nlugu,)_ = (n—"-—=
(S5 %)(5,-%)

Calka Cauchy'ego

[s,+ytls,+ylt)] dt
s, - yltlls, - yit)] t-e

292 Q(u()'— J[n
( ) 27i

ktéra jest funkcjg analityczng dla kazdege « nie lezgcego na
1inii I , speinia rownanie (21), a tym samym funkcja

(23] K.y xl=exp{alac}

spetnia réwnanie (19). Bez dodatkowych zalozed detyezacych kla-
sy poszukiwane] funkcji analitycznej rozwigzanie nie jest jedno=-
znaczne. Rozwigzaniem rownania (19) jest kazda 2 funke ji

(24) uu,=(kve)” K fod)

gdzie n jesti dowoling liezba calkowita,
Logarytmujac rownanie (20) otrzymujemy

\ Uy U1\ 5 (Sw+ XHS‘:—X)
(25} (n|—]+in|—| =in————
(Uz)ﬂ- (Uaf- (s,+ s~y

: Réwnanie (25)nie jest typowym_dla zagadnienia znalezlienia fun-
keji analitycznej, gdy dany jest jej "skok" na linii. Jezeli
jednak utworzymy funkcje bedgca iloczynem Ln{-) i dowelnej

ya !
g

http://rcin.org.pl
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nieparzystej potegi/k+x , 2p.:

b Je
(26 V‘“)'ml”(uz)

to dla "skoku" te] funkcji otrzymamy z (25) rdéwnanie

1 ln(sq" X)(Sq‘x)
Vo (s,+yils,-y)

(27) V, (ac)-V_{oc)=

Catka Cauchy ‘ego

1 [s,+x(t)s,-¥{t)] at

1
vi )=-J' 1= 4
s 2mi S syl T

spelnia réwpanie {27), Zatem funkcja

(29) Rle)=\/ k+e V()

spelnia réwnanie (25).
Rozwigzanie rownania (20) zapiszemy w postaci

(30) :ﬁ.:gz

Uz

gdzia

Jkeo |’“ 1 [s,+y(thls,-y(t)] dt

—— 1N ?
ket [s,*+¥lt)is,-xlt)] t-«

Citka (22) nie daje sie wyrazi¢ ;rzes funkeje elementarne,
Znap: sg jej rdzne postacie, gdyz wystgpuje réwniez w proble-
mie ¢(yirakcji na poipiaszczyznie o tej samej impedancji po obu
strorach (dla sy = sy}, (T.B.A. Senior [3] , réwniez [6],[12]).
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Catka (28), a wieo i catka (31) wyraza sie¢ przez funkcje ele=-
mentarne, Mamy:

(Vk+c, +/kre )/ k-Cy +/ keot')

(32) g°=q le,C,, )

(V' k+c, +/ o )/ E—Ca +/Kk+a)
gdzie
(33) cj=k cos® , j=1,2

Z (24 1 (30) otrzymuje sie ciag funkcji
U = (k)" VK g
5" =2k ) VK, g

gdzie po wybraniu galezi wystepujacych pierwiastkdw zostaje
ustalony znak plus albo minus w drugim z réwnai, tak, aby spei-
niony by: uklad réwnai (17).

Przyjmuje sie dodatnia wartosdé Jk , oraz

Vk+x=\/k dla x=0
(34). \/k+cj=\/? i\/k—cJ-:\/E dla ¢=0
VKL =+exp{%0(cx)}

n)

Wtedy wektor u - rozwiazanie réwnanii (17) ma postaéd

U

T u,” (( Sl K 9
= = " -
O\ VR Ky g )

http://rcin.org.pl
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Wektor uw Jegt analityozny w calej plaszczyinie « 2z

cieclem wzdiuz krzywej ' .

Majgc wektor u @ posna z réwnania Wienera-Hopfa (15} obli-

czyé wektor (™

(36) e T

Dowodzi sie, %e dla n = 0,1,2,3... wektor (" jest anali-
tyczny w obszarze ¥ + & - I° przez pokazanie, ze nie doznaje
skoku na krzywej I :

(37) =@

oraz nie ma biegundw.

Macierze faktoryzujgce macierz G(u) tworzy sie przy pomocy
wektoréw u™ 1 ('  dla dwéch najnizszych wskafnikéw, aby za-*
pewnié odpowiednio szybkie znikanie w nieskonczonodci szukanyeh
funkcji

e d;l u1‘°} u,(" =l < g v k+x' g
u 2 uz(o) uz(‘) ke i g-1 _\/'k—'._&‘g-1

gdzie wspoiczynnik % Jest wziety dla wygoedy dalszych rachunkds.

(3s) G, ()% 6™ (w) G, (=)
gdzie
0] Gle=GyGyal

Jako macierz funkcji analitycznych w calej piaszczyZnie
&+ & -T , Gyl dana wzorem (38) jest przediuzeniem ana-
litycznym poszukiwane]j, analitycznej w 2 macierzy Gu(u).
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Wobec réwnosci (37) i wzoru (36) maciersz G‘:"GU jest ana-
lityozna w ¥+ & =T . Réwniez Gy(x) Jjest analityczna w
T+ =T jest wiec ona przediuzeniem analitycznym szukane})
macierzy GL(c:).
Wzory okreslajgce macierze Gzifu) i G l) ocraz Gai(oc)

majg postac

(41) G x) sy (S,+x)gz—s,—g \/k+c([(sz+x)gz+51+x]\
4 (A e\ o
L 29 ( 51+X)(Sa+¥) X[(S{X)gz-&s‘ﬁ(] VA [(Sz_,_x)ga_s" _X])

: /R g 5l 5]
Mall e ——
2/ k+u g /Ky, -(Sy,ﬂ)gz—S.—x %{(S;«x)gz—srx}

1 {\/mg" \/Wg\
VR /Ry | g -9

(43) G, ()=

Wstawiajac wyrazenia (38-43) do ogdlnej postaci rozwigzania
nieje&ixorodnego réwnania Wienera-Hopfa (14) 1 badajgc zachowa=
nie wystgpujacyeh funkcji w nieskonczoncsci otrzymamy war’u?ek
Clx) = 0 przy zadaniu, aby funkcje Uj(ac} byty rzedu 0Oz Z).

Ostatecznle rozwiazanie ma postad

6, ()G, ex, ) P
i Lo ORIl

_ Gylec)By lexg) -1

o = oy

(44n)  Uled) P

gdzie I jest macierzg jednostkowsg.
MoZna wvkazac, e funkcje LJ("‘) . UJ(u} zachowuisg aie w nie~-
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skoiczonosci w nastepujgcy sposdb:
Ulx)=Olec ) dla x—00, j=1,2
(45)
L,(cx)=0(oc"), L,(c:)=0(or'%) dla «x—o0

Wstawiajac (44b). do (9) otrzymamy wyrazenia dla funkcji
podealkowych Alx) , Blx)] w rozwiazaniu (7) problemu dyfrakeji

-4, +00 +0K
| SRgg ¥ et/ 1ok aleli-/ 1]

Alpds-——

(46) 4 /Ky (-0t )s,+ ¥)
- kva kot ,
RIS Ml A 7 i ST,
qmi /Ky {ec-ac,)(s,+ ¥
gdzie

o,=-kcosd, , y.=ksind, , g=gle,) , Kj=Kyle)

3. Dyskusja rozwiszania wzgledem parametrdéw impedancyijnych

pétpiaszczyzny

Zespolone bezwymiarowe parametry pn; charakteryznujace impe=
dancj¢ kazdej Ze stron péiplaszczyzny sa zwiazane z katami &

zaleznosciami
il S S T
Josind; X
wobec czego mamy
ik )
(48) Sie— dla j=1,2
i

W zalozeniu zadanla przyjeto ograniczenie dla rozpatrywa-
nych katéw: 0<é<3 z czego wynika ograniczenie dla pa=-
rametréw p;, : 1<p;<+oa.
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Rozwigzanie problemu dyfrakeji (7), (46) przediuza sie bez
trudu ( poprostu wzory pozostajg siuszne) dla tych wartosci pa=-
rametréw n, , B, , dla ktérych punkty Z%Jf%%%w‘%%ierzy 6lx)
nie lezg na rozpatrywanym placie, czyli - poniewaz ptat ten
zostal specjalnie wybrany - dla tych wartodci impedancji dla
ktérych nie ma fal powierzchniowych, Okredlmy te zbiory.

Przez fale powierzchniowa bedziemy rozumieli tutaj ten skia-
dnik rozwigzania (T), (46), ktéry pochodzi od bieguna funkcji
podcatkowej (réznego od «,) przy zamianie linii calkowania
Q na krzywe najszybszegoc spadku S(8) .

Oznaczajac przez

ik
(49) dj:lQ_j\ /1-r)jz

punkty zerowe elementdéw macierzy Gl«) , moZemy zapisaé
(oc+ di)(ox-ds)
L L e
S-¥

W pracy [10] podano odwzorowanie ptaszezyzny p na dwupla-
towg powierzchni¢ Riemanna o« funkcjg u,i%‘_ 1-p oraz
ptaszczyzny p Dna ptaszezyzne B , gdzie «= kcosp® , funkcja

B = arcsin (- %), Rys.8, str.34. Z tych rysunkéw mozna odczy=-
ta¢ potozenie zer o = + d., na powierzchni Riemanna o« 1 po-
tozenie tych zer f =5, 1 p=mu-fy na ptaszczyinie
katowej B dla kazdej wartosci p; , dla j = 1,2,

Z tych odwzorowad wynika, Ze jezeli na plaszezyfnie o wy=-
bieramy pltaty tak, ze linie ci¢cia prowadzimy Symetrycznie z
punktéw + k do nieskoficzonosci, to na ptaszozysnie np obrazem
“tych 1inii jest krzywa przechodzaca przez poczatek ukladu 1
symetryczna wzgledem niego. Krzywa ta dzieli plaszczyzne p na
dwie rowne czesci. Dla 2 lezacych po jednej stronie krzywej,
Zera o = + dJ leza na jednym placie, a dla p; 2z przeciwne]
strony krzywej, zera lezg na drugim pracie.

Dla ptatéw wybranych tak, jak na Rys.2 obrazem linii ciecia
rif jest krzywa Spy D& plaszezyinie n (o réwnaniu Re;"?--ff:._??:

=1) , przedstawiona na Rys.3.

http://rcin.org.pl



- g e

St

Rys.3. Ptasgzczyzna » 1 linia S oddzielajgca obszary istnie-

:;:h (2 TM) inieistnienld (ETM) fal powierzchnio-

Oznaczmy przez RTH obsgar lezacy powyzej Krzywej STM' a
przez ETM obszar lezgcy ponizej STM-‘

Dla p;e2,, zera «= # d; leza na placie I, a dla
n;ed zera o= 3 d; leza na ptacie II powierzchni «.
Dla n; € Syy punkty + dJ- lezg na cieciu T (P

Obrazem krazvwej STM Zz piaszczyzny p /ezyli 1linii T 1 i
z plaszczyzny « / na plaszczyinie P sa dwie graniczne krzywe
najszybszego spadku S(0) i S(n), Rys.i.

Obszar zawarty miedzy tymi krzywymi jest obrazem obszaru

e ™ i jednoczesnie piata I powierzchni Riemanna « .

Dla wzajemnej jednoznacznosci odwzorowania «==8 brzeg
Re f=-F trzeba skleil z brzegiem Re =4 u , tak, zeby
powstal walec. Zakreskowana czes¢ walca jest obrazem piata I,

niezakreskowana jest obrazem piata II.
Nalezy hadmienié¢, %e dla wzajemnej jednoznacznosci wszyst-
kich trzech odwzorowal o==p, fz=n , a==5 wartodci o muszg



Si0)

Rys.4. Plaszezyzna p = arccos § = aresin (-%Z-)‘

by¢é brane z dwuptatowe] powierzchni Riemanna z punktami rozga—
igzienia + k, wartodci p 2z dwuplatowe] powierzchni Riemanna =z
punktami rozgalezienia + 1, a wartosci B =z omdéwionego wyzej
walca,

W konkluzji, z przeprowadzonej analizy polozZenia punktidw
zerowych elementédw macierzy Glx) wynika, ze rozwiazanie (7),
(46) zostato znalezione dla

€ ?5n1 ’ Qzeam
Jjak na Rys.3, Wtedy zera 3 d1 i '12 léza pa ptacie II plasz-
czyzny o na niezakreskowanym obszarze plaszczyzny
/walca/ B .
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3.1, Analiza rozwisgzania. Calki Cauchy 'ego rogwigzujgce pro-=

blemy Hilberta (19} , (20) jako przedluzenie analityczne
catek Cauchy 'ego faktoryzujacych pewne funkcje.

Wréémy do rozwigzania skalarnych problemdéw Hilberta (19),
(20) . Wprowadimy dwie funkcje:

+¥)(s,+¥)
(51) Kgu,m,qﬂ=55—§;——31

i
1

S+ x)m

(s2) K#ﬂ%#*&??

gdzie s4='2£ ] s.,:rz5 . ¥V k=a?
41 2

Funkcje te mozna przedstawi¢ w postaci

(531 Kilex.py, 0a)=K o, ) Klc, 72)

v 4

(54)  Kjlx, py,n,)= %::—Z:; ..‘uy;—z:—gﬁ
gdzie

(55) Km@#%%h%g

jest funkcja wystepujgca w réwnaniu Wienera-Hopfa dla zagad-
nienia dyfrakecji na péipiaszczyinie o tej samej impedancji po
obu stronach, czyli w rdwnaniu Wienera-Hopfa, ktdre powstaje
dla rozwiazania (7) rdéwnania Helmholtza (3) z warunkami (4)
dla 5 =53 =6.

Funkeja K(x,n;) jest funkcja zloZona



i L

K, '?j)=“((¢um) * i
Przez Kgle,n,.n,) oznaczamy dowolng ze wzgledu na wy-
bér logarytmu 5a1%i funke ji

: = In &%
Kgle.n,n,)=e

natomiast galyZ pierwlastka na plaszczyZnie z cigcliem I’
okreélamy przez (34).

Funkeje Kie,p) i Kle,p) spetniaja zalozenia
twierdzenia Wienera-Hopfa o faktoryzacji w otoczeniu linii Q
/obliczenie iadldz,%) zpajduje sie¢ w Dodatku pracy [11],
warunek igdﬁh,qﬁao jest wnioskiem z istnienia calki (60a)

- obliczZenia w Dodatku tej pracy/.

Wobec tego w otoczeniu 1linii Q istnieje i1 jest jedyna
faktoryzacja

gdzie

1 sj*'X(t) dt
(58a) Kyl pj)=exp et n vy prie

Q

. 1 s;+¥(t) dt
(58b) KL(u.QJ)—eXD[%J‘ln vy T—E}
-Q

oraz

(59) Rh,qﬂ:ﬁu(u,r;j)kt(u,m)

gdzie

R meept ol |t TR
(60a) /Uity s K+t ¥t t=ec
e
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: s;+¥(t) dt
fgon)  Rileo )= exp{Z‘HIJ‘\/k_-o-' ¥t t-a:}

A zatem w otoczeniu linii Q istnieje 1 jest jedyna raktory-
zacja

(61)  Kilee, py,0a)=Kyyloc, g, 0 ) Ky (s 040 02)
gdzle

(62a) Kyla,n.n.)=Kylx,n)Kyla, p,)

(62b) Ky loc, pys )= Kl p,) Ky (e y)

oraz

(63)  Kpyle,py, po)= Kyyloci R, g Ky (o, 24, 72)

gdzie
R, (o, 0 Ko (o4 %)
(64) K (0(., = Y ? K (“ '74’?*) =
R s ne Ke (o 72)
Interesuja nas funkcje Kla,p;) 1 Kylen;) .
Zgodnie 2z twierdzeniem :Wienera~Hopfa kazda z funkeji
Kl ) Ryleny) jest analityczna i nie ma punktu

Zerowego w obszarze @ .
Ponadto mozna udowodnié¢ nastepujgce twierdzenia o ich przediu-

Zeniu pa obszar R+5-I.
Iwierdzenie 2.

Funkcja

(1 0 yltes; dt
W 1 Y\+S;
09 fenl-eotsl oS
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jest przediuzeniem analit&cznym funkcji (58a).
Zgodnie z symbolika przyjeta w teorii funkcji zmiennej Zespo=-

lonej zarowno funkcje jak i jej przedtuzenie analityczne ozna-
czamy tym samym symbolem,

Twierdzenie 3.

Funkcja

73 o e A [s;+x(t)ls-¥(t)] dt
(68) Kylo,m;)=exp ZH'J — ln e —

jest przediuzeniem analitycznym funkcji (60a).

Dowdéd Twierdzenia 2 znajduje si¢ w Dodatku. Analogicznie prze-
biega dowéd Twierdzenia 3. y

Utworzmy funkcje ztozona

(67) F‘(U(m,%)z[ﬁu(u,m)]mzexp[\ ke LD F(’(a,rpj)]

gdzie gaxai Vk+a na piaszozyinie « 2z cieciem ' wybieramy,
tak jak dotychczas: Vkea=+'k dla o=0.

z definicji (67) i amalitycznodéci fumkeji Kylc,p)  wynika,
%e dowolna galzi funkeji ﬁuh,m) jest funkoja analityczna
/1 nie majaca zer/ dla «grI.

Iloraz funkcji (67) dla j = 1 1 2 jest réwniez funkcjs ana-
lityczna 1 bez zer w calej ptaszczyinie «xgl.

Kyla,2,)
Kylec,,)

»*
(68) Knu(m"?""h):

Funkcja Rmﬂﬁ:%:%) poprzez (67) i (66) wyraza sig wzorem

\/Rﬂxj 1 [s,+¥(t)l[s,~¥(1)] dt

(501 Kaleo Tl EXP e a3 bt
r



L e

Funkcja E,u(u,q,,q.) ’ identyczna z funkcja g¢°(x,c,,c,)
dang wzorem (31), jest rozwiazaniem réwnania (21) .

»*
(10 Kpylop,pol=gilec,cc,) .
Okredlona przez (62a), (65) funkcja

o 1A Ittt es] ot
e %irln[x(t)—s.][x(t)—sg] ol

identyczna z funkcja (23), jest rozwigzaniem réwnania (19) .

3.2, Przedlwenie rozwigzania dla np;eR.y

Dla ;&% rozwiazanie (7), (46) Jjest wyznaczone
przez dwie Sctalarne funkeje Ky, i Em_,=gz . Pierwsza
jest jednym z czynnikdéw faktoryzacji funkeji Kple,n,.n,)

w otoczeniu (inii Q przedluZonym na obszar R+ &-T ,druga
jest funmkecja zioZong :nu'(znu’ e , przy czym operacja
(e e jeit dokonana na funkcji bgdacej czynnikiem faktory-
zacji funkej. Kglon,,n,) , réwniez w otoczeniu linii Q i
przediuzonej na obszar R + & - [ . Wobec tego naturalng
jest metioda )rzedluienia rozwigzania dla p;eR, polegajaca
na znalezlenu obu funkeji Kpyla,n,n,) i Rm(u:.q,,vz;)
dla ne Spy i przediuzeniu ich na obszar & + B -
Te przedluzoie funkeje beds speinialy na krzywej ' odpowled-
nie réwmania - problemy Hilberta. Macierz Glx) mozna zapisaé
w rownowazne postaci

o oy S (eed)ioo=d) | londNoe—d)
T Yoo S¥ ¥(5,7)

2 sy | _leed)lx-dy)  (aedyllx-d)

i s b S:m¥ X(S,-g)
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gdzie --Q 1- r), . Sfa o =12

Znaleziono rozwigzanie problemu dyfrakeji dla przypadku 1,
1. /Macierz G (x) jest nieosobliwa na ptacie I/

<=/ne8, i e,/
Nalezy znaleZé rozwigzanie dla pozostaltych przypadkdw:
2, /Macierz G(x) jest osobliwa w punktach « =t 4, na
ptacie I/
S/RaERyy + €T/

3. /Macierz G(x) Jest osobliwa w punktach &= +d, na piacieI/

<=/n68ny » &8/

4. /Macierz Gle) jest osobliwa w punktach o=t d, 1
x =+ 4, na piacie I/

/ey T geRyy,/
Wréémy do problemn faktoryzacji funkcji Kl(oc,rg,,qz) i
Kg e, n4s p2) okredlonych wzorami (53) i (54), a zatem do
problemu faktoryzacji funkcji

k*q"\/ k "az

T

Kloc.n;)=
i

N LW L
e, NR;i= '?‘\/k—l-—ﬁ

Jak pokazano w [11] , dla funkeji Klx,p;) z dwoma
zerami o= 3 dj’ 1st.nie,ja, cztery sposoby faktoryzacji:
w otoeczeniu linii QA Q v Q i Q , poloZonych wzgledem punktéw
J'ja.k na Rys.5.



S s ami

;
C @ 4
,, N\
K } Q__—7—1k
i
-d;
Rys.5. Potozenie linii QA, QB, QC QD na piaszczyinie « 1 spo-

séb prowadzenia ciecia dla’wyboru gatezi funkeji Klx,p)
faktoryzowanej w otoczeniu kazdej z Ilinii.

K = KEKY 5 Koapp) =KEKE 5 Kemmy)= KoKy 5 Klmg)=k K

Do znalezienia czynnikéw faktoryzacji funkeji Klx,p;) w oto-
czenlu kazdej 2z 1linii Qx, X = A,B,C,D wykorzystujemy funkeje¢

o i3 Ko, nplec-kiloc+k) -y /K=o
%+ Ri (oc—d).)‘(rx-—dj) 2 k-n;/ k=o*

Funkecja Klx, p;) nie ma punktdéw zerowych na ptacie I 1
speinia wszystkie zalozenia twierdzenia Wienera-Hopfa o fakto-
ryzacji w otoczeniu kazdej z linii, zatem czynniki faktoryzacji

K, (o) g0 Kileen) mozna wyrazié¢ za pomocg calek
Cauchy ‘ego 2 InRix,n;).
Dla funkcji K; otrzymujemy wzory
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(11a) Ks("i-m):%§<i Kigloc. ;)

(711} Kuﬁm Q,)— d K (e, ;)

(T1¢) Kz(u,!?j)-ou_k K (e, ;)

(714) Kﬁ foxs r7,-)=(l+f-j_—)(-g~gﬂ Kl n))

gdzie

-njy dt

q
(72) Ru(a,rgj)=exp ﬁ‘[ln kom,y
Q

Zgodnie z Twierdzeniem 2, funkcja

(73)  Kylx,p;)=exp ZHIJ h;%:’; (t:i_t

jest przediuzeniem analitycznym funkeji {221
Dla funkcji  K(wx,n;) punkty &= 3 dj sa punktami rozgale-
zienia, Mozna jednak zawsze wybraé taka jej galgZz aby linia
w otoczeniu ktdrej dokonuje sie faktoryzacji nie przecinala
linii ciecia poprowadzonej 2z punktéw + d;. Do faktoryzacji w
otoczeniu linii QA i QB wybieramy galyZ okreélona przez cigoie
taczace punkty 4+ d przez punkt w nieskonczonoéci, do faktory-
zacji w otoczeniu 11n11 QC i Q galaf okredlong przez cigcie
nie przechodzace przez punkt w nieskonczonogci, jak pokazaneo
na Rys.5.

Korzystajac z funkecji Ko, ;) zapiszemy



. Tl
o [+ di)lx-d)) = e
i Ll E
(74) Kle, y) e k) K(e:
Dla kazdej z galegzi R'(o:.rgj) speiniony jest warunek
Ko py)—=1 dla o—-co . Obliczenie indeksu

tej funkcji na kazdej z linii wobec trudnych rachunkéw pomi-

niemy. Wypiszemy natomiast wzory dla skradnika faktoryzacji
ﬁu(u,m) w postaci iloeczynu, w ktérym pierwszy czynnik

jest funkcja analityczng w obszarze e (dla X = A, 1lub

X =B, lubX =¢C, tub X = D), a drugi z wtasnodci catki Cau—

chy 'ego, jest rowniez funkcjg amalityczng w tym obszarze, o

ile catka istnieje. Nastgpnie obliczymy te caiki.

Nalezy zauwazyé, Ze Ze 2zbieznosci caltki Cauchy 'ego

1 dt

——-—Jlnf(t)'{_;

211i
gdzie flx)—1 dla o—=+o00 na linii Q, wynika warumek
i%d t(x)=0 . Takwigc oba zalozenia fla)—4 dla a«—=to0

i iradf(a)so stanowia warunek konieczny i wystarczajgcey

istnienia catki Cauchy ego

e dt
77 It

Mamy: Q
T
oy oA [ _1_J 1 t-d dt
(75a) K, (——ia‘k expyz— Ammt-k Kit, ;) =
Q
e |
~B [a-djlwk '/_i 1 l’+d-—* dt
(75m) KU-\uuk) e"pl % Lmlnhk il e
4 r {, l— 1
W S N 1 (tedil{t-d) =, | dt
ool foslaot] - ex 2 ) T 4 et e
q 5 %
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D_(foc+ o - dj)) N exp J_J e Rt, '21’) dt

trsa) K, ( «+k i \/t .7 too

Przyjmujemy oznaczZenie

iE#ﬁ

[R¥lop)] ™% = 9%(x,dj)  dla X=A,B,C.D.

Z (75abcd) wynikajs nastgpujace wzory dla funkeji ’g“(a,d)
obliczonej przy faktoryzacji w otoczeniu kazdej z linii Q‘
(X = a,B,C,D), dla rz’xnm

(r6e) g3, d)— “‘(«x d;)

Tt
ey §ed)= 228G, )

(16e)  §Hocd) = = Gl )

(784) ‘(ccd) oc_-u;iM~,( .d;)

Z obliczed umieszczonych w Dodatku mamy dla p;e Qm

dj)= (Vk+di+ /R /k -dj+/ ke

i ( \/k v (/2 +/kvex)
(78) ( )= Vork{/k+di + /K<)

(VZ2k+/k+e ) /K= G+ /k+a)

\/Eli'& J 1 m[sjh/k‘-t‘ dt}=

21 VE o

gdzie gz(nz,dj)=exp{



- 31 =

e [ pinita) 2]
§%ec, )= 5%gec, ;) gl O

Keot 1 t-d; dt
Sglec.dj)=ex :C_j__m.__i _}
_’ D{zﬁl » t+k -k t-a

Funke je 5‘(«,:!_;) otrzymamy zmieniajac znak przy dj we
wzorze (78). -

Dla wszystkich gﬁsm 1 «glr na placie I powierzchni
Riemanna funkcje a‘(a:,ﬁ) 1l K;(a.qi) okreélone sg w nastepu~
jacy sposdéb

(/R G s/Tow )y KRG/ e)
e R ) din e Sny
179)  Qler,py)= < :
ac+dj V K+ di+/ K+ dla '?5521'
el o vy W P ) M

~

exp{ 1 J'lnqj,/k’-t’+k dt } dla e B,

211 . vkt -k t-«

{s0)  Klecgy)=

x+ 1 K-t ek dt
ok e"p{?ﬁﬁ”%ﬁm m} dlo el

r

gdzie

djz%\/ 1—l?j
J

przy czym galai plerwiastka wybierana jest tak, ze Im d;>0

dla Re rgj>0 y Imp>0.

Dla njeS;, funkcje Kyle, ;) 1 g3(e, ) sa okreélone
przez przejécie graniczne we wzorach (79), (80}, gdyz dla tych
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wartosci parametru, zera funkcji logarytmowanych w obliczanych
catkach Cauchy ‘ezo leza na linii calkowania.
Aby wykazaé cigglosé funkeji a‘{«,qj) danej wzorem (79)
na linii STN przypomni jmy, ze przy odwzorowaniu funkcja
dj-%f—\/‘rfz? plaszezyzny p; W piasiczyzne zer oa d
linia SI‘M odwzorowuje si¢ w lini¢ M 1 I na Rys.,2. Przy przej-
§ciu p; przez linie STM Zz obszaru 8 do obszaru 2

™
zZera a= + d; wychodzg z plata II na ptat I przez ciecie I

i 'y,

Aby zapewnié¢ ciaglosé funkcji a’(u.qj) pa 1inii F nalezy
przy przejéciu &; przez ciecie 7 zmienié znak ‘/E Wwe WZo-
rze, Wtedy formula dla n;ed,, przechodzi w formuie¢ dla

i€, . Dla kaidego ustalonege « punkty =01 pg=-1
nie s punktami regularnymi funkcji g*(«,p;).

W ten sam spos6b pokazuje sie analitycznos$é funkeji KS{«,QJ)
dla Ri€Syy 5, p#o s Rj¥-1 . Wymaga to jednak
wigkszego trudu ze wzgledu na to, Ze wystepujace we wzorach
(80) calki Cauchy ‘ege nie wyrazaja sig¢ przez funkcje elemen-
tarne. Poprzestaniemy na skonstruowaniu rozwigzania powstalego
przez calkowanie wzdruz linii Q = Q.

3.3. Rozwigzanie dla przypadku 2: neR.,,n, 68,

Rozwiazanie otrzymujemy Ze wzordw (46), gdzie podstawiamy

(81) Sq"'g: (3+S‘)£:,-d )

(82) VK=, /%‘: VKl Kyl g,

A A
_9lex,d,) | Jx+d, Glx.d,)
(s gle,d;) "V a+rk gla,d,)
Funkcja Kyl=,n) okreélona jest wzorem (58a), %’[cx,d‘)

wzorem (78) dla j = 1, c}(u,d,) wzorem (77) dla j = 2.
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Po podstawieniu widaé, ze funkcja podcatkowa A4 («x) oprécz
bieguna I rzgdu w punkcie «=«&, ma biegun I rzedu w punkeie
« = d, Residuum obliczone w tym biegunie wyznacza amplitude
fall powierzchnliose] prewadzonej przez gorna strone péiptasz=-

¢zyzny. Granice¢ cienia 6 = 6‘3 tej fali wyznacza poioZenie
obrazu - B8, punkiu d na ptaszczyznie B , Rys,4, Funkcja pod-
catkowa .B(x) nie ma bieguna innege niz o, . Dolna strona
péipraszczyzny nie prowadzi wigc fali powierzchniowej.

Wzory (46] nie obowiazujg dla «,= - d,. Przypadek pobu-
dzenia pdéiplaszczyzny fal‘?: powlerzchniowg nalezy rozpatrzyd
oddzielnie.

3.4. Rozwigzanie dla przypadku 3: R4 €8rs P2 € Ry

Rozwigzanie otrzymujemy ze wzoréw (46), gdzie podstawiamy

(x+d, Nex-d,)
ol A e

(ss) VK

e AL AT

aix,dzl wzorem (78).

W tym przypadiku funkcja A« nie ma dodatkowego bileguna,

oc+k
(ss)  g=i%.dd é‘*“ (. dy)
( o)) £ e,
gdzie Klx,n) jest dana wzorem (58a), dla, dy) wzorem (77) ,

funkcja Bla)] ma oprocz «=w«, biegun I rzedu «= d,. Fala
powlerzehniowa o amplitudzie rownei residuum Blx] policzonym
dia x= d, jest prowadzona przez dolng strone poipiaszczyzny.

Rezwigzanie jesi dane dla o, #-d,.
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3.5, Rozwiazanie dla przypadku 4: n,eS;,, ¢8Ry

Rozwiazanie otrzymujemy ze wzordw {46) podstawiajac

(o~ d1,(“' d1)
Si—Y¥

lx=dp)ec—d,)
il Sl

OO Y L Ry X A L A=)
A
(89) g /X1G Lie, d)

%A gl«,d,)

Sy+)=
(87)

gdzie Kylx,p;) dane jest wzorem (58 a) dla j = 1,2, ﬁﬁ,d‘i)
wzorem (78) dla j = 1,2.

W tym przypadku funkcja Alx) ma opréoz «=o, Diegun I
rzedu «= d,, a funkcja Blx) =~ biegun I rzedu o= d,. Gérna
strona péiptaszczyzny prowadzi fale powierzchniows okredlong
przez biegun o= di' dolna fale powierzchniowa okredélong przesz
biegun d2. Wzory sg siuszne dla @, £ - d1 i K F - dz'



Dodatek

I. Przediuzenie analityczne calki Cauchy 'ego

Dana jest funkcja zespolona zmiennej zespolonej
k
k- +—

01 Klap)=—pm

gdzie liczba k jest parametrem rzeczywistym dodatnim, k > 0,
g - parametrem zespolonym, pe& .
Rozpatrujemy ja na wybranym pracie I powierzchni Riemanna o
z cigeiem [ 1 ¥ , Rys.D1, dla tych wartodci p , dla ktérych
funkcja K(x,p) nie ma zer na ptacie I, to jest dla pe Brp
Niech Q oznacza linie¢ skierowana ABCD, dla Re« e(-o0,+00),
a " lini¢ skierowang od - k - 1o do punktu =k.

Twierdzenie
Funkeja
K
1 ke
(D2 K,,loc,n)=ex [ Jln R
) e p[?ﬁi K-t el e
r R
jest przedluZeniem analitycznym funkoji
k
1 = Sz it
(p3) K,,(¢c,p)=ex _-[ln i
e e T i F t-o
Dowéd
1. Dla kazdego ustalonego k>0 [ ped,, funkcja K(«,p)

speinia nastepujgce warunki:

a, Jest funkcja analityczna i rdzng od zera na piaszczyinie
x z cieciem I 1t T,

b. K(&'Q)u:—:?; na 1linii Q .

o Klmplatrfomen 12 dla a0
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d. Ind Klx,n)=0, gdzie Ind Klx,p)=— |d[argklxp)]
nd Kie,p) slq(q]zﬁ!mrz

tnKle,p)=tn|Kle, p) [+ iarg K{x,p) jest funkejs anali-
tyczne na plaszczyinie o« 2z cigclem. Wobec wiasnodei b,c,d
funkeji Klx) mamy na linii Q

InKle,p)—0+i0 dla c—=-00 , [NKlx,n)—=0+i0 dla ot—e+ oo .
Wobec tego caika Cauchy'ego

Fla,)= [InKit, p) -2t
Q
jest jednostajnie wzgledem o« i bezwzgl¢dnie zbiezna i jest
dla kazdego ustalonego k 1 p funkcja analityczng dla «xef,
gdzie &£ oznacza obszar polozony na lewo od linii Q.
Zamvkamy lini¢ Q jak na Rys. Dl i korzystamy z twierdzenia
Cauchy ego

§[nK(hp)fu-=
: 3

gdzie C oznacza lini¢ ABCDEFGHIA.
Dla |t|—eoo catke po tukach DE i HI dgzy do zera i mamy

|

ABCD HGFE

W otoczeniu punktu t = =Kk mamy
K(t,n)= vk = /&
f Visk /Zn /s
Stad
an(t,rz)z--;—ln(hk)
Dla t = =k + reiv mamy nasbqpujace oszacowanie

{iF ' Ilnr+|¢i
Jlln—r’-dlti | T rdg——r=0



~ R =

gdzie d | t| oznacza diugoéé rézniczki ruku,

@3
-
8
A B/7R\\C k D
I Bil b =
15
et
HiL I E
i
E

Rys.Di. Zamiang linii catkowania dla przediuzenia calki
Cauchy ego z obszaru 5 na obszar K +¥% -

5, Zatem dla xe 2 i kazdego p ze zbiocru STM zachodzi

réwnosc

"
F(oc,r;)zJ[anAt,ﬁ—ln K_ (el = | m% %
FE IEE

gdzie ipdeksem "+" oznaczono graniczng wartos$é funkcjil z
lewej, a indeksem "~" - graniczna wartosc funkcji 2z prawe}j
strony linii F &, Przyjoujac (Vi-a?),=Vkia®,(Vkia®).=-Vkix?

w funkcji podcalkowej (D3} na linii I otrzymujemy teze.



- 38 -
II, Obliczenie funkcji ¢¥x,d)i &%glx.d)

Obliczmy funkeje

t.-'J‘(m,d)=e><p{———“kmc L(oc,d)}

2mi
gdzie :
ot [ s+ /K-t dt
Lo Tt N
Q
przy czym

s (k*-t*)=(t-d)(t+d) .

Linia Q lezy na ptaszczyfinie « jak pokazano na Rys.D2,
parametr oe® , gdzie przez & oznaczono obszar lezgcy
nad linig Q.

Rys.D2. Polozenie linii caltkowania w caikach Cauchy 'ego I1,(x,d),
I (e.d).
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Oznaczmy

* ln(5+,/k~f) dt
F(s)-J JRet ips

Wtedy

I{ec,d)=F(s)-F(0)

Rézniczkujgc wzgledem parametru 8 mamy

dF(s)=J‘ 1 1 dt J‘ (s-/K-t)dt

ds et Se /-t b | S ket (t-dlltedlt-ed)

'l

Q

% s

‘H./_“m(t-d)mdut.a)} i _Hu teatied |
Q

'Funkeja podcatkowa w calce plerwszej jest funkcjg anali-

tyczng w gérneJ,a w calce drugiej analityczng w dolnej pox-
ptaszczyinie. Zamieniamy catk¢ po linii Q na catke po 1inii
zamknigtej dla caiki pierwszej w gérmej /Rys.D2a/, a dla dru-
giej w dolnej /Rys.D2b/ pdiptaszczyinie 1 korzystamy z twier-—
dzenia Cauchy 'ego

.g_§=21‘ri rgs{ }orss{ }”35[ ]]=
£ S f s L Vk+d
[\/——'k+d(d—oc)2d Jexlatdl)  2d(dead |

=211

2dferd) 2d{x-d) keoclex?-d?)
gdzie skorzystano 2z zaleznosdci d=vki-s? , 0zyli s=vVki-d7.
Zamienmy zmienne

el el e J :

dF _dF dld)__dF s df /K-d

ds didids dd) /k*-s* dld d




Rys.D2a. Zamkni¢cie linii calkowania dla funkcji podcaikowe]
analitycznej w £

)

Rys,D2b, Zamkniecie linii catkowania dla funkecji analitycznej
: w obszarze ¥



Czyli
S0 Jed Jhd R |
d(d) JK-d*| 2dix+d) 2dlx-d) /kea (*-d?)

L 1 3 1 ’, d
2(eed) Sk-d 2Mx-d)/k+d Jk+d [a*-d?)

d(s)

Fls)=21i J[— 2t

1 1
S T T TR 2 e | 9

gdzie ¢ jest dowolna stalsg.
Zgodnie z oznaczeniem

dis) V-5t
I(a,d)=2niJ[ ]dx:?ﬁiJ-[ Jdx
d(0) .

Wg. I.M. Rizika [13] str.90 2.246 {dla pBasask, B=-1)
mamy

(D4) J dx & 1 ,/x + Ja+k
lee-x) /x+k \/ouﬁ \/x+E Soe+k

Zgodnle z tym wzorem

J[ Tl RV RV R A LA
2 \/cu.k \/x+ - Sk \/k X -/ ket

Wobec tego

2
Hee,d)= 2mi 1% N R N T s K~/ 2K
B e | ook e | R | k2R

Ostatecznie po przeksztalceniach

Tl ] 21i e (WVkrd+ koot k=-d + /Kot !
Vo N e e +\/7—'1
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Stad

FHla)= /K e/ + Vi)
i Vieol /2K + ke )

0bliczmy funkoje

s*g(«,d)=exp{321‘_‘,$ 1,(a.d)} ]
gdzie

1 t-
[,(e,d)= In
flod)= |—s g
Q
Linia Q lezy na plaszczyinie « , jak pokazano na Rys.D2,axef.
Oznaczmy :

dt
t-x

X

21 1 init=d)
F‘“-d’-Jm FEREE

Q
wtedy L(x,d)=F(«,d)-Fle,k)

# ——-)dt:Zﬂi[rgs( J+res( )=

9Flx,d) ( N =
ad |\ ftek t-d t-=
Q

:zm[ L Lo ]

Vd+k (d-a) ook (e ~d) ’

gdzie dla skorzystania z twierdzenia Cauchy'ego kentur caiko—
wania zamykamy linia lezacg w gérmej pdéipiaszczyinie jak na
Rys.D2a.

Stagd

d
e dx L An(d-«)
Flee,d) 2111[J Tod s ] 3

gdzie ¢ jest dowolng staly /niezalezna od d4/.



d-o¢ 4
tops dx

Jkrex _k\/ktx(x-m)

Korzystajac ze wzoru (D4) mamy

Lo, )= Flot, ) - Floc, k)= 271i

VIR Jark 2K -Jar K )

dx 1
= - l
j/k*»x(cx—x) T B T B

k

Skad po przeksztalceniach otrzymujemy

T 1 (R V-V T g
i NI VZK* ke
Wobec tego
Z
+d +\/m‘
5%glec,d) = | Yr———
g(oc ) (\/?kﬂ/kﬂx
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