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Jan Holnicki=-Szule
Zaktad Teorii Odrodkdéw Cigglych

0 OPTYMALNYM MODELOWANIU NA MINIMUM LOKALNEGO
UGIECIA

I. Wstep

Znany jest w literaturze szereg prac na temat globalne]j
optymalizacji Konstrukecji np, ze wzgledu na minimalizacje
globalnej energii deformacji czy minimalizacje ciezaru struk—
tury [np. 1, 2, 447] . Niniejsza praca prezentuje zagadnienie
projektowania optymalnego ze wzgledu na lokalne cechy ustroju
- a mianowicie ugiecie w okreslonym punkcie konstrukecji.
Rozwazania prowadzone sg na przyktadzie ustroju kratowego,
aczkolwiek tratwo mogg by¢ uogélnione na inne ustroje (np.ramowe).
Zaprezentowane na zakolczenie rozwazan zastosowanie metody
"remodeling" [3] daje mozliwosé komputerowej analizy zagad-
nienia. Inne znane podejscia mozliwe do zastosowania oparte sa
na wykorzystaniu ukladdéw sprzezonych i analizie wrazliwosci

(por. [8,97 ).

Zaktadajac, ze okreélona jest konfiguracja wyjsciowa struk-
tury kratowej i uklad obciazenia zewnetrznego, poszukiwane jest
takie rozmieszczenie danej objgtosci ¢ materialu (opiaywane
przekrojami A, pretéw ukladu, przy czym 2.4 o= ; gdzie
1, - drugosci pretéw ) aby wartosé bezwzgledna ugiecia |u]

w danym weZle D struktury i w obranym kierunku d osiagngla
minimum,

W rozwazaniach dopuszcza si¢ zerowanle poszczegdélnych
_przekrojéw A; pretéw (znikanie elementéw) a zatem zmiane
topologii uktadu, Zwrdéémy uwage na fakt, ze minimalizujac
ugigcie w weZle D, ktéry moze zostaé usuniety z ukladu prazy
pozostatej czedci zdolnej do przenoszenia obcigienia zewnetrz-
nego otrzymamy rozwigzarie trywialne, w ktérym we¢zel ten
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pozostanie nieruchomy (u-o) lecz izolowany od konstrukcji
(znikanie pretéw z nim sasiadujqeych) « W celu uzyskania
rozwigzan inzyniersko interesujacych mozna tu postuzyé sig
pewnym chwytem formalnym i wprowadzié dodatkowsg silg¢ obcigze-
nia zewnetrznego w wezle D, Sita ta, na tyle mata, aby nie
zaburzata wartosci liczbowych rozwigzania, zapewni nam wspdl—
prace w uzyskanym rozwigzaniu obranego we¢zta D 2z resztg use—
troju. Zaktadaé¢ zatem bedziemy dalej, 2e weze} D, w ktdrym
ugiecie jest minimalizowane, jest wezlem obcigzonym,

W rozwazaniach nie wprowadzamy lokalnych ograniczen wyteze-—
nia materiatu i uzyskujemy w rozwigzaniu struktury izostatyczne.
Analize mozna oczywiscie uzupeinié¢ dodatkowymi ograniczeniami
nieréwnosciowymi narzuconymi na wyte¢zenia w poszczegdlnych
pretach lub na ich przekroje., Zatraca to jednak pewna ceche
jakosciowg rozwigzania optymalnego, ktérej interpretacja jest
celem tej pracy.

W cze¢sgei II pracy sformulowano zagadnienie optymalizacji
i przeanalizowano jego warunki stacjonarnosci, Rozwigzaniami
optymalnymi okazujg sie byé struktury izostatyczne o wyrdéwnanej
pracy wzajemnej sil wewne¢trznych (od obcigzen zewngtrznych )
na deformacjach wywolanych obciazeniem sitg d = 1 w weZle D.

W czesci III omowiono przykiad wspornika kratowego zas w
czesci korncowej IV podsumowano rozwazania proponujac pewng
procedur¢ obliczeniowg opartg na koncepcji modelowania optymal-

nego [6] .

1I, Sformulowanie zagadnienia i warunki stacjonarnosci

Rozwazmy dwa stany obcigzenia, Jeden z nich (I) Jjest stanem
obcigzeri zewng¢trznych okreslonym w zadaniu, podczas gdy drugi
(11) Jest stanem zastepczym obecigzenia silta jednostkowsa
P" = 1 przyrozona w punkcie D (rys.i1) . Sita P’ jest zgodna
co do kierunku z wektorem d.
Z zasedy prac wirtualnych wynika nastepujgca zaleznosé:

Ll Dl =V/E'§’afv
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Rys. 1.
Ze wzgledu na jednostkowosé sity g" , miara skalarna przemiesz-

czenia w punkcie D 1 w kierunku d moze byé przedstawiona dla
struktury kratowej nast¢pujaco:

2)  us [EUEN - 3 £L XX - Z EAiyyY

A
v
gdzie:
}({, > - sily w precie "i" odpowiednio w stanach
obcigzenia I 1 II,
\E“ ‘Jf ~ wydtuzenia preta "i" odpowiednio w stanach I i
II, ;
E}.,q; - modul sprezystosci i pole przekroju poprzecz-

nego preta "i",
Mozna teraz sformutowaé problem modelowania optymalnego:

3) roun JUf = min ]:Z %_:_ﬂ._. -wl-v;:l}

przy naste¢pujgcych ograniczeniach:

- stala objetosé materiaiu konstrukeji
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4) le;é;=C

- warunki réwnowagi ustroju (w obu stanach obciquﬁ)
P+HAY'=0

5) P+ HAV"= 0

~ warunki nierozdzielnosci deformacji (w obu stanach obciqzeﬁ)

V-HU't=0
6) "
Vi-HUt=0
gdzie:
_fy ’lb" ~ wektory obcigzen zewnetrznych [ k,l] ; ke=liczba
wezoéw
ﬁ - macierz koincydencji [k,l-_] ; l=liczba pretow
struktury
_\'/_", l_f” - wektory [1,1] wydiuzen bezwzglednych pretéw
UY U" - wektory [k,3] przemieszczer wgzléw

U
]i - macierz diagonalna [l,i] z nastgpujgcymi ele~
i S En

mentami przekqpniowymi lﬁii' 1{& ?i

%, - wersory kierunkowe pretéw.

Zwigzki (5) » (6) uzywane sg do opisu struktur kratowych w
sformuiowaniu analizy sieciowe}] (np. [3'])

Rozpatrzyuy dwa przypadki. W pierwszym z nich stany \f i
T/ sg podobne, to znaczy, Ze dla kazdego preta "i" sigu \f'-
sign Vf" lub dla kazdego preta "i" gign ‘E’ = -~ gign \7
Mozna wtedy przeprowadzié nastepujace rozwazania,

Definiujgo funkcjonal zmodyfikowany:



IZE.AlVV ]i-)t(ZA[,—C)*‘uJ(PI"‘H E{.)A;u!

/ n ” = -
2y V') + oL (P'+ Hy: ——5“’1:2)“) 2Vl

7)
=/ n o ﬂ
+ /5 ('\, U oy 2,) + 5 (V=T /'(aj_ta'))

gdzie:
S\ 4“’,{5 (J':d,_..lc),/}f‘/&;' (1;_—4{,,__ Z) - skalarne i
wektorowe wspétczynniki Lagrange'a.
Etu)lA(‘) t i : H("U‘—f(&) - nie sumowaé wzgledem

)

indeksu "i",
Warunki stacjonarnosci przyjmuja postaé:

- & E; r . ! # e (.
8) O= [ GV 1+t + ol Hi 5 £ Vi'e oL Hi o4,V

_ (EA 1pn S ES AT !
b0 (52 ) prdy e B8 44

9) “
FV"—O (ELA-V-)7+Oé h",‘. E;Alt +ﬂ
10)  Eyra0= /5 Hy Z ;)

'JC-«U;!: O= —p‘- H7 éa)
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wraz z réwnaniami (4), (5), (6).
gdzie: p ¥
? ='1 jeéli dla kazdego "i" aignVL = sign-v,;

| "
Y mei jeéli dla kazdego "i" sign V; =-sign V;

Zwigzki powyisze opisujg 51 + 2k ¢ 3 + 1 réwnad z 51 + 2k * 3 +
] L 4 2k U 4 7 7]
+ 1 niewiadomymi: A;, Vi, Vi, U}',T&', A o{.l-,oéj, /4‘- ,ﬁ"

Mozna sprawdzié, ze podstawlajgce:

! "
) ¥ -=__I_)'J. jeéli dla kazdego
oL =y "1v stgn V' -
/T = = sign 'V‘:”
i "
ey= U

jeéli dla kazdego "i%
4
sign Vi ¢ sign V/

%= 0
pieo

do warunkéw stacjonarnodci (4) &+ (6) , (8) + (10) otrzymujemy:

i r
e
L 3
(wraz z warunkami (4) , (5) , (6)). Zwiazki (10) sg spetnio-
ne tozsamosciowo, zwigzki (9) przyjmuja postaé identyczng do
(6) zaé warunek (8) prowadzi do zadania réwnomiernie rozlozoe
nej pracy wzajemne}j _G:”;_E_' « Zesp6l powyzszych warunkéw moze
byé spetniony w klasie ukladéw
statycznie wyznaczalnych,

Mozna stwierdzié, Ze kazda izostatyczna, statycznie dopusz-
czalna struktura kratowa z réwnomiernie roziozong gestoscig
pracy wzajemnéj S "&£’ realizuje rozwiazanie stacjonarne,



Rigaa

Rozwigzanie optymalne odpowiada temu sposréd rozwigzad stacjo-
narnych, ktére minimalizuje parametr ;\ (minlmallque zatem
takze wielkodé U= TALELS! =cA ).

Pozostaje do rozwazZenia drugi z zapowledzianych wczesnie}
przypadkéw, gdy stany defornﬂoji SZI i T{” nie sg podobne,
czyll gdy wyrazenie \C Vﬂ nie posiada stalego znaku dla
wszystkich elementéw "i", Rozwigzanie optymalne prowadzi wtedy
do znikania przemieszczenia u=o 1 Zwigzane jest z rozkladem
materiatu opisanym warunkami (4) oraz (por. (2) ):

£ A "
1) 2 —(’,4—'\5’\& =0

III, Przykiad wspornika kratowego

Zilustrujemy powyisze rozwazania przykladem kratownicy
obcigzonej sitg P (rys;z ) .« Problem sprowadza sig do optymal-
nego rozliozenia objetosci o materiailu w celu zminimalizowania

przemieszczenia wgzla A w danym kierunku d (oplsanym kgtem W),

_—

Rys. 2e
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Pierwszy stan obcigzenia (I) silg zewnetrzng P zwigzany ject
z nastepujacym rozktadem sit wewnegtrznych:

14) ==-X; =

podczas gdy drugi stan obcigzenia (II) silq Jednostkowg 1
prowadzi do rozktadu:

X,," . Cos (cl-¥)
in 2ol
15) Sin 2
X7 = cos (et ¥)
Sin 2L

Mozna sprewdzié, ze dla —‘g-bo{{ v < -g—ol_ stany

I 1 I1I nie sg podobne, zatem rozwigzanie optymalneYjest warun—
xiem (por. (13)):

Ly
£ G X szzX Diss

Podstawiajac (14) M (15) do (16) otrzymujemy optymalne propo-
rcje pomiedzy polami przekrojdéw Ay i Az H

17) Ay cos (ot-) = Aq cos (L +4)
gwarantujace znikanie przemieszczenia u wezta A w kierunku ‘7,

Dla _E‘_r_’& L ¢ 1;:'4,,{ stany I 1 II sg podobne, zatem
rozwigzanie optymalne opisane jest warunkiem réwnomiernego

rozktadu pracy wzajemne] (por. (12))

e LN e b
18) E'Afz X4X1 'E:';;_ XZXZ



o ST

Podstawiajge (14) , (15) do (18) otrzymujemy optymalne propor-
; I

cje pomigdzy polami przekrojow Ai 2

- 19) A?; cos (ob-y) = - A2 cos(el+1p)

gwarantujace, ze przemieszczenie u wegza A w kierunku V¢

osigza wartoéé minimalng}

= PL cos (oL-19) cos (L+ ¥)
20) & 2.E cosol sin2ol ( A“ 2 Aq_ ) .

Dotgczajgc warunek statej objetosci materiatu 1 (Ai + Ag) = C,
otrzymujemy nastegpujace rozwigzania koncowe:
-~ dla przypadku pierwszego (por. (17)) H

A e c cos (ol —\p)
L Cos(ol-@) + cos(cl+p)
21
) £ coslelr¥)

A, -
3 ¢ cosld-p)+ cos (ct+ W]

- dla przypadku drugiego ( por. (19)) :
4
AnsimCumpiiia it il Jie
L A + ’_ cos l+y) !
cos (L-p)
[ cos (avg]
22) e ]
oy 1+ ,_ cos (L) |
cos (l-g)
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Przemieszczenie minimalne (20) przyjmuje dla rozwigzania

[ 22) postaé:

Pt

s [ cos (k= ¥) — cos (4+¥)]

200 NSl =

Zaleznodéé wartosci przemieszczenia minimalnego u od kata
pokazano na rys. 3, zas odpowiadajgcy rozktad optymalny materiatu
przedstawiono na rys. 4. -

Punkty charakterystyczne rozktadu materiatu dla \P< g—cé, 1% +ol,
-T2 p _.%_"_H,L . odpowiadaja przypadkom szcze-
gélnym uktadéw geometrycznie zmiennych o znikajgcych elementach

1 lub 2,

IV, Konkluzje

Aczkolwiek przyktad prezentowany powyie] dotyczy} prostego
przypadku kratownicy izostatycznej, to mozna zaprezentowaéd
0gdélng procedur¢ modelowania optymalnego w przypadku dowolnej
struktury pretowej. Opierajac sie na rozwazaniach prowadzonych
W pracy [7]m02na zauwazyé, ze ujmujge lokalnie material
( redukujac przekrsy Ay preta "i" do wartosci (4—:{) A, gdzie
0 (o ¢ 1 ) powodujemy lokalny wzrost deformacji w stanie
1 (&') oraz naprezenia w stanie II (S") do wartosdci odpowied-
niog

Z".'_- el +-/’£.fw)
24) £ o.':‘ :
G} = 6?’ (‘4 7 )

4+ 8 ~ol



2Ec cosk sin2ol

= P2

2sinal
4 2 sinsltosdl |
& e /’7\
‘r [._A_-.zvu_/\_ | b3 L L T '\\F

Ryss 4 .
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gdzie: 2.
€.*77——= =~ charakteryzuje oddziatywanie elementu "i" z

ELA - ?; ! «
Jjego otoczeniem (zdefinlowane W pracy [7])
?L - sita w elemincie "i" wywolana jednostkowg
dystorsjg ¢&; = 1 tego preta.
Ze zwigzkow (24) wynika, 2e wartosé¢ bezwzgledna lokalnej gestos-
cl pracy wzajemnej Iﬁfﬁf"f naprezen stanu 1I na deformacjach
stanu I wzrosnie na skutek ostabienia prazekroju o 01/4; do

wartosecis

‘l\‘H - 7l » d— 2
s} |Elgl = /a‘GL/(%—“ﬁ_d)

Wzmocnienie przekroju preta wywotuje skutek przeciwny.

Mozna dalej pokazaé, ze kantynuujgc proces transportu materiatu
z miejsc niedociazonych (o matej gestosci pracy wzajemnej
/E'6") do miejsc przecigzonych (o duzej gestosci pracy
wzajemnej /£'s’/ ) - por, rys. 5 - dochodzimy w wyniku

( na skutek znikania niektdérych pretow )do struktury izostatycz—
nej o réwnomiernie rozlozonej ge¢stosci bezwzglednej pracy

wzajemnej [ &'s”| ,

68*?///
e

Bys. 5
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W przypadku gdy stany I i II sa podobne (ggstosé pracy &£'G”
jest wszedzie vego samego znaku ) uzyskana struktura jest roz-
wigzaniem optymalnym, W przypadku natomiast, gdy stany I i II
nie sa podobne (gestGSé pracy £6" przyjmuje rézne znaki
dla réznych elementéw ) mozna tak skorygowaé rozmieszczenie
materialu, aby globalna wartosé pracy dodatnio okreélonej
&Gy ( sumowanie po elementach dla ktérych £S5 0)
%

oraz pracy ujemnie okreslonej v[éﬁi"dV' ( sumowanie po

elementach dla ktérych &8¢0 ) réwnowazyty sig, Wtedy
uzyskane zostanie minimum absolutne odpowiadajace zerowaniu
przewmieszczed (3)  u=o.

¥ przypadku, gdy obcigzenie zewnctrzne zredukowane jest do
sity P dzialajacej w punkcie D w kierunku d ( por, rys, 1)
wtedy rozpatryvany tu problem sprowadza sig do przypadku mode-
lowania optymalnego ze wzgledu na minimalizacjg wytgzenia
globalnego ustroju (por, [6], [7] ) .

Podsumowujgc rozwazania mozna zaproponowaé¢ zmodyfikowana
metode przeprojektowyvania dostosowana do komputercwego
rozwigzywania zagadnienia minimalizacji wartoéci lokalnej
ugigcia pod sitsa. Jej schemat blokowy przyjmuje nastepujaca
postac:
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wyzpaczenie stanu deformacji ustroju A7t
(cd obcigzen zewnetrznyeh )

Wyznaczenie stanu deformacji ustroju 177
(od obecigzenia prébnego P'= 1)

-
Wyznaczenie rozkladu gestogcl prac wzajemnych
!

5’;‘1?—.1—5"

' ?
3’,;-: const =)

Ramedeling (por 1)(5,5)
naczenie now
Vp?zztqujo'w AL g

Zbiér rozwigzai opisany przez (13 ), (4)
(renlizuje znikanie przemieszczenia nno)

1

Fwentualne pytania o dalsze d&rea’lenie
zadania
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