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P R É F A C E . 

Je me suis proposé, dans cet Ouvrage, de dévelop-
per le Programme des connaissances exigées pour 
l'entrée aux Écoles du Gouvernement. Toutefois je 
ne me suis point astreint à suivre ce Programme à la 
lettre, et j'ai donné un peu d'extension aux théories 
les plus intéressantes. 

Je me suis attaclié dès le début à montrer le rôle 
et l'imporlance du signe qui précède un nombre; la 
quantité négative et la quantité positive ne sont 
d'abord pour moi que les termes d'un polynôme, et 
en les présentant ainsi je crois être arrivé à donner 
une théorie entièrement rigoureuse du calcul algé-
brique. L'interprétation des signes ne vient que 
beaucoup plus loin. La méthode que j'ai employée 
dans l'exposition de ces principes fondamentaux 
n'est pas adoptée par tous les Professeurs; quoi 
qu'il en soit, je la soumets à leur approbation, et 
j'espère qu'ils ne trouveront rien à objecter du côté 
de la rigueur. 

J'ai cru qu'il était utile, sinon indispensable, de 
développer les propriétés élémentaires des poly-
nômes entiers. L'identification des polynômes joue 
en effet un rôle si important dans l'Analyse, que 
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XIV PRÉFACE. 

c'est vraiment attendre trop longtemps que de re-
mettre cette théorie à la tin de l'Algèbre, dans la 
partie consacrée aux équations de degré supérieur. 

En adoptant cette marche nouvelle, il m'a été pos-
sible de définir d'une manière précise ce que l'on 
entendait par le reste d'une division ; j'ai pu don-
ner immédiatement une démonstration élémentaire 
de la formule du binôme, et enfin terminer ce qui 
avait rapport aux six opérations fondamentales avant 
d'aborder un sujet nouveau. 

Lorsque j'ai eu à traiter des équations du premier 
degré, j'ai cru répondre au désir d'un bon nombre 
de Professeurs et d'Elèves, en entrant dans quelques 
détails au sujet des déterminants, dont l'usage tend 
à s'introduire systématiquement dans l'enseigne-
ment supérieur de nos Lycées. 

J'ai cru faire une chose utile en donnant un peu 
d'extension au Chapitre relatif à l'analyse combina-
toire, et en sortant un peu des limites imposées par 
le Programme. J'ai été ainsi conduit à parler des 
factorielles, des nombres figurés et de leurs appli-
cations à l'analyse numérique. 

La théorie des imaginaires a été exposée d'une 
manière qui paraîtra peut-être singulière, en ce sens 
qu'elle surprend pour ainsi dire l'Élève qui ne voit 
pas très-bien où l'on veut d'abord le conduire; mais 
ce sentiment de surprise, auquel on doit chercher à 
soustraire généralement les Élèves, j'ai fait tous mes 
efforts pour le produire. Les préjugés que l'on a 
contre le symbole \/ — i disparaissent, comme j'en 
ai fait l'expérience, en employant la méthode que je 
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P R É F A C E . XV 

viens d'indiquer. Du reste, on remarquera que j'ai 
évité avec le plus grand soin de parler des racines 
carrées des quantités négatives dans le Chapitre re-
latif aux équations du second degré. 

Dans le Chapitre consacré aux séries, je n'ai pas 
cru devoir donner ce que l'on appelle la condition 
de convergence nécessaire et suffisante. J'ai hésité 
bien longtemps à ce sujet, mais il m'a toujours sem-
blé que l'on ne s'entendait pas parfaitement sur le 
sens de l'énoncé de cette règle. Cet énoncé, entendu 
convenablement, est juste, mais sa démonstration 
est extrêmement délicate; je n'ai pas encore rencon-
tré un seul Élève capable de la reproduire d'une 
façon convenable, et il est très-aisé de se passer de 
la règle en question. 

Il y a plus : les démonstrations directes des règles 
de convergence sont plus nettes, éclairent mieux 
l'esprit, et ont le grand avantage de fournir une li-
mite de l'erreur commise en bornant les séries à 
leurs premiers termes. 

J'ai signalé sur la théorie délicate des séries quel-
ques faut>es dans lesquelles tombent encore aujour-
d'hui d'excellents esprits; j'ai fait connaître le dé-
veloppement de (i -h a )̂'", de sin x, de c o s x , de e-*', 
de / ( i H- x) et de arctanga?; enfin, j'ai cru faire 
une chose utile en généralisant la notion de l'expo-
sant et en présentant la théorie des fractions conti-
nues considérées au point de vue algébrique. 

La théorie des séries, celle des fractions conti-
nues, celle des produits infinis donnent de la rec-
titude à l'esprit et préparent admirablement les 
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XIV PRÉFACE. 

Élèves à suivre avec fruit les cours d'analyse infini-
tésimale. 

Je n'ai rien de particulier à dire sur la théorie des 
équations, sinon que j'ai cru devoir y introduire une 
démonstration simple et très-ingénieuse du théo-
rème de Bezout sur l'élimination, démonstration 
extraite d'un beau Mémoire de M. Liouville. J'ai 
rejeté à la fin la théorie des dérivées comme ne fai-
sant pas partie de l'Algèbre proprement dite ; j'ai 
même hésité longtemps avant de savoir si je consa-
crerais un Chapitre à cette théorie; mais réfléchissant 
qu'elle faisait partie du Programme officiel, je me 
suis cru obligé de la dérober au Cours de calcul dif-
férentiel. 

En terminant, j'adresse mes remercîments à 
M. Suchet, mon ancien Professeur, qui a bien voulu 
m'éclairer de ses lumières et m'indiquer d'utiles cor-
rections. 
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TRAITÉ 

D ' A L G È B R E . 
P R E M I È R E PARTIE. 

CHAPITRE PREMIER. 
N O T I O N S F O N D A M E N T A L E S . 

I . — D É F I N I T I O N S . 

« ... Ijjllgèbre plane pour ainsi dire également sur 
rArithmétique et sur la Géométrie; son objet n'est pas 
de trouver les valeurs mêmes des quantités cherchées, 
mais le système d'opérations à faire sur des quantités 
données pour en déduire les valeurs des quantités que 
l'on cherche, d'après les conditions du problème. Le ta-
bleau de ces opérations, représentées par les caractères 
algébriques, est ce que l'on nomme en Algèbre une for-
mule. » ( L A U R A N G E , Résolution des équations numé-
riques, Introduction.) 

En Algèbre, « les grandeurs, considérées en général, 
s'expriment communément par les lettres de l'alphabet, 
et c'est à Viète qu'est due la notation commode qui trans-
porte à la langue analytique les alphabets des langues 
connues. L'application que Viète fît de cette notation à 
la Géométrie, à la théorie des équations et aux sections 
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2 T R A I T É 1) A L G È B R E . 

angulaires forme une des époques remarquables de l'his-
toire des Mathématiques. » ( L A P L A C E , Théorie analytique 
des prohahilités, llv. I, partie.) 

I I . — D E S Q U A N T I T É S N É G A T I V E S . 

En Algèbre comme en Aritlimélique, nous ferons usage 
des signes H- et — pour exprimer que les quantités sé-
parées par ces signes doivent être ajoutées ou retranchées 
l 'une de l'autre. Les quantités qui dans une formule ne 
sont précédées d'aucun signe, ou qui sont précédées du 
signe -h , sont appelées quantités positives ^ celles qui sont 
précédées du signe — sont appelées négatii^es. 

On considère souvent les quantités négatives indépen-
damment des formules dans lesquelles elles doivent en-
trer j mais quand nous parlerons dorénavant d'une quan-
tité négative, il faudra toujours sous-entendre qu'elle fait 
partie d'une formule sans laquelle cette quantité n'offri-
rait aucun sens net à l'esprit. Ainsi, par exemple, quand 
nous jiarlerons de la quantité — 4? nous devrons toujours 
supposer une formule, par exemple 

5 — 4 = 1, 2 4 - 7 — 4 — 5 , . . . , 

dont — 4 fasse partie, sans qu'il soit cependant nécessaire 
de préciser la formule en question. On conçoit, en effet, 
que le signe — placé devant le chiffre 4 donne à ce chiffi e 
certaines propriétés dont il jouira, quelle que soit la for-
mule dans laquelle il se trouve écrit. Ce que aous venons 
de dire du symbole — 4 pourrait se répéter de cet autre 

que l'on ne saurait concevoir que comme faisant 
partie d'une formule existante. 

On appelle valeur absolue et quelquefois aussi module 
d'une quantité positive ou négative le nombre précédé du 
signe + ou — qui entre dans cette quantité. 
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C H A P I T K E P R E M I E R . 3 

On dit que deux quantités sont é^a/e.?, lorsque leurs 
valeurs absolues sont égales et que leurs signes sont les 
mêmes; cette égalité algébrique s'exprime à l'aide du 
signe = , qui n'amène aucune confusion si nous conve-
nons de regarder comme précédées du signe + les quan-
tités arithmétiques qui n'ont pas de signe. 

On convient de regarder les quantités négatives comme 
plus petites que zéro, et d'autant plus petites que leur va-
leur absolue est plus grande, et on conserve les signes <<, 
>» de l'Arithmétique pour exprimer qu'une quantité po-
sitive ou négative est plus petite ou plus grande qu'une 
autre. 

Ces conventions n'ont d'autre but que de simplifier le 
langage et d'éviter de longues périphrases; on finit par 
s'y accoutumer, et Ton y trouve souvent le grand avan-
tage de comprendre dans un seul énoncé plusieurs pro-
positions qui sans cela nécessiteraient autant d'énoncés 
distincts. 

I I I . D E S Q U A T R E O P É l i A X I O N S F O W N A M E N T A L E S . 

Anurnow. — I j addition algébrique est une opération 
qui a pour but de faire la somme algébrique de deux ou 
plusieurs quantités. 

On appelle somme algébrique de deux quantités de 
même signe la somme de leurs valeurs absolues précédée 
du signe commun; la somme algébrique de deux quan-
tités de signe contraire est la diflerence de leurs valeurs 
absolues précédée du signe de la plus grande. 

Ainsi la somme de — 4 et —• 5 est — 9, la somme de 
— 4 et H- 5 est -f-1, celle de 4- 4-et — 6 est — 2. 

La somme de plusieurs quantités telles que — i , -f- 2, 
— 4 ^ + 7 est le résultat obtenu en ajoutant la première 
et la seconde, puis la troisième à la somme des deux pre-
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4 T K A I T É D ' A L G K B U E . -

mières, puis la quatrième à la somme des trois pre-
mières, etc. 

Pour indiquer que plusieurs quantités doivent être 
ajoutées, on fait usage du signe -+•••, ainsi 

représente le résultat obtenu en ajoutant — 2- à — 4 et 
H- 5 à la somme ainsi obtenue. Le plus souvent, on se 
contente d'écrire les quantités les unes à la suite des 
autres sans clianger les signes; ainsi 

est équivalent à 

Le symbole 3 + 6 — 4 + 1 — 2, qui en Arithmétique 
représente une suite de sommes et de différences, et en 
Algèbre une somme, conduit dans les deux sciences au 
même résultat lorsqu'il est arithmétiquement possible, 
ce qui est très-avantageux au point de vue des applica-
tions. 

Quelquefois on désigne une quantité positive ou néga-
tive telle que — 4 P^r une seule le t t res . Pour exprimer 
que plusieurs quantités a, b, c , . . . , doivent être ajoutées, 
on les sépare les unes des autres par le signe + , ainsi : 
a + ^ + c + . . . . 

L E M M K . — On a pour loiiles les valeurs de a et de b 

En effet, désignons par a et iS les valeurs absolues de a 
et de ^ 5 le premier membre de la formule précédente peut 
prendre six formes différentes comprises dans le tableau 
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su ivant : 

i" 

3° 

4° 
5° 
6 ° 

Pour obtenir la valeur de laquatrième forme —a-|-(3—(3, 
il faut retrancher (3 de a et donner au résultat le signe — : 
on obtient ainsi — ( a — ( 3 ) 5 puis il faut ajouter (3 à 
a — jS et donner au résultat le signe — ; on reproduit 
ainsi — a ou a . En interprétant de la même façon cha-
cune des cinq autres formes, on ariive toujours au même 
résultat a-, ce qui démontre le lemme énoncé. 

S O U S T R A C T I O N . — L a soustraction est une opération qui 
a pour but, étant donnée une somme de deux parties et 
l 'une d'elles, de trouver l'autre. 

Celte définition renferme comme on voit celle qui a 
été donnée en Arithmétique pour les quantités positives. 

Proposons-nous de soustraire — 4 + 3 : le résultat 
doit cire tel, que si on lui ajoute — 4 on trouve -h 3; le 
nombre + 3 - 1 - 4 jouit de cette propriété. En effet, si on 
lui ajoute — 4 : on retrouve 3 + 4 — 4 ou 3 , et il est 
bien évident que si l'on ajoute — 4 ^ ui^ nombre plus 
grand ou plus petit que + 3 + 4? on trouve un nombre 
plus grand ou plus petit que + 3. Nous voyons donc que 
pour soustraire une quantité d'une autre, il faut changer 
le signe de la quantité à soustraire et l 'ajouter à l'autre. 
Lorsqu'une seule lettre désigne une quantité avec son 
signe, le signe — placé devant cette lettre indique que la 
quantité en question doit être retranchée de celle qu'elle 
suit. 

M U L T I P L I C A T I O N . — jMultiplier algébriquement une 
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quanlilé par une autre, c'est faire le produit de leurs va-
leurs absolues et donner au résultat le signe 4- si elles 
ont le même signe et le signe — si elles sont de signe con-
traire. Les dénominations de multiplicande, multiplica-
teur, facteurs, produit s'appliquent à la multiplication 
algébrique comme à la multiplication arithmétique. 

On donne quelquefois la définition de la multiplication 
sous forme de règle, en disant d'une manière abrégée que 

multiplié par + donne 

C'est en cela que consiste ce que l'on appelle souvent la 
règle des signes ; d'après cette règle, on voit, par exemple, 
que — 7 multiplié par + 4 donne — 28, que — 5 mul-
tiplié par — 6 donne + 3o, etc. Lorsqu'une seule lettre 
désigne une quantité avec son signe, on exprime que plu-
sieurs quantités doivent être multipliées entre elles en les 
séparant par le signe X , par un point, ou encore en les 
écrivant sans aucun signe les unes à la suite des autres; 
ainsi 

sont trois notations qui indiquent que l'on doit multiplier 
la quantité a par et le résultat par c. Quand un des 
facteurs est un nombre positif et l 'autre une lettre, on ne 
met ordinairement pas de signe entre le multiplicande et 
le multiplicateur. On conçoit que celte convention ne 
saurait s'appliquer à plusieurs facteurs numériques d'un 
même produit; en effet, 23, par exemple, offrirait un sens 
ambigu et représenterait également les deux nombres 6 
et ( 2 0 H- 3). 

D I V I S I O N . — La division algébrique est une opération 
qui a pour but, étant donné un produit de deux facteurs 
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appelé dividende et l 'un de ses facteurs appelé diviseur, 
de trouver l 'autre appelé quotient. 

Pour diviser une quantité par une autre, il est facile de 
démontrer qu'il suffît de diviser la valeur absolue du di-
vidende par la valeur absolue du diviseur, en ayant soin 
de donner au quotient le signe H- si le dividende et le di-
viseur sont de même signe, et le signe — dans le sens 
contraire. En d'autres termes, et d'une manière abrégée, 

divisé par + donne 
» — » 
» H- » 
» — » 

En effet, soit à diviser — 7 par + 5 , le résultat doit 
être tel, que multiplié par + 5 il donne — 7 5 donc la 
valeur absolue du résultat multipliée par 5 donne 7 5 donc 

la valeur absolue du résultat est bien ^ : il reste à trouver 
5 

son signe. Dans l'exemple que nous avons choisi, il est bien 
évident que le quotient a le signe —, car toute quantité po-
sitive multipliée par + 5 reproduit une quantité positive. 
En supposant le dividende négatif et le diviseur négatif, 
il faut que le quotient soit positif-, car s'il était négatif, en 
le multipliant par le diviseur qui est négatif, on trouve-
rait un résultat positif différant par conséquent du divi-
seur. En répétant le même raisonnement sur un dividende 
positif et un diviseur successivement positif et négatif, on 
arrive ainsi à vérifier dans tous les cas la règle que nous 
avons donnée relativement au signe du quotient. 

En Algèbre comme en Arithmétique, le quotient de 
deux quantités s'indique en écrivant le dividende au-
dessus du diviseur et en les séparant par une ligne hori-
zontale, ou encore en écrivant le diviseur à la suite du 
dividende et en les séparant par deux points. 
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I V . — D E S L I M I T E S E T DES IK C O M M E T s i ; R A B L E S . 

On appelle limite d'une quantité variable une quantité 
fixe dont la quantité variable s'approche indéflninient, 
de manière que leur dilTérence ait une valeur absolue sus-
ceptible de devenir aussi petite que l'on veut. 

Ainsi, par exemple, i est la limite des fractions pro-

prement dites constamment croissantes; est la limite 
vers laquelle tendent les fractions o,3, o,33, o,333, etc., 
lorsque le nombre de leurs chiffres 3 augmente indéfini-
ment, etc. 

T H É O R È M E I . — Lorsquune (Quantité algébrique croît 
constamment sans devenir plus grande qu une quantité 

fixe, elle a une limite. 
En effet, en attachant aux mots plus grand que, plus 

petit que le sens que nous avons expliqué plus haut (II), 
on voit qu'il existera une quantité fixe que la quantité va-
riable ne pourra pas surpasser, mais telle, que toute quan-
tité fixe inférieure pourra être égalée par la variable : 
cette quantité est évidemment la limite de la quantité va-
riable en question. 

T H É O R È M E II. — Lorsquune quantité décroît sans 
cesse sans pou^^oir devenir moindre quune quantité fixe 
donnée, cette quantité variable a une limite. 

En effet, cette limite est évidemment la plus petite des 
quantités à laquelle la variable ne peut devenir inférieure. 

T H É O R È M E III. — Si deux quantités sont constamment 
égales, si Vune d^elles admet une limite. Vautre en 
admet une aussi, et ces deux limites sont égales. 

En effet, soient a el b les quantités variables et A la 
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limite de A — a peut devenir moindre en valeur ab-
solue que toute quantité donnée. Il en sera de même de 
A — £ qui lui est égal; donc par définition A est la limite 
de b. c. Q . F . Ï ) . 

On appelle commune mesure entre deux quantités A 
et B de même espèce une quantité C qui soit contenue un 
nombre exact de fois dans A et dans B. 

Pour trouver une commune mesure entre A et B, on 
peut d'abord cherclier si la plus petite B de ces quantités 
est contenue un nombre exact de fois dans A 5 s'il en était 
ainsi, B serait la commune mesure cbercbée; sinon on 
peut diviser B successivement eu deux, trois, quatre, etc., 
parties égales, et chercher si l 'une de ces parties est con-
tenue un nombre.exact de fois dans A. Mais il peut ar-
river que, quelque grand que soit le nombre entier ti, la 
/z'̂ '"̂  partie de B ne soit jamais contenue un nombre exact 
de fois dans A 5 on dit alors que A et B n ont pas de com-^ 
mune mesure ou sont incommensurables. 

Pour trouver une commune mesure entre A et B, ou 
peut suivre un procédé analogue à celui qui fournit en 
Arithmétique le plus grand commun diviseur. A cet ellét, 
on retranche de A la plus petite B des deux quantités en 
question autant de fois qu'on le peut; on trouve alors que 

(1) A = <7 fois B H- un reste R moindre que B, 

q désignant un certain nombre entier. On retranche en-
suite R de B autant de fois que l'on peut, et l'on trouve 
alors, par exemple, 

(2) B = q' fois R -+- un res'.e R' moindre que R. 

On retranche ensuite R ' de R autant de fois qu'on le peut, 
et l'on trouve ainsi 

(3) R= q" fois R' 4 - un reste R" moindre que R' ; 
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et ainsi de suite. 11 peut se faire que Tun des restes R, 
R ' , R " , . . . , soit n u l , et alors le reste précédent est la 
commune mesure. En effet, supposons R'" nul , R ' sera 
alors égal à un nombre exact q'" de foisR", et l'égalité (3) 
nous montre que R est égal à q" fois R ' , c'est-à-dire 
q"-Xq"' ïo\s R " plus une fois R", c'esl-à-dire q"q'"-h i 
fois R". L'égalité [ i ] montre ensuite que B est égal à 
q'[q"q"'-\-i) 4-1 foisR"; enfin l'égalité (i) montre que A 
est égal à q \_q' {q"q"'^\) H- i ] fois R"; R" est donc une 
commune mesure entre A et B. 

Ajoutons que le procédé que nous venons d'indiquer a 
l'avantage de faire connaître la plus grande commune me-, 
sure entre A et B-, il est facile de le prouver en suivant le 
même mode de démonstration qu'en Arithmétique, lors-
qu'il s'agit de trouver le plus grand commun diviseur 
entre deux nombres. 

Lorsque les quantités A et B n'ont pas de commune 
mesure, le procédé que nous venons de suivre, pris à la 
lettre, ne permet pas d'affirmer qu'il en est ainsi 5 les 
opérations, à la vérité, ne se terminent pas, mais rien ne 
prouve qu'elles ne se termineront pas après un temps plus 
ou moins long. 

En Arithmétique, on a donné les définitions suivantes : 
Mesurer une quantité A c'est chercher combien de fois 

elle contient une quantité de même espèce B prise pour 
unité, ou combien de fois elle contient une certaine partie 
de B divisé en parties égales 5 le résultat de cette opération 
est ce que l'on appelle un nombre entier ou fractionnaire. 
Le nombre qui mesure une quantité A est donc ce qui 
nous indique la relation de grandeur entre la quantité en 
question A et son unité B, ou si Ton veut ce qui exprime 
le rapport de A à B. 

D'après la définition donnée en Ari thmétique, il 
n'existe pas de nombre mesurant une quantité A incom-
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mensurable avec son unité, car s'il existait une fraction -

mesurant le nombre A, A contenant p fois la q'^'"" partie 
de l 'unité, cette q'^'"'' partie de l 'unité serait une commune 
mesure entre A et l 'unité. 

Cependant il existe certainement une relation de gran-
deur entre A et l 'unité : voici comment on peut la définir. 

Partageons l 'unité en n parties égales, A contiendra, 
par exemple, m de ces parties, mais n 'en contiendra pas 

m m I , 1 m - f - i ; — et mesurent cionc deux quantités com-

mensurables P et Q telles, que 

P < A < Q , 

et différant de A d'une quantité moindre que la Ji'̂ '"^ partie 
de l 'unité, c 'est-à-dire différant de A d'aussi peu que l'on 
veut, puisque l'on peut choisir Ji aussi grand que l'on 
veut. Soit n , et supposons que A contienne m' fois 
la partie de l 'unité et ne la contienne pas m ' i 
^ . m' m' -h I , 

lois; — e t — mesureront des quantités commensu-

rables P ' et Q ' telles, que 

P ' < A < Q ' . 

La différence entre P ' et A pourra être prise moindre 
que la partie de l 'unité, et, par conséquent, en pre-
nant n ' assez grand, P ' p o u r r a être compris entre P et A, 
el, par conséquent, le nombre ^ sera plus grand que —• 

On déterminerait de la même façon un nombre -^^plus 

grand que ^ et mesurant une quantité P " comprise entre 

P ' et A, etc. Les nombres ••) sont ce que Ton 
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peut appeler les mesures approchées de A. Ils ont une 
limite5 cette limite est ce que l'on appelle le nombre in-
commensurable qui mesure A. En efïet, ces nombres vont 

. r , . , TO + I 

en croissant et restent toujours inieneurs a —-— qui me-

sure Q plus grand que A. 

Soit - une fraction définie par la condition que A soit 
compris entre p. fois et f/ + i fois la v'®'"" partie de l 'u-
nité; il est facile de prouver que la limite vers laquelle 

tend - est le nombre a qui mesure A lorsque v croît in-

définiment. En effet, soient R la grandeur mesurée par -

et S celle qui est mesurée p a r — o n a 

R < A < S . 

La différence entre R et A est moindre que la v''""" partie 
de l'unité5 la différence entre P et A est moindre que la 
l̂ime pai-t̂ ê (Je rxinité; donc entre P et R la différence est 

moindre que la /i''"'^ partie de l'unité, en supposant, par 
exemple, v plus grand que ii. Mais quand on fait croître n 
et V indéfiniment, v suivant une loi quelconque et n en 
le faisant passer par les valeurs n'^ Jt",..., définies tout à 

l'heure, les nombres — et - qui mesurent P et R diffèrent n V ^ 

de moins de - , c'est-à-dire que leur différence peut être 

prise aussi petite que l'on veut. Or ^ a pour limite a, 

c'est-à-dire peut en différer d'aussi peu que l'on veut. ^ 

peut différer de — d'aussi peu que l'on veut; donc il peut 
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aussi différer de a d'aussi peu que l'on veut; en d'autres 

termes, - a pour limite a. 

a aussi pour limite a5 car LztLl diffère de 

de -5 que l'on peut prendre aussi petit que l'on veut. 

Il résulte de là que pour définir le nombre incommen-
surable qui mesure une' quantité A incommensurable 
avec son unité, il suffit d'indiquer quelles sont les frac-
tions mesurant les quantités inférieures à A et commen-
surables avec l 'unité, ou supérieures à A et commensu-
rables avec l'unité. 

Les définitions des mots somme, différence, adoptées 
pour les nombres commensurables, s'appliquent avec lu-
cidité aux nombres incommensurables : il n'en est pas de 
même du mot produit. 

Nous définirons le produit de deux incommensurables 
A et B en désignant les nombres commensurables infé-
rieurs et supérieurs à ce produit. En désignant par a ei b 
les nombres commensurables inférieurs à A et B ayant 
pour limite A et B, par a' et h' des nombres commensu-
rables supérieurs à A et B ayant pour limite A et B, il 
est clair que a' h' sera plus grand que ab\, or <2 et Z» crois-
sant et tendant vers leurs limites, ah croit..Comme il ne 
peut jamais surpasser a'b', il a une limite; de même 
a'b' a une limite : il est facile de voir que ces limites 
sont égales. En effet, soient a la différence entre a et 
(3 celle entre b et b\ on a 

Mais b' est une fraction ; supposons-la égale à : • Multi-

plier a -f- a par > c'est en prendre les ; Or re-
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présente le tiers de rt + a, car en ajoutant ^ + ^ trois 
«3 O 

fois à lui-même, on reproduit n-i-oc. En ajoutant deux 
{I Oi 0 fois 3 + 3 ^ui même, on a les - de ^ + a, et l'on trouve 

ou 

On prouverait d'une manière semblable que [b' — (3) a 
est égal à b'a — (3a; la formule (i) donne alors 

\ 

Or a et peuvent être pris aussi petits que l'on veut; le 
second membre de la formule précédente peut donc être 
rendu aussi petit que l'on veut, et. par suite a'b' et ab 
peuvent être pris aussi peu diftérents l 'un de l'autre que 
l'on veut, ce qui revient à dire que leurs limites sont 
égales. 

La limite commune de ab et de a' b' est ce que l'on ap-
pelle le produit de A par B; on le désigne toujours par la 
notation A X B ou AB, et comme ab est toujours égal 
à ba^ leurs limites AB el BA sont égales. 

T H É O R K : M E . — Un produit de plusieurs facteurs in-
commensurables ne change pas quand on intervertit 
l'ordre des facteurs. 

En eiïet, soient a , c, c?,..., des quantités inférieures 
à A, B,C, D, . . . , respectivement; le produit ABCD est la 
limite vers laquelle tend le produit ab ^ c ou abc-, de 
même ABCD est la limite vers laquelle tend abcXd ou 
abcd Or, par exemple, abcd est égal à acdb\ donc 
leurs limites ABCD, ACDB sont égales. c. Q. F. D. 

Le quotient de deux incommensurables appelées divi-
dende el diviseur est un nombre qui, multiplié par le di-
viseur, reproduit le dividende. 
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Soient D le dividende, d le diviseur; je dis que le quo-
tient existe toujours. En eflet, soient A, A', des 
quantités comniensurables satisfaisant aux relations 

on trouvera toujours deux nombres q et q' satisfaisant 
aux relations 

(0 

Si l'on fait tendre A et A' vers D, ^ et vers d, q di-
minue, q' augmente, mais on a toujours q^ q'\ donc q 
et q' ont chacun une limite. Je dis que ces limites sont 
égales; en eftét, en appelant / 'la différence entre A et A', 
et s la différence entre ^ et on a, au lieu des for-
mules (i), 

et, en retranchant membre à membre, 

En faisant usage d'un raisonnement déjà fait à propos 
de la multiplication des incommensurables, on a 

ou bien 

Mais s et /• pouvant être pris aussi petits que l'on veut, 
^q ' el ^q peuvent être pris aussi voisins l'un de l'autre 
que l'on veut, et par suite q et q' aussi; ce qui prouve 
bien l'existence d'un quotient unique. 

Il va sans dire que l'on peut considérer des quantités 
négatives incommensurables, et que les théories dévelop-
pées plus haut leur sont applicables. 
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V . P l U N C I P E S FONDAMENTAUX. 

L E M M E P ' ' . — Si deux quantités ajoutées algébrique-
ment à une troisième donnent des résultats égaux, elles 
sont égales. 

En eflet, elles représentent la différence aflgébrique 
enlre les deux mêmes quantités, différence dont la valeur 
est unique d'après la définition donnée (IH). 

L E M M E I L — Si N représente un nombre positif su-
périeur à la somme des valeurs absolues de a et Z>, on a 

Nous distinguerons plusieurs cas : 
1® « ^ o, è ^ o j dans ce cas, qui est celui de l 'Arith-

métique, le théorème est évident. 
2® rt > o, b C^o et a -{-b'^ o. Posons b = — jS, l 'o-

pération représentée par N + H- ou N + (a — (3) 
revient à ajouter à N rt diminué de (3, ce qui- peut se faire 
en ajoutant d'abord a , ce qui fournit un résultat trop fort 
de f3, puis en retranchant /3 5 on a ainsi finalement 

3° a > o , b<^o et a-j-b<^o. Posons b = —(3-, 
ajouter « + /? à N revient à ajouter a — (5 ou à retrancher 
a — j3 changé de signe, c'est-à-dire (3 — a. Pour faire cette 
opération, retranchons (3, nous aurons trop retranché, et 
le résultat sera trop petit de A; il faut donc l'augmenter 
de a pour obtenir la somme demandée, et l'on obtient 
alors N — (3 + a . Mais il est bien clair qu'au lieu de di-
minuer N de (3 et de l'augmenter ensuite de a , on peut 
immédiatement l'augmenter de a et le diminuer de [3, ce 
qui donne 
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La question est ramenée à retrancher a + (3 de N, ce qui 
peut évidemment se faire en retranchant successivement a 
et j3 5 on obtient alors 

. On aura 

c'est-à-dire, en vertu des cas (2) et (3), 

Mais a étant une quantité négative, il est clair que l'on 
peut d'abord retrancher (— a) , puis ajouter et l'on a 

P R E M I E R P R I N C I P E . — Une somme algébrique ne 
change pas de valeur quand on interverlit l'ordre de ses 
parties. 

Le cas de deux parties n'a pas besoin d'être examiné 
puisque, d'après la définition donnée (III), l'ordre n'in-
tervient pas dans la formation d'une somme de deux 
parties. 

Considérons une somme a b c composée de trois 
parties*, désignons par N un nombre plus grand que la 
somme des valeurs absolues de a, c. On aura, en vertu 
du lemme II, 

Or il est clair que la dernière de ces quantités égales 
I . 2 

http://rcin.org.pl



L 8 T R A I T É N A L G K B R E . 

peut s'écrire 

En effet, par exemple, si a — — 2, & = c — — 5, 
peu importe que l'on retranche d'abord 2 de N pour lui 
ajouter ensuite 3 et lui en retrancher enfin 5, ou que l'on 
effectue ces opérations dans un autre ordre. En définitive, 
on aura toujours diminué N d'autant d'unités et de par-
ties d'unités qu'il y oti a dans les termes soustractifs, et 
on l'aura augmenté d'autant d'unités et de parties d'unité 
qu'il y en a dans les termes additifs. 

Or on a 

Mais les seconds membres de ces égalités sont égaux; 
donc les premiers le sont aussi; donc, en vertu de notre 
lemme P"̂ , 

Donc, 1° dans une somme composée de trois partiesj 
on peut intervertir l'ordre des deux dernières parties. 

2° Considérons une somme composée d'un nombre 
quelconque de parties + on 
peut considérer a b .. e comme effectué puisque 
le symbole a-\-b-\-c-^-...-\-e-\-/+ g signifie que 
l'on doit d'abord a joutera et b, puis le résultat avecc, etc. 
Mais alors on voit que l'on est ramené à une somme de 
trois parties f e l g \ donc on a 

Donc, dans une somme composée d'un nombre quel-
conque de parties, on peut intervertir l'ordre des deux 
dernières. 
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3° On conclut de la formule précédenie 

Donc, dans une somme, on peut inteivertir Vordre de 
deux parties consécutives. 

4° De là on conclut que dans une somme on peut 
intervertir V ordre des parties d'une façon tout à fait 
arbitraire. En effet, en alternant une des parties succes-
sivement avec celles qui la précèdent ou la suivent, on 
pourra lui faire occuper telle place que l'on voudra. 

c . Q . F . n . 

D E U X I È M E P R I N C I P E . — Pour ajouter une somme à une 
quantité, il suffit de lui ajouter successivement chacune 
de ses parties. 

En eftét, proposons-nous d'ajouter a b c h P, le 
résultat sera 

Mais on peut supprimer la parenthèse dans celte der-
nière formule, car elle exprime qu'au résultat obtenu en 
ajoutant è à a , et c à la somme ainsi obtenue, il faut 
encore ajouter P ; ce qu'exprime également le symbole 

que l'on peut aussi écrire 

eu vertu du principe précédent ; donc, etc. c. Q. F. n. 

TROisiiiME PRINCIPE. — Une somme algébrique peut 
s'obtenir en ajoutant séparément les quantités de même 
signe, en faisant la différence des résultats obtenus, et 
en. donnant à cette différence le signe du plus grand. 

2. 
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En effet, 

et en vertu du principe précédent 

ce qui démontre le principe en question. 

QuATiiiîiME puiîvciPE. — Pouv changer le signe cVune 
somme algébrique, il sujfit de changer le signe de cha-
cune de ses parties. 

En effet, pour faire la somme de plusieurs quantités, 
on ajoute les quantités de même signe, on fait la diffé-
rence des résultats A et B, on donne à cette différence le 
signe du plus grand de ces deux résultats. Or, en chan-
geant les signes de tous les termes de la somme, on change 
les signes de A et de B, et par suite le signe que l'on doit 
donner à leur différence qui est la somme algébrique en 
question. 

CiNQuiiiME PRINCIPE. — Un produit ne change pas de 
valeur quand on intervertit Vordre de ses facteurs. 

Ce théorème a été démontré pour les nombres positifs. 
Pour l'étendre au cas où quelques facteurs seraient néga-
tifs, il suffit d'observer que la valeur absolue du produit 
ne change pas quand on intervertit l'ordre des facteurs. 
Quant au signe du résultat, il est — si le nombie des fac-
teurs négatifs est impair, -h dans le cas contraire; il est 
donc aussi indépendant de l'ordre des facteurs. 

S I X I Î ; M E P R I N C I P E . — Pour multiplier une quantité par 
un produit, il suffit de la multiplier successivement par 
chacun des facteurs du produit. 
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La démonstration de ce principe se fait en Algèbre 
comme en Arithmétique. 

S E P T I Î : M E P R I N C I P E . — Lorsque l'on multiplie le divi-
dende d'une division par une certaine quantité, le quo-
tient est multiplié par cette quantité. 

En effet, soient D le dividende, d le diviseur et q le 
quotient, on a 

en multipliant par m le^ deux membres de cette égalité, 
on trouve 

Cette égalité montre que d multiplié par qm reproduit 
D m ; donc qni est le quotient de D m par d\ donc, etc. 

c . Q . F . D . 

H I ; I T I Î - : M E P R I N C I P E , —Lorsque l'on multiplie le divi-
seur par un certain nombre, le quotient est divisé par ce 
nombre. 

En effet, en conservant la même notation que tout à 
l 'heure, l'égalité 

peut s'écrire 

En elïet, ^ est une quantité qui multipliée par m re-

produit q-. donc, multipliée par dm, elle reproduira dq\ 

donc enfin D est le produit de deux facteurs dm et — ; ce 

qui revient à dire que — est le quotient de D divisé par 

dm. 

N E T 3 V I È M E P R I N C I P E . — Lovsque Von multiplie le di-

http://rcin.org.pl



2 2 Ï I I A I T É D ' A L G È B I U : . 

vidende et le diviseur par une même quantité, le quo-
tient ne change pas. 

En effet, en conservant toujours les mêmes notations, 
on a 

ce qui démontre que q est aussi bien le quotient de D di-
visé par d que le quotient de Dm divisé par dm. 

C . Q . F . R>. 

Dixii;ME P R I K C I P E . — Pour diviser un produit par Vun 
de ses facteursil suffit de supprimer ce facteur. 

En effet, le résultat ainsi obtenu est tel, que, multiplié 
par le facteur en question, il redevient égal au produit 
proposé. 

OwziiiME piimciPE. — 1° Quand on divise le dividende 
par une certaine quantité, le quotient est divisé par cette, 
quantité ^ 2° quand on divise le diviseur par une certaine 
quantité, le quotient est multiplié par cette quantité^ 
3" enfin, quand on divise le dividende et le diviseur par 
une même quantité, le quotient ne change pas. 

Ces principes deviennent évidents si l'on observe que 

diviser par m une quantité, c'est la multiplier p a r ^ - En 

effet, en désignant par A une quantité quelconque, si l'on 

multiplie le produit A X ^ par m, on a 

Oi- — X m est évidemment égal à i , car, par définition 
m 

même, — est un nombre qui multiplié par m donne i ; on 
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a d o n c 

Ainsi le produit de A par multiplié par m, donne A ; 

donc A X — est le quotient de A divisé par m. c. Q. F, D. 

D O U Z I Î : M E P R I N C I P E . — Pour diviser une quantité par 
un produit, il suffit de la diviser successivement par 
chacun des facteurs du produit. 

En effet, proposons-nous de diviser A par abcd. Divi-
sons A par soit q le quotient 5 divisons q par soit q' 
le quotient; divisons q' par c, soit le nouveau quo-
tient; enfin soit q'" le quotient de la division de q" par c/, 
on aura 

En multipliant membre à membre ces égalités, on a 

et en divisant par par q' et par q" les deux membres 
de cette égalité, on a 

ce qui prouve que q'" esi le quotient de la division de A 
par abcd. 
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C H A P I T R E IL 

D E S P O L Y N O M E S . 

I . P R É L I M I J V A I K E S . 

On appelle monôme ou terme une quantité prise iso-
lément ou un ensemble de quantités qui, dans une for-
mule, ne sont liées entre elles par aucun des signes + 

. . ab ou — -, ainsi 2 — est un monome. 
c 

On appelle pofynôme une quantité composée de-plu-
sieurs ternies séparés par les signes H- ou — ; ainsi 
ab — c -f- de est un polynôme. Les polynômes se divisent 
en binômes, trinômes, e t c . , selon qu'ils ont deux, 
trois, etc., termes. 

On a déjà défini en Arithmétique ce que l'on appelait 
puissance d 'un nombre; en Algèbre on appelle, comme 
en Arithmétique, puissance n'"'"" d 'une quantité le pro-
duit de n quantités égales à celle-ci; la deuxième puis-
sance d 'une quantité s'appelle aussi carré de cette quan-
ti té; la troisième cube. 

Pour indiquer d 'une manière abrégée la puissance / z ' ^ 
de 1 a quantité a^ on écrit le nombre n au-dessus de 
ainsi : a" ; le nombre n ainsi placé porte le nom d^ex-
posant. 

On appelle coefficient d 'une quantité dans un terme 
l'ensemble des facteurs de ce terme qui n 'entrent pas dans 
la quantité en question; ainsi, dans le terme 3 a est 

http://rcin.org.pl



C H A P I T R E I I , 2 5 

le coefficient de b, 3 est le coefficient de ab. Dans i 
a 

b 2 
2 est le coefficient de -•> - est le coefficient de Z>, etc. 

a a 
On appelle termes semblables ceux qui ne difïerent 

que par leurs coefficients. On voit par là que la simili-
tude de deux termes est une chose tout à fait relative et 
dépend des quantités que l'on considère comme coeffi-
cients; ainsi lab et Zab sont termes semblables si l'on 
considère 2 et 3 comme coefficients, l a ^ b et ^ a b ne sont 
plus semblables, si l'on ne considère comme coefficients 
que les facteurs numériques; mais ils le sont encore si 
l'on considère l a comme coefficient du premier terme 
et 4 comme coefficient du second. 

Nous verrons plus loin que la considération des termes 
semblables permet de simplifier considérablement le cal-
cul algébrique. 

I I . — A U D I T I O N E T SOI STRACTION DES P O L Y N Ô M E S . 

Proposons-nous d'additionner les deux polynômes 

et 

le résultat cherché est 

Mais pour ajouter la somme Q à a b — c -{- d, \\ suffit 
d 'ajouter à cette quantité successivement chacune des 
parties de Q (Chapitre P", V, deuxième principe) ; on a 
donc 

D'où l'on voit que pour ajouter ensemble deux poly-
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nônic.s, il suJjÎL de les écrire Viui à la suite de Vautre 
sans changer les signes de leurs ternies. 

Cette règle s'applique évidemment à plus de deux po-
lynômes. 

Proposons - nous maintenant de retrancher le poly-
nôme Q du polynôme P. 

Retrancher Q de P revient à ajouter à P le poly-
nôme Q changé de signe; la question est donc ramenée à 
celle-ci : changer le signe du polynôme Q . Pour y par-
venir, je dis qu'il suffit de changer les signes de chacun 
de ses termes. En effet, pour trouver la valeur d 'un po-
lynôme, il faut ajouter les termes de même signe, retran-
cher la plus petite des sommes ainsi obtenues de la plus 
grande, et donner au résultat le signe de la plus grande. 
Si l'on change alors les signes des termes du polynôme, 
les sommes qu'il faut retrancher l 'une de l 'autre pour 
obtenir la valeur du polynôme changent de signe-, la plus 
grande de ces deux sommes en particulier change de 
signe, et par suite le polynôme lui-même qui est de même 
signe que cette dernière somme. 

Ceci posé, on voit que pour retrancher Q de P , d 
suffira d'ajouter À P /e polynôme Q , dans lequel on aura 
eu soiti de changer les signes de tous les termes^ ou, ce 
qui revient au même : 

Pour retrancher un polynôme d'un autre, il suffit 
d'écrire à la suite de celui-ci chacun des termes du poly-
nôme à soustraire changés de signe. 

II est inutile d'ajouter que ces règles bien simples 
s'appliquent encore au cas où l 'un des polynômes consi-
dérés se réduirait à un monôme. 
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I I I . — M U L T I P L I C A T I O N D E S P O L Y N Ô M E S . 

Proposons-nous d'abord de multiplier un polynôme 

par un monôme m. 
1° Supposons d'abord P et ni positifs, a , c, cl et m 

conimensurables, m sera une fraction que nous pouvons 

supposer égale à alors la c[uestiou est ramenée à 

3 

prendre les ^ de P. Or, si l'on ajoute quatre polynômes 

égaux au suivant 

on retrouve P, en vertu des règles de l'addition des po-
p 

lynômes; donc le polynôme Q est égal k j ' Ajoutons 

maintenant trois polynômes égaux à Q , le résultat sera 

égal à trois fois i et l'on aura, eu vertu des règles de 

l'addition, 

ou bien 

d'où l'on voit que pour multiplier P par m. il suffit de 
multiplier par m chacun de ses termes. 

2° Supposons actuellement que P et m restant toujours 
positifs, rt, Z», c, d^ m puissent prendre des valeurs in-
commensurables. Désignons par a ' , b', c', d', ni' les 
nombres commensurables supérieurs à a, b, c, ni 
ayant ces nombres pour limites, et par a", b'\ c", d", ni" 
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les nombres commensurables inférieurs à h. c, d, m 
ayant ces quantités pour limites. (Si quelqu'un des 
nombres Z», c , d, m était commensurable, a par 
exemple, il faudrait remplacer dans la démonstration a' 
et a " par On a évidemment 

ou, en vertu de la règle trouvée tout à l 'heure, 

et à fortiori 

( 0 

Or les membres extrêmes de cette inégalité diffèrent 
tous deux de ma — mh -f- me — md d'aussi peu que l'on 
veut. En effet, posons 

on aura 

Mais m ' a ' a pour limite ma^ m " b " a pour limite etc.; 
donc les différences entre parenthèses peuvent être ren-
dues aussi petites que l'on veut, et la différence A — C 
par suite aussi. On verrait de même que C — B peut être 
pris moindre que toute quantité donnée; mais, en vertu 
de la formule (x), mV reste compris entre A et B qui dif-
fèrent de C d'aussi peu que l'on veut; donc, à fortiori, 
les quaniités fixes îtiV et C diffèrent l 'une de l 'autre 
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d'aussi peu que l'on veut. Elles sont donc rigoureuse-
ment égales, et l'on a 

ou bien, d'après la formule (2), 

3° Supposons maintenant P négatif et m positif; si 
nous changeons le signe de P , nous changerons évidem-
ment le signe du produit sans (changer sa valeur absolue. 
Or on change le signe de P en changeant les signes de 
chacun de ses termes, et l'on a (Chapitre P ' , V, qua-
trième principe) 

— P étant positif, on aura, d'après ce qui vient d'être 
démontré, 

et, par conséquent, nous trouvons, comme dans le cas 
où P est positif. 

Il resterait à examiner le cas où P serait positif et m né-
gatif, et celui où m et P seraient négatifs tous deux; le 
lecteur complétera facilement lui-même la démonstration 
que nous venons de commencer. 

En résumé, pour mulliplier un polynôme par un mo-
nôme, il suffit de multiplier chaque terme du poly nôme 
par le monôme, en considérant chaque terme du poly-
nôme comme affecté du signe qui le précède, et en ayant 
soin d'appliquer la règle des signes. 

Proposons-nous maintenant de faire le produit des 
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deux polynômes 

le résultat clierelié sera 

ou, en remplaçant « Q , Z>Q, c Q , . . . , par leurs valeurs 
obtenues en appliquant la règle donnée précédemment. 

Lorsque l'on aura effectué les additions et soustractions 
indiquées, on voit que le produit se composera : du 
produit de chacun des termes de Q par le premier terme 
de P -, 2® du produit changé de signe de chacun des termes 
de Q par le second terme de P , abstraction faite de son 
signe, ou, ce qui revient au même, du produit de chacun 
des termes de Q par le second terme de P, en tenant 
compte de la règle des signes-, 3° etc. 

A'inû donc, pourmultiplier entre eux deuxpoljnômes, 
il suffit (Je multiplier chaque terme du multiplicande par 
chaque terme du multiplicateur, en tenant compte de la 
règle des signes, et d\ijouter les résultats ainsi obtenus. 

Considérons maintenant plusieurs polynômes P, Q, 
R, S , . . . ; si nous voulons en faire le produit, il faudra 
d'abord multiplier P par Q, le résultat par R, et ainsi de 
suite. Or P Q est la somme algébrique des ternies obtenus 
en prenant un terme dans P et dans Q de toutes les ma-
nières possibles, et en faisant leur produit; PQR sera la 
somme des termes obtenus en multipliant de toutes les 
manières possibles un terme de PQ par un terme de R, 
ou, ce qui l'evient au même, PQR sera la somme des 
produits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans 
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chacun des polynômes PQR de toutes les manières pos-
sibles. En continuant ce raisonnement sur un plus grand 
nombre de polynômes, on arrive à cette conclusion qui 
nous sera très-utile : 

Le produit de plusieurs polynômes est la somme des 
produits obtenus en prenant de toutes les manières pos-
sibles pour facteurs un terme de chacun des polynômes 
en question. 

I V . — S U R Q U E L Q U E S S I H P L I E I C A T I O I N S Q U I SE P R É S E N T E N T 

DANS L E CALCUL A L G É B R I Q U E . 

Il peut arriver, en faisant une addition, une soustrac-
tion ou une multiplication, que certains termesdu résultat 
soient semblables; dans ce cas, le résultat se simplifie. 
En effet, considérons des termes tels que 

si ces termes entrent dans un même polynôme, on peut 
les écrire l'un à côté de l'autre, et l'on aura évidemment 

Car, en vertu de la règle donnée pour la multiplication 
des polynômes, le second membre de l'égalité précédente 
est identique au premier; en sorte que les trois termes 
considérés se réduisent simplement à /\a^b. On conclut 
de là que : 

R Ï Î G L E . — Pour réduire des termes semblables en un 
seul, il suffit d'ajouter leurs coefficients en tenant compte 
des signes, le terme réduit demeurant semblable à ceux 
dont il dérive. 

Lorsque l'on multiplie entre eux deux monômes, il peut 
arriver que ces monômes renferment une même lettre; 
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dans ce cas le résultat se simplifie. En effet, considérons 
le produit 

si l'on observe que pour multiplier une quantité par un 
produit il suffit de la multiplier successivement par cha-
cun des facteurs de ce produit, le résultat cherché devient 

ou, en intervertissant l'ordre des facteurs. 

Mais ce produit ne changera pas si l'on remplace quelques 
facteurs par leur produit; si l'on remplace, par exemple, 
les coefficients 2 et 4 par leur produit 8 ; si l'on remplace 
enfin les facteurs, tels que a®, par leur produit 
ou a®, qui indique que la lettre a a été prise quatre fois 
plus deux fois comme facteur; en sorte que le résultat 
final sera 

De là ou déduit cette règle appelée règle de la multipli-
cation des monômes. 

R È G L E . — Lorsque deux monômes renferment cer-
taines lettres en comnnin, pour les multiplier entre eux 
il suffit de faire le produit de leurs coefficients et d'écrire 
à la suite de ce produit les lettres communes affeclées 
chacune d'un exposant égal à la somme des exposants 
dont cette lettre est affectée dans les deux f acteurs, et 
les lettres non communes. 

Il va sans dire qu'une lettre qui n'a pas d'exposant est 
censée porter l'exposant i ; car l'exposant est le nombre 
qui indique combien de fois celte lettre est prise comme 
facteur. On pourrait même ajouter déjà qu'une lettre 
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portant l'exposant zéro est égale à 15 car l'exposant zéro 
indique que cette lettre n'entre pas comme factfîur; en 
sorte qu'écrire a" à la suite d'un produit, c'est n'y ajouter 
aucun facteur ou le facteur i . Mais nous reviendrons plus 
loin sur l'exposant zéro. 

En s'appuyant sur les règles que nous venons de dé-
montrer, on arrive facilement aux formules suivantes : 

ou 

L'usage des parenthèses et des exposants placés en haut 
de ces parenthèses a déjà été enseigné en Arithmétique; 
il est donc inutile de l'expliquer ici. Les formules que 
nous venons d'écrire correspondent à des théorèmes qu'il 
faut se rapjîeler, et qui sont d'un usage continuel en 
analyse : 

Le carré de la somme ou de la différence de deux 
quantités est égal à la somme des carrés de ces quan-
tités, plus ou moins leur double produit. 

Le produit d^une somme par une différence de deux 
termes est égal à la dfférence des carrés de ces termes. 

Voici encore quelques formules à retenir : 

el que l'on vérifiera sans peine. 

V . — D I V I S I O N KT F R A C T I O N S A L G É B R I Q U E S . 

La plupart du temps, en Algèbre, la division ne peut 
que s'indiquer; ainsi il n'existe pas toujours un polynôme 
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quotient de deux-autres dans lesquels les lettres con-
servent des valeurs indéterminées. Nous verrons plus 
loin à quels symptômes on reconnaît l'existence d'un po-
lynôme quotient. 

Quoi qu'il en soit, une division n'étant qu'indiquée, 
on pourra simplifier les écritures en supprimant des fac-
teurs communs au dividende et au diviseur lorsqu'il y 
en aura (p. 22). 

On appelle fraction algébrique le quotient non ef-
fectué de deux quantités algébriques-, le dividende porte 
alors le nom de numérateur, le diviseur le nom de déno-
minateur de la fraction. 

T H É O R È M E I . — Étant données plusieurs fractions, 
on peut toujours les réduire au même dénominateur, 
c'est-à-dire trouver des fractions égales aux fractions 
données et ayant toutes le même dénominateur. 

En effet, il suffit pour cela de multiplier les deux 
termes de chaque fraction par le produit des dénomina-
teurs des autres; quelquefois l'opération est moins com-
pliquée, ainsi les fractions 

se réduisent au même dénominateur en multipliant les 
deux termes de la première par dh, ceux de la seconde 
par /i, ceux de la troisième par b. 

T H É O R È M E I L — Pour ajouter ou retrancher des frac-
tions, il suffit de les réduire au même dénominateur et 
d'effectuer, comme en Arithmétique, les opérations sur 
les numérateurs. 

Considérons les fractions — ? — 5 — j • • - > ayant toutes le m m m 
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dénominateur m; nous avens déjà vu q u e é t a i t égal à 

On le vérifie du reste aisément en remarquant 

L a X — multipliés par m donnent tous deux a ; 

on a donc 

ou'bien, en considérant a , h, ^v-m comme coefficients de 

termes semblables relativement au terme—, m 

Cette égalité renferme le théoréme qu'il s'agissait de 
démontrer. 

T H É O R È M E I I I . — Le produit de deux fractions est 
une fraclioji qui a pour numérateur le produit des nu-
mérateurs et pou?' dénominateur le produit des déno-
minateurs des f ractions proposées. 

Rn elï'et, soit à multiplier ^ par ^^ une fraction ou 

quotient, comme on a vu (p. 22), est multiplié par un 
nombre quand on multiplie le dividende par ce nombre, 
de sorte que l'on a 

et pour la même raison 
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mais, pour diviser la fraction ^ par il suffit de multi-
plier paj' h son dénominateur; de sorte qu'on a fina-
lement (p, '11) 

C O R O L L A I R E . — S'il s'agissait de plusieurs facteurs, 
on auiait 

ce qui généralise le théorème. 

T H É O R Î Î M E I V . — Le quotient de deux fractions s'ob-
tient en multipliant la f raction dividende pai la frac-
tion diviseur renversée. 

En effet, soit à diviser ^ par le quotient est évi-

demment 

car, si l'on multiplie cette fraction par - j tsn a 

qui se réduit à en divisant ses deux termes par c et 

par d. c . Q. F. D . 

On donne quelquefois aux fractions le nom de rap-
ports et à l'égalité de fractions le nom de proportion ; 
les numérateurs portent alors le nom antécédents^ les 
dénominateurs sont les conséquents de la proportion; 
enfin le premier numérateur et le dernier dénominateur 
portent le nom à'extrêmes, les deux autres termes por-
tent le nom de moyens. 
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On appelle quatrième proportionnelle à trois quan-
t i t é s b ^ c une quantité cl qui fasse avec celles-ci la 
proportion 

On appelle moyenne proportionnelle entre deux quan-
tités a el b (ou encore moyenne géométrique) une quan-
tité c telle, que l'on ait 

en multipliant par b et par c les deux membres de cette 
égalité, on trouve 

On a généralisé la définition précédente et l'on a appelé 
moyenne géométrique entre a , c, d^ . . . une quan-
tité X telle, que 

71 étant le nombre des facteurs a., h^ c,. . ., et l'on a ré-
servé le nom de moyenne arithmétique à la quantité dé-
finie par l'égalité 

Lorscjue l'on a 

on dit quelquefois que b est une troisième proportionnelle 
à a et c, 

T H É O M M E I . — Dans toute proportion, le produit 
des extrêmes est égal au produit des moyens-, en d'au-
tres termes, de l'égalité 
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on tire 

Pour cela, il suffit de multiplier par b' et d les deux 
membres de l'égalité donnée. 

T H É O R È M E I I . — Légalité 

entraîne les suivantes : 

En effet, la première se déduit de la proposée en divisant 
l 'unité par les deux membres de la proposée-, la seconde 
s'obtient en multipliant les deux membres de la proposée 
par et en les divisant par c; enfin, la dernière s'obtient 
en multipliant les deux termes de la proposée par et en 
les divisant par a. 

Ces résultats peuvent s'énoncer ainsi : Dans toute 
proportion, on peut remplacer les antécédents par les 
conséquents, et vice versa; 2° on peut alterner les 
moyens ^ 3° on peut alterner les extrêmes. 

T H É O R È M E I I I . — Les égalités 

(0 

entraînent la suivante : 

/7, /?', p", . . . désignant des quantités quelconques dif-
férentes de zéro. 
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En eflet, les égalités (i) peuvent s'écrire : 

eu désignant par q la valeur commune de toutes ces frac-
tions égales, on a 

d'où l'on déduit, en ajoutant meinbre à membre ces éga-
lités, 

et, en divisant par b p b ' p ' . . . les deux membres 
de cette dernière formule, 

r/, c'est-à-dire 

C O R O L L A I R E . — D E l'égalilé 

on déduit en particulier 

on en déduit aussi, en alternant d'abord les moyens, 

puis 

Ces formules sont très-utiles et peimettent souvent de 
simplifier considérablement les calculs. 
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CHAPITRE III. 

D E S P O L Y N O M E S O R D O N N É S . 

I . — D É F I N I T I O N S . 

I 
On dit qu'un polynôme est ordonné par rapport aux 

puissances croissantes ou décroissantes d'une même lettre, 
lorsque les exposants de cette lettre y vont en croissant 
ou en décroissant depuis le premier terme jusqu'au der-
nier. 

On appelle degré d'un terme par rapport à des lettres 
déterminées la somme des exposants dont ces lettres sont 
atï'ectées dans ce terme; ainsi Za^b est du troisième degré 
par rapport à a et Z», du deuxième degré par rapport à a 
seul, et du premier par rapport à h seul. 

On appelle degré d'un polynôme le degré de celui de 
ses termes dans lequel la somme des exposants des lettres 
par rapport auxquelles on compte le degré est la plus 
grande. 

Un polynôme est dit homogène par rapport à plusieurs 
lettres lorsque tous ses termes sont de même degré. 

Il est clair que la somme et la dillerence de deux poly-
nômes homogènes de même degré sont des polynômes 
homogènes. 

Le produit de deux polynômes homogènes est encore 
un polynôme homogène dont le degré est égal à la somme 
des degrés des facteurs. 
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Cette remarque est d'une grande utilité dans le calcul 
et permet de vérifier à chaque instant les fautes que l'on 
peut faire en omettant des lettres ou des exposants : on a 
très-souvent l'occasion de calculer sur des polynômes ho-
mogènes; il faut profiter de celte circonstance toutes les 
fois qu'on le peut et vérifier que les formules que l'on 
obtient par multiplication de polynômes homogènes res-
tent homogènes. 

Un polynôme du premier degré s'appelle aussi fo net ion 
linéaire. 

I J . — M U L T I P L I C A T I O N DES P O L Y N Ô M E S O R D O N N É S . 

,Toutes les fols que l'on peut ordonner un polynôme, 
il faut le faire; la symétrie qui en résulte guide beaucoup 
dans les calculs, et surtout lorsqu'il s'agit de faire le pro-
duit de deux polynômes. 

Considérons par exemple les deux polynômes ordonnés 

et cherchons leur produit; nous suivrons la règle géné-
rale, mais nous écrirons sur une première ligne horizon-
tale le produit du polynôme P par le premier terme 2 
de Q ; nous obtiendrons ainsi un premier produit partiel 
ordonné; multiplions ensuite le polynôme P par le se-
cond terme — S x de Q, nous obtiendrons un second pro-
duit partiel ordonné; nous l'écrirons au-dessous du pre-
mier, de telle sorte que les termes de même degré se 
correspondent dans une même colonne verticale, et ainsi 
de suite : la réduction des termes semblables porte alors 
sur les termes inscrits dans une même colonne verticale. 
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On dispose le calcul ainsi qu'il suit : 

en évitant de répéter la partie commune aux divers 
termes semblables. 

La disposition de calcul que nous avons adoptée est 
surtout avantageuse lorsque les coefficients de la lettre 
ordonnatrice sont eux-mêmes des polynômes. 

R E M A R Q U E . — Lorsque le multiplicande, le multi-
plicateur et le produit sont ordonnés de la même ma-
nière par rapport à la même lettre^ le premier et le der-
nier terme du produit sont égaux respectivement aux 
produits des premiers et des derniers termes des poly-
nômes facteurs. 

En elîét, supposons les polynômes ordonnés par rap-
port aux puissances décroissantes de x \ les premiers 
termes des facteurs sont les termes de degré le plus élevé, 
leur produit est un terme du produit total, et il est bien 
évident qu'il est de degré plus élevé que tout autre terme 
du produit total-, par conséquent il ne se réduira avec 
aucun d'eux et sera le premier terme du produit total. On 
verrait de même que le produit des derniers termes des 
facteurs est le dernier terme du produit total. 

M . — D I V I S I O N D E S P O L Y K Ô M E S ORDOKINÉS. 

On appelle polynôme entier en x ou fonction en-
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tïère de x un polynôme de la forme 

dans lequel Ao, A,, . . . , A„ ne eoiiliennenl pas x. 
On dit qu'un polynôme entier en x est divisible par 

un autre entier en x également, lorsque leur quotient est 
un polynôme entier en x , quelle que soit la valeur attri-
buée à .T. 

Pour X = 2, on a 

Cependant on ne peut pas dire que x^ x — i soit 
divisible par x — 1, parce que cette égalité n'a lieu que 
pour des valeurs particulières de x-̂  il est facile de voir, 
en effet, que pour x = o elle n'a plus lieu, tandis que 
l'on a, quel que soit x , x^ — i = (x -}- i) ( x — i) ou 

aussi dirons-nous que x® — i est divisible par x — i . . . . 
Si deux monômes renferment les mêmes lettres, leur 

quotient se simplifie en supprimant des facteurs communs 
au dividende et au diviseur; ainsi, par exemple, propo-
sons-nous de diviser par — le quo-
tient 

peut s'écrire en supprimant au dividende et au diviseur 
quatre fois le facteur a, trois fois le facteur è, deux fois 
le facteur c, une fois le facteur r/, etc., 
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D'une manière générale, pour diviser un monôme pai 
un monôme, il faut indiquer la division et supprime! 
tous les facteurs communs apparents ; si, par exemple, 
une même lettre entre au dividende et au diviseur, elle 
doit disparaître dans celui de ces deux termes oii elle 
entre avec le moindre exposant, et dans Vautre terme 
son exposant doit diminuer d'autant d'unités qu'il y 
en avait dans l'exposant correspondant au premier 
terme. 

Ceci posé, proposons-nous de diviser le polynôme 

par le polynôme 

Ces deux polynômes sont entiers en x-, nous supposerons P 
divisible par Q, nous appellerons V le quotient, et nous 
supposerons ce quotient entier et ordonné comme P et Q ; 
P sera le produit de V par Q ; donc, en vertu d'une re-
marque faite au-paragraphe précédent, le premier terme 
de P sera le produit du premier terme de V par le premier 
ternie de Q, donc le premier terme de V sera le quotient 
du premier terme de P par le premier de Q ou x® : a:', 
c'est-à-dire x'̂  : 
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Si alors du polynôme P on retranche le produit x* X Q 
(que nous avons écrit changé de signe immédiatement 
au-dessous du polynôme P) , le reste (qui se trouve inscrit 
au-dessous du produit changé de signe) ne contien-
dra plus que le produit des termes du premier degré et 
du terme indépendant de x dans V par le diviseur Q-, 
en raisonnant sur ce reste comme sur le polynôme P, on 
est conduit à diviser son premier terme par x®, et ainsi 
de suite. On déduit de là cette règle : 

R È G L E . — Pour diviser deux polynômes entiers et 
ordonnés de la même manière l'un par l'autre : di-
viser le preiider terme du dividende par le premier terme 
du diviseur j le quotient ainsi trouvé est le premier terme 
du quotient total; 2° du dividende total retrancher le 
produit du diviseur par le premier terme du quotient; 
on obtient ainsi un premier reste sur lequel on opère 
comme sur le dividende total, on obtient alors le 
deuxième terme du quotient, et ainsi de suite. 

On abrège quelquefois les calculs. D'abord on peut 
remarquer qu'il est inutile d'écrire complètement les 
restes partiels: on peut se contenter d'abaisser le seul 
terme dont on va avoir besoin, enfin on peut éviter aussi 
d'écrire les produits du diviseur par chaque terme du 
quotient, et faire les soustractions de tète ainsi qu'il suit. 

Je reprends l'exemple précédent; j 'ai trovivé x^ pour 
premier terme du quotient, je iiTultiplie alors le diviseur 
par a:', et je m'exprime ainsi : -h x® par -h x® donne 
-ha.®, et, pour retrancher, —a:®; ce terme détruit le terme 
x^ du dividende 5 -hx® par —Zax^ donne — e t , 
pour retrancher, -\-Zax''-, ce terme se réduit avec le terme 
— ^ax"* du dividende et donne — 'lax'*, et ainsi de suite. 

Nous avons supposé que le quotient était un polynôme 
entier en x \ s'il n'en était pas ainsi, en suivant le pro-
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cédé que nous venons d'indiquer, l'opération ne se ter-
minerait pas; c'est-à-dire qu'en retranchant du dernier 
reste le produit du diviseur par le terme du quotient indé-
pendant de .r, au lieu de trouver zéro, on trouverait un 
polynôme de degré inférieur au diviseur. En désignant 
par R ce polynôme, on aurait évidemment 

car P se compose idenliquenicnt de la somme des produits 
de chacun des teimes de V par Q, augmentée de R. 

De là on conclut évidemment cjue si le polynôme P 
n'est pas divisible par Q, la suite des calculs le mon-
trera, puisque l'on devra être conduit à l'opération, qui 
consisterait à diviser un ternie du polynôme R par un 
terme de degré plus élevé que lui : le polynôme R auquel 
on est ainsi ramené porte le nom de reste de la division 
de P par Q. 

Nous avons supposé les polynômes P, Q, V ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de on aurait 
pu les supposer ordonnés par rapport aux puissances crois-
sanles, et on serait ;»rrivé au même résultat en raisonnant 
d'une manière analogue; seulement, le terme indépendant 
de X dans V aurait élé obtenu en divisant le ternie in-
dépendant de P par le terme indépendant de Q, etc. Pour 
donner un exemple de cetle manière de procéder, divi-
sons I — X — par i x^ nous raisonnerons comme 
il suit : 

1 divisé par i donne i ; i fois i donne i , et, pour retran-

cher, — i ; — i et i font iiéroj i multiplié par x donne x , 
et, pour retrancher, — x \ — x et —a? font — i x . Ainsi 
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le premier reste est — abaissons le terme — 
— 0.x divisé par i donne — a.r, second terme du quo-
tient, etc. 

PiEMARQUE. — Proposons-nous de diviser i par i — x . 

Cette opération, d'après ce que nous avons dit, ne peut 
être qu'indiquée: cependant, si l'on applique la règle dé-
montrée dans le cas où l'on a à diviser deux polynômes 
réellement divisibles l 'un par l'autre, on trouve successive-
ment les termes i , x , x"̂ , x^. . , au quotient, et il est facile 
de voir que l'opération ainsi prolongée ne se termine pas. 
Quoi qu'il en soit, si l'on arrête le quotient au terme x", 
on trouve pour reste et l'on a identiquement 

Ce résultat est une relation qui a lieu c[uelle que soit la 
valeur attribuée à x , et qu'il est bon de connaître. Toutes 
les divisions impossibles conduisent à des quotients qui 
ne se terminent jamais; car, s'ils se terminaient, on au-
rait un reste nul, et le tlivideude serait divisible par le 
diviseur. 

Quand on ordonne par rapport aux puissances dé-
croissantes de X, on trouve des résultats analogues, en 

continuant à ordonner par rapport aux puissances de 

le quotient et les restes successifs. L'exemple c|ui suit 
fera mieux comprendre ce fait. Divisons i par x — i . 
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Nous divisons i , premier lernie du dividende, par x pre-

mier terme du diviseur; nous trouvons de i nous 

retranchons le produit de a:— i par -5 il reste etc. Ou 
OC X 

I l • H 5 t r o u v e a i n s i p o u r q u o t i e n t - H - f - . . . , e t , s i 1 o n s a r -

I 
r e t e a u t e r m e — , o n a X" 

I V . P l l O P l U É T É S DES POLYNÔMES ENTIERS. 

T H É O R È M E I . — X ' " — est divisible par x — a. 

En effet, si l'on divise x — x^—a^, x^ — a® par 
X — a , on trouve pour quotients 1, x + a, x^ ax a~-, 
on est tenté, par induction, d'admettre que x'"- — a'" est 
divisible par x — a et que le quotient est 

et, en effet, si l'on multiplie ce polynôme par x — a , on 
retrouve x'"—a'", ce qui démontre le théorème et fait 
connaître en même temps le quotient. Voici, du reste, 
une manière directe de démontrer le théorème en ques-
tion : si l'on commence la division, on trouve pour pre-
mier terme du quotient pour reste —a ' " ou 
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<2 — Si donc —rt"*"^ est divisible par 
X— fl, a:'"— a'" le sera; or x — a est divisible para: — a, 
donc a:® — a® l'est; x^ — a® l 'étant, x^ — a} le sera, et 
ainsi de suite. c. Q. F. D. 

Veut-on avoir le quotient, il suffira de remarquer que 

ou bien, en divisant par x — a les deux membres de 
cette égalité. 

Cette formule montre que le quotient de x'"̂  — a'" par 
X — a s'obtient en multipliant par a le quotient de 

— p a r X— a, et, en ajoutant on trouve 
alors : 

Pour 

Pour 

Pour 

T H É O R È M E II. — Si le polynôme P entier en x s'an-
nule quand on y fait x = a, il est divisible par x — a. 

Voici la démonstration que Lagrange donne de ce 
théorème dans la Note II de son Traité des équations 
numériques. 

Soit 

désignons par P ' ce que devient P pour x = a , nous au-
rons 
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Cil retranchaiil luciiibie à inembre ces égalités, on a 

(0 

Or, en vertu du théorème précédent, chacun des termes 
du second membre de cette égalité est div isible par .r — a ; 
ce second membre est donc évidemment divisible par 
X — a. Désignons par Q le quotient, on pourra écrire 

51 donc on suppose P ' égal à zéro, ou, ce qui revient au 
même, si l'on suppose P égal à zéro pour x = il vient 

ce qui prouve bien que P est divisible i)ar x — a. 
On donne ordinairement de ce théoième une autre 

démonstration généralement attribuée à d'Alembert, et 
sur laquelle nous auions l'occasion de revenir un peu 
plus loin. 

TnÉoniLME III. — JJn polynôme en x du degré m 
ne peut s'annuler pour plus de m valeurs de x, à moins 
d'être identiquement nul. 

En effet, soit P un polynôme en x du degré m. Si ce 
polynôme s'annule pour = nous venons de voir qu'il 
était divisible par x — «i, et que l'on pouvait poser 

Qi désignant ici un polynôme du degré m — i. Si l'on 
suppose alors que P s'annule encore pour x = «j, il en 
sera de même de son égal Qj [x — «i) ; mais si a^ est dif-
férent de «1, X — ai ne sera pas nul pour x = a^, et le 
produit Qi [ x — a^) ne pourra s'annuler que si Qi = c , 
Qi s'annulant pour x — a^ sera divisible par x — «2, et 
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l'on pourra poser 

Qî désignant ici un polynôme de degré m — 2. Supposons 
que P s'annule encore p o u r x = ^3, on démontrera, 
comme tout à l 'heure, c|ue Q j s'annule aussi pour x = . a^ ; 
et, en vertu de l'égalité précédente, que Q j s'annule éga-
lement pour X = Û3. On pourra donc poser 

Q3 désignant un polynôme de degré m — 3 . En conti-
nuant ainsi, on finira par obtenir une formule telle que 

dans laquelle Q,„ désigne une quantité indépendante de x , 
ou, comme on dit quelquefois, du degré zéro. 

Si l'on multiplie membre à membre toutes les égalités 
que nous venons d'écrire, ou trouve 

ou bien, en supprimant le facteur Q1Q2. . . Q,„_i aux 
deux membres de cette égalité, 

et il est bien clair que le polynôme P ne peut plus s 'an-
nuler pour aucune valeur de x difféiente de «i, «j , «3,..., 
a,„ à moins que Q„, ne soit nul, auquel cas P serait con-
stamment nul, quelle que soit la valeur attribuée à x , ce 
que l'ou exprime en disant que P est identiquement nul. 

Cette démonstration repose, comme on voit, sur ce que 
la quantité Q,„ ne contient pas x, et, par conséquent, ne 
peut devenir nulle pour aucune valeur de x , à moins 
d'être toujours nulle. 

T H É O R È M E I V . — Un polynôme identiquement nul. 
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OU, d'après le théorème précédent, un polynôme qui 
s'annule pour un nombre de valeurs de sa variable su-
périeur à son degré, a ses coefficients nuls. 

En effet, soit 

I 
le polynôme en question ; ce polynôme, étant nul quel que 
soit X, sera nul pour x = o. Or, si l'on y fait x = o, ce 
polynôme se réduit à A(,; donc k^ est nul. On a donc 
simplement 

Mais P étant nul quel que soit x , 

sera encore nul pour toutes les valeurs de x, excepté 
peut-être pour x = o. Mais il est nul pour un nombre de 
valeurs de x supérieur à son degré, qui est m — i ; donc 
il est certainement nul pour x = o. On en conclut que 
Al = o, et ainsi de suite; donc enfin le polynôme P a tous 
ses coefficients égaux à zéro. c. Q. r . n. 

T H É O R È M E V . — Lorsque deux polynômes P , Q en-
tiers en X sont égaux pour plus de m valeurs de x, 
m désignant le degré de celui de ces polynômes qui a le 
degré le plus élevé, ces polynômes sont identiquement 
égaux, c est-à-dire qu!ils sont toujours égaux et que les 
coefficients des mêmes puissances de x sont égaux. 

En effet, soient 

les deux polynômes en question ; le polynôme 
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est du degré m au plus. Or, P étant égal à Q pour plus de 
m valeurs de x , leur différence P — Q s'annule pour plus 
de m valeurs de x, et l'on a 

ou 

ce qui revient à dire que les polynômes sont identiques et 
de même degré. 

R E M A R Q U E I. — Si les polynômes P et Q étaient égaux 
pour m valeurs de x et si Ton avait A,„ = B,„, la diffé-
rence P — Q serait de degré m — i , et l'on aurait encore 
P — Q nul pour plus de m — i valeurs de x 5 donc 

R E M A R Q U E II. — Abel et Cauchy ont tiré un excellent 
parti du théorème précédent pour généraliser certaines 
formules reconnues vraies, pour des valeurs entières et 
positives de certaines lettres, et les étendre à des valeurs 
quelconques de ces lettres. Il est bien évident, par exemple, 
que si les polynômes P et Q sont reconnus égaux pour 
toutes les valeurs entières de a:, ils sont égaux pour plus 
de m valeurs de x , et, par conséquent, identiques et égaux 
pour les valeurs fractionnaires, positives ou négatives 
de X. Il est bien évident aussi que si P et Q sont entiers 
par rapport à plusieurs lettres z , . . , , et égaux pour 
toutes les valeurs entières de ces lettres, ils sont encore 
égaux pour les autres valeurs que l'on peut attribuer à 
ces lettres. En effet, donnons des valeurs fixes mais en-
tières k j , z , . . . ; les polynômes P et Q, égaux pour toutes 
les valeurs entières de x , le seront pour toutes les valeurs 
possibles de x : ainsi P et Q sont égaux pour toutes les 
valeurs de x et les valeurs entières de z Donnons 
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alors à x une valeur quelconque fixe et à z, etc., des va-
leurs entières fixes, P et Q seront égaux pour toutes les 
valeurs entières de et par suite pour toutes les valeurs 
imaginables de ainsi donc P et Q sont égaux quels 
que soient a; et et pour toutes les valeurs entières de z. 
En continuant ainsi, on verrait que P et Q sont égaux 
pour tous les systèmes de valeurs possibles attribuées h x^ 

Enfin, nous pourrions observer que les termes sem-
blables en X, z,... ont des coefficients égaux dans P 
et Q5 pour le prouver, il suffit de remarquer que les 
coefficients de x ' sont égaux dans les deux polynômes, 
i désignant un entier quelconque inférieur à ni pouvant 
être égal à zéro. Ces coefficients sont des polynômes en y^ 
z , , . . , égaux quels que soient j , donc dans ces nou-
veaux polynômes les coefficients d e / ' sont égaux, etc. En 
cotJtinuant ainsi, on finit par trouver deux coefficients 
indépendants des lettres x , z , . . . , égaux entre eux : ce 
sont les coefficients de x ' y e t comme ne sont 
assujettis qu'à être moindres que m, il en résulte que tous 
les coefficients sont égaux de part et d'autre. 

V . — A P P L I C A T I O N D E S P R I K C I P E S P I I É C É D E I S T S . — M É T H O D E 

« E S C O E F F I C I E N T S INDÉTELLMINÉS. 

iS'ous allons montrer sur un exemple quel parti l'on 
peut tirer des théorèmes que nous venons d'établir; mais 
auparavant nous reviendrons sur la définition que nous 
avons donnée de la division des polynômes entiers pour 
la généraliser. 

JNous avons vu que lorsque l'on essayait de diviser un 
polynôme U par un polynôme V, on était averti de l 'im-
possibilité de faire l'opération lorsque l'on tombait sur un 
reste de degré inférieur au diviseur; mais l'opération que 

http://rcin.org.pl



C H A P I T R E o r . ' 5 5 

l'on fait pour essayer si V divise U conduit à ce résultat 
important : 

Tout polynôme U peut se décomposer en deux par-
lies dont l'une est le produit d'un polynôme donné V 
par un polynôme Q, et dont Vautre est un polynôme R 
de degré inférieur à U. 

Nous allons voir que cette décomposition ne peut se 
faire que d'une seule manière. En effet, supposons qu'une 
première opération ayant donné 

on ait trouvé par d'autres moyens 

R ' étant encore de degré inférieur à V. On en déduirait 

ou 

Cette égalité devant subsister quel que soit x , il faut (jue 
V (Q — Q') et R' — R soient de même degré, ce qui est 
impossible, car V est de degré supérieur à R et à R'. 

Ceci posé, nous pouvons définir la division une opéra-
tion qui a pour but, étant donnés un polynôme appelé 
dividende cl un autre appelé diviseur, de trouver un troi-
sième polynôme appelé quotient tel, que multiplié par le 
diviseur, il reproduise le dividende à un polynôme près 
de degré inférieur au diviseur, appelé reste, 

PROBLiiME. — Etant donné un polynôme P entier 
en X, on propose de le diviser par x — a. 

Hieii (|ue l'on puisse employer la méthode ordinaire, 
nous allons indiquer une méthode très-féconde, dite des 
coefficients indéterminés, et qui va nous permettre d 'ar-
river plus rapidement au résultat. 
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Le quotient cherché Q est un polynôme de degré infé-
rieur à P ; si donc on a 

nous pouvons poser 

Bo, Bi, . . . , désignant des coefficients inconnus que 
nous nous proposons de déterminer. Si nous multiplions 
Q par X — a , nous trouvons 

le reste, que nous désignerons par R, devant être du pre-
mier degré. Ceci posé, les polynômes P et Q(x — a) -h ]l 
sont identiques ; on doit donc avoir 

de là on tire 

Ces égalités montrent que le premier terme du quotient 
est égal au premier terme du dividende divisé par x-, que 
le coefficient du second terme du quotient s'obtient en 
ajoutant au coefficient du second terme du dividende le 
coefficient du premier terme du quotient multiplié par a ; 
et que, en général, le coefficient d'un terme quelconque 
au quotient se forme du coefficient du terme précédent et 
du terme de même rang au dividende d'après la même loi. 
Le reste se forme du dernier terme du dividende en lui 
ajoutant le dernier terme du diviseur multiplié par a. 

Le reste affecte une forme remarquable que nous allons 
faire connaître. A cet effet, reprenons l'analyse de La-
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grange développée plus haut ; désignons par P ' ce que de-
vient P quand on change x en a: — a. 

On a 

d'où l'on déduit, en divisant par x — a les deux membres 
de cette égalité, 

Ceci posé, ordonnons le second membre par rapport à 
multiplions ensuite par x — a les deux membres, et ajou-
tons P ' de part et d'autre, il vient, en désignant par n un 
nombre entier moindre que m, 

Cette égalité montre que (en vertu de la définition de la 
division) le polynôme entre crochets est le quotient de P 
par X — a et que P ' est le reste. 

Donc : 1° le reste de la division d'un polynôme P entier 
en X par x — a s'obtient en changeant dans ce poly-
nôme X en « ; 

2® Le terme général du quotient, c'est-à-dire le terme 
en x", est 

Voici comment d'Alembert établît la première propo-
sition. Soit R le reste de la division de P par x — a ; 
soit Q le quotient; R étant de degré inférieur à [x — a) 
ne contiendra pas x^ et l'on anra 

(0 
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Celle égalité ayant lieu quel que soit x , si l'on y fait 
X = a, on trouve 

ainsi le reste R est égal à la valeur de P pour x = a. On 
a objecté à cette démonstration que l'égalité (i) n'a été 
établie que pour les valeurs de x différentes de a-, que, 
par conséquent, on n'a pas le droit d'y faire x ~ n : en 
effet, la division de deux polynômes ne peut être effectuée 
que si le diviseur n'est pas zéro. On a fait observer que la 
relation (i) ayant lieu quel que soit x différent de a, elle 
a encore lieu pour x = n\ car deux quantités vaiiables 
égales ont des limites égales. Mais il restait encore h 
prouver que l'on obtenait la limite de P pour x = a en 
y faisant x = a\ en d'autres termes, il restait à établir 
que, X variant par degrés insensibles, P ne passait pas 
brusquement d'une valeur à une autre; or cette question 
délicate ne sera examinée que beaucoup plus loin. 

Le raisonnement de d'Alembert ne peut donc pas être 
substitué à celui de Lagrange lorsqu'il s'agit d'établir que 
si P ' est nul P est divisible par x — a. Mais à l'endroit 
où nous sommes arrivés, s'il s'agit simplement de prouver 
que R = P', on peut le faire aisément en faisant remar-
quer que les deux polynômes P et (x — a) Q + R étant 
égaux pour plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans 
les degrés de chacun d'eux, ils le sont quel que soit x , et 
par conséquent aussi pour x = n \ donc R = P'. 

c . Q. F . u. 
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CHAPITRE IV. 

THÉORIE DES RADICAUX ARITHMÉTIQUES. 

1 . — D É F I N I T I O N S . 

Ou appelle puissance n'""^ de A, comme on sait, le 
produit de n facteurs égaux à A. 

On appelle racine n'^"'" de A un nombre qui, élevé à 
la puissance n, reproduit A ; cette racine se désigne par 
le symbole 

Si le nombre A est positif et s'il n'existe pas de nombre 
entier ou fractionnaire dont la j)uissance n'^'"" soit A, on 
appellera racine n''"'" de A la limite vers laquelle tendent 
les fractions croissantes dont la ri''"'" puissance est infé-
rieure à A, ou décroissantes dont la n'^"" puissance es! 
supérieure à A. 

D'après ces conventions, tout nombre positif aura une 
racine /i'®'"" positive et une seule; de plus, il aura une 
racine négative égale et de signe contraire à sa racine po-
sitive si n est pair. 

Les i-acines paires des nombres négatifs n'existent pas; 
enfin les nombres négatifs ont une racine impaire néga-
tive. 

Ces théorèmes sont trop faciles à démontrer pour qu'il 
soit nécessaire de nous y arrêter plus longtemps. 

On effectue sur les radicaux des opérations qui ont 
beaucoup d'analogie avec celles que l'on effectue sur les 
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fractions 5 nous allons les passer successivement en revue. 
Nous supposerons toujours les quantités placées sous les 
radicaux positives; enfin nous ne considérerons que la 
valeur positive des radicaux, en un mot leur valeur 
arithmétique. 

N . P L É D U C T I O N D E S R A D I C A U X AU M E M E I N D I C E . 

T H É O R È M E I . — Lorsque Von multiplie par un certain 
nombre Vindice d^un radical, on en extrait la racine 
dont Vindice est égal à ce nombre. 

Considérons le radical 

\ 

Multiplions son indice par n , il devient 

Or, le produit de mn facteurs égaux à ""^a est égal à a\ 
donc le produit de n facteurs égaux à a donne un 
nombre qui, pris m fois comme facteur, reproduit a : ce 
nombre est donc 'y'a. On a donc 

T H É O R È M E I I . — Lorsque Von divise Vindice d^un ra-
dical par un de ses sous-muitiples, il se trouve élevé à 
une puissance dont Vexposant est égal à ce sous-mul-
tiple. 

T H É O R È M E I I I . — Lorsque Von élève la quantité placée 
sous un radical à une certaine puissance. Le radical se 
trouve élevé à celte puissance. 

En effet, considérons le radical 
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Si l'on élève ce radical à la puissance m, on trouve a"; 
tandis que "^a élevé à la puissance m ne donne que a. 
Mais le produit de n facteurs égaux à '"^a élevé à la puis-
sance m donnera a"; ainsi donc (7fl)" et sont deux 
nombres (positifs par hypothèse) qui, élevés à la puis-
sance m , deviennent égaux. Ce sont donc les racines 
m'®'"" d'un même nombre ; ce sont donc deux quantités 
égales 5 donc enfin 

R E M A R Q U E , — Il est bien entendu, comme nous l'avons 
dit en commençant cette théorie, qu'il ne s'agit ici que 
de nombres positifs ; ainsi il est bien clair que l'on n'a pas 

si l'on prend les radicaux négativement. 

T H É O R È M E I V . — Lorsque l'on multiplie l'indice d^un 
radical par un certain nombre et que Von élève la quan-
tité placée sous le radical à une puissance dont Vexpo-
sant est marqué par ce nombre, le radical ne change 
pas de valeur. 

De là un moyen de comparer deux radicaux. Pour y 
parvenir, on les réduit au même indice en multipliant 
l'indice de chacun d'eux par l'indice de l 'autre et en éle-
vant la quantité placée sous chaque radical à une puis-
sance dont l'exposant est égal à l'indice de l 'autre radical. 

S'agit-il, par exemple, de trouver le plus grand des 
deux nombres 

on réduira les radicaux au même indice, et l'on aura 
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I N . — M U L T I P L I C A T I O N E T D I V I S I O N DES R A D I C A U X . 

T H É O R È M E L — On a 

En effet, élevons le premier membre de cette égalité à 
la puissance w, il faudra faire le produit de m facteurs 
égaux à V A et de m facteurs égaux à "^B? on obtiendra 
ainsi AB; donc le premier membre de légalité est bien 
égal à la racine m'""® de AB, c'est-à-dire au second. 

Cette démonstration s'applique évidemment à un 
nombre quelconque de facteurs et l'on en déduit ce que 
nous savions déjà 

T H É O R È M E I I . — On a 

En effet, en multipliant ^ A :B par on trouve "^A. 
Lorsque l'on veut faire le produit ou le quotient de 

deux radicaux qui n'ont pas le môme indice, on com-
mence par les réduire au même indice, après quoi l'opé-
ration n'offre plus la moindre difficulté. 

T H É O R È M E I I I . — Si Von a une suite de rapports égaux 

on a encore 

En effet, des formules (i) on tire 
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ei par suite (p, 

c'est 'à-dire 

— F O R M U L E n u B I N Ô M E . 

Ln formule du binôme a pour but de faire connaître 
le dcvelo})pement de [x -+• a)" en polynôme ordonné sui-
vant les puissances de x. Il est bien évident que (x-f - a)" 
est un polynôme en x du degré on peut donc poser 

( 0 

A„_,,. . AQ étant des coefficients indéterminés. Si 
dans cette formule on change x cri 2, il vient 

Si l'on retranche l'une de l 'autre ces deux égalités, on 
trouve 

Or on a 

Divisant membre à membre ces deux égalités, on trouve 

Cette égalité a lieu en laissant x fixe pour toutes les va-
leurs possibles de z, excepté peut-être pour z = 0 : ; car 
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nos calculs n'offrent aucun sens dans ce cas. Néanmoins, 
comme les deux membres sont deux polynômes entiers 
en z, égaux pour plus de valeurs de z c|u'il n'y a d'unités 
dans leurs degrés, ils sont égaux quel que soit z, et en 
particulier pour z—X. Si l'on fait alors z—x, on trouve 

Multiplions les deux membres de cette formule par 
x -h -a , nous trouvons 

Or, en multipliant par n les deux membres de (i), ou 
trouve 

Or les deux développements que nous trouvons pour 
n {x-h a)" doivent être identiques; on a donc (p. Sa) 

ou 

La loi suivant laquelle procèdent ces égalités est évi-
dente, et quand on connaîtra A„, on calculera successive-
ment A„_i, A„_2, . . . , et l'on aura 

http://rcin.org.pl



CHAPITRE I V . 6 5 

Si l'on substitue ces valeurs dans la formule (i), il vient 

Cette formule devant avoir lieu quel que soit x , on peut 
supposer x = o p i vient alors 

c'est-à-dire A„ = i ; d'où l'on conclut finalement 

Telle est la formule que nous voulions établir. 

V, — PTLSSANCK n'"'"'' N ' U N polykôme. 

Lorsque, dans un polynôme, tous les termes se forment 
d'après une même loi, c'est-à-dire en attribuant dans un 
même terme et à une même lettre les valeurs entières 
successives m, m H- i , m + 2, . . . , m', on le représente à 
l'aide d'une notation abrégée qui consiste à placer le 
terme qui sert à former tous les autres après la lettre 

grecque au-dessus et au-dessous de laquelle on écrit m 

et m ' ; ainsi 

représentera la quantité 

I. 
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et on lira somme ou sigma de n = m jusquà n— m' 
de a„. La formule du binôme, en faisant usage de la no-
tation en question, pourra s'écrire 

On se sert aussi de la notation abréeée 

pour désigner le produit .. ; de sorte que 
la formule du binôme peut encore s'écrire 

Proposons-nous actuellement de trouver le développe-
ment de [a-\-h c + . . . ) "5 dans la formule du binôme, 
le terme général 

peut s'écrire, en multipliant et en divisant par 
1 . 2 . 3 . . . ( n — 

Si alors nous changeons x en x -h ce terme deviendra 

http://rcin.org.pl



C H A P I T R E I V . 45 

c'est-à-dire 

En convenant de remplacer i . 2 . 3 . . . |3 par i quand on 
fai t ^ = o, cette formule peut encore s'écrire 

et la quantité écrite sous le signe ^ représente le terme 

général du développement de [a-+-b x)" \ si nous chan-
geons alors x en x -h c, et ainsi de suite, il est facile de 
voir que l'on arrive à la formule générale 

le s i g n e ^ s'élendant à toutes les valeurs de a , (3, y , . . . , 

telles que a -f- |3 -1- 7 H-. . . -h X = en convenant tou-
jours de remplacer i . 2 . 3 . . . m par i toutes les fois que 
l'on a m = o. 

V T . — R A C I N E S DES P O L Y N Ô M E S . 

On dit qu 'un polynôme entier ordonné par rapport à x 

est it7ie puissance ni'^'"^ parfaite, lorsqu'il existe un 
5. 
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polynôme 

entier qui, élevé à la puissance reproduit P . 
Proposons-nous de reconnaître si un polynôme est une 

puissance m'®'"® parfaite, et dans ce cas cherchons sa ra-
cine. Considérons le polynôme ^ 

si sa racine m'""" existe, désignons-la par 

Appliquons au polynôme Q la formule que nous avons 
démontrée au paragraphe précédent, nous aurons 

ou bien 

En identifiant les polvnômes P et Q'", on trouve 

De la première de ces formules on conclut que : 

mi — n ou i= — : donc n doit être divisible par m : m ^ 
supposons qu'il en soit ainsi \ 

2® hi est la racine de 
De la seconde formule on tire 

ou 
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Supposons que l'on ait calculé bi et ; du polynôme P 
on retranchera -i- le reste sera composé 
comme il suit : 

Or, dans cette expression, le terme du degré le plus élevé 
est 

en l'égalant au terme du degré le plus élevé dans le ré-
sultat trouvé directement et que nous désignerons par c, 
on trouve 

Connaissant on retranchera du polynôme P la quan-
tité 

et l'on continuera ainsi jusqu'à ce que l'on tombe sur un 
reste nul ou sur une soustraction impossible à effectuer. 

\ I I . — C A S D E LA RACIIVE C A R R É E . 

Le cas de la racine carrée étant le plus simple, nous 
insisterons davantage sur lui, et d'abord nous ferons ob-
server que l'on a 

I 

Cette formule s'obtient en faisant n = 2dans la formule(i), 
p. 25, ou bien encore directement, en observant que 
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Le carré d'un polynôme se compose donc, comme on 
voit, de la somme des carrés de ses termes et de leurs 
doubles produits. 

Ceci posé, proposons-nous d'extraire la racine carrée 
du polynôme 

Si nous désignons par 

la racine, nous trouverons, comme tout à l 'heure. 

Nous retrancherons de P la quantité 
nous obtiendrons enfin comme tout à l 'heure; mais 
au lieu de retrancher de P le carré de 

nous nous contenterons de retrancher du premier reste 
que nous avons obtenu la quantité 

et ainsi de suite. Une simplification analogue pourrait 
sans doute être apportée dans le calcul de la racine /n'®'"̂ , 
mais les calculs exigeraient une grande attention de la 
part de celui qui se livrerait à ce genre de spéculations. 

VIII. — R E M A R Q U E S . 
> 

Nous avons supposé que les polynômes dont nous 
cherchions les racines étaient ordonnés par rapport aux 
puissances décroissantes d'une même lettre; l'hypothèse 
contraire aurait pu être adoptée : elle conduit à cette 
conclusion : 
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L'exposant du terme du degré le moins élevé d'une 
puissance n"'"^ exacte doit être zéro, n ou un multiple 
de 

Il est souvent avantageux de modifier la marche que 
nous avons suivie ainsi qu'il suit : 

On développe l'expression Q" par la formule (i) de la 
p, 67-, on identifie ensuite le polynôme P avec le déve-
loppement de Q". On a ainsi n égalités qui permettent, 
à l'aide de procédés que nous étudierons plus loin, de 
déterminer , . . . , b .̂ 

A P P L I C A T I O N . — Trouver la condition pour que 

soit un carré parfait. 
L'expression précédente ne peut être que le carré d'un 

polynôme du premier degré. Posons alors 

ou bien 

on en déduit 

De ces formules on tire sans difficulté 

Cette relation est donc nécessaire pour que le polynôme P 
soit un carré parfait : elle est suffisante. En effet, alors 
on a 

ou 

ou 
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E X E R C I C E S . 

Vérifier les formules 

i. 

(LÉONARD DE PISE. ) 

2. 
( 

(ECLEK.) 

3 . 

4 . 
'LAGRANGE.) 

, pour n pair. 

n désignant le nombre des quantités a, 

b , . l est ce que l'on appelle la moyenne arithmétique de ces 
quantités; elle est comprise entre la plus grande et la plus petite 
d'entre elles. 

^abc . . . l est leur moyenne géométrique; elle est aussi comprise 
entre la plus grande et la plus petite d'entre elles. 
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CHAPITRE V. 

É Q U A T I O N S D U P R E M I E R D E G R É . 

I . — P R I N C I P E S G É N É R A U X . 

Lorsque, dans une égalité, les deux membres sont égaux, 
quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres, cette 
égalité porte le nom à^dentité; telles sont, par exemple, 
les égalités 

Lorsque, au contraire, l'égalité n'a lieu que pour cer-
taines valeurs des lettres qu'il s'agit de déterminer, elle 
porte le nom à'équation ; les valeurs des lettres qui 
rendent les deux membres réellement égaux portent le 
nom de racines de l'équation. Quoi qu'il en soit, on con-
fond souvent dans le langage les mots égalité, équation-, 
au fond cela n'a pas grand incon\énient. 

T H É O R I I M E L — On ne change pas les racines d'une 
équation en ajoutant une même quantité aux deux 
membres. 

Ê n effet, considérons l'équation 

( 0 

Soient X, y , z , . . . les inconnues, ou si l'on veut les 
lettres don t on doit déterminer la valeur pour rendre A 
réellement égal à B; il est bien évident que les systèmes 
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de valeurs de x, j , z,. . ., qui rendent A égal à B, ren-
dront encore A m égal à B m; que réciproquement 
les systèmes de valeurs qui rendent A -H égal à B -f- w 
rendront encore A égal à B : en d'autres termes, l'équa-
tion considérée a mêmes racines que 

(2) 

Cette règle comporte une exception : si la quantité m 
cessait d'être définie algébriquement pour des valeurs de 
X, j-, z,. . . qui rendent A égal à B, l'équation (2) pour-
rait ne plus admettre les racines de l'équation (i). 

C O R O L L A I R E . — Le signe de m ayant été supposé quel-
conque, on peut dire que l'on ne change pas les racines 
d'une équation en retranchant une même quantité aux 
deux membres. 

T H É O R È M E IL — On n altère pas les racines d'une 
équation en multipliant ses deux membres par une même 
quantité ne contenant pas les inconnues. 

En effet, considérons l'équation 

si l'on multiplie par m les deux membres de cette égalité, 
il est bien clair que si pour un système c|uelconque de 
valeurs des inconnues on a A = B, on aura encore 
A/7i = Bm-, et réciproquement, si l'on a Am = B / « , on 
aura pour les mêmes valeurs des inconnues A = B. H y 
a cependant un cas d'exception : si, en effet, A était dif-
férent de B, on pourrait avoir km égal à Bm si m pou-
vait passer par zéro ; or il n'y aura rien à craindre à cet 
égard si m ne contient pas les inconnues et si l'on ne 
choisit pas le facteur m égal à zéro, ce qui n'aurait aucun 
but raisonnable. 

Nous allons montrer sur un exemple que, en multi-
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pliant par un même facteur les deux membres d'une équa-
tion, on peut introduire de nouvelles racines. L'équation 

admet évidemment la racine i et la racine i seulement. 
En multipliant par x •— 2 les deux membres, ou a 

et il est facile de voir que la nouvelle équation admet la 
racine x = cela lient à ce que le facteur . r— 2 passe 
par zéro pour x= 1. En général, quand on multiplie 
par m les deux membres d'une équation, on introduit 
dans cette équation les solutions de V équation m =0. 

En effet, les systèmes de valeurs des inconnues x , 
z , . . . , qui rendent km égal à Bm, rendront A égal à B 
ou m égal à zéro; donc ils appartiennent à l'une des deux 
équations 

Si cependant, en supposant m = o, A et B cessaient d'être 
algébriquement définis, il est clair que km = Bm n'en-
traînerait pas m = o, car on ne pourrait pas dire que A m 
et Bm sont nuls si A elB n'existaient pas. Pour me faire 
comprendre, je choisis un exemple : l'équation 

admet la racine x = 1 et n'admet évidemment que celle-

là, puisque pour x^i on a - ^ i . Multiplions par x les 

deux membres de cette équation, nous n'introduisons pas 

pour cela la racine x = o, parce que - n'existe plus, en cc 
un mot n'est plus défini en supposant le diviseur x égal à 
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zéro, et effectivement l'équation en question devient 

quand on multiplie par x ses deux membres. 
De même l'équation A = B pourrait être satisfaite pour 

certaines valeurs de x, sans que 

pût être satisfaite pour les mêmes valeurs de x , J,.--'-, 
car m pourrait n'être plus défini pour les valeurs de x, 

z , . . . , qui rendent A égal à B. 
En résumé, quand on multiplie les deux membres 

d une équation par une même quantité, on ne change pas 
les racines si cette quantité est indépendante des incon-
nues; si au contraire le multiplicateur en question con-
tient les inconnues, il peut se faire que l'on change les 
racines, que l'on en introduise de nouvelles, ou enfin que 
l'on en supprime. 

T H É O U È M Ï : I J I . — O71 peut diviser par une même quan-
fifé les deux membres d'une équation sans changer les 
racines, pourvu que celte quantité ne contienne pas les 
inconnues. 

Ce théorème au fond revient au précédent et donne 
lieu aux mêmes remarques, si l'on observe que multiplier 

par — et diviser par m sont deux opérations équivalentes. 

T H É O I I I Ï M E I V . — Lorsque deux équations'admettent 
les mêmes racines, l'équation que l'on obtient en les 
ajoutant ou en les retranchant membre à membre peut 
remplacer Vune quelconque (Ventre elles. 

En effet, considérons les deux équations en x , y , 

U) 
(2) 
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les systèmes de valeurs de x , j , z , . . . , qui rendent à la 
fois A égal à B et C égal à D, rendent A +- C égal à B H- D, 
et réciproquement les systèmes qui satisfont à l'équation 

(3) 

et à l'une quelconque des équations (i) on (2), satisfont à 
l 'autre. 

R E M A R Q U E S . — On peut évidemment aussi remplacer 
un système de n équations par n — i d'entre elles, et celle 
que l'on obtient par l'addition des autres effectuée membre 
à membre; il est bien évident aussi que la différence ef-
fectuée men\bre à membre de deux équations peut rem-
placer l'une quelconque d'entre elles, etc. 

T H É O R Î Î M E V . — En général, on ne change pas les 
racines cViin système d'équations quand on remplace 
l'une d'elles par celle que Von obtient en les multipliant 
membre à membre. 

Il est bien évident, en effet, que si un certain système 
de valeurs des inconnues x, y, z , . . . rend identiques les 
équations 

le même système de valeurs rendra identique l'équation 

et réciproquement, de cette équation combinée avec 

on déduira A = B. Mais celte règle est soumise à des 
exceptions; ainsi, par exemple, l'équation 

jointe à l'équation 

http://rcin.org.pl



T R A I T É D ' A L G È B R E . 

entraîne non-seulement l'équation 

C = D, 

mais encore, si A et D peuvent passer par zéro, l'éc[uation 

A = D. 

C'est ainsi que les équations 

qui n'admettent évidemment que la solution x = j — i , 
multipliées membre à membre, fournissent l'équation 

([ui, combinée avec x — j = o, ne peut pas remplacer 

car le système 

admet une infinité de solutions, à savoir toutes les valeurs 
possibles pour x , à condition que les valeurs correspon-
dantes dey auront une valeur absolue égale à celle de x . 
Nous ne pousserons pas plus loin la théorie des transfor-
mations que l'on peut faire subir aux équations; l'usage 
en fera connaître d'autres soumises en général aux mêmes 
restrictions que celles dont nous venons de parler. 

I I , — U S A G E DES P R I N C I P E S P R É C É D E N T S . 

Résoudre une équation ou un système d'équations, 
c'est chercher leurs racines. 

Lorsqu'une éc{uation est de la forme 

P et Q désignant des polynômes entiers de degré m par 
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rapport aux inconnues, ou dit qu'elle est du degré m. 
Lorsque l 'un des polynômes P, Q est de degré inférieur 
à m, l 'autre restant du degré w, on dit encore que l'équa-
tion est du degré m. 

Pour résoudre une équation ou un système d'équations, 
on commence en général par effectuer les opérations 
indiquées : on ramène de cette façon les deux membres à 
être aussi simples que possible; on chasse ensuite les 
dénominateurs, ce qui se fait en multipliant les deux 
membres de chaque équation par le produit des dénomi-
nateurs qui entrent dans ses deux membres. 

Il peut se faire ainsi que l'on altère les racines : il 
faudra discuter les résultats afiu d'étudier l'effet produit 
sur le système que l'on cherche à résoudre. On fait en-
suite passer les termes qui contiennent les inconnues dans 
un même membre et les termes indépendants des incon-
nues dans l 'autre; on fait passer un terme d'un membre 
d'une équation dans un autre en chiingeant son signe. 
Cette opération revient, eu effet, à retrancher aux deux 
membres de l'équation une même quantité égale au terme 
en question; enfin, s'il y a lieu, on réduit les termes 
semblables. 

La règle que nous venons de donner est une règle gé-
nérale et qui bien entendu n'a rien d'absolu. INous avons 
dit que pour chasser les dénominateurs d'une équation il 
fallait multiplier les deux membres par le produit des 
dénominateurs ; il suffit d'en multiplier les deux membres 
par le plus petit multiple des dénominateurs dans les-
quels chaque lettre sera considérée comme représentant 
un facteur premier. 

Quelquefois on conserve à dessein dans une équation 
certains dénominateurs ; mais on peut en faire disparaître 
d'autres. Pour faire disparaître un dénominateur, il 
suffit évidemment de multiplier les deux membres de 
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l'équation par ce dénominateur, ce qui se fait en multi-
pliant par le dénominateur en question tous les termes 
qui ne le contiennent pas et en l'effaçant dans les termes 
qui le contiennent. 

Pour donner une application des principes précédents, 
nous nous proposerons de résoudre l'équation 

Chassons les dénominateurs en multipliant par 6 et par 
x -[- 1, il vient 

En multipliant par x + i , nous avons pu introduire la 
solution X —- — I de l'équation 

Mais pour x = — i le premier membre de l'équation 

proposée n'est plus défini, car il contient le terme 

ou en sorte qu'il peut se faire que nous n'ayons pas 

introduit de nouvelle solution : la suite nous l'apprendra. 
Si nous effectuons les produits indiqués, il vient 

réduisons les termes semblables, nous aurons 

Si nous faisons passer dans le premier membre les termes 
c[ui contiennent l 'inconnue, il vient 
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et en divisant par 23 les deux membres, on a 

nous ne retrouvons pas la solution x — — i ; on en cou-
I 

d u t que x = ^ satisfait à l'équation proposée, ce que 

l'on peut du reste vérifier directement. 
Nous allons voir maintenant comment on simplifie, à 

l'aide d'artifices de calcul, la règle générale que nous 
avons donnée. Proposons-nous de résoudre l'éc^uation 

S'il y a égalité entre les deux membres de cette équa-
tion pour une certaine valeur de r , nous pourrons de 
chaf|ue numérateur retrancher son dénominateur, divisei-
les numérateurs par les résultats, et il y aura encore 
égalité pour la même valeur de x [voir p. 39). Il vient 
ainsi 

et en multipliant par t\ les deux membres de cette égalité, 

Faisons passer les termes en x dans le premier m«nbre , 
les termes connus dans le second, il vient 

ce qu'il est facile de vérifier. 
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I I I . — D E S ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 

A U N E I N C O N N U E . 

Toute équation du premier degré à une inconnue peut 
être ramenée à la forme 

(0 

A et B étant deux quantités indépendantes de x, pour 
cela il suffit de faire passer dans le premier membre les 
termes qui contiennent l 'inconnue, et dans le second ceux 
qui ne la contiennent pas. 

O n r é s o u t immédiatement l'équation ( i ) en divisant les 
deux membres par A, ce qui donne 

et l'équation (i) n'a pas d'autre solution. 
On peut donc dire que toute équation du premier degré 

à une inconnue a toujours une solution et une seule. 
Si B était égal à zéro, il est clair que l'on aurait x = o. 

Quelques auteurs examinent le cas où A = o, mais alors 
dans l'équation x n'existe plus, l'équation n'est plus du 
premier degré-, elle se réduit à une égalité absurde o = B, 
ou à une identité si l'on a B = o. On peut être conduit 
à de semblables résultats en cherchant à résoudre cer-
taines équations absurdes ou certaines identités que l'on 
pose comme équations. 

Par exemple, quel que soit x , nous avons vu que l'on 
avait 

si l'on regarde actuellement cette identité comme une 
équation, on trouve 

http://rcin.org.pl



CHAPITRE V. 8 3 

OU, faisant passer les termes inconnus dans le premier 
membre, les termes connus dans le second, 

ce qui est une identité. Cela tient à ce que l'on est parti 
d'une identité, ou si l'on veut d'une équation satisfaite 
quel que soit a?; si au contraire on avait posé 

(2) 

on aurait trouvé 

résultat absurde et qui prouve que l'équation (2) n'a pas 
de racines. E t , en effet, comme (x + i)® est égal à 

20: -f- I, il est impossible qu'il soit égal à 2X, 
c'est-à-dire au même nombre diminué de x. 

Si l'on écarte donc le cas où A = o, c'est-à-dire où 
l'équation (i) n'est pas une équation, on peut dire que 
toute équation du premier degré à une inconnue admet 
une racine et une seule. 

I V . — D E S É Q U A T I O N S n u PREMIER DEGRÉ A P L U S I E U R S 

I N C O N N U E S . 

Une seule équation à plusieurs inconnues suffit très-
rarement à la détermination de ces inconnues. En effet, 
si l'on donne à toutes les inconnues sauf une des valeurs 
arbitraires, on peut en général résoudre par rapport à 
l'inconnue restante l'équation en question; ce qui montre 
que l'on peut ainsi trouver autant de solutions que l'on 
veut. 

Bien qu'il n'en soit pas toujours ainsi, nous verrons 
qu'un système de n équations du premier degré à n i n -

6. 
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connues admet ordinairement une solution et une seule. 
Toutes les fois qu'il n'en admet pas, on dit que le système 
est incompatible^ toutes les fois qu'il en admet deux ou 
plus, on dit qu'il est indéterminé. 

Puisqu'un système de n équations à n inconnues admet 
ordinairement une solution, un système de n — i équa-
tions, ou moins, à n inconnues, doit être insuffisant, 
puisque l'on peut choisir au moins une inconnue arbi-
trairement, et qu'il reste alors assez d'équations pour 
trouver les valeurs des inconnues restantes. 

De même, un système de n + i équations, ou plus, à 
n inconnues, ne peut pas en général être résolu; car n 
quelconques d'entre elles admettant une solution et uiic 
seule, celte solution ne conviendra pas toujours à uu 
autre système formé de n des équations données. 

Lorsqu'un système d'équations du premier degré admet 
deux solutions, il en admet une infinité, et c'est ce qui 
fait dij e qu'il est indéterminé. 

En elfet, considérons par exemple le système à deux 
inconnues 

supposons-le satisfait pour x = c(,j = [î et pour x = a ' , 
y = (b'j supposons x difièrent de a ' , jS pouvant être égal 
à (3' ou dilférent : on aura, par hypothèse. 

Si l'on multiplie la première de ces deux équations par A, 
la seconde par i — le, et si l'on ajoute, on trouve 

on aurait de même 
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ce qui prouve que 
est encore une solution du système proposé, et comme k 
est arbitraire, on voit que x peut prendre une infinité de 
valeurs difierentes, (5 peut être égal à |3', et dans ce cas 
r a une valeur unique; mais cette valeur, combinée avec 
les valeurs de x , n'en constitue pas moins autant de so-
lutions diflerentes. 

Éliminer une inconnue entre plusieurs équations, c'est 
remplacer ces équations par d'autres qui ne contiennent 
plus cette inconnue, et qui cependant admettent les 
mêmes solutions pour les inconnues restantes. Nous al-
lons exposer diverses méthodes d'élimination. 

i" Élimination par siibstitufion. — L'élinn'nation par 
substitution consiste à résoudre l'une des équations par 
rapport à l 'une des inconnues et à porter la valeur trou-
vée dans les autres équations, qui alors ne contiennent 
plus cette inconnue. ^ oici un excm})le de cette méthode. 
Considérons les équations 

(0 

Tirons de (i) la valeur de x, en supposant y connu, il 
vient 

(3) 

et l'équation (3), en vertu des principes exposés (p. ^3), 
peut remplacer l'équation (i)» Si alors on remplace x par 

-—-—^ dans l'équation (a), on trouve une équation qui 
«J 

ne contient plus y et qui peut remplacer l'équation (2) 
ou l'équation (3), c'est-à-dire l'équation (i). En effet, 
remplacer x dans l'équation (2) par sa valeur tirée de 
l'équation (3) revient à écrire l'équation (3) d'abord sous 
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la forme 

puis à multiplier par 12 ses deux membres et à la re-
trancher de l'équation (2). La méthode de substitution 
n'altère donc pas les racines et peut être employée dans 
tous les cas -, le calcul s'achève facilement et l'équation (2) 
devient, après la substitution de la valeur de x tirée de 
l'équation (3), 

(4) 

d'où l'on tire, en résolvant cette équation à une inconnue 
par rapport à y , 

(5) 

L'équation (5), qui admet les mêmes racines que l'équa-
tion (4), peut remplacer les équations (i) ou (2)5 si alors 
on porte la valeur obtenue pour y dans l 'une de ces équa-
tions, on élimine y et l 'on trouve une équation à une 
inconnue en x qui permet de calculer la valeur de cette 
inconnue. Si l'on fait j = 2 dans l'équation (i), on trouve 

R E M A R Q U E . — La méthode que nous venons d'employer 
s'applique à un nombre quelconque d'équations et réduit 
le système total des équations à un nombre moindre d'une 
uuité et ayant une inconnue de moins. On peut alors 
procéder sur le nouveau système comme sur le premier 
et faire disparaître une inconnue et une équation; on 
arrive alors finalement à une seule équation contenant 
une seule inconnue, si le nombre des équations est égal à 
celui des inconnues, et l'on peut en tirer la valeur de 
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celte inconnue. Si le nombre des équations est supérieur 
à celui des inconnues, on a plusieurs équations contenant 
une même inconnue*, ces équations ne fournissent pas en 
général la même valeur pour cette inconnue, et l'on con-
çoit que le système d'équations est surabondant. Si au 
contraire le nombre des inconnues est supérieur à celui 
des équations, on tombe sur une équation à plusieurs in-
connues, et l'on voit que l'on peut choisir arbitrairement 
l 'une d'elles : le système a une infinité de solutions. 

Ce raisonnement est très-vague, en ce sens qu'il sup-
pose que les équations à une inconnue que l'on est censé 
résoudre ont une solution bien déterminée ; aussi verrons-
nous les conclusions précédentes, qui tendent à établir 
qu'un système de n équations doit contenir n inconnues, 
tomber en défaut. 

2® Éliminalion par addition. — Cette méthode con-
siste à multiplier par des facteurs convenables deux des 
équations à résoudre, de telle sorte que les coefficients de 
la même inconnue soient égaux. S'ils sont de même signe, 
on retranche les équations membre à membre; s'ils sont 
de signes contraires, on ajoute ces équations, et Ton fait 
ainsi évidemment disparaître une inconnue. L'équation 
à laquelle on arrive peut, en vertu des principes démon-
trés plus haut (p. ^3), remplacer l'une quelconque des 
équations qui lui ont donné naissance. 

Reprenons les équations de tout à l'heure 

(0 

Pour donner des valeurs égales aux coefficients de x , on 
peut multiplier la première équation par le coefficient 
de a: dans la seconde, et vice versa. Mais il est plus simple 
de multiplier par 4 les deux membres de l'équation ( i ) ; 
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en retranchant alors membre à membre, on trouve 

3° Èliminalion par comparaison. — Cette méthode 
peu usitée revient au fond à la précédente; elle consiste à 
égaler les valeurs d'une même inconnue tirée de deux 
équations différentes. 

4" Élimination par la méthode des multiplicateurs. — 
Cette méthode, attribuée à Bezout, consiste à multiplier 
les équations par des facteurs tels, qu'en les ajoutant 
toutes les inconnues disparaissent à l'exception d'une 
seule. 

Considérons d'abord les équations 

(0 

Multiplions la seconde équation par X, ajoutons avec la 
première, il vient 

Déterminons maintenant X par la condition 

1 équation (3) devient 

d'où l'on tire 
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En posant dans l'équation (3) 

on aurait trouvé 

Considérons en second lieu les équations 

{•) 
( 2 ) 

(3) 

Multiplions la seconde par le facteur indéterminé 1, la 
troisième par X', et ajoutons, il vient 

(4) 

Profitons de l'indétermination de / et X' et posons 

(5) 
(6) 

Multiplions l'équation (6) par p. et ajoutons avec l'équa-
tion (5), il vient 

( 7 ) 

Posons enfin 

l'équation (7) donne 

d'où 
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Si l'on se reporte aux équations (5) et (6), on voit que 
pour en déduire ï quand on connaît il suffit de changer, 
dans la formule qui donne X', b' en b", b" en c 'en c" 
et c" en c'; car quand on opère ce changement dans les 
équations (5) et (6), il est bien clair que la valeur de 1' 
qui satisfait est l 'ancienne valeur de awice versâ. On 
a donc 

Si l'on porte alors dans l'équation (4) les valeurs que 
nous venons de trouver pour 1 et X', il vient, en vertu des 
équations (4) et (5), 

d'où l'on tire, en ordonnant par rapport aux accents, 

Pour déduire de cette formule la valeur de il suffit de 
changer a en b, h en c et c en a. En effet, par ce change-
ment, les équations (i), (2), (3) fourniront pour j la. 
valeur qu'elles fournissaient avant pour x , et pour z la 
valeur qu'elles fournissaient pour Enfin on pourrait 
aussi se contenter de changer a en b elb en a. 

Ce qui est remarquable, c'est que par ces changements 
le dénominateur de la valeur de x ne change pas, en sorte 
que les trois inconnues ont le même dénominateur. Le 
numérateur d'une inconnue ne diffère du dénominateur 
que par le changement en d de la lettre qui sert de coeffi-
cient à cette inconnue dans les équations (i), (2), (3)5 
nous généraliserons DIUS loin ces résultats. 
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V . — D I S C U S S I O N DES CAS QUI P E U V E N T SE PRÉSENTER 

DANS LA RÉSOLUTION D ' U N SYSTEME DE D E U X É Q U A T I O N S 

A D E U X I N C O N N U E S . 

Reprenons les équations dont il a déjà été question, 

(0 
(2 ) 

Ces équations renferment toutes les équations numé-
riques à deux inconnues et du premier degré que l'on 
pourrait se proposer de résoudre; il suffit pour cela d'at-
tribuer à a , è, a ' , b', c et c' des valeurs convenables, 
nulles au besoin. 

Multiplions par h' la première équation et par h la se-
conde; en retranchant alors membre à membre, il vient 

(3) 

Jusqu'ici nous avons implicitement supposé que b et b' 
n'étaient pas nuls à la fois; sans quoi nous aurions fait 
une opération illusoire conduisant à l'identité 

Nous allons supposer ab'—èa'différent de zéro, et alors 
l'équation (3) donnera 

(4) 

On trouverait de même, en supposant que a et a' ne 
sont pas nuls à la fois, 

(5) 

Ces formules montrent que si ab'— ba' est différent de 
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zéro, le système des équations (i) et (2) admet toujours 
une solution et une seule; car les hypothèses que nous 
avons faites, que a ei a' ne sont pas nuls à la fois ou que h 
el h' ne sont pas nuls à la fois, rentrent dans celle-ci 

Supposons actuellement 

(6 ) 

et toutes les quantités a , b, b', c, c' différentes de 
zéro; alors les valeurs de X et de JK se présentent en gé-
néral sous la forme 

Si l'on remonte à l'équation (3), qui a fourni cette va-
leur de X, on voit que cette équation se réduit à une ab-
surdité, puisque son premier membre est nul et que le 
second ne l'est pas en général. Les équations (x) et (2) 
conduisant par des calculs légitimes à une absurdilé sonl 
incompatibles; c'est du reste ce qu'il est facile d'établir 
directement. 

1° Nous supposerons le numérateur de la valeur de x , 
c'est-à-dire le second membre de la formule (3), diffé-
rent de zéro; nous aurons alors 

( 7 ) 

Mais de la formule (6) on tire 

(8 ) 

et de la formule (7), 

(9) 
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et, par conséquent, de ces deux dernières formules, 

(.o) 

ou 

Cette quantité est précisément le numérateur de la valeur 

de y qui va se présenter aussi sous la forme Si l'on dé-

signe alors par p la valeur commune des rapports 

on tirera de la formule (8) 

et de la formule (9) 

En portant dans l'équation (i) les valeurs que nous ve-
nons de trouver pour a et on trouve 

Mais l'équation (2) multipliée par p donne 

On voit donc que les équations (i) el (2) impliquent des 
conditions contradictoires puisqu'elles exigent que la 
même quantité soit à la lois égale et différente de pc'. 

2® 11 pourrait arriver que le numérateur de la valeur 
de X fût égal à zéro-, l'équation (3) ne présenterait plus 
rien d'absurde, au contraire elle se réduirait à l'identité 

La valeur de x prend la forme il est facile de voir que 

dans ce cas les équations (i) et {2) rentrent l 'une dans 
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l 'autre et que les valeurs de x et de j sont indéterminées -, 
nous supposerons toujours les coefficients a , b, c, a ' , b' . 
c' différents de zéro, et la relation 

(6 ) 

fournira comme plus haut 

(8) 

Si nous supposons actuellement le numérateur de la va-
leur de X nul, ou 

( lO 

il vient 

( . 2 ) 

et, en vertu de l'équation (8), 

ou bien 

et l'on voit que le numérateur de la valeur àe j est éga-
lement nul. Si l'on désigne par p la valeur commune des 

rapports les équations ( i i ) et (12) donnent 

Si l'on porte ces valeurs de a , b, c dans l'équation (1), on 
trouve 

équation que l'on déduit en multipliant par p l 'équa-
tion (2). On voit qu'en réalité on n'a qu'une seule équa-
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tioli entre x e l j , ce qui est insuffisant pour déterminer 
ces inconnues, puisqu'alors on peut choisir l 'une d'elles 
arbitrairement. 

Il reste maintenant à examiner les cas où quelques 
coefficients des équations (i) et (2) seraient nuls; mais 
auparavant, observons que les formules (4) et (5), qui 
font connaître x et y, satisfont aux équations (i) et (2) 
toutes les fois que ah'—ha' n'est pas nul. Nous suppo-
serons donc 

(6) 

1° Si aucun des coefficients a , h, a ' , h' n'est nul, on 
tire de cette équation, comme nous avons vu plus haut, 

et, si c seul est nul, on voit que les équations (i) et (2) 
sont incompatibles, et les inconnues se présentent sous la 

forme —• Si c et c' sont nuls tous deux, les équations (i) 

et (2) rentrent l 'une dans Tautre, et les inconnues se pré-

sentent sous la forme o 
2° Supposons a ~ o, alors l'équation (6) montre que 

a' ou h^ doit être nul; si a' est nul, on n'a plus, à pro-
prement parler, deux inconnues dans les équations (i) 
et (2) qui ne peuvent déterminer x et qui sont surabon-
dantes pour déterminer à moins que ces deux équations 
ne soient une conséquence l 'une de l'autre. Dans ce cas, 
les formules (4) et (5) donnent des résultats de la forme 

Dans le cas où ch'— hc' — o, x se présente aussi sous la 
o * forme — Cependant, dans ce cas, la valeur de y est par-
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fai teiiient déterminée, puisque est égal à —5 les équa-

tions (i) et (2) rentreni l 'une dans l'autre et sont à une 

seule inconnue. La formule illusoire 

à laquelle on arrive, lient à ce que l'équatiou (5) a été 
obtenue en multipliant par a ' e t a les équations (1) et (a) . 
Or a et a ' sont nuls 5 on a donc lait des calculs illusoires. 

Si l'on supposait i = o avec a = o, l'équation (i) se 
réduirait à l'absurdité c = o, à moins que c ne fût natu-
rellement nul. Lorsque c est différent de zéro, les équa-
tions (4) et (5) donnent 

lorstjue c est nul, on a au (ontraire 

Supposons a = o avec n' =o clb' = o. Dans ce cas, 
les équations (i) et (2) se réduisent à une absurdité, à 
moins que c' = o, et à une équation à une inconnue 

Les formules (4) et (5) donnent dans ce cas 

4® Si l'on a « = o, a ' = o, b — o^ b' = o, les équa-
tions (i) et (2) sont absurdes ou illusoires et les for-
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mules (4) et (5) donnent 
9 7 

De celte discussion résulte que si l'on a réellement deux 
équations à deux inconnues ne présentant rien de con-
tradictoire et ne rentrant pas l 'une dans l'autre, les for-
mules (4) et (5 ) pourront servir à résoudre le système (i) 
et (a). Nous avons, en elïet, examiné tous les cas pos-
sibles, à savoir : 

1° Aucun des coefficients a, b, a', b' 
n'est nul. 

Un coefficient d'inconnue nul com-
prenant l'un des deux suivants : 
a. Deux coefficients appartenant à la même 

inconnue nuls. 
b. Deux coefficients n'appartenant pas à la 

même inconnue nuls. 
3° Trois coefficients nuls. 
4" Quatre coefficients nuls. 

Dans chacun de ces cas, nous avons supposé c et c' nuls 
ou différents de zéro, et toujours la condition ah'—ba'—o 
nous a conduit à affirmer que les équations (i) et (2) 
étaient incompatibles ou insuifisantes. 

M . — D E S D É T E R M I N A N T S . 

Lorsque l'on a un système de n^ quantités rangées 
comme il suit : 

(0 

on appelle lignes les rangées horizontales, colonnes les 
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rangées verticales; les quantités qui forment ces rangées 
portent le nom dHéléments. 

Deux éléments qui n'appartiennent ni à la même ligne 
ni à la même colonne forment une inversion, lorsque le 
numéro de la colonne du premier élément étant plus élevé 
que le numéro de la colonne du second, le numéro de la 
ligne du premier élément est moins élevé que le numéro 
de la ligne du second, ou vice versâ. 

On appelle déterminant du système des /z® éléments 
considérés, et l 'on désigne par la notation de la for-
mule (i), la somme des produits obtenus en prenant de 
toutes les manières possibles un facteur dans le ta-
bleau (i), de telle sorte que dans un même produit deux 
facteurs n'appartiennent jamais à la même rangée (co-
lonne ou ligne). On donne le signe -h aux produits dans 
lesquels le nombre des inversions formées par les facteurs 
est pair, et le signe — aux autres produits. 

Les déterminants ont aussi porté le nom de résultantes, 
fonctions alternées, etc. Cauchy a souvent employé la 
notation 

pour désigner le déterminant (i). 
La définition que nous avons donnée du déterminant 

de n^ éléments permet évidemment d'énoncer le théorème 
suivant : 

T H É O R È M E L — Un déterminant ne change pas quand 
ses lignes deviennent colonnes et que ses colonnes de-
viennent lignes. 

T H É O R È M E I L — Lorsque, dans un déterminant, on. 
permute deux lignes ou deux colonnes, ce déterminant 
est multiplié par — i. 

En effet, considérons un terme 
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du déterminant primitif, les points indiquant des facteurs 
manquants que nous supposerons rangés, ainsi que dj 
et fj^ dans l'ordre où les colonnes auxquelles ils appar-
tiennent se présentent. Permutons les i'^'"' e t ; ' ^ lignes, 
au terme (2) de l'ancien déterminant correspondra le 
terme 
(3) 

dans le nouveau; mais ce terme existe déjà dans l 'an-
cien déterminant, en sorte que, aux signes près, les 
deux déterminants en question sont composés des mêmes 
termes. Occupons-nous actuellement du signe de ces 
termes. A cet effet, voyons combien le cliangement de / 
e n ; et de j en / a introduit d'inversions ou en a supprimé 
dans le terme (2). Soit un élément du produit (2); 
si g^ n'est pas compris entre r/, et f j , ou si // n'est pas 
compris entre z e t ; , le changement de i en j et de j en i 
ne modifie pas le nombre des inversions relativement à 
l'élément g^. Si au contraire g^ est compris entre 
e l f j ^ ( j i entre i et7, le changement de i e n j introduit ou 
supprime une inversion. Le changement d e ; en / produit 
le même effet, de sorte que l'on peut dire que par rapport 
à un élément quelconque le nombre des inversions intro-
duites est pair, zéro étant regardé comme un nombre 
pair. Mais, par rapport aux termes et y), le change-
ment de i en j et de ; en i introduit ou supprime forcément 
une inversion. En sorte que dans l'ancien déterminant le 
terme (3) contient un nombre impair d'inversions déplus 
ou de moins que le terme (2) ; il est donc de signe con-
traire, tandis que ce même terme (3) considéré dans le 
nouveau déterminant est de même signe que le terme ( 2). 
Les deux déterminants en question se composent donc 
des mêmes termes affectés de signes contraires; ils sont 
donc égaux au signe près. c. Q. F. D. 
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T H É O R È M E I [ I . — Un déterminant dotit deux rangées 
parallèles sont identiques est nul. 

En effet, il est bien clair que ce déterminant ne change 
pas quand on permute les rangées identiques 5 si donc ce 
déterminant n'était pas nul, il changerait de signe, en 
vertu du théorème précédent, par la permutation en 
question. 

THÉoRi:ME IV. — Lorsque, dans une rangée, tons les 
éléme7its sont Jiuls à Vexception d^un seul, le détermi-
nant se réduit au produit de cet élément par un déter-
ndnant de degré moindre. ' 

En effet, supposons que la ait tous ses éléments 
nuls, à l'exception de l'élément qui se trouve dans la 
jième colonne. Permutons la i'®""" ligne successivement" avec 
toutes celles qui la précèdent, de manière à la placer la 
première; prenons de la même manière la jf'®'"'"colonne 
et plaçons-la la première. Le déterminant, en vertu du 
théorème II, se trouve multiplié par (— bu sim-
plement (— i)'"^', et prend la forme 

Si l'on se reporte actuellement à la définition des dé-
terminants, on voit avec un peu d'attention que le pré-
cédent se réduit à 

ce qui démontre le théorème. 
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P R O B L È M E . — Èlant donné le déterminant 
L O I 

on propose de l'ordonner suivant les éléments d'une 
même Hsne ou d'une même colonne. 

.antres termes, si nous posons par exemple 

il slwitf^e déterminer A., B,,... , L,. Pour y parvenir, on 
obs^ve^ue A, a, n'est autre cliose que ce que devient D 
quanid y suppose 

q u ^ , ^ est la valeur de D pour 

OiSI (line, en vertu du théorème précédent. 

A., B,,... sont ce que l'on appelle les déterminants mi-
neurs du déterminant ( i) . 
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On trouve ainsi successivement 

V I L — R É S O L U T I O N D ' U N S Y S T È M E G É N É R A L D ' É Q U A T I O N S 

L I N É A I R E S . 

C'est la théorie des équations linéaires qui a conduit 
les géomètres à l'étude des déterminants. Lorsque l'on ré-
sout un système général d'équations du premier degré à 
deux inconnues, on remarque immédiatement que les in-
connues se présentent sous la forme de fractions ayant 
même dénominateur; ce dénominateur est le détermi-
nant du système des coefficients : nous allons généraliser 
cette proposition. 

Considérons le système de n équations 

(0 
( 2 ) 

(«) 
dans lequel x^ y, z,. . désignent n inconnues ; dési-
gnons par D le déterminant du système des coefficients 
des inconnues, el posons 
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Al, B j , . . . , A i , . . . , Ba,. . . désignant des coefficients in-
dépendants des lettres qu'ils multiplient. Nous avons vu, 
dans le paragraphe précédent, comment étaient formés 
ces coefficients. Multiplions l'équation (i) par Aj; l 'équa-
tion (2) par Aa,. . . , l'équation (n) par A„-, ajoutons, il 
vient simplement 

(P) 
car les cjuantités 

sont nulles si l'on observe qu'elles représentent des déter-
minants ayant deux colonnes identiques (théorème III, 
p . 1 0 0 ) . 

La formule (P) donne immédiatement 

ou bien 

La formule (Q) est la traduction analytique du théo-
rème suivant, qui constitue la règle dite de Cramer. 

T H É O R È M E . — Les racines d^un système d'équations 
linéaires, en nombre égal à celui des inconnues, sont 
des fractions qui ont pour dénominateur commun le 
déterminant du sjstème des coeffcients des inconnues, 
et pour numérateurs les détermijiants obtenus en rem-
plaçant dans le dénonjinateur commun la colonne qui 
contient les coefficients de Vinconnue que F on veut cal-
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culer, par une colonne formée des seconds membres des 
équations proposées. 

Cette règle ne peut être considérée comme démon-
trée que si les quantités Aj , Ag,. . . , A„, par lesquelles 
nous avons multiplié les équations (i), ( a ) , . • - , [n)-, ne 
sont pas toutes nulles ; si l'on fait abstraction de ce cas, 
sur lequel nous allons revenir, on voit que le système 
( i) , . . . , [n) admet toujours une solution, et une seule, si le 
déterminant D des coefficients est différent de zéro. Si ce 
déterminant est nul, l 'équation {P) , conséquence des 
équations (i), (2) , . . . , (n), est absurde, le système pro-
posé ( i ) , . . . , [n) est donc lui-même absurde; en d'autres 
termes, les équations (i), ( 2 ) , . . . , {n) sont incompati-
bles, à moins que les déterminants 

ne soient tous nuls. Dans ce cas, en effet, l'équation (P) 
ne présente plus rien d'absurde; elle est identique, et l'on 
ne peut pas en conclure la valetir de x ; en un mot, la 
méthode que nous avons sui vie ne permet pas de calculer 
les valeurs des inconnues. Cependant on peut constater 
que l'une des équations est une conséquence des autres. 
En effet, l'équation (P) peut s'écrire 

Cette équation, dans notre hypothèse, est une identité, 
puisque chacun de ses termes est nul ; si l'on en re-
tranche l'équation (2) multipliée par Aa, l'équation (3) 
multipliée par A3,. . . , on en tire l'équation (1) : dans le 
cas actuel, il y aura donc en général indétermination. 
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Il reste à examiner le cas singulier dont nous avons 
parlé, et où les déterminants Aj, Ag,. . . sont tous nuls. 
Nous allons voir que, dans ce cas, il y a incompatibilité 
ou indétermination^ en d'autres termes, toutes les fois 
que le déterminant D sera nul, il y aura indétermination 
ou incompatibilité. 

Supposons que le système (i), ( 2 ) , . . . , («) fournisse 
pour les inconnues x^ j , z,. . u des valeurs uniques 5 
alors les quantités «1, Og? «3? • • •, ne seront pas toutes 
nulles, et l'on déduira aisément du système (i), (2),.. . , [n) 
le système suivant : 

qui, d'après la manière dont il a été obtenu, doit admettre 
un système de solutions uniques; donc les déterminants 
qui servent de coefficients à y ne sont pas tous nuls; si l'on 
observe alors que l'on a 

et que les coefficients . . ne peuvent être tous nuls ; 
on déduira facilement des équations précédentes la for-
mule suivante : 

et d'autres analogues. D'après la manière dont ces 
équations ont été obtenues, elles doivent être satisfaites 

http://rcin.org.pl



I O 6 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

pour les valeurs de z , . . . , ii qui satisfont au système 
( i ) , ( 2 ) , . . . , (//), et uniquement pour ces valeurs; donc 
les déterminants qui multiplient z ne sauraient être tous 
nuls. En poursuivant ce raisonnement, on arrive à prou-
ver que le déterminant D ne peut être égal à zéro ; donc 
l'équation de condition 

exprime que le système (i), (2) , . . . est incompatible ou 
indéterminé, et l 'on peut regarder la règle de Cramer 
comme donnant la solution dans tous les cas possibles, 
puisqu'elle ne devient illusoire que si D = o. 

R E M A R Q U E I. — La règle de Cramer montre que les in-
connues sont des fonctions linéaires des seconds membres 
des équations ( i ) , . . . , [n) . 

R E M A R Q U E IL — Le système d'éc[uations à n incon-* 
nues 

est évidemment indéterminé dans le cas général; mais si 

l'on divise chacune des équations par u et si l'on consi-

dère les rapports ils auront des valeurs détermi-

nées, et l'on aura 

R E M A R Q U E III. — Si l'on veut éliminer les n quan-
tités X, y, z , . . . , u entre les n -+-1 équations 
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il suffit de porter dans la dernière les valeurs de x^y^ 
tirées des n premières; on trouve ainsi 

Si actuellement, dans chacun des déterminants qui figu-
rent dans l'équation précédente, on place la colonne des s 
la dernière, ces déterminants vont être multipliés par 
certaines puissances de (— i), celui qui multiplie /„+i 
excepté, car, dans celui-là, la colonne des s est la der-
nière ; les signes de ces déterminants seront alternative-
ment 4- et —-, si enfin on change les signes dans la co-
lonne des chaque déterminant change de signe, excepté 
le coefficient de ; on voit ainsi (problème, p. l o i ) , 
que le résultat cherché de l'élimination est 

Cette équation s'appelle la résultante des équations 
proposées. 

R E M A R Q U E I V . — Pour qu'un déterminant soit nul, il 
faut qu'il existe une relation linéaire constante entre les 
éléments d'une même ligne ou d'une même colonne; 
l'équation (T), en effet, exprime qu'il existe des quan-
tités z , . . . , u satisfaisant aux équations (S). 
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V Ï I I . — D E S . CALCULS Q U E L ' O N P E U T E F F E C T U E R SUR 

LES D É T E R M I N A N T S . 

Désignons par p i , . . . . , fjia,.. . , non plus des quan-
tités, mais des signes de séparation, en sorte que 

(0 

soit une manière abrégée d'écrire les n égalités 

Caucliy, à qui nous empruntons les développements de ce 
paragraphe [Exer'cices d'Analyse et de Physique mathé-
matique, t. lY), a donné aux signes [x^, fXs,.. . le nom de 
clefs. 

Si l'on a plusieurs «égalités symboliques, telles que 

il est bien évident que l'on aura encore 

car cette égalité signifie que 

et ces égalités sont des conséquences des égalités sui-
vantes 

représentées par les équations (2). 
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D'une manière générale, si l'on considère une équation 
dont les deux membres ne diffèrent que par le changement 
de « en de c en fi?,. . cette équation, contenant des 
clefs ou n'en contenant pas, sera une conséquence légi-
time et rigoureuse des équations (2). 

Si, par exemple, on effectue le produit des équations (2) 
membre à membre sans jamais intervertir l 'ordre des fac-
teurs, et en attribuant aux produits symboliques des clefs 
des valeurs arbitraires contenant elles-mêmes des clefs 
ou n'en contenant pas, pourvu qu'au même produit des 
mêmes clefs on attribue toujours la même valeur symbo-
lique, il est clair que l'égalité ainsi obtenue sera une con-
clusion rigoureuse et légitime des équations (2). 

Ceci posé, désignons toujours par (x^,. . n clefs, 
et posons, pour abréger, 

(3) 

convenons de regarder comme nul le produit de n clefs 
dont deux au plus sont égales, ou, si l'on veut, portent 
le môme indice; convenons, en outre, de regarder comme 
égal à -H fi2.. . ou — . . le produit de 
n clefs toutes différentes, selon que le nombre des in-
versions des indices est pair ou impair: il est évident que 
le produit symbolique SiS^. . . s^ représentera le déter-
minant des coefficients des clefs dans les équations (3), 
multiplié par le facteur symbolique ^^ p j . . . au-
quel nous attribuerons une valeur déterminée ; en sorte 
que, si l'on désigne par D le déterminant en question, on 
pourra écrire 

( 4 ) 
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Posons maintenant 

(5) 

Observons actuellement que le produit Si s^. . . 
change quand on intervertit l'ordre de ses facteurs sym -
boliques, et que la formule (4) subsiste encore pourvu 
que les indices des lettres s et fx se correspondent; en 
sorte que le produit des n facteurs s à indices différents 
est ± 52. . . 5„, selon que le nombre des inversions 
des indices est pair ou impair5 observons enfin que si 
deux facteurs s dans le produit portaient le même indice, 
ce produit serait nul, car à ce produit correspondrait un 
déterminant ayant deux lignes identiques. On voit donc 
que 5,, .Vg. . . , peuvent être regardées comme des clefs 
jouissant des mêmes propriétés que pi, /Xj,.. . , On 
tirera donc des équations (5) 

(6) 

A désignant le déterminant du système des coefficients 
de 5 dans les équations (5). Des formules (4) et (6) on 
tire 

et l'on voit que D X A n'est autre chose que le déter-
minant du système des coefficients de [Xj, ^ j , . . . , fi„ 
dans (i, tg,. . ., de sorte c|ue l'on peut écrire 
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formule dans laquelle on a posé, pour abréger, 
X I I 

II est clair que l'on peut aussi choisir 

ou bien encore 

ou bien enfin 

car les déterminants D et A ne changent pas de valeur 
quand on transforme leurs lignes en colonnes et leurs 
colonnes en lignes, et leur produit ne change pas en in-
tervertissant l 'ordre des facteurs, par conséquent ne 
change pas quand on change les lettres grecques en lettres 
françaises, et vice versa. 

Nous avons supposé les déterminants D et A de même 
degré; s'il n'en était pas ainsi, il faudrait commencer par 
transformer celui de ces déterminants qui a le moindre 
degré en un autre de même degré que son multiplicateur. 
Cela se fera en observant que l'on a (théor. IV, p. loo) 

http://rcin.org.pl



1 1 2 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

Lorsque l'on veut multiplier un déterminant par un 
simple monôme, il suffit évidemment de multiplier tous 
les termes d'une même colonne ou d'une même ligne par 
ce monôme. 

L'addition des déterminants offre bien plus de diffi-
cultés que leur multiplication. Lorsque deux détermi-
nants ne diffèrent que par une seule rangée, il suffit d'a-
jouter terme à terme les rangées identiques 5 c'est ce 
qu'il est facile de prouver en mettant les deux détermi-
nants sous la forme 

a^^ a^^. . a ^ et «1, « j , . . . , a„ désignant les éléments 
des colonnes qui diffèrent. On trouve alors pour somme 
des déterminants en question 

ce qui démontre la règle que nous avions énoncée. 
Cette règle n'est pas sans importance : il en résulte, 

en effet, qu'un déterminant ne change pas de valeur 
quand aux termes d'une rangée on ajoute ceux d'une 
rangée parallèle multipliés par un facteur constant. Car 
cette opération revient à ajouter au déterminant proposé 
un déterminant dans lequel une rangée a ses termes équi-
multiples d'une rangée ^parallèle, c 'es t-à-dire nul. En 
appliquant cette remarque, on trouve 

Nous terminerons ce qui est relatif à la théorie des 
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déterminants par la démonstration d'une formule remar-
quable donnée par Caucliy dans son Analyse algébrique, 
et probablement due à cet illustre auteur. 

Proposons-nous d'évaluer le produit des différences 
de n fjuantités 

Il est clair que le terme -h . . A* entrera 
dans le produit P ; les autres termes de ce produit 
peuvent s'en déduire en changeant l 'un des facteurs a, 
b,. . . dans l'un de ceux qui le suivent, à la condition de 
multiplier en même temps par — i , la lettre a pouvant 
être remplacée une fois seulement par b, par c , . . . , la 
lettre b une fois seulement par c, par d,. . et jamais 
par a, etc. ; on peut donc dire que le produit P se com-
pose de tous les produits de la forme a** b^. . . l^ dans 
lesquels on a 

= — r)-f- (/? — 2 ) + . . . - 1 - 1 + 0, 

affectés de signes convenables. Or si l'on considère le 
déterminant 

il est naturel de se demander s'il ne serait pas égal à P. 
Or D et P sont deux polynômes du degré /? — 1 en a qui 
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se réduisent à zéro pour les n — i valeurs ^̂ , c , . . . , / de a -, 
ils sont donc tous deux égaux au produit de 

par une quantité indépendante de a : en d'autres termes, 
leur rapport est indépendant de a [voir p. 5 i ) . On dé-
montrerait de la même façon que leur rapport est indé-
pendant de b ^ c , . . . / ; pour déterminer ce rapport, il 
suffit d'observer que les termes en A^/" ont 
tous deux pour coefficients l 'unité dans P et dans D, et 
par suite (p. 53, Remarque I), on a P = D. c. Q. F. D. 

On peut conclure de là que le résultat de l'élimination 
de X, y, z,. . ., Il entre les équations 

est égal au produit des différences de a , b, c , . . . , si 
donc toutes ces quantités sont inégales, les équations 
précédentes sont compatibles. Celte remarque est utilisée 
dans une question importante de calcul intégral. 

I X . — D E S PROBLÈMES D'ALGI^BBE Q U I C O N D U I S E N T A DES 

É Q U A T I O N S D U PREMIER DEGRÉ. 

Pour résoudre un problème dans lequel le résultat 
cherché est un nombre ou même se compose de plusieurs 
nombres, on désigne les inconnues, c'est-à-dire les quan-
tités à déterminer, par des lettres, puis on suppose les 
résultats connus et l'on indique, à l'aide des signes algé-
briques, les calculs qu'il faudrait effectuer sur les lettres 
qui désignent les inconnues, pour vérifier qu'elles sont 
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bien les solutions du problème; on arrive ainsi à des 
équations que l'on essaye de résoudre. Lorsque ces équa-
tions peuvent être résolues, les solutions que l'on en dé-
duit sont ordinairement celles du problème que l'on a 
mis en équation : je dis ordinairement, parce qu'il arrive 
quelquefois que les équations auxquelles on est conduit 
fournissent, non-seulement la solution cherchée, mais en-
core des solutions étrangères à la question c^ue l'on traite. 
Nous ne pouvons pas à présent donner la raison de cette 
anomalie, sur laquelle nous aurons bien souvent l'occasion 
de revenir. Donnons quelques exemples. 

P R O B L H : M E L — La somme de deux nombres est 1 8 , 

leur différence est 6, trouver ces deux nombres. 

Soit X le plus petit des deux nombres, le plus grand 
sera x -\-6 puisque leur différence est 6, et comme leur 
sommé fait 18, on doit avoir 

d'où l'on tire 

Ainsi le plus petit des deux nombres est 6, le plus grand 
est donc 12. 

P R O B L È M E I L — Dans quel système de numération le 
nombre I5 est-il représenté par 23? 

Ici l 'inconnue est la base; désignons-la par x , le 
nombre total des unités contenues dans 23 est de deux 
fois la base augmentée de 3. On a donc 

d'où l'on tire 

Ainsi la base du système cherché est 6. 
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P R O B L È M E I I I . — Un marchand vend en deux jours 
600 oranges et reçoit en tout francs, à savoir 
20 francs par jour; mais le second jour il vend ses 
oranges deux fois meilleur marché que le premier : on 
demande à quel prix il a vendu ses oranges et combien 
il en a vendu chaque jour. 

Soit X le nombre des oranges vendues le premier jour, 
le prix de ces x oranges est de 20 francs; donc le prix 
, , 2 0 , . . 
d une orange est — pour le premier jour. 

«27 

Le second jour, il vend le reste de ses oranges, c'est-
à-dire 600 — X pour 20 francs ; donc le prix d'une orange 
est alors ; mais comme elles sont deux fois meil-boo — X 
leur marché que le premier jour, on doit avoir 

En multipliant par les deux membres de cette 

équation, on risque d'y introduire les solutions x = o 
ou X = 600 ; mais il n'en est rien. En effet, on trouve 

6 0 0 X = IX 
ou 

X = 2 0 0 . 

Ainsi, le premier jour, il a été vendu 200 oranges; par 
conséquent, on en a vendu 4^0 le second jour. Le pre-
mier jour, le prix d'une orange était 0^^,10; le second 
jour, il était o*,o5. 

P R O B L È M E I V . — Deux joueurs ont gagné 6000 francs 
à eux deux en deux parties ^ après la première partie, 
le gain du premier joueur est triple de celui du second^ 
le premier donne alors 1000 francs au second; après la 
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seconde partie, le prenner joueur a gagné deux fois 
plus que le second, mais il lui donne encore la moitié 
de son gain, après quoi ils se trouvent chacun en pos-
session de 3ooo francs^ on demande quel a été le gain 
de chaque joueur à la fin de chaque partie. 

Soit X le gain du second joueur après la première par-
tie, le gain du premier sera S x ; soit y le gain du second 
joueur à la fin de la seconde partie, le gain du premier 
sera i y . Or le gain total des joueurs fait 6 0 0 0 francs; on 
a donc 

(0 

Mais à la fin de la première partie le second joueur pos-
sède X H- 1000 puisqu'il a reçu 1000 francs ; à la fin de la 
seconde partie, il possède d'abord x 4- 1000, plus son 
gain y, plus la moitié y du gain du premier; il a donc 
en tout 

(2) 

Les équations (i) et (2) peuvent s'écrire 

on tire de ces équations 

Ainsi le gain du premier joueur est de ou 36oo francs 
après la premièr^ partie, et de l y ou 800 francs après la 
seconde; le gain du second est de 1200 francs après la 
première partie et de 4oo francs après la seconde. , 

P U O B L È M E V . — Un nombre se compose de trois 
chiffres; la somme de ses chiffres est 11; le dernier 
chiffre est double du second diminué du premier et de i ; 
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enfin, en ajoutant 198 à ce nombre, on retrouve le 
nombre renversé; quel est ce nombre? 

Soient X le chiffre des unités, y celui des dizaines, z ce-
lui des centaines; la somme des chiffres étant 11, on a 

(0 

le dernier chiffre étant double du second diminué du 
premier et de i , on a 

(-) 
Enfin le nombre lui-même est l ooz l o j x-, en lui 
ajoutant 198, on doit trouver le nombre renversé, c'est-
à-dire joox- H- loj -h z. On a donc 

(3) 

Les équations (1), (2), (3) peuvent s'écrire ainsi : 

(4) 
(5) 

(6) 

L'équation (6) donne immédiatement 

il) 

En multipliant l'équation (4) par 2 et en l'ajoutant avec 
l'équation (5), on trouve 

(8j 

Des équations (7) et (8), on tire 

et l'équation (4) donne alors 7̂  = 5; ainsi le nombre 
cherché est 254. 
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X . — I N T E R P R É T A T I O N DES S O L U T I O N S N É G A T I V E S . 

II peut arriver que les racines d'une équation ou d'un 
système d'équations soient négatives; si le résultat de-
mandé dans le problème dont ces équations sont la tra-
duction est un nombre abstrait, le problème ne présente 
rien d'absurde. Mais si le résultat cherché est un nombre 
concret, le problème que l'on a mis en équation n'admet 
pas de solution. Éclaircissons ceci à l'aide d'un exemple. 

Un père a 68 ans, son fils en a 4o ; on demande au 
bout de combien de temps Vâge du père sera le double 
de celui du fils. 

Désignons par x ce temps ; au bout du temps x le père 
aura 68 -f- x années, le fils 4© -h x , et l'on doit avoir 

(0 

en résolvant cette équation, on trouve 

Ce résultat prouve que l'équation (i), qui est la traduc-
tion du problème en langage algébrique, n'admet pas de 
solution positive ; en d'autres tei^mes, le problème n'admet 
pas de solution. Et, en effet, l'âge du père n'étant pas le 
double de l'âge du fils, il ne le deviendra jamais, et le 
rapport des deux âges se rapproche toujours de i . 

La solution négative x = —12 n'est cependant pas 
aussi absurde que l'on pourrait croire au premier abord. 
En effet, changeons x en — x ' , x' sera égal à 12, et 
l'équation (t) deviendra 

(3) 

et cette dernière équation admet évidemment pour solu-
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tion x' = 12. L'équalion (3) est la traduction algébrique 
du problème suivant : 

Un pcre a 68 ans, son Jils en a 4o, à quelle époque 
Vâge du pcre a-t-il été le double de celui du fils? 

Nous trouvons alors pour réponse : il y a | S a n s . 
En général, toutes les fois que l'on trouve une solution 

négative à un problème, il faut changer le signe de la 
lettre qui représente l'inconnue dans l'équation à laquelle 
conduit le problème ^ la solution négative devient alors 
positive et est le plus souvent la réponse d'un problème 
analogue à celui qui a élé posé et dont l'équation modifiée 
est la traduction algébrique. 

Observons qu'à l'aide d'une simple convention deux 
problèmes peuvent être compris sous le même énoncé. 
Reprenons le problème de tout à l'heure 5 posons-le en 
ces termes : 

Un père a 68 ans, son fils en a 4o 5 quand Vâge du 
père sera-t-d ou a-t-d été le double de celui du fils? 

Posé en ces termes, le problème est en quelque sorte 
double; mais si nous convenons de regarder comme po-
sitif le temps à venir, comme négatif le temps passé-, si 
nous convenons, en un mot, que les locutions dans 
— N années et d y a N années soient équivalentes, nous 
raisonnerons ainsi qu'il suit : soit le temps positif ou 
négatif au bout duquel l'âge du père sera le double de 
celui du fils. 

Au bout du temps x , le père aura 68 + a: années 5 ceci 
est évident si l'âge du père devient dans l'avenir double 
de celui du fils. Dans le cas où l'âge du père a été le double 
de celui du fils, 68 -h ^ représente encore l'âge du père 
lorsqu'il est le double de celui du fils ; car x' désignant la 
valeur absolue de x , cet âge est 68 — x ' , c'est-à-dire 
68 -I- X. De même, à l'époque cherchée, l'âge du fils est 
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4o -i- X-, or on doit avoir 

Comme on trouve x = — 12, on en conclut que l'âge 
du père a été il y a douze ans double de celui du fils. 

Eu Algèbre, lorsqu'une quantité variable peut être 
comptée dans deux sens opposés, comme le temps, dans le 
présent ou dans l 'avenir; les longueurs sur une même 
ligne à part ir d 'un point fixe ; la fortune d'un négociant 
qui peut être active ou passive, etc., on convient de re -
garder comme positives les grandeurs comptées dans un 
sens et comme négatives les grandeurs comptées dans 
l ' au t re ; l'avantage que l'on retire de cette convention est 
de comprendre sous un seul énoncé plusieurs questions 
dvi même genre. 

P R O B L È M E D E S C O U R R I E R S . — Deux mobiles A B 

partent simultanément de deux points V et et che-
minent sur la droite PQ, le premier parcourant a mètres 
par seconde, le second b mètres par seconde; la dis-
tance P Q est de l mètres; on demande à quelle époque 
leur rencontre a lieu. 

Convenons de regarder comme positives les distances 
parcourues dans le sens P Q , et comme négatives les dis-
tances parcourues dans le sens Q P ; convenons de re-
garder les temps passés comme négatifs, les temps à venir 
comme positifs. 

Soit X la distance à laquelle la rencontre a lieu, comp-
tée à part i r du point P , le sens positif étant toujours P Q ; 
nous désignerons par R le point de rencontre; la dis-
tance PPT est égale en valeur absolue au temps employé à 
la parcourir, que nous désignerons par t multiplié par a ; 
en sorte ([u'en valeur absolue on a 

(i) xz=at. 
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Voyons si cette égalité a encore lieuquaïid on a égard 

aux signes, i® Supposons a ei t positifs. Si a est positif, 
le point A se meut de P vers Q ; si £ est positif, la ren-
contre aura lieu. Donc le point R est placé du côté de Q 
par rapport au point P , comme dans \di fig. i ; par consé-
quent X est positif, et par conséquent la formule (i) est 

Fig. I . 

exacte. 2° Si a est positif, mais t négatif, le point A se 
meut dans le sens P Q , mais la rencontre a eu lieu. Le 
point R celte fois se trouve du côté opposé à Q par rap-
port à P, comme dans la Jig. 2 5 alors x est négatif, at est 

Fig. 2. 

négatif aussi; donc la formule (i) convient encore à ce 
cas. 3° Si a est négatif et t positif, la rencontre aura lieu, 
mais le point A se meut dans le sens QP, en sorte que R 
se trouve encore placé comme dans la Jig. 2, et x est 
négatif ainsi que at. La formule (i) convient encore à ce 
cas. 4" Si a et t sont négatifs tous deux, la rencontre a 
eu lieu, et comme le point A se meut dans le sens QP, le 
point R se trouve placé comme dans la Jig. i ; x est donc 
positif comme a i , et la formule (1) est encore exacte dans 
ce cas. 

Si nous désignons par la distance parcourue par le 
point B entre Q et R, une discussion analogue à la pré-
cédente fournit l'équation 

( 2 ) x = 

Ceci posé, je dis que l'on a 

(3) a:-y=l. 
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Cette équation est évidente si j : et sont positifs tous 
deux, car alors le point de rencontre se trouve placé 
comme le point R' de la fig. i , et Ton a 

PR' — QR' = PQ 
ou 

X. — y — l. 

Mais si la rencontre a lieu entre P et Q au point R de la 
/ g - . i , o n a 

PR + RQ = PQ. 

Mais PR = X, R Q = — y , puisque y est négatif, et 
P Q = on a donc 

X ~ x — l. 

Enfin, si le point de rencontre se trouve placé comme le 
point R de la Jig. 2, on a 

Ici on a 

donc 

la formule (3) peut donc être considérée comme parfâi-
tement établie. Pour résoudre le système des équa-
tions (i), (2), (3), il suffit de retrancher l'équation (2) 
de l'équation (i) -, il vient alors 

et, en comparant avec l'équation (3), 

d'où 

(4) 
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Les équations (i) et (2) donnent alors 

Proposons-nous de résoudre la question suivante : 

Deux mobiles partent simultanément de deux points P 
et Q; ils marchent à la rencontre l'un de l'autre. Le 
premier parcourt 10 mètres par seconde, le second 
40 mètres, la distance P Q est de i25o mètres ; au bout 
de combien de temps se rencontreront-ils? 

Pour trouver ce temps, il suffit de faire dans la for-
mule (4) I égal à I 2 5 O , a égal à 10 cib égal à — 405 on 
trouve ainsi 

Bien que le problème des courriers soit éminemment 
propre à mettre en évidence les avantages que l'on tire 
de l'interprétation des quantités négatives, nous allons 
encore traiter une question d'Arithmétique d'une grande 
importance et qui se trouve considérablement simplifiée 
par les théories précédemment exposées : je veux parler 
de. l'élude des erreurs relatives. 

X I . — T H É O R I E DES E R R E U R S R E L A T I V E S . 

Lorsque l'on ne peut pas calculer exactement un nom-
bre, on cherche à en approcher autant que l'on peut5 la 
différence entre le nombre exact et le nombre approché 
porte le nom d'erreur absolue. Cette erreur peut être par 
excès ou par défaut, selon que le nombre approché est 
plus grand ou plus petit que le nombre exact. Nous re-
garderons comme positives les erreurs par excès et comme 
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négatives les erreurs par défaut; en sorte que A étant le 
nombre exact, a le nombre approché, l 'erreur sera tou-
jours en grandeur et en signe a — A. 

On appelle erreur relative l 'erreur absolue divisée par 
le nombre exact. 

T H É O R È M E I . — L'erreur relative d'un produit de deux 
facteurs est égale à la somme des erreurs relatives de 
ses facteurs augmentée du produit des mêmes erreurs. 

En effet, soient A et B les facteurs exacts du produit, 
a et j3 les erreurs absolues de ces mêmes facteurs; les 
nombres approchés a exb seront donnés par les formules 

Quels que soient les signes de a et (3, on déduit des éga-
lités précédentes 

En retranchant AB aux'deux membres de cette équation 
et en divisant par AB, on a 

Si l'on observe que ab — AB est en grandeur et en signe 

l 'erreur absolue du produit, désigne son erreur 

relative, ^ sont les erreurs relatives de ses facteurs, et 

l'égalité précédente démontre le théorème énoncé. 
On voit encore dans cet exemple combien l'usage des 

quantités négatives simplifie l'énoncé des théorèmes et 
leur démonstration. 

T H É O R È M E I I . — L'erreur relative d'un quotient est 
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sensiblement égale à la différence des erreiirs relatives 
du dividende et du diviseur. 

Soient D le dividende exact, d l 'erreur; A le diviseur 
exact, ^ l 'erreur; Q le quotient exact, q l 'erreur : on a 

(0 

le quotient approché est 

on a donc 

ou bien 

'(2) 

Si nous divisons les équalions (i) et (2) membre à mem-
bre, il vient 

Le premier membre de cette e'quation est l 'erreur relative 
du quotient, le second membre doit donc être une autre 
expression de cetle erreur. Il est sensiblement égal à 

si l'on observe que — est en général très-petit, ce qui dé-

montre le théorème en question. 
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X N . — D E S S O L U T I O N S D E LA F O R M E — • 

2 7 

Ou dit qu'une quantité variable est injînie, quand on a 
l 'intention de la faire croître indéfiniment 5 ainsi il est 
absurde de dire qu'une quantité qui ne varie pas est in-

Jinie, et zéro peut être une valeur particulière d'une 
quantité infinie. On voit quelle différence il existe entre 
l'infini métaphysique, qui est une chose complètement 
vague et incompréhensible, et l'infini mathématique, qui 
se définit d'une manière très-précise. 

On dit qu'une quantité est infiniment petite quand elle 
a zéro pour limite. 

Le symbole ^ peut se présenter comme solution d'un 

problème et représente alors mais cette locution 
ne présente aucun sens si on la prend à la lettre, et la solu-
tion ^ ne sera censée représenter l'infini que si au zéro 

on substitue mentalement une quantité variable et infi-
niment petite. Essayons de nous faire comprendre par un 
exemple : 

Concevons un courrier h. marchant avec une vitesse 
de a mètres par seconde dans le même sens quun cour-
rier B parcourant b mètres par seconde-, on demande à 
quelle époque ils se rencontreront, la distance à laquelle 
ils se trouvent Fuji de Vautre étant l au moment du 
départ. 

Nous avons déjà résolu ce problème, et en désignant 
par t le temps qui s'écoule depuis le moment du départ 
jusqu'au moment de la rencontre, on a 
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Si dans cette formule on fait a = on trouve 

on peut alors dire que les courriers se rencontrent à l 'in-
fini 5 mais voici ce qu'il faut entendre par cette locution. 
A proprement parler, ils ne se rencontrent pas du tout 
quand a = h, c'est-à-dire quand ils marchent tous deux 
avec la même vitesse; mais si au lieu de faire brusque-
ment a = b on suppose a fixe et b variable, a — h 
prendra diverses valeurs, et l'on voit que t deviendra 
d'autant plus grand que a — b sera plus petit, car une 
fraction est d'autant plus grande que son dénominateur 
est plus petit, et croît au delà de toute limite quand son 
dénominateur tend vers zéro, c'est-à-dire devient infini-
ment petit. Ainsi, dire : pour a = b, t est infini, c'est 
énoncer d'une manière abrégée la proposition suivante : 

Le temps au bout duquel la rencontre des courriers a 
lieu croît au delà de toute limite à mesure que la diffé-
rence des espaces a et b parcourus dans une seconde 
tend vers zéro. 

L'infini se désigne ordinairement par le symbole co . 

X I I L — T H É O R È M E S U R L E S L I M I T E S . 

Rappelons que l'on appelle liînite d'une quantité va-
riable une quantité fixe dont cette quantité variable peut 
s'approcher indéfiniment, c'est-à-dire de telle sorte que 
la difïérence entre ces deux quantités puisse être prise 
moindre en valeur absolue que toute quantité donnée. 

T H É O R È M E L — L a limite d^une somme algébrique est 
égale à la somme algébrique des limites de ses parties. 

http://rcin.org.pl



C H A P I T R E V . 1 2 9 

Soient, en effet, x, j , z,. . . des quantités variables, 
a , b, c , . . . leurs limites respectives, soit enfin a la diflé-
rence a — x , (3 la différence b — j , . . . , on aura 

/ 

d'où 

mais a , (3 , . . . peuvent être pris chacun moindres que 
toute quantité donnée, puisque ces quantités représen-
tent les différences entre les variables et leurs limites ; si 
donc les quantités x , z , . . . sont en nombre limité, 
a , |3,. . . seront en nombre limité , et leur somme pourra 
être rendue moindre que toute quantité donnée, ce qui 
revient à dire que a b . . . et x y . . . peu-
vent différer l'un de l'autre d'aussi peu que l'on veut; en 
d'autres termes, on a 

Il est essentiel de remarquer que nous avons supposé 
le nombre des parties de la somme variable limité-, s'il 
n'en était plus ainsi, le théorème précédent pourrait tom-
ber en défaut : c'est ce que nous établirons nettement un 
peu plus tard. 

T H É O R È M E I I . — La limite d\m produit de plusieurs 
Jacteurs est égale au produit des limites de ces facteurs. 

Pour le démontrer, désignons par x , j ' , z , . . . les fac-
teurs variables, par Z», c , . . . leurs limites respectives: 
posons 

a, [3, y, . . . pourront être pris aussi petits que l'on vou-
dra, et l'on aura 
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ou bien 

Si l'on efïectue les multiplications indiquées, on trouve 

w désignant un ensemble de termes dans chacun desquels 
entre comme facteur l'une des quaniités a , j3, y, . . . , cha-
cun de ces termes peut donc être pris aussi petit que l'on 
veut, et leur somme w par conséquent aussi ; donc la dif-
férence Cl) entre xyz.. . et abc. . . peut être prise aussi 
petite que l'on veut; en d'autres termes, xjz.. . a pour 
limite RTÈC... . c. Q . F . D . 

Il faut observer qu'en supposant que nous pouvions 
prendre w moindre que toute quantité donnée , nous 
avons implicitement admis que le nombre des termes 
contenus dans w était limité, ce qui suppose enfin le 
nombre des facteurs . . limité. 

T H É O R È M E III. — La limite (Van quotient est égale au 
quotient des limites du dividende et du diviseur. 

En elfel, soient D le dividende, d le diviseur, q\c quo-
tient, on a 

d'où 

X I V . — S U R LES SOLTJTIOKS D E LA F O R M E - ? — • o 00 

En résolvant l'équation d'un problème, on peut trou-

ver une solution de la forme ^^ en général, ce sym-
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bole indique une indétermination dans les équations du 
problème, et par suite dans le problème lui-même. Tou-
tefois, la solution que l'on trouve ainsi peut provenir 
d'une solution plus générale dans laquelle on a donné 
des valeurs particulières à certaines lettres qui entraient 
comme données dans le problème ; il peut arriver alors que 
le problème ne soitpas réellement indéterminé : c'est ce 
que nous allons constater sur un exemple. 

P R O B L È M E . — Du sommet cVun angle droit D O A 

comme centre on décrit un cercle {Jig. 3)-, par deux 

Fig. 3. 

points M et N de ce cercle on fait passer une droit eM^-, 
les distances MP et NQ des points M et N à la droite OD 
sont respectivement d et d', le rayon du cercle est a : 
on demande de calculer la ligne AO. 

Désignons AO par x. Les triangles ABM, MCN, sem-
blables, donnent 

ou 

Cette équation donne 

( 0 
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Si l'on fait § = on trouve 

La ligne AO, dans le cas que nous considérons, est réelle-
ment indéterminée, puisque toute droite passant en M 
passe aussi en N lorsque d est devenu égal à cependant, 
le point A tend vers une position limite à mesure que le 
point N s'approclie de N ; cette position limite est l 'en-
droit où la tangente au cercle en M vient rencontrer OA, 
la quantité x a donc une valeur limite que l'on peut se 
proposer de déterminer à l'aide la formule (i). Pour y ar-
river, il suffit de multiplier par sjà^ — + — les 
deux termes de la fraction qui entre dans la formule (i); 
on trouve ainsi 

ou bien 

Les deux membres de cette formule sont constamment 
égaux, donc leurs limites sont égales -, or la limite de la 
fraction qui entre dans la formule précédente estégale au 
quotient des limites de ses deux termes (th. III, p. i 3o ) ; 
la limite de ŷ a® — , quand tend vers â, est sja^ — d'®, 
comme il est facile de le pi'ouver par un raisonnement 
très-simple; donc enfin 

ou 
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résultat exact, ainsi qu'il est facile de le constater directe-
ment. 

Il serait difficile de donner des règles précises pour 
lever l'indétermination apparente que l'on rencontre dans 
la résolution des problèmes. Le plus souvent les quantités 

limites qui se présentent sous la forme - ou même ~ 
o 00 

prennent des valeurs déterminées après la suppression 
d'un facteur commun aux deux termes de la fraction, qui 

d e v i e n t - o u — • 

O GO 

' Ainsi, par exemple, l'expression qui repré-

sente l'aire d'un trapèze dont la hauteur est h et dont les 

bases sont a et h, se présente sous la forme - quand on y 
fait a = z h , c'est-à-dire quand le trapèze devient un paral-
lélogramme; cette indétermination apparente, ou plutôt 
cette absurdité apparente disparaît, lorsqu'on a supprimé fjl 
aux deux termes de la fraction 7- le facteur a — b. 

a — b 
L'aire du trapèze prend alors la valeur 

Cette dernière expression est toujours égale à la pré-
cédente; leurs limites sont donc égales lorsque l'on fait 
tendre b vers rt, et l'on trouve, dans ce cas, 

c'est l'expression connue de l'aire du parallélogramme. 
Proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tend 
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Texpressioii 

Lorsque « augmenle iridétillinient, celte expression est 
00 

une de celles qui se présentent sons la forme — ; on a 

donc 

EXERCICES. 

L Diopliante, l'auteur du plus ancien livre d'Algèbre qui nous 

reste, passa dans sa jeunesse le de l'âge qu'il vécut, dans l'ado-

lescence; ensuite il se maria et passa dans cette union le - de sa 
7 

vie augmenté de 5 ans avant d'avoir un fils, auquel il survécut de 
4 ans, et qui n'atteignit que la moitié de l'âge où son père est par-
venu. Quel âge avait Diophante lorsqu'il mourut? (Traduction d'un 
passage grec trouvé dans un recueil d'épigrammes.) 

2. a bœufs en m jours ont mangé a mètres carrés d'herbe; 
h bœufs en n jours ont mangé p mètres carrés d'herbe. Combien 
c. bœufs en p jours mangeront-ils d'herbe, en admettant que l'herbe 
croisse pendant qu'ils mangent? (Posé en d'autres termes dans 
XArithmétique universelle de Newton.) 

3. A quelles heures ont lieu les rencontres des aiguilles d'une 
montre? 
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4. Un homme entre dans une église avec une somme composée 
de pièces de 2 francs ; il donne à des pauvres autant de gous qu'il a 
de pièces de 2 francs. Dieu change les pièces de % francs qui lui 
restent en pièces de 5 francs; le dévot dépense 7 pièces de 5 francs 
et rentre chez lui avec le double de ce qu'il avait en entrant dans 
l'église. Quelle somme d'argent avait-il d'abord? 

5. Une femme porte des œufs au marché : elle en vend à une 
première personne la moitié plus la moitié d'un; elle vend à une 
deuxième personne la moitié de ce qui lui reste plus la moitié d"un 
œuf; enfin, en vendant à une troisième personne la moitié de ce 
qui lui reste plus la moitié d'un œuf, il ne lui reste plus rien. Com-
bien avait-elle d'œufs? 

6. Un corps formé d'un alliage d'or et d'argent pèse P grammes; 
plongé dans l'eau il n'en ])èse plus que P'. Quelle quantité d'or et 
d'argent contient-il, sachant que la densité de l'or est ^ et celle de 
l'argent 

7. Trouver la limite de l'expression 

pour m = <» . 

8. Trouver la limite de 

9. Démontrer que le déterminant qui a pour éléments les déter-
minants mineurs d'un déterminant de degré n est la n — 1'""'puis-
sance de ce déterminant. 
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CHAPITRE VI. 

DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ ET DES QUESTIONS 
QUI EN DÉPENDENT. 

I . D K L. \ IIACIKK CAIITIÉE. 

Le carré d'une qiianiité ou la seconde puissance de 
cette quantité est, comme on sait, le produit de deux fac-
teurs égaux à celte quantité; il en résulte que tout carré 
est une quantité essentiellemeni positive. 

On appelle racine carrée d'une quantité une quantité 
(jui, multipliée par elle-même, reproduit la première -, la 
racine carrée d'une quantité A se désigne par le sym-
bole y/A. 

THÉoiii-:ME. — Les quantités négntiy^es Jiont pas de 
racine carrée -, 2° les quantités positives ont deux racines 
égales et de signes contraires-, 3° zéro n'a quune racine 
qui est zéro. 

En effet, soit x la racine carrée de A, on aura, par dé-
finition même, 

.r' = A. 

Or, si A est négatif, l'équation précédente n'a pas de ra-
cijies, puisque le premier membre est j)0silif et le second 
négatif; si nous supposons alors A positif et si nous dé-
signons par a le nombre positif qui, élevé au carré, 
donne A, nous aurons 

x' = a-. 
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OU b i e n 

Cette équation peut encore s'écrire 

Or il n'y a que deux manières d'annuler le premier 
membre de cette équation, c'est de faire x — a = 0 ou 
X -h rt = o 5 d'où Ton tire 

ou, si Ton veut, 

\a désignant l 'une quelconque des deux valeurs de la ra-
cine carrée de A, la valeur positive, par exemple. Si 
A = o, il est bien clair que de l'équation 

on ne pourra conclure que x = o . 
INous avons admis qu'il existait toujours un nombre 

positif qui, élevé au carré, reproduisait le nombre posi-
tif A. Nous avons vu, en effet, cjue s'il n'existait pas de 
nombre commensurable tel que 

on était convenu de définir racine carrée de A la limite 
vers laquelle convergeaient les fractions croissantes dont 
le carré était inférieur à A. Donc, etc. c. Q. F. D. 

Rappelons enfin que le carré d'un binôme [a -\-b) se 
compose du carré de a, du double produit de a par h et 
du carré de h-, c'est ce qu'exprime la formule suivante, 

(*) Le sijiie ±: s'énonce plus ou moins. 
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que l'on vérifie aisément d'après la règle de la multipli-
cation des polynômes, 

I I . — R É S O L L T I O K D E L ' É Q U A T I O N FLX® + hx 4 - c o . 

La forme la plus générale sous laquelle peut se pré-
senter l'équation du second degré est 

(0 
a désignant une quantité essentiellement différente de 
zéro; b et c sont d'ailleurs quelconques. Pour résoudre 
cette équation, on commence ordinairement par diviser 
chacun des coefficients par a (*), puis on pose 

(2) 

( * ) On peut résoudre directement Téquation (1) de la manière sui-
vante : on la met sous la l'orme 

et l'on vérifie aisément, en développant le carré ind iqué , l ' identité de 
cette formule avec l 'équation (i). On déduit immédiatement de là 

puis 

ou enfin 
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elle prend alors la forme 

( 3 ) 

Si l'on observe alors que x^ + px sont les deux pre-

miers termes du carré de x + ^ ordonné par rapport aux 

puissances décroissantes de x , l'équation précédente 
pourra s'écrire 

ou bien, en faisant passer les termes connus dans le se-
cond membre, 

( 4 ) 

Jusqu'ici nous n'avons fait subir h l'équation (i) que des 
transformations incapables d'altérer la valeur des ra-
cinos. Quelques auteurs continuent le calcul en disant: 
extrayons la racine carrée des deux membres de l'équa-
tion (4) : cette locution est vicieuse. En effet, on sait que 
les deux équations 

n'admettent pas les mêmes racines, en sorte que le rai-
sonnement reste incomplet. Toutefois, on peut faire ob-
server que les solutions de l'équation 

( 5 ) 

sont celles des deux équations 

(6 ) 

En effet, de l'équation (5), on lire 
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OU 

Or les valeurs des inconnues qui rendent (A + B) (A — B) 
nul sont celles qui rendent A + B et A — B égaux à zéro; 
du reste il n'y en a pas d'autres, en sorte que l'équa-
tion (5) équivaut aux deux suivantes : 

c'est-à-dire aux équations (6) comprises toutes deux dans 
la formule unique 

en sorte que l'équation (4) peut être remplacée par la 
suivante 

Mais on peut arriver directement à ce résultat en faisant 

observer que ; élevé au carré devant reproduire 

est par définition la racine carrée de celte {[uan-

tilé. Or celte racine a deux valeurs 

; en sorte que l'on a 

(7) 

pi 
pourvu toutefois q u e ^ — q soit positif ou nul. Dans le 

cas où ^ — q serait négatif, l'équation (4) et par suite 

l'équation (i) n'auraient pas de racines, car il n'existe pas 

de quantité + ^ dont le carré soit négatif. 
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De l'équation (7) on tire enfin 

(8 ) 

Si l'on remplace p et q par leurs valeurs (2), il vient 

ou bien 

(9) 

Les formules (8) et (9) sont d'un fréquent usage dans 
l'analyse; nous allons en donner immédiatement quel-
ques applications. 

P U E M I I I N E A P P L I C A T I O N . — Résoudre V équation 

Nous assimilerons cette équation à l'équation (3), nous 
ferons p — — 4? ^ = et en appliquant la formule (8), 
nous trouverons 

ou 

ainsi l 'une des racines est 3, l 'autre i , ce que l'on peut 
vérifier à posteriori. 

pi _ . , , 
Nous avons vu que si ^ — < 7 était négatif, l'équation 

du second degré n'admettait pas de racines. La for -
mule (8), dans ce cas, ainsi que la formule (9), de-
viennent absurdes; en sorte que ces formules mêmes, lors-
qu'on cherchera à les appliquer, indiqueront l'absence 
de racines. 
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D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . — Résoudre Véquation 

La formule (8) doune 

ou bien 

ce résultat montre que l'équation considérée n'a pas de 
racines. 

T R O I S I È M E A P P L I C A T I O N . — Résoudre V équation 

"j.T 10 = o. 

Nous pourrions encore appliquer la formule (8), mais 
comme nous introduirions ainsi des fractions, le coefli-
cient de x n'étant pas divisible par 2, c'est à la for-
mule (9) que nous aurons recours. Nous assimilerons 
alors l'équation proposée à l'équation ( i ) ; nous ferons 
a = ^ = c = i o . Nous aurons alors 

c'est-à-dire 

Q U A T R I È M E A P P L I C A T I O N . — Résoudre Véquation 

Il faut faire, dans la formule (9), a = 36, è = — 12, 
c = I-, il vient alors 
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O U 

ici nous ne trouvons qu'une racine. 
Avec un peu d'habitude, on simpb'fie mentalement la 

formule (9) lorsque b est divisible par 2, et alors c'est la 
formule 

;io) 

obtenue en divisant par 2 les deux termes de la fraction 
qui entre dans le second membre de la formule (9), que 
l'on applique. 

C I N Q U I È M E A P P L I C A T I O N . — Bésoiir/re l'équatioji 

La formule (10) donne 

ou 

ou 

L'application de la formule (9) aurait donné des chiffres 
plus gros; ainsi on aurait trouvé 

http://rcin.org.pl



L 4 4 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

I V . — D I S C U S S I O N DES R A C I N E S D E L ' É Q U A T I O N D U SECOND 

D E G R É . 

Reprenons l'équalion 

(0 

Nous avons trouvé que les racines étaient données par la 
formule 

Nous avons vu que si la q u a n t i t é ^ — q était négative, 

il n'y avait pas de racines, et alors la formule (2) devient 
absurde; on convient dans ce cas de dire que les racines 
de l'équation (i) imaginaires. 

Lorsque la q u a n t i t é — q est nulle, l'équation (i) 

n'admet qu'une seule racine, elle est égale à — o n 

convient de dire que l'équation (i) a deux racines égales 

Enfin, l o r s q u e ^ — q est positif, on a deux racines 

dites réelles et inégales. On peut observei- à ce propos 
que si la quantité q est négative, l'équation (i) a toujours 

pt 

deux racines réelles el inégales, car alors ^ — q sera tou-

jours positive. 
Lorsque la quantité q est négative, ou si l'on veut 

quand dans l'équation 
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c ei a sont de signes contraires, il y a forcément une 
racine positive et une négative, car dans la formule (2) 

le radical a une valeur absolue plus grande que — 

Lorsque, les racines restant réelles, q est positif, on voit 
que les racines seront de même signe, car alors la valeur 
absolue du radical dans la formule (2) est moindre que 

— Si p est positif, elles seront négatives; sinon, elles 

seront positives. 
Si nous désignons par x' et x" les racines de l'équa-

tion (i), nous aurons 

En ajoutant ccs deux formules membre à membre, ou 
trouve 

En les multipliant membre à membre, on trouve 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — La somme des racines de V équation ( I ) 

est égale à — leur produit est égal à q, 
I . 1 0 
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Ou, ce qui revient au même : 
La somme des racines de Véquation (3) est égale à 

— -5 leur produit à 
a ' a 

Si donc on se proposait de former une équation du 
second degré, admettant pour racines deux nombres don-
nés x' et x" , il suffirait d'écrire 

Du reste, en résolvant cette équation, on trouve 

ou 

c'est-à-dire 

Il arrive dans certaines questions que l'on connaît la 
somme s de deux quantités x' et x" ainsi que leur pro-
duit P ; pour déterminer ces quantités, il suffit d'observer 
qu'elles sont racines de l'équation du second degré 

(4) 

En eft'et, la somme des racines de cette équation est 
leur produit est P ; du reste, il est facile de prouver que 
l'équation (4) fournil la solution complète du problème. 
En eflèt, si l'on pose 

on voit, par la première de ces équations, que 
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et, par conséquent, la seconde peut s'écrire 

ou bien 

ce qui prouve que x' est une racine de l'équation (4). On 
verrait de même que x" est racine de la même équation. 

Si Ton donnait 

X ' et — x" seraient racines de l'équation 

E X E M P L E . — Trouver deux nombres dont la sonmie 
fasse VI et dont le produit fasse 27. 

Ces deux nombres sont les racines de l'équation 

d'où l'on tire 

et par suite les nombres chercliés sont 9 et 3. 

V . — D I S C U S S I O N D U T R I N Ô M E 

Proposons-nous d'étudier la manière dont varie le tri-
nôme 

(0 
lorsque l'on fait croître x depuis — co jusqu'à 4- oo . 

Si nous posons comme plus haut 
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la formule (i) donne successivement 

Nous distinguerons trois cas : 

• o. YJéquation y = o a ses racines réelles 

et inégales. Dans ce cas, la formule (2) donne 

( 3 ) 

étant positif, on peut le poser égal à et la for-

mule précédente donne 

(4) 

Cette égalité montre que le trinôme j est la din'érence 

de deux carrés; ces cairés sont 

(X ; le signe + placé sous le radical convenant 
au cas où a est positif et le signe — au cas où il est négatif. 

Le trinôme j peut encore se mettre sous une autre 
forme. L'équation (3) peut s'écrire 

ou 

c'est-à-dire, en désignant par x' et x" les racines de l 'é-
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qualion y = o, 

(5) 

Ainsi le trinôme j ' , dans le cas que nous examinons, est 
le produit de deux binômes du premier degré. Si nous 
identifions cette valeur de y avec celle ((ue fournit la 
formule (a) , il vient 

ou bien 

Cette relation ayant lieu quel que soit x , on a (Cha-
pitre III, p. 52) 

Nous retrouvons les relations démontrées p. i45. 
Ceci posé, supposons a ^ o , et reprenons la for-

mule (4), 

(4) 

Si nous faisons varier x depuis — 00 jusqu'à r 

décroître, car le seul terme variable + ^^ décroît et 

s'annule pour x = — ^^ nous continuons à faire croî-

tre a:, le terme -}- va croître et repassera, pour des 

valeurs de x équidistantes de — par les mêmes valeurs 

que précédemment 5 en sorte que la plus petite valeur que 

peut prendre j ' correspond à x = — d e m i - s o m m e des 
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• racines de l'équation = o. Celte valeur est—aX®; du 
reste, pour x = ± oo , j est égal à l'infini. 

Pour a = o^ y est toujours nul . 
Enfin, pour a c ^ o , il est facile de voir, sans recom-

mencer la discussion, que y croît depuis — oo jusqu'à 

— aX®, lorsque x varie de — =0 à — puis décroît de-

puis — aV jusqu'à — oo lorsque x varie de -

Supposons o. équation y — o a ses ra-

cines égales. Dans ce cas, on peut écrire comme plus 
haut 

Mais comme 

Le trinôme est donc un carré parfait si a est positif 
et un carré parfait pris en signe contraire si a est négatif. 

X variant de —00 à — - » demi-somme des racines, 2 ' 

y décroît si a est positif, croît dans le cas contraire; 

X variant de — ~ ^ + > croît si a est positif et dé-

croît dans le cas contraire. 

3° Supposons — <7 <C o* ^^équation y = 0 a ses ra-

cines imaginaires. On a toujours 
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Mais comme o, on peut poser 

il vient alors 

et dans ce cas on voit quejy^ est, au signe près, la somme 
de deux carrés dont l 'un ne contient pas la quantité x ; 
aussi y ne peut-il s 'annuler pour aucune valeur attribuée 
à cette lettre : c'est ce qui explique pourquoi, dans ce 
cas, l'équation y = o n'a pas de racines. 

Les variations de s'étudient dans ce cas comme dans 
le premier; de cette discussion résultent plusieurs faits 
importants : 

i" Si l'équation y — o a ses racines réelles, le tr i-
nôme y passe deux fois par zéro; il est de même signe 
que son premier terme ax® quand x n'est pas compris 
entre les racines, ce qui peut se voir sur la formule 

11 est de signe contraire à son premier terme quand x 
varie entre les racines x ' , x" \ enfin il est la différence 
de deux carrés. 

2° Si l'équation j- = o a ses racines égales, le tri-
nôme y est toujours de même signe que son premier 
terme ax®, excepté lorsque x devient égal à l 'une des 
racines : il est un carré parfait. 

3° Si l'équation = o a ses racines imaginaires, le 
trinôme y conserve toujours le signe de son premier 
terme ; il est au signe près égal à la somme de deux carrés. 
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Nous venons de voir que dans le cas où le trinôme 

égalé à zéro avait ses racines égales, il était un carré par-
lait, du moins au signe près. Il est facile de démontrer 
que : 

Pour qiL un trinôme du second degré soit un carré 
parfait, il faut que, égalé à zéro, l'équation résultante 
ait ses racines égales. 

En effet, ax^ -\-hx c ne peut être que le carré d'un 
binôme. Soit mx -h n ce binôme, on doit avoir 

Or, en égalant [mx71)^ à zéro, on trouve deux racines 
égales. Du reste, la formule précédente donne 

et en identifiant. 

On déduit de là 

et par suite. 

Eu remplaçant dans l'équation 

m et n par leurs valeurs s / a et y/c, on a 

ou bien, en élevant au carré, 
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Nous retrouvons ainsi par une autre voie la condition 
qui doit être satisfaite pour que l'équation 

ait ses racines égales. 

M . — EXAMEJV D U CAS o u LE COEFFICIENT DE .X® 

EST T R I : S - P E T I T . 

La formule 

(0 

qui donne les racines de l'équation 

a été démontrée pour toutes les valeurs de a dillércntes 
de zéro. Il est intéressant de rechercher ce qu'elle devient 
quand on y introduit l'hypothèse a = o qui fait dispa-
raître l 'une des racines de l'équation (2) en l'abaissant au 
premier degré; en d'autres termes, nous allons voir ce 
que devient la racine qui disparaît pour a = o. Si l'on 
introduit directement zéro à la place de a dans la for-
mule (i), les racines 

( 3 ) 

(4) 

prennent respectivement les formes illusoires 

Ces formules ne nous apprennent rien; mais si nous 
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multiplions les deux termes de la fraction qui représente 
la valeur de formule (3), par — h — y/è^ — et 
les deux termes de la fraction qui représente la valeur 
de x"^ formule (4), par — b -{- en observant 
que l'on a 

on trouve 

ou simplement, en supprimant le facteur commun 

Si l'on fait alors tendre a vers zéro, on voit que V^^— 4 ^̂ ^ 

tend vers h, par suite x' tend vers — racine de l 'é-

quation 

tandis que x" augmente indéfiniment. Ainsi, en em-
ployant un langage figuré dont nous avons fait connaître 
le sens (p. 127), on peut dire que pour a = o l'une des 
racines de l'équation (2) devient infinie et que l'autre est 

égale à — 

Lorsque a est très-petit, les formules (3) et (4) sont 
fort peu commodes pour le calcul des racines. En efïèt, le 
radical ^h^ — ^ac est peu différent de Z»; il faudra donc 
le calculer avec un grand nombre de chiffres pour que 
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ne soil pas nul ou donne une faible approximation 
pour x'. Voici une mélhode qui permet de calculer x' 
assez rapidement et qui permet d'évaluer l 'erreur absolue 
commise sur les résultats auxquels on arrive. 

Commençons par diviser les deux membres de l'équa-
tion (2) par b et résolvons par rapport à x , il vient 

ou bien, en posant 

(5) 

La quantité a est très-petite, comme a \ on aura alors une 
première approximation x , en négligeant ax® et en pre-
nant 

La racinedont on approche ainsi est la plus petite; l'autre, 
en effet, est très-grande, et il n'est pas permis de négliger 
ax® pour la calculer. Si à la place de x® dans l 'équa-
tion (5) on substitue x^, on aura une seconde approxi-
mation Xa, en général plus satisfaisante que la première, 

En remplaçant toujours dans l'équation (5) x® par x^, 
on obtiendra une nouvelle valeur approchée de x 

et ainsi de suite. 
Comme nous ne calculons que la valeur absolue de x , 

nous supposerons y positif; s'il était négatif, on calcule-
rait alors — X au lieu de x , et le terme connu dans le 
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second membre de Téqualion (5) deviendrait positif. 
Nous aurons alors deux cas à distinguer : 

1° a ^ o. Dans ce cas, on a évidemment 

Les erreurs sont toujours par défaut, mais on approche 
sans cesse du résultat cherché. Voici comment on peut 
calculer l 'erreur commise à chaque opération. Lorsque x 
dans le trinôme du second degré varie en dehors des ra-
cines, le signe de ce trinôme est le même que celui de 
son premier terme; lorsqu'il varie entre les racines, ce 
signe change. Il résulte de là que deux valeurs de x, qui 
substituées dans 
(6) 

donnent des résultats de signe contraire, comprennent 
une racine. Ceci posé, après avoir calculé x^, on remar-
quera que Xs mis à la place de x donne un résultat né-
gatif, car y -f- aX j est égal à x^ >> x^ \ on forcera alors la 
valeur trouvée x^ de x de la quantité imposée comme 
limite à l 'erreur, et l'on verra si le résultat de la substi-
tution à la place de x dans l'équation (5) donne un ré-
sultat positif. 

E X E M P L E . — Résoudre l'équation 

(7) 
ou 

On posera 
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Si l'on substitue à la place de x dans l'équation (7) 
i ,oo8i3o6', on trouve un résultat négatif, tandis que 
1.0081305 donne comme i un résultat positif; donc 
1.0081306 et i ,oo8i3o5 sont deux valeurs approchées, 
l 'une par excès, l 'autre par défaut. 

2° Supposons a < ; o. Dans ce cas on aura, si en valeur 
absolue y ^ ay^ ou i ^ ay. 

Les erreurs seront donc alternativement par excès et par 
défaut. De plus, chaque valeur approchée est comprise 
entre celle qui la précède et la suit ; on est donc dans les 
meilleures conditions pour apprécier l'erreur commise à 
chaque opération. 

Lorsque l'on aura ainsi calculé la plus petite des ra-
cines, l 'autre s'en déduira par l 'une des formules 

Nous avons supposé a petit, mais surtout petit par 
rapport à y, en sorte que, par exemple, non-seulement , 
en valeur absolue 

condition qui doit être satisfaite en théorie, mais encore 

condition pratique pour la simplicité des calculs; s'il n'en 
était pas ainsi, il faudrait recourir à la fbrmule 
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Le cas où c est très-petit présente les mêmes difficultés 
que celui où a est très-petit5 il se ramène à celui-ci, en 
posant dans l'équation (a) , 

d'où 

z une fois calculé, x s'en déduit par la formule précé-
dente. 

V I I . — D E S É Q U A T I O N S B I C A R R É E S . 

On appelle équalions bicarrées les équations de la 
forme 

(0 
elles se ramènent immédiatement aux équations du se-
cond degré en prenant x® pour inconnue. On en conclut 

Une équation bicarrée aura donc en général quatre 
racines. Si b^— / \ac<^o , elle n'aura pas de racines; car 
alors il n'existe pas de valeur pour a® qui satisfasse à l'é-
quation (i). Si l 'une des quantités comprises dans la 
formule 

est négative, l'équation n'aura que deux racines; si elles 
sont négatives toutes deux, l'équation (i) n'aura pas de 
racines. 

Nous allons faire connaître une formule qui permet de 
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simplifier dans bien des cas le calcul des racines de l 'é-
quation (i) ; les racines de celte équation sont de la forme 

Le problème que nous allons nous proposer de résoudre 
est celui-ci : 

P R O B L Î Î M E . — A E I B étant censés rationnels, on de-
mande de trouver deux nombres x et y rationnels satis-
faisant à la relation 

(2) 

Remarquons auparavant que si l'on a 

m, /2, m', n 'désignant des nombres rationnels, on aura 
forcément 

si V/i et s f ï ? ne sont pas commensurables. En effet, 

et en élevant au carré, 

( 3 ) 

Or le produit i sjn' [m'— m) sera incommensurable lant 
que m — m' ne sera pas nul ; car si ce nombre était com-
mensurable, on pourrait poser 

(j. el V étant des nombres entiers; d'où 
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y/zi' serait donc égal à un nombre commensurable, ce qui 
est contre notre hypolhèse. Mais alors, si m ^ m ' , le se-
cond membre de la formule (3) est incommensurable, le 
premier ne l'est pas; donc il faut que l'on ait m = m', et 
par suile n = n'. 

Ceci posé, revenons à la formule (2). En élevant au 
carré, on a 

d'où nous concluons 

Nous ferons ensuite observer que si le radical y/B est pris 
avec le signe —, les radicaux y/a et devront être pris 
avec des signes contraires. On connaît ainsi la somme et 
le produit de u et ces quantités (p. 146) sont donc 
racines de l'équation du second degré 

On en déduit 

et par suite, 

(4) 

Cette formule résoudra le problème toutes les fois que 
A®— B sera un carré parfait. Toutefois, nous ferons ob-
server que la formule (4) est une identité et qu'elle a 
lieu dans le cas où les nombres A et B sont tout à fait 
quelconques. En effet, les deux nombres u et v ont été 
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déterminés par la condition de satisfaire aux formules 

(jui satisfont à la condition 

c'est-à-dire 

quels que soient A et B. Du reste, la formule (4) se vé-
rifie aisément en élevant ses deux membres au carré. 

E X E M P L E . — Résoudre l'équation 

On a 

Appli(juons au calcul de x la formule (4). Pour cela, il 
faut faire dans cette formule 

il vient alors 

La transformation en question réussira donc toutes les 
fois que q sera un carré parfait-, ainsi l'équation 

donnera 

ou 
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V I I T . — P R O P R I É T É R E M A R Q U A B L E DU T R I N Ô M E 

Le trinôme x'* -+- px^-\- q peut toujours se mettre sous 
la forme d'un produit de deux trinômes du second degré. 
Ceci est évident lorsque les racines de l'équation 

sont réelles, en considérant .r® comme l ' inconnue; alors, 
en effet, en désignant par x' et x" ces racines, on a 

Supposons donc x' et x" imaginaires, alors on a 

(0 

D'un autre côté, en considérant et q comme les termes 
extrêmes d'un carré, on a 

(2) 

Mais de la relation (i) on tire successivement, en obser-
vant que si p ^ o. 

Si p est négatif, cette formule sera satisfaite d'elle-même. 
La formule (2) peut alors s'écrire 
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O U b i e n 

A P P L I C A T I O N S . — O n a 

I X . — D E S Q U E S T I O N S D E M A X I M U M R É S O L U B L E S PAR OKS 

É Q U A T I O N S DU S E C O N D D Ï : G R É . 

On appelle maximum à'une quantité variable une va-
leur de cette quantité plus grande que celles qui la pré-
cèdent ou la suivent immédiatement. 

On appelle mininmm d'une quantité variable une va-
leur de cette quantité plus petite que celles qui la pré-
cèdent ou la suivent immédiatement. 

Comme on voit, le maximum d'une quantité n'est pas 
la plus grande de toutes ses valeurs; celle-ci porte le nom 
de maximum absolu. On appelle de même minimum ab-
solu d'une quantité la plus petite de toutes les valeurs de 
cette quantité. 

Si nous considérons, par exemple, une courbe si-
nueuse MN [fig. 4) et une droite DE situées dans un 

même plan, la distance d'un point quelconque de MIV 
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à DE est une quantité variable qui est maximum en B et 
en K, minimum en A et en C. Un minimum, comme on 
voit, peut être plus grand que certains maximums. 

P R O B L È M E I . — Trouver le maximum d'un produit 
de deux facteurs dont la somme est constante et égale 
à 2a. 

Soit X l 'une des parties de la somme, l 'autre sera 
•xa — X, el l'on aura, en désignant par le produit que 
l'on veut rendre maximum, 

ou bien 

d'où l'on tire 

A l'inspection de celle formule, on voit que la plus 
grande valeur que puisse prendre j est a®, car pour de 
plus grandes valeurs de x n'existerait plus; pour 

y = a®, on a X = a. Ainsi les deux facteurs du produit j 
sont égaux lorsque ce produit est maximum absolu; du 
reste 7 peut décroître de à — oo , 

P R O B L È M E I I . — Trouver le minimum d'une somme 
de deux facteurs dont le produit est constant et égal 
à pK 

En appelant x l 'un des facteurs, l 'autre sera et 

y désignant la somme que l'on veut rendre minimum, on a 

ou bien 
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On voit immédiatement que l'on peut faire croître j * au 
delà de toute limite, mais que l'on ne peut pas lui donr>€r 
de valeurs inférieures à ^p^. y = ip est donc un mini-
mum, J = — i p uu maximum ; du reste on a alors 

et l'on reconnaît que les facteurs doivent être égaux pour 
qu'il y ait minimum, égaux et de signe contraire pour 
qu'il y ait maximum. 

P u o B L Î î M E I I I . — Trouver les maximums et les mini-
mums de la fraction 

(0 

Résolvons par rapport à x , nous aurons successivement 

Si nous posons alors 

il vient 

formule dans laquelle leitrinôme u placé sous le radical 
devra être positif. Nous aurons trois cas à distinguer : 

(j.^— O' Le trinôme Xy® -f- + v = M peut 
alors se mettre sous la forme 
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Si alors est positif, le trinôme ii ne sera positif que pour 
toutes les valeurs de y non comprises entre y ' et y " , 

y' sera alors une limite d'accroissement pour un maxi-
mum. La valeur correspondante de x sera 

y", au contraire, sera un minimum, et la valeur corres-
pondante de X sera 

Si, au contraire, / est négatif, a ne sera positif que pour 
les valeurs de y comprises entre entre y' et y", y' sera 
un minimum, y" un maximum. 

Si p.®— est nul, le trinôme a est un carré par-
fait au facteur X près ; si ce dernier est positif, les valeurs 
de X prennent la forme 

11 est clair que y peut passer par tous les états de valeur 
possibles; il n'y a donc ni maximum ni minimum. Si X est 
négatif, on ne peut donner qu'une seule valeur admissible 
hy^ celle qui annule le trinôme u. 

3° Si fji®— o, dans ce cas, le trinôme u conserve 
toujours le signe de si donc 1 est positif, il n 'y a pas 
de maximum ni de minimum; si X est négatif, il n'y a 
pas de valeur admissible pour x : ce cas ne peut pas se 
présenter. Il est bien clair, en effet, que si l'on donne à x 
une certaine valeur dans l'équation (i), il en résultera 
une autre pour j-, et par conséquent, pour certaines va-
leurs données de y, il existera des valeurs correspon-
dantes pour X. 
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Revenons au cas où l'on aurait 

Si l'on remplace p, v par leurs valeurs, on a 

ou bien 

Si l'on suppose a = mi, b = ni, c = pi, la relation pré-
cédente donne 

Nous savons, en effet, qu'alors y conserve une valeur 
indépendante de x. 

Il nous reste à examiner le cas où \ = o. Dans ce cas, 
il y a toujours un maximum ou un minimum donné par 
la formule 

X . S u u Q U E L Q U E S Q U E S T I O N S D E M A X I M U M E T DE M I N I -

M U M R É S O L U E S A L ' A I D E DE P R O C É D É S É L É M E N T A I R E S . 

P R O B L È M E I . — Trouver le maximum d'un produit de 
plusieurs facteurs dont la somme est constante. 

Considérons d'abord le cas de deux facteurs a elb. On a 

Laissons la somme a - \ - b constante-, il est clair que le 
premier membre de cette égalité sera maximum quand le 

http://rcin.org.pl



L 6 8 T R A I T É d'a.LGÈBRE. 

terme soustraclif ^̂  , ^̂  sera minimum. Si donc on 
4 

peut prendre a = b^ on aura alors la valeur maximum 
de ab. 

Considérons maintenant un nombre quelconque de fac-
teurs abc. . . il est bien clair qu'on ne change pas 

leur somme en remplaçant a et ^ par — • Mais si a et h 

sont différents, on voit, d'après ce qui précède, que ab 

sera inférieur à 5 donc, tant qu'il existera deux 

facteurs inégaux dans le produit, il ne sera pas maxi-
mum; donc enfin le maximum cherché a lieu lorsque tous 
les facteurs sont égaux. 

R E M A R Q U E . — Il est bon d'observer toutefois que si la 
nature de la question que l'on traite ne permet pas de 
prendre les facteurs égaux, la solution que nous venons 
de donner doit être modifiée ainsi qu'il suit : 

Un produit de plusieurs facteurs dont la somme est 
donnée est maximum lorsque la différence entre deux 
facteurs quelconques est la plus petite possible. 

P R O B L È M E II. — Trouver le minimum d^une somme de 
termes dont le produit est constant. 

Nous considérerons d'abord deux termes a et ^ -, nous 
aurons alors 

On voit immédiatement que ab étant constant, a-{-b sera 
d'autant plus petit que [a — b) sera plus petit; si donc 
on peut prendre a—h, a-{- b sera minimum. 

En raisonnant comme dans le problème précédent, on 
démontre facilement que le minimum d'une somme de 
termes dont le produit est constant a lieu lorsque ces 
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facteurs sont égaux ou ont entre eux des différences 
aussi petites que possible. 

P R O B L È M E III. — x -+-y - H z + . . . est constant, trou-
ver le maximum de 

expression dans laquelle m, n, p,. ., sont des nombres 
constants. 

Il est clair que le maximum de x'^y" z f . . . a lieu en 
même temps que celui de 

Mais l'expression précédente est le produit dém-{-n-\-p... 
facteurs dont la somme est égale à x -i-y -h z . . . , c'est-
à-dire constante; le maximum aura donc lieu quand ces 
facteurs seront égaux, ou que 

P R O B L È M E I V . — Trouver le cône maximum inscrit 
dans une sphère de rayon donné. 

Si l'on désigne par a le rayon de la sphère, par x le 
rayon de la base et par j la hauteur du cône, la quantité 
qu'il faut rendre maximum a pour expression 

ou simplement 

Or on trouve facilement entre x ety la relation 
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Si l'on remplace alors x® dans l'expression à rendre maxi-
mum par la valeur que nous venons de trouver, elle de-
vient 

Or la somme des facteurs y , i a — j est constante et 
égale à il y aura donc maximum (̂ ^o /̂• le problème 
précédent) lorsque l'on aura 

ou 

P R O B L È M E V . — Trouver le cône minimum circonscrit 
à une sphère de rayon donné a. 

Soient X le rayon de la base, y la hauteur du cône, la 
quantité à rendre maximum est toujours 

(0 

Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire 
sur l 'une des génératrices du cône, on obtient une figure 
dans laquelle deux triangles semblables qu'il est aisé d'a-
percevoir donnent la relation 

ou 

Si nous résolvons par rapport à x®, il vient 

En multipliant par y et en ayant égard à l'équation (i), 
il vient 
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Or z sera minimum quand 

sera maximum. Or cette dernière expression peut s'écrire 

Si l'on observe que —^ est constant et que. la somme des 

^ ia la I . 
facteurs — et i est constante, - sera maximum, et 

y y 2 
par suite z minimum lorsque l'on aura 

Cette donnée suffit pour construire le cône minimum. 

EKERCICES. 

1. On a employé deux ouvriers gagnant des salaires différents: 
le premier ayant été payé- au bout d'un certain nombre de jours a 
reçu 96 francs, et le second ayant travaillé six jours do moins n'a 
eu que 54 francs ; s'il avait travaillé tous les jours et que l'autre 
eût manqué six jours, ils auraient reçu tous les deux la même somme. 
On demande combien de jours chacun d'eux a travaillé et le prix 
de sa journée. 

2. On remet à un banquier deux billets sur la môme personne : 
le premier de 55o francs, payable dans sept mois; le second de 
720 francs, payable dans quatre mois, et il donne pour le tout une 
somme de laoo francs. On demande quel est le taux annuel de l'in-
térêt d'après lequel ces billets ont été escomptés. 

3. Deux lumières sont placées en A et B; trouver en quel point C 
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de la droite AB il faut placer un écran pour qu'il soit éclairé égale-
ment par ces deux lumières d'intensités m et n. (Tiré de VAlgèbre 
de Clairaut.) -

4. Résoudre les systèmes d'équations 

5. Résoudre en nombres entiers l'équation 
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CHAPITRE VIL 

THÉORIE DES PROGRESSIONS. 

I . — P R O G R E S S I O N S A R I T H M É T I Q U E S . 

On appelle progression arithmétique une suite de 
termes dans laquelle chacun d'eux est égal au précédent 
augmenté d'une quantité constante positive ou négative 
que l'on appelle raison de la progression. 

Considérons la progression arithmétique 

(0 
Soient r la raison et n le nombre des termes; on aura 

par définition même 

On voit déjà, d'après cela, que le second terme h est 
égal au premier plus la raison; le troisième terme c est 
égal au second h plus la raison , c'est-à-dire au premier 
plus deux fois la raison; en ajoutant la raison à c, on 
trouve d, donc le quatrième terme est égal au premier 
plus trois fois la raison, et, en général, le terme l 
est égal à a plus n— i fois la raison. On peut donc 
écrire 

ce qui donne lieu au théorème suivant : 

T H É O R È M E I . — Dans toute progression, un terme 
quelconque est égal au premier [et Von peut prendre 
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pour premier terme celui que Von veut), plus autant 
de fois la raison quil y a de termes avant lui. 

P R O B L È M E . — Trouver la somme des termes d'une 
progressio n arit limé tique. 

Désignons par s la somme des termes de la proges-
sion (i). Nous aurons, en conservant d'ailleurs les mêmes 
notations que tout à l'heure, 

(0 
Nous pouvons aussi écrire, en renversant l 'ordre des 

termes, 

Or la suite /, /r,. . . , c, b, a peut être considérée comme 
une progression arithmétique ayant pour premier terme/ 
et pour raison — r. Si l'on considère alors les i"'"" termes 
des progressions (i) et (2), on trouve respectivement 
pour leur expression a - \ - i — i r et l — i — i r ; leur 
somme est donc a H- /. Il résulte de là que si l'on ajoute 
les formules (i) et (2) terme à terme, la somme des termes 
de même rang sera toujours a -f- / ; on peut donc écrire 

c'est-à-dire 

(3) 

formule que l'on peut encore écrire comme il suit , en 
remplaçant / par sa valeur 

La formule (3) montre que : 

T H É O R È M E I L — La somme des termes d^une progrès-
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sion arithmétique s'obtient en ajoutant les termes ex-
trêmes et en multipliant le résultat par la moitié du 
nombre des termes. 

A P P L I C A T I O N S . — Les entiers successifs forment une 
progression arithmétique dont la raison est i . On a donc 
ici a = I , r = I , et en désignant par s la somme de n 
entiers consécutifs commençant par i , 

Les nombres impairs forment aussi une progression 
arithmétique. La raison est 2, le /i'®'"® nombre impair est 
I 4- « — I . 2 ou 2/2 — I , et l'on trouve, pour la somme 
des n premiers nombres, n^. 

I L — D E S P R O G U E S S I O N S G É O M É T R I Q U E S . 

On appelle progression géométrique une suite de 
termes dans laquelle chacun d'eux est égal au précédent, 
multiplié par une quantité constante que l'on appelle 
raison de la progression. 

Considérons la progression géométrique 

Le second terme b est égal au premier multiplié par la 
raison 5 pour avoir le troisième terme c, il faut multi-
plier b par la raison, ou, ce qui revient au même, mul-
tiplier <2deux fois de suite par la raison; on verrait de 
même que, pour avoir le quatrième terme, il faut multi-
plier le premier trois fois de suite par la raison, et d'une 
manière générale : 

T H É O R È M E I . — U j i terme quelconque d'une progres-
sion géométrique s'obtient en multipliant le premier 
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autant de fois par la raison quil y a de termes avant 
lui. 

Il résulte de là que, en désignant par q la raison de la 
progression , ses termes peuvent s'écrire de la manière 
suivante : 

Si nous désignons par s la somme des termes de cette 
progression, nous pourrons écrire 

Or, si l'on se reporte au Chapitre III, p . 49» on recon-
naît immédiatement que la quantité écrite entre paren-
thèses n'est autre chose que le quotient de — i divisé 
par q — i , en sorte que l'on a 

Cette formule peut encore s'écrire 

On peut trouver la quantité s d'une autre manière, en 
observant que 

ou bien 

d'où l'on conclut 

et par suite 
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EXERCICES. 

'11 

d. Trouver le produit des termes d'une progression géométrique. 

2. Dans les formules 

relatives aux progressions arithmétiques, on peut se donner deux 
des quantités /, /•, et se proposer de calculer les deux autres. 

3. Problème analogue pour les progressions géométriques. 

4. Les termes des progressions géométriques croissent avec une 
rapidité qui dépasse l'imagination. Voici quelques exemples qui 
pourront convaincre le lecteur. 

Trouver la quantité de blé obtenue en plaçant i grain sur la 
i" case d'un échiquier, -i sur la a®, 4 sur la 3®, et ainsi de suite en 
doublant toujours jusqu'à la 64®. Cette quantité de blé avait été de-
mandée, dit-on, par l'inventeur du jeu d'échecs comme récompense 
(le sa découverte. (Hàtons-nous de dire que cette anecdote est d'une 
authenticité fort douteuse.) 

En supposant qu'Adam ait eu 3 lils, chacun d'eux 3 autres fils, 
et ainsi de suite; en supposant de plus que la vie d'un homme soit 
de I siècle, on demande quelle devrait être actuellement la popu-
lation mâle du globe. 

En supposant que le prix du pain augmente de ^ de sa valeur 

chaque année, on demande quel devrait être aujourd'hui le prix de 
la livre de pain, sachant que du temps d'Adam ce prix s'élevait 
à I centime les loo kilogrammes. 

Le résultat que l'on trouve donne à rétléchir, surtout si on le 
réduit à une somme payable avec des diamants. 

Si la population d'un empire s'est accrue en •ioo ans de -j^ de 

sa valeur primitive, calculer l'accroissement annuel moyen de la 
population. 

iY. B. — Nous supposons le lecteur familiarisé avec l'usage des 
Tables de logarithmes. 
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CHAPITRE VIIL 

ANALYSE COMBINATOIRE. 

1 . — D E S A K R A N G E M E P J T S . 

On appelle arrangements de m objets pris n k n les 
résultats obtenus en prenant n de ces objets de toutes les 
manières possibles, de telle sorte que deux quelconques 
de ces résultats diffèrent, soit par les objets dont ils sont 
composés, soit par l'ordre de ces objets. 

Proposons-nous de trouver le nombre des arrangements 
de m objets pris n à nombre que l'on désigne habi-
tuellement par le symbole A"„. A cet effet, supposons que 
l'on connaisse le nombre des arrangements de m objets 
pris i à i, ou 5 si l'on veut former les arrangements 
de m objets pris z + i à i -h i , il faudra ajouter successi-
vement à chaque arrangement des m objets pris i à i les 
m — i objets qui n'y entrent pas. On formera ainsi m — i 
nouveaux arrangements avec chacun des anciens, c'est-à-
dire en tout [m — i) nouveaux résultats. 

En effet, je dis : 1° que tous ces résultats sont des ar-
rangements différents, car ils diffèrent, soit par l 'arran-
gement composé de i objets qui a servi à les former, soit 
par le dernier objet ajouté 5 qu'un arrangement quel-
conque de i - l - i objets s'y trouve, car, si h cet arrange-
ment on enlève son dernier objet, on retrouve un arran-
gement de i objets. Or, comme ils ont été tous employés, 
il en résulte qu'il se trouve parmi ceux que nous avons 

http://rcin.org.pl



CHAIMTKE V l t l . 1 7 9 

formés; on a donc enfin 

Si l'on observe alors que A)„ est égal à m et si dans la for-
mule précédente on fait i = i , 2, 3 , . . . , n — 1, on trouve 

et en multipliant ces égalités membre à membre, puis en 
supprimant dans les deux membres de la formule résul-
tante des facteurs égaux, 

I I . — D E S P E R M U T A T I O N S . 

On appelle permutations de n objets les résultats ob-
tenus en disposant ces n objets les uns à côté des autres 
de toutes les manières possibles. 

Proposons-nous de trouver le nombre des permutations 
de n objets; désignons ce nombre par P„ (*). Supposons 
que l'on sache former le nombre P, : à chaque permuta-
tion de i objets, ajoutons un nouvel objet en lui faisant 
occuper successivement la première, la seconde,. . . , la 
i - h i""" place; on formera ainsi { i - \ - i ) P. résultats dif-
férents, soit par la permutation de i objets qui a servi h 
les former, soit par le rang occupé par le nouvel objet. 
En second lieu, une permutation quelconque de i - f - i 
objets fait partie de celles que l'on vient de considérer, 

(*) On désigne quelqueCois ce nombre par le symbole n!. 
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car en lui enlevant le dernier de ses objets, on retombe 
sur une des permutations de i objets, permutations qui 
ont été toutes employées. On a donc 

-En faisant successivement ' = i , 2, . . . , aï — i et en ob-
servant que Pi est égal à i , on a 

et par suile, en multipliant ces égalités membre à membre, 

* 

On peut remarquer que 

Et, en effet, si dans la formule trouvée p. 179 on fait 
711 — n, on trouve 

M . — D E S C O M B I N A I S O N S . 

On appelle combinaisons de m objets pris n à n les 
résultats obtenus en prenant n de ces objets de toutes les 
manières possibles, deux résultats différant seulement par 
la nature des objets qui entrent dans chacun d'eux et non 
par leur ordre. » 

Désignons par le nombre des combinaisons de m ob-
jets pris i à i, pour former les combinaisons de m objets 
pris i - | - i à iH- i ; on peut, à chaque combinaison com-
posée de i objets, ajouter chacun des m — i objets qui n 'y 
entrent pas. On obtient ainsi X [m — i) résultats 
qui contiendront toutes les combinaisons formées de 
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objets, puisqu'eii retraiicbaiit un objet à l 'une des 

combinaisons formée de «H-i objets, on reti'ouve luie 
combinaison formée de i objets, et que toutes celles-ci 
ont été employées-, mais les résultats que nous obtenons 
de la sorte ne sont pas tous différents. En effet, si nous 
considérons l'un quelconque d'entre eux, quel que soit 
l'objet que l'on en retranche, on retombe sur une combi-
naison différente formée de i objets; une combinaison 
quelconque de vi objets pris n i à n-\-i a donc été 
obtenue par notre procédé de / H- i manières différentes, 
en sorte que C^ [m — représente i fois On 
a donc 

d'où l'on conclut, en faisant i = i , 2, 3 , . . . , — i , et 
en observant que le nombre des combinaisons de in ob-
jets pris un à un est n/. 

d'où l'on conclut 

(0 

On voit, d'après ce qui précède, que 

Cette formule peut du reste se démontrer directement en 
observant que les arrangements de m objets pris n à n 
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peuvent s'obtenir en permutant les n objets de chaque 
combinaison de m objets pris ti à n de toutes les manières 
possibles. On a donc 

d'où l'on déduit la formule précédente, et par suite, si 
l'on veut, la formule (i). 

Si l'on adopte la notation n ! pour représenter le pro-
duit ï . 2 . 3 . . . w, la formule (i) peut encore s'écrire 

I V . — R E M A R Q U E S AU S U J E T D E S T H É O R I E S P R É C É D E N T E S . 

P R O B L È A I E I. — Concevons qu'après avoir formé les 
arrangements de m lettres piises n à n on suppose i de 
ces lettres identiques à a, j de ces lettres identiques à 
b, etc.: combien obtiendra-t-on de résultats différents? 

Supposons d'abord qu'il n'y ait que i lettres iden-
tiques à a : 

1° Les arrangements où a n'entre pas seront tous dif-
férents : ce sont les arrangements de m — i lettres prises 
n à n-, leur nombre est ou 

2" Les arrangements où a entre une fois seront encore 
tous différents : si l'on veut en connaître le nombre, con-
sidérons les combinaisons correspondantes; ôtons a, nous 
aurons les combinaisons de m — i lettres n — i à ti — i . 
Si dans chacune de ces combinaisons nous permutons les 
n lettres qui y entrent y compris a , nous aurons P„ 
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résultais difiërents ou 

3° Les arrangements où a entre deux fois ne seront 
pas tous différents -, si nous ôtons deux fois a et si nous 
considérons les combinaisons correspondantes, elles sont 
en nombre C^Z ĵ, et si nous permutons les lettres qui y 
entrent en y comprenant deux fois a, nous aurons 
résultats qui ne seront pas tous difïerents, car en permu-
tant les deux lettres a dans chaque combinaison, on ne 

la change pas; il n'y aura donc en tout que — 
P2 

résultats difterents, etc. 
Le nombre cherché est donc 

Supposons maintenant qu'il y ait i lettres égales à 
y lettres égales à h. 

Le terme général de la quantité cherchée sera le nombre 
des arrangements dans lesquels a entre fz fois et h v fois. 
Il est facile de voir que ce nombre est 

en sorte que le nombre des résultats cherchés est 

jix et V ne devant pas recevoir de valeurs supérieures à i et 
à y. Sans insister davantage, on voit comment on traite-
rait le problème dans le cas général. 

P R O B L È M E IL — Trouver le nombre des permutations 
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dijférentes que Von obtient en supposant un certain 
nombre de lettres identiques dans les permutations de n 
lettres. 

Les permutations de n lettres pouvant être considérées 
comme des arrangements de n lettres n k n, ce problème 
rentre donc dans le précédent. 

P R O B L È M E I I L — Trouver le nombre des résidtats 
dij^érents obtenus en supposant, dans les combinaisons 
de m lettres prises n à /z, i lettres identiques à a, j lettres 
identiques à h. 

Considérons une combinaison dans laquelle a entre 
fji fois, h V fois...5 supprimons les lettres a et ^ de cette 
combinaison, nous trouvons une combinaison de m—i—j 
lettres prises n — ^ — v à n — ^ — v; donc le nombre 
des combinaisons distinctes où a entre /x fois et ^ v fois 

6st d'où l'on conclut facilement le nombre 
cherché. 

V . — F O R M U L E n u B I N Ô M E . 

On appelle/ormf//e du èmdwe celle qui fait connaître 
le développement d'une puissance quelconque d'un bi-
nôme. Cette formule (dans le cas où l'exposant de la 
puissance est entier et positif) parait avoir été connue 
bien avant Newton, qui n'a fait que l'étendre aux expo-
sants fractionnaires. On peut consulter à ce sujet : i" l 'ar-
ticle B I N Ô M E dans le Dictionnaire des Mathématiques 
de Montferrier ; 2° un article de M. O. Terquem, in-
séré dans ses Nouvelles Annales, t. VI5 3° enfin, Y His-
toire des Mathématiques de Montucla. Voici comment 
on peut arriver à cette formule à l'aide de l'analyse com-
bina toire. 
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Multiplions entre eux les binômes 

Pour faire un produit de deux polynômes, on multiplie 
chaque terme du multiplicande par chaque terme du 
multiplicateur; en d'autres termes, le produit de deux 
polynômes est la somme des produits obtenus en prenant 
pour facteurs un terme dans chaque polynôme de toutes 
les manières possibles. 

Le produit de trois polynômes est donc égal à la somme 
des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme 
dans chaque polynôme de toutes les manières possibles, 
et cette loi est évidemment générale. 

Ceci posé, le produit que nous cherchons est égal à la 
somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un 
terme dans chacun des binômes a), [x b),... de 
toutes les manières possibles. Prenons d'abord x dans 
chacun des vi binômes en question, nous formons le 
terme z™; prenons ensuite x dans m— i binômes, et le 
second terme dans le w'®'"® binôme restant; faisons cette 
opération de toutes les manières possibles, nous trou-
verons x'""' ( « - f - i - h . . . - + - / ) , que l'on peut désigner 
par la notation abrégée 

déjà employée (première partie, p. 66).. . . En général, 
si nous prenons x dans m — n binômes, il faudra prendre 
les seconds termes dans chacun des «binômes restants; 
en répétant cette opération de toutes les manières pos-
sibles et réduisant les termes semblables, on trouve 

.f désignant, pour abréger, la somme des pro-
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duits obtenus en prenant pour facteurs n des m lettres 

a , b, c , . . . , / de toutes les manières possibles. 

représente donc la somme des combinaisons des m lettres 
a , b , . . f prises n à n sous forme de produits. Si donc 
on vient à supposer a— h = c = . . . = / , le terme que 
nous venons de calculer se réduit à 

Enfin, pour achever la formation du produit que nous 
cherchons, nous prendrons les seconds termes des bi -
nômes, et nous aurons le terme abc. . .1 : nous pourrons 
donc écrire 

(0 

INous aurons plus loin occasion de faire usage de cette 
formule -, si Ton y fait a = b = c —. . l, il vient 

Cette formule peut encore s'écrire, en remplaçant C l par 
sa valeur, 

Nous ferons, au sujet de cette formule, plusieurs re-
marques importantes. 

1° Deux coefficients également éloignés des extrêmes 
dans le développement de [x 4- «)" sont égaux. 
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En effet, en changeant o: en a et a en x , les coeffi-

cients des termes ne changent pas ; le premier membre 
de l'équation (2) ne change pas non plus. On a alors, en 
identifiant les deux développements de [x -h «)'" que l'on 
obtient ainsi, c'est-à-dire en égalant les coefficients des 
mêmes puissances de x , le théorème qu'il s'agissait d'éta-
b l i r ; il conduit à la formule 

que l'on peut vérifier directement. Elle revient, en effet, 
à la suivante : 

Si l'on réduit les deux membres de cette égalité au 
même dénominateur, les numérateurs deviennent égaux 
à I . 2 . 3 . . 

2° Si l'on fait a = x = 1, on a 

3° Si l'on fait a = — x — — i , on a 

4° Si, dans la formule (2), on met le terme général 
sous la forme 

(3) 

il désignant d'une manière générale le produit i .2.3...«, 
si l'on change ensuite a en a -h 6 , le terme général du 
développement de (x 4- a -h Z»)"' sera donné par le terme 
général du développement de l'expression (3) dans la-
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quelle on aura changé rt en a -h il sera donc 

En changeant ensuite b en b-hc, on obtient de la 
même façon le terme général du développement de 
[x-+-a-j-bc)'" , et en continuant ainsi on trouve, 
comme p. 66, 

formule dans laquelle on a toujours 

les entiers a , j3... pouvant être zéro, on y supposera tou-
jours égal à I, et o ! égal à i . 

V I . D u T R I A N G L E A R I T H M É T I Q U E . 

Considérons les coefficients des puissances successives 
du binôme-, écrivons sur une première ligne les coeffi-
cients de la première puissance, c'est-à-dire i et 15 sur 

une seconde ligne écrivons les coefficients de la seconde 
puissance, c'est-à-dire i , 2, i , et ainsi de suite, de sorte 
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que les coefficients des termes de même rang se corres-
pondent dans une même colonne verticale. Le tableau 
que nous formons ainsi porte le nom de triangle arith-
métique-, les propriétés de ce triangle ont été développées 
avec beaucoup de soin par Pascal dans son Traité du 
triangle arithmétique; toutefois il ne dispose pas son 

triangle tout à fait de la même façon que nous. Si lious 
concevons que, dans le triangle dont nous avons parlé en 
premier lieu, on fasse glisser chaque colonne verticale 
de manière à amener toutes les unités qui sont en tête 
sur une même ligne horizontale, on aura le triangle de 
Pascal. Les nombres qui sont inscrits dans la n''̂ '"" -+- i 
colonne verticale du triangle portent le nom de nombres 
figurés du n'''"' ordre, les nombres du premier ordre 
ou I, -2, 3, 4 , . • • portent aussi le nom de nombres natu-
rels, les nombres du second ordre celui de nombres 
triangulaires, les nombres du troisième ordre celui de py-
ramidaux, les nombres du quatrième ordre celui de trian-
gulo-triangulaires. 

TnÉORÎiME L — Le nombre figuré de Tordre n a 
pour expression 

En effet, les nombres figurés de l 'ordre n sont les nombres 
de combinaisons n kn-, le premier est relatif à n objets, 
le second à « -f- 1,. . . le à n i— i , en sorte que 

http://rcin.org.pl



I G O T R A I T É D ' A L G È B R E . 

le i'®"*® nombre figuré de l'ordre n est ou, d'après 
un corollaire (p. 187), c'est-à-dire 

ou 

expressions identiques avec celles que nous avions an-
noncées. 

T H É O R È M E I I . — Un nombre figuré est égal au 
nombre écrit immédiatement au-dessus de lui dans le 
triangle arithmétique, augmenté du nombre placé à la 
gauche de ce dernier. 

En d'autres termes. 

Cette formule se vérifie très-facilement en remplaçant 
les symboles C"^.,, par leurs valeurs. Voici 
comment on peut l'établir directement. Considérons la 
formule 

démontrée p. 186; multiplions ses deux membres par 
[x a), nous aurons 

or, en identifiant cette formule avec celle que l'on obtient 
en appliquant directement la formule du binôme à l'ex-
pression on trouve 

T H É O R È M E I I I . — Il résulte du théorème précédent 

http://rcin.org.pl



C H A P E T R E V I I I . I G I 

quun nombre figuré quelconque est égal à la somme des 
nombres figurés de V ordre précédent, placés immédia-
tement au-dessus de lui dans le triangle arithmétique. 

Ainsi, l'on a 

Le triangle arithmétique dont nous venons de parler 
est un cas particulier d'un triangle beaucoup plus général 
que Pascal appelle aussi triangle aiithmétique.. et que 
nous allons apprendre à former. 

Dans une première colonne verticale écrivons le nom-
bre a ; dans une seconde colonne contiguë écrivons les 
nombres a, a-^b, a a -h . . . , obtenus en ajoutant au 
nombre b les produits de a par les nombres figurés du pre-
mier ordre; dans une troisième colonne écrivons les pro-
duits des nombres du second ordre par a augmentés 
des produits des nombres du premier ordre par b, et 
ainsi de suite; nous formerons le tableau ci-contre. 

Les propriétés connues des nombres figurés montrent : 
qu'ww nombre inscrit dans le tableau précédent est 

égal à celui qui est placé au-dessus de lui augmenté de 
celui qui est à gauche de ce dernier; 2° un nombre 
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quelconque est égal à somme de tous ceux qui sont écnts 
au-dessus de lui dans la colonne précédente. 

Considérons la troisième colonne de notre dernier 
tableau; faisons b = elle se composera de la suite 

Lorsque « = on retrouve les nombres triangulaires^ 
lorsque « = 2, on obtient les nombres carrés, qui ne sont 
autre cbose que les carrés des nombres naturels; lorsque 
a = 3, on obtient ce que Ton appelle les nombres pen-
tagonaux -, lorsque a = 4» o'^ obtient les nombres hexa-
gonaux, etc. Voici maintenant la raison de ces dénomi-
nations. 

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7 . 

Considérons la jig. 5 : elle commence par un point; au-
dessous on a placé deux points, puis trois, puis quatre, etc. 
Si n représente le nombre de points placés sur le côté AB, 
le nombre total des points contenus dans la figure sera 

somme des n premiers nombres naturels, c'est-à-dire re-
présentera le w'®""' nombre triangulaire. 

Si nous considérons maintenant la Jig. 6, si nous dé-
signons par n le nombre de points contenus dans le 
côté AB, il y aura n® points en tout dans la ligure ; or, on 
peut évaluer ce nombre d'une autre manière, en obser-
vant que l'on trouve de chaque côté de la diagonale AC 
h points, A désignant le n — 1'®""" nombre triangulaire : il 
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y a donc en tout 

points dans la figure, c'est-à-dire un nombre de points 
marqué par le n '̂""" nombre carré. 

Si nous considérons la J ig . 7 et si le côté AB contient 
n points, nous voyons que la figure totale contiendra, en 
désignant par A le « — I ' ^ ' " " nombre triangulaire, 3 A + TÎ 

points, et ainsi de suite. 

V I I . — S O M M E S D E S P U I S S A N C E S S E M B L A B L E S DES T E R M E S 

D 'UJVE P R O G R E S S I O N A R I T H M É T I Q U E . 

Considérons la progression arithmétique 

Soit h la raison; nous aurons, en désignant par n un 
entier quelconque, 

Ajoutons ces égalités membre à membre, il v ient , en 
supprimant des termes communs de part et d'autre, 
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d'où l'on tire 

T U A I T E N A L G E B R E . 

(0 

Cette formule permet de calculer la somme des puis-
sances n'^'"" des termes d'une progression arithmétique 
lorsque l'on connaît la somme des puissances i , 2, 3 , . . . , 
71 — I. 

Proposons-nous par exemple de trouver la somme des 
carrés des p premiers nombres. Il faudra, dans la for-
mule précédente, faire h = i et /i = 2 5 il viendra alors 

ou bien, réductions faites. 

La même formule (i) donne ensuite, pour w = 3, 

c'est-à-dire, réductions faites, 
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M I L . A P P I A C A T I O N DES T H É O R I E S P N É C É O E N T E S 

A LA S O M M A T I O N DES P I L E S DE B O U L E T S . 

Dans les arsenaux, les projectiles emmagasinés sont 
aujourd'hui de deux espèces : les uns sont destinés aux 
pièces lisses et sont sphériques, les autres sont destinés 
aux pièces rayées et ont une forme cylindro-conique. 

Nous nous occuperons d'abord de la sommation des 
piles de projectiles cylindro-coniques 5 ces piles sont for-
mées d'une première rangée de projectiles se touchant 
tout le long d'une génératrice cylindrique. Soit n le 
nombre des projectiles placés dans cette rangée ; au-dessus 
et entre les intervalles laissés par les projectiles de la 
première rangée, on place une seconde rangée de « — i 
projectiles-, au-dessus de cette rangée, ou en place une 
troisième composée de n — 2, et ainsi de suite. On forme 
ainsi une espèce de triangle dans lequel le nombre des 
projectiles employés est évidemment le n'®'"̂  nombre 

triangulaire, ou " pour donner plus de solidité à 

la pile, on place plusieurs rangées verticales, semblables 
à celle dont nous venons de donner la description, les 
unes contre les autres. En désignant par p le nombre de 
ces rangées, le nombre total des boulets sera 

Donc : Pour avoir le nombre des projectiles oblongs 
contenus dans une pile, comptez le nombre des boulets 
contenus en long et en large à la partie inférieure de la 
pile; si n désigne le nombre contenu dans le sens du 
diamètre et p le nombre contenu dans le sens de la Ion-
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gucur des projectiles, p. " ^^^ représentera le nombre 

total des projectiles contenus dans la pile. 
Les boulets sphéi iques sont rangés le plus souvent sous 

forme de piles rectangulaires ; les piles carrées ou qua-
drangulaires sont moins fré(piemment usitées. Enfin on 
n'emploie que rarement les piles triangulaires, et seule-
ment pour un petit nombre de projectiles, à cause de l'es-
pace qu'elles exigent. 

Occupons-nous d'abord de la pile triangulaire. Soit n 
le nombre des boulets contenus dans le côté du triangle 
équilatéral qui forme la base de la pile; cette base con-
tient évidemment un nombre total de boulets égal au 

Ĵ rcme. nombre triangulaire, ou " ^̂  boulets; au-dessus 

de cette base ou première rangée, on en a placé une se-
conde, en ayant soin de mettre les nouveaux boulets 
entre les interstices laissés par les premiers. Le côté de 
cette seconde rangée ne contient que n — i boulets; par 
conséquent, la rangée elle-même contient un nombre de 
boulets représenté par le n —i" ' " ' nombre triangulaire, 
et ainsi de suite. Il y aura donc en tout dans la pile un 
nombre de boulets égal à la somme des n premiers nom-
bres triangulaires, c'est-à-dire égal au n"'"®nombre pyra-
midal (de là le nom de nombres pyramidaux donné 
aux nombres du troisième ordre). 

Donc, si n désigne le nombre des boulets contenus 
dans le côté d^une pile triangulaire, 

représentera le nombre total des boulets contenus dans 
la pile. 

Considérons maintenant une pile quadrangulaire. Dans 
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celle pile, la base est formée de boulets tangents, les 
points de contact ayant lieu aux extrémités des diamètres 
rectangulaires; la forme générale de cette base est un 
carré, en sorte que si n désigne le nombre des boulets 
contenus dans le côté, n^ représentera le nombre total 
des boulets contenus dans la base. Au-dessus de la base 
se trouve une rangée de [n — i)^ boulets, et ainsi de 
suite; en sorte que le nombre total des boulets contenus 
dans la pile est la somme des carrés des n premiers 
nombres, ou 

Ainsi donc, n désignant le nombre des boulets con-
tenus dans le côté d'une pile quadrangulaire, 

représentera le nombre total des boulets contenus dans 
cette pile. 

Considérons enfin une pile rectangulaire, sa base est 
construite de la même manière que celle de la pile qua-
drangulaire. Soient n el n' les nombres de boulets conte-
nus dans les côtés de la base; au-dessus de la base, on place 
une rangée rectangulaire ayant n — i et n'—i boulets 
de côté, et ainsi de suite. Posons n' =n-\-p-, le nombre 
total des boulets de la pile sera 

c'est-à-dire 

ou bien 
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c'est-à-dire 

ou bien 

On aurait pu arriver à ce résultat en observant que la 
pile pouvait se décomposer en une pile quadrangulaire 
ayant n boulets de côté, et en une autre pile analogue aux 
piles de projectiles oblongs, mais inclinée et ayant p et 
n boulets de côté. 

Donc, n et n' désignant le nombre des boulets con-
tenus dans le petit et le grand côté d'une pile rectangu-
laire, le nombre total des boulets contenus dans la pile 
sera 

Si dans cette formule on fait n ' = n, on retrouve la for-
mule qui convient aux piles quadrangulaires. 

I X . — T H É O R I E DES K A C T O R I E E L E S . 

Kramp et Arbogast ont donné le nom de factorielle au 
produit d'une suite limitée de termes en progression arith-
métique. Kramp propose la notation suivante : 

Vandermonde propose cette autre notation : 

Nous adopterons la notation de Vanderrnonde, et nous 
aurons 
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P R E M I È R E P R O P R I É T É . — On a 

(-) 
En effet, le second membre est, à l 'ordre des facteurs près, 
identique au premier. 

D E U X I È M E P R O P R I É T É . — On a 

équation que l'on peut écrire comme il suit : 
(3) T R O I S I È M E P R O P R I É T É : 

T H É O R È M E OE V A N D E R M O N D E , O I T B I N Ô M E DES F A C T O -

aiELLES. — O n a 

OU bien 

Sans aller plus loin, on peut déjà soupçonner la formule 

qui constitue le beau théorème de Vaudermonde. INous 
venons de reconnaitre que ce théorème est vrai dans les 
cas où l'on a /z = i , « = 2. Admettons la formule (4) : 
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si nous démontrons qu'elle subsiste quand on change m 
en m H- I, elle sera établie avec toute la généralité dési-
rable. En effet, étant vraie pour m = 2, elle le sera pour 
w = 3 5 étant vraie pour w = 3, elle le sera pour m = 4) 
et ainsi de suite. Le mode de raisonnement que nous 
allons employer esl d'un usage fréquent en analyse. 

Multiplions par [a b -{- mr) les deux membres de 
l'équation (4), il vient, en vertu de l'équation (2), 

( 5 ) 

et en omettant à l 'intérieur des crochets le nombre r qui 
devrait y figurer invariablement. Or on a 

( 6 ) 

(7) 

Eu vertu de ces deux relations, l'équation (5) peut s'é-
crire 

c'est-à-dire, en groupant différemment les termes. 

ou bien, en observant que 
(p- 190)» 

Cette formule n'est autre chose que la formule (4), dans 
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laquelle on a changé m en m i ; donc celle-ci est géné-
rale. c. Q. F. D. 

On peut se proposer de développer la factorielle 
[a , suivant les puissances de r, et l'on a alors 

(8) 

Dans cette formule (p. i85) , est la somme des n pre-
miers membres, 5g est la somme de leurs produits deux à 
deux, J3 la somme de leurs produits trois à trois, etc. 

Kramp, dans son Arithmélique universelle, trouve les 
coefficients 5 , , J j , . . . , s^^ par la voie récurrente (*), ainsi 
qu'il suit : 

Multiplions les deux membres de l'équation (8) par 
, il vient 

(9) 

D'un autre côté, en changeant dans la formule (8) a en 
[a -f- r) et en multipliant par a , il vient 

ou bien 

( * ) On d i t q u e des quant i tés s 'ob t iennent par la voie récurrente l o r s -
qu 'el les se déduisent les unes des au t res successivement àf l 'a ide d ' é q u a -
tions l inéaires. 
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En identifiant cette formule avec l'équation {9), on a 

ou bien 

Pour terminer ces notions sur les factorielles, nous 
allons résoudre le problème inverse de celui que nous 
venons de considérer, et nous allons développer en 
une suite de factorielles. 

A cet effet, nous observerons que l'on a 

c'est-à-dire 

(10) 

Or on a, en n'écrivant pas la raison r, 

Si nous posons en général 
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nous en déduisons 

c'est-à-dire, en vertu de la formule ( lo) . 

Si donc est développable en une suite de factorielles, 
le sera aussi. Or a'* sont déjà développables 

de cette manière; donc a® doit l'être, et par suite a®, etc.; 
donc toutes les puissances de a sont développables en une 
suite de factorielles. Si Fou désigne par q^, q^, q^,. . . 
les coefficients de [«]" r, [a ]" - ' [a]""» /•%.. . , dans le 
développement de la loi de formation des coefficients 
est donnée par la formule 

X . — A P P L I C A T I O N OES T H É O R I E S P R É C É D E N T E S A LA 

D É M O N S T R A T I O N D E Q U E L Q U E S P R O P O S I T I O N S SUR L E S 

N O M B R E S . 

Le nombre des combinaisons de m objets pris n h n 
représente un nombre entier; il en résulte que 

est toujours un nombre entier. De là le théorème sui-
vant : 

T H É O R È M E L — Le produit de n nombres consécutifs 
est toujours divisible par i. 2.3 . . . n. 

C O R O L L A I R E . — Le produit de n — I nombres suivant 
ou précédant immédiatement un nombre premier supé-
rieur à n est toujours divisible par i .1. "6... n. 
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Tous les coefficients du développement de 

sont évidemment entiers; il en résulte que 

représente toujours un nombre entier lorsque l'on a 
a + |3 . . . + A = ; donc : 

T H É O R È M E I I . — Le produit des m premiers nombres, 
et à fortiori le produit de m nombres consécutifs est 
toujours divisible par 

si Von a 

C O R O L L A I R E . — Si cf. est un diviseur de m, le produit 
de m nombres consécutifs sera divisible par 

Si dans la formule 

on suppose a = ^ = c = . . . = Z — i ; s i , de plus, on dé-
signe par N la totalité des nombres a , /, il vient 

(0 

Si l'on vient à remplacer dans cette formule m par un 

nombre premier, la quantité placée sous le signe ^ sera 

un multiple de m ; car m ! étant divisible par a ! ! . . . X ! 
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et m étant premier, [m—i)! sera aussi divisible par a ! 
a \ -i t • m (/fi — I) ! mi pl. . . A ! ; par suite, —; ou — — sera un mul-

^ a ! . . . A ! a ! . . . X ! 
tiple de m. La formule (i) peut donc s'écrire 

JN"» = N -h multiple de m; 

donc N™ — N est divisible par m, et par suite, si m ne 
divise pas N, — i sera divisible par m; de là le 
théorème suivant, dû à Fermât : 

T H É O R È M E I I I . — Si m désigne un nombre premier qui 
ne divise N, — i sera divisible par m. 

Reprenons les formules démontrées p. 202 : 

dans lesquelles 5i, s^, 5 s , . . . , 5„ sont les sommes des pro-
duits I à I, 2 à 2, 3 à 3, /z à des n premiers nombres. 
En vertu de la première formule, si « -j- i est un nombre 
premier >- 2, 5, sera divisible par n - h i ' , en effet C^^j 

, 1 ^ (« + 0 /-V T • / \ est égal a ^ Or 1 .2 divisant ( n - h i ] n et étant 1.2 ^ ' 

premier avec (« -f-1) divisera w, donc ^ sera entier, et 

par suite C^+i divisible par -+-1). 
Si [n H- i) est un nombre premier supérieur à 3, notre 

seconde égalité prouve que ŝ  est divisible par 7ï -}- i . En 
effet, C^^i est divisible par /i -h i ; pour le démontrer, il 
suffit d'observer que l'on a 
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Or Cn+i est entier donc 1 . 2 . 3 divise -f- i) w (/z — i ) ; 
donc il divise n [n — i), car il est premier avec [n + i). 
Si est aussi divisible par n + 1 ; donc 2^2 et par suite ŝ  
l'est aussi. * 

En continuant ce raisonnement, on arrive à démontrer 
que ris„ — ou i . 2 . 3 . . • X « — i est divisible 
par w -f-1. Mais 

i.2.3...«X« — 1 = 1.2.3...«(« + 1) — 1.7. 3... n — i; 

donc 1 . 2 . 3 . . . (« H- i) — 1. 2 . 3 . . . n — i est un mul-
tiple de N H- I ; donc enfin I . 2 . 3 . . . /I H- I est divisible 
par « + I. De là le théorème suivant, dû à Wilson : 

T H É O R È M E I V . — Si N + I désigne un nombre pre-
mier, le produit 1. 2.3 . . . « augmenté de i sera divi-
sible par n i. 

Ce théorème est très-remarquable, car la propriété 
que nous venons d'énoncer n'appartient qu'aux nombres 
premiers. Si, en effet, n + i n'est pas premier, il aura 
pour diviseur un des nombres compris dans la suite 
1 . 2 . 3 . . . et par conséquent i . 2 . 3 . . . ne sau-
rait être divisible par le diviseur en question, et à for-
tiori ne saurait être divisible par « -f- i . 

EXERCICES. 

1. Démontrer la formule suivante due à Abel [Œuvres complètes 
publiées par Holmboë), 
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2. Développer la n'"'"̂  puissance d'un polynôme entier en a: et 
ordonner le développement par rapport aux puissances croissantes 
de X. 

3. Trouver le nombre des termes du développement de 

4. Trouver tous les diviseurs d'un nombre et la somme de ces 
diviseurs. 

Si a^' X b^ X c'' X . . .X désigne le nombre en question, et 
b,c,..., l ses facteurs premiers, la somme de ses diviseurs, y com-
pris l'unité et le nombre lui-même, sera 

Cf. - - » c * €. t 

5. Démontrer la formule 

en déduire le tliéorème de Wilson. 

6. Combien peut-on tracer de diagonales dans un polygone de 
n côtés ; en combien de points les diagonales et les côtés se ren-
contrent-ils? 

7. Combien y a-t-11 de coefficients dans un polynôme entier du 
degré m par rapport aux n variables y , . . , , z? 

8. Combien peut-on jouer de parties de bataille différentes? 

9. Combien peut-on jouer de parties de dominos différentes? 

40. De combien de manières peut-on amener un nombre de points 
donné N avec dés à jouer? 

H . On appelle probabilité d'un événement le rapport du nombre 
des cas favorables à l'arrivée de l'événement au nombre total des 
cas possibles supposés également possibles. 

Ainsi la probabilité d'amener le 6 avec un dé est^, parce qu'il 

y a un seul cas favorable à l'arrivée de l'événement attendu, et 6 cas 
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possibles, à savoir l'arrivée des points i , 2, 3, 4, 5, 6; d'après cela, 
calculer la probabilité : 

1° D'amener i5 avec 3 dés; 2° d'amener 16 avec 4 dés; 3° de 
gagner 1 lots dans une loterie de 100 billets; 4° de gagner n lots 
dans une loterie de m billets; 5° d'amener pile 4 fois de suite au 
jeu de pile ou face. 

Calculer le nombre des boulets d'une pile à base hexagonale: 
la forme générale de la base est un hexagone régulier formé de 
boulets contigus au-dessus, et dans les interstices on place une 
seconde rangée de boulets, et ainsi de suite. 

13, On construit un château de cartes de la manière suivante : 
on place bout à bout n couples de cartes inclinées l'une sur l'autre; 
pour assujettir la stabilité, on place une carte entre deux couples 
consécutifs, par-dessus on met n — i couples dont on assujettit la 
stabilité de la même façon, et ainsi de suite. Combien faudra-t-il de 
cartes pour faire le château? 

14. Au lieu de faire le château comme dans la question précé-
dente, on assujettit la stabilité en remplaçant chaque couple par un 
nombre de couples égal à celui des couples primitifs, de sorte que 
la base de l'édifice, ainsi que chacun des étages, affecte la forme 
générale d'un carré. Calculer d'après cela le nombre des cartes 
employées. 
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S E C O N D E P A R T I E . 

CHAPITRE PREMIER. 
NOTIONS GÉNÉRALES. 

1 . — I N T R O D U C T I O N . 

Nous allons maintenant aborder cette partie de l 'Al-
gèbre appelée Analyse algébrique par Cauchy, Intro-
duction à Vanalyse infinitésimale par Euler. L'analyse 
algébrique a pour but de préparer l'esprit à l'étude des 
branches élevées de l'analyse, en ajoutant des conceptions 
plus philosophiques aux spéculations de l'Algèbre élé-
mentaire. 

Dans l'analyse algébrique, les quantités que l'on con-
sidère sont systématiquement variables; l'emploi des let-
tres devient donc tout à fait indispensable pour les repré-
senter. Les théorèmes sur les limites, la notion de l'infini 
et de l'infiniment petit reviennent à chaque instant et 
constituent le véritable fondement de la science que nous 
allons étudier. ^ 

Quelques auteurs ont défini les mots de constante et 
variable^ nous ne pensons pas pouvoir substituer à ces 
mots des idées plus claires que celles que l'on y attache 
immédiatement (*). 

(*) « Quanti tas constans est quanti tas determinata , perpetuo eumdem 
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Lorsque deux quantités dépendent l 'une de l'autre, de 
telle sorte que l'une d'elles variant, l 'autre varie aussi, et 
(jue l 'une d'elles restant constante, l 'autre reste constante 
aussi, on dit qu'elles %ox\\ fonctions l 'une de l'autre. 

Les fonctions d'une quantité x se désignent par les 
notations 

On dit qu'une quantité f est fonction de plusieurs 
autres, lorsque, celles-ci restant constantes, à l'exception 
d'une seule x d'entre e l l e s , / e t x sont fonctions l 'une de 
l 'autre; on représente les fonctions de plusieurs quan-
tités par les notations 

« . . . Le mot fonction a été employé par les premiers 
analystes pour désigner en général les puissances d'une 
même quantité; depuis, on a étendu la signification de 
ce mot à toute quantité formée d'une manière quelconque 
d'une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli l'ont em-
ployé les premiers dans cette acception générale. . . . » 
( L A G R A N G E , Équations numériques.) 

I L — R A P P E L D E Q U E L Q U E S D É F I N I T I O N S E T T H É O R È M E S 

F O N D A M E N T A U X . 

On appelle limite d'une quantité variable une quantité 
fixe dont elle approche indéfiniment, de manière à pou-
voir en différer d'aussi peu que l'on veut. 

valorem servans.. . . Quantitas variabilis est quant i tas indeterminata, q u » 
omnes omnino valores determinatos in se complectitur. « 

(EL'LER, Introductio in analjrsin infinitorurn.) 
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La limite d'une somme ou d'un produit de plusieurs 
quantités variables E N N O M B R E L I M I T É est égale à la 
somme ou au produit des limites de ces quantités. 

La limite d'une différence ou d'un quotient de deux 
variables est égale à la différence ou au quotient des 
limites de ces variables. 

Ces théorèmes s'étendent encore au cas où quelques-
unes des variables seraient remplacées par des constantes, 
pourvu que Ton considère ces constantes comme étant à 
elles-mêmes leurs propres limites. 

On dit qu'une quantité variable est infinie, lorsqu'elle 
peut croître en valeur absolue au delà de toute limite. 

On appelle valeur d\ine fonction pour une valeur 
infinie de sa variable la limite vers laquelle tend cette 
fonction lorsque cette variable croit indéfiniment; ainsi 

on dira que - est égal à zéro pour a: = oo . 

On appelle quantité infiniment petite une quantité 
variable qui a pour limite zéro; ainsi on pourra dire 

que - est infiniment petit pour x infini. Toutefois, il ne 

faut pas confondre ou assimiler le zéro à l'infini ment 
petit; le zéro est constant, l 'infiniment petit est variable; 
il peut donc passer par des valeurs très-considérables 
avant d'atteindre sa limite zéro. 

J I I . — D E L A C O N T I N U I T É . 

On dit qu'une quantité varie d\ine majiière continue 
enlre deux limites a et h, lorsqu'elle ne peut passer entre 
ces limites d'une valeur à une autre sans passer par toutes 
les valeurs intermédiaires. 

On dit qu'une fonction est continue entre les limites a 
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et b de sa variable, lorsque, celle-ci variant d'une ma-
nière continue entre a et h, la fonction varie elle-même 
d'une manière continue. 

On dit enfin c^n'une Jonction de x est continue pour 
X =• a lorsqu'elle est continue entre des limites de sa 
variable, l'une plus grande, l'autre plus petite que a. 

T H É O R È M E I . — I " Lorsqu'une fonction f [x] est con~ 
tinue pour x = a, à un accroissement h infiniment petit 
de X correspond un accroissement k infiniment petit 
de f [x) 5 2® réciproquement, si, dans le voisinage de a, 
à un accroissement infiniment petit de x correspond un 
accroissement infiniment petit def [x), la fonction f [x) 
est continue. 

1° Si la fonction f [x] est continue pour x — a, il 
existe deux limites a + a , a —13 de x entre lesquelles 

f{x') reste continue; si donc on suppose a-\-li compris 
entre a -f- a et a — [x) ne pourra passer de la valeur 
/{a) à la valeur f [ a a ) sans passer par toutes les 
valeurs intermédiaires; donc il existera une valeur a - h / i 
de X pour laquel le^Ir t - t - / i ) aura telle valeur aussi voi-
sine que l'on voudra de f [a). Ceci revient à dire que 
pour un accroissement h infiniment petit et positif de x , 

f [ x ) prend un accroissement (positif ou négatif) infini-
ment petit. On ferait un raisonnement analogue sur les 
valeurs négatives de h : la première partie du théorème 
est donc démontrée. 

2° Supposons que la quantité 

soit infiniment petite en même temps que h pour toutes 
les valeurs de j? et de x H-A comprises entre a - } - « et 
a — /3. Soit ^ une valeur comprise entre f[a-{-a) et 

f [a —/3); je dis qu'il existera une valeur de x satisfai-
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sant à la relation 

et comprise entre a -h a cl a — En effet, s'il n'est pas 
possible de satisfaire à la condition en question, dési-
gnons par z la valeur de x pour laquelle f (x) approche 
le plus de fji. Supposons, pour fixer les idées, 

/ ( z H-A) — f { z ) pouvant être pris aussi petit que l'on 
veut, et par suite moindre en valeur absolue que 
/X—J il en résulte que pour des valeurs infiniment 
petites de h , f [ z h ) — f [ z ] est forcément négatif; 

f [ x ] ne saurait donc franchir la limite [x et atteindre la 
valeur a - h a, ce qui est contre notre hypothèse. On con-
clut de là q i i e f { x ) passe par toutes les valeurs comprises 
entre a -f- a et a — (3 ; elle est donc continue. 

T H É O R È M E I I . — La somme, la différence, le produit, 
le quotient de plusieurs fonctions continues est encore 
une fonction continue. 

En effet, prenons par exemple le produit de plusieurs 
fonctions continues f (x) X f ^ (x). .. f^ (x) ; chan-
geons X e n x-\-h : le produit d e v i e n t ( x - h / z ) , 
/ j (x -h /z ) , . . . , y„ (x -f- h) ; lorsque l'on fait tendre h 
vers zéro, f [ x h ) , f^ [x h)... tendent vers les 
limites f i { x ) , f \ , [ x ) . . . . Or la limite du produit 
fi, [x h) X f i [x h) . . . est égale au produit des 
limites de ses facteurs; donc f \ [x -f- h) X f [x -h h) • • -
a pour limite / i (x) x / 2 (x ) . . . , et par conséquent 
peut en différer d'aussi peu que l'on veut; donc 
f i [x) X fî [x).. . représente une fonction continue. 

Pour comprendre la force du raisonnement qui pré-
cède, il faut bien remarquer que s\ f [x) n'était pas con-
tinue pour la valeur a de sa variable, / ( « -f- h) n'aurait 
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pas pour limite f { a ) , ce qui peut arriver de deux ma-
nières : 1° la fonction f { x ) passe brusquement d'une 
valeur à une autre lorsque x ne varie pas sensiblement. 
Ces cas sont très-rares : nous en verrons plus loin des 
exemples. La fonction f (x) existe pour x = a-\- J?, 
mais n'existe plus pour x = a-, alors f ( a ) n'existant pas, 

n'a pas de limite. Par exemple, la fonction -

n'existe pas pour x = o ; elle est discontinue pour x = o ; 
la fonction V̂ i — x est discontinue pour x = i , etc. 

R E M A R Q U E . — U n quotient de deux fonctions continues 
cesse d'être continu lorsque le diviseur passe par zéro. 
En effet, alors le raisonnement exposé plus haut tombe 
en défaut, car le quotient des limites de deux quantités 
dont le diviseur est nul n'existe plus. 

T H É O R È M E I I L — Si ii=f{x) est une fonction con-
tinue de X pour x = a, et si y est une fonction continue 
de u pour u = f [ a ) , y sera une fonction continue de x 
pour x = a. 

En effet, à un accroissement infiniment petit de x cor-
respond un accroissement infiniment petit de u, à un 
accroissement infiniment petit de u correspond un ac-
croissement infiniment petit de y , donc, en définitive, 
à un accroissement infiniment petit de x correspond un 
accroissement infiniment petit de y; donc y est fonciion 
continue de x . 

Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer 
qu'une somme ou un produit composé d'un nombre illi-
mité de fonctions continues peut fort bien cesser d'être 
continu, soit en passant brusquement d'une valeur à une 
autre, soit en cessant d'exister, bien que chaque partie 
ou chaque facteur existe encore. Nous verrons plus loin 
des exemples de ce fait. 
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I V . — D E S F O N C T I O N S S I M P L E S . 

Toutes les fonctions que l'on considère en analyse se 
ramènent à trois types que l'on appelle fonctions sim-
ples, qui par leur combinaison par voie d'addition, sous-
traction, multiplication, etc., reproduisent toutes les 
autres; ces fonctions types ont reçu le nom de fonctions 
simples. On leur adjoint souvent leurs inverses. 

On appelle inverse d'une fonct ion/^(x) la 
fonction j , qui satisfait à l'égalité 

Les fonctions simples directes, c'est-à-dire les types 
que nous allons étudier, sont la fonction simple algé-
brique, XdL fonction exponentielle et le sinus. 
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CHAPITRE IL 

DE LA FONCTION SIMPLE ALGÉBRIQUE, DE LA FONCTION 
EXPONENTIELLE ET DES LOGARITHMES. 

I . P N É L I M I N A I R E S . 

L E M M E I . — Les puissances successives des nombres 
plus grands que i vont en croissant et peuvent dépasser 
toute limite. 

En effet, tout nombre plus grand que i peut être re-
présenté par I + a , et l'on a, par la formule du binôme, 

c'est-à-dire 

( * ) Cette formule peut s'établir directement comme il suit : 

et par conséquent 

En mul t ip l iant les deux membres de cette inégalité par i -i- a, on a 

e t à fortiori 

Supposons que l 'on ait trouvé 

je dis que l 'on aura 

En effet, en mul t ip l iant les deux membres de la formule («) par i -h «w, 
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La formule précédente montre qu'en prenant n suffisam-
ment grand, (i •+-«)" pourra être pris plus grand que 
toute quantité donnée; du reste, il est bien évident que 

L E M M E I I . — Les puissances successives des nombres 
moindres que i vont en dindnuant et ont zéro pour 
limite. 

En effet, tout nombre moindre que i peut être consi-
déré comme le quotient de l 'unité divisée par un nombre 
(i a) plus grand que 1, et alors le lemme que nous ve-
nons de démontrer rend celui-ci évident. 

L E M M E I I I . — Les racines successives des nombres 
plus grands que i vont en diminuant et ont Vunité pour 
limite. 

En effet : a désignant un nombre plus grand que i , 

donc évidemment 

2® Je dis que l'on peut toujours prendre n assez grand 
pour que 

(0 

on trouve 

c 'est-à-dire 

Donc, si la formule ( a ) est vérifiée pour une valeur de n, elle l'est pour 
la valeur de n immédiatement supérieure d 'une uni té ; or cette formule 
est vérifiée pour 2 , elle l 'est donc pour « = 3, pour « = / | , . . . , donc 
elle est générale. 
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§ désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. En 
effet, de l'inégalité précédente on déduit 

(2) 

or (Lemme I®''), 

Si donc on prend 

à fortiori l'inégalité (2) sera satisfaite, et par suite ( i ) ; 
pour satisfaire à la question, il suffit, comme on voit, de 
prendre 

ce qui revient à dire que la racine n'®'"® de a a pour li-
mite I lorsque/î augmente indéfiniment. 

L E M M E IV. — Les racines successives d'un nombre 
moindre que i vont en croissant et ont l'unité pour li-
mite. 

Ce lemme est une conséquence du précédent. 

1 1 . — D E L ' E X P O S A N T F R A C T I O N N A I R E . 

Désignons par a un nombre positif: si nous observons 
que l'on a 

toutes les fois que m est divisible par n, nous serons con-
m 

duits naturellement à représenter par le symbole a" l'ex-
pression v'a'", lors même que le nombre m ne sera plus 
divisible par n. Mais pour que cette notation soit logique. 
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il est nécessaire que les règles de l'exposant entier s'ap-
pliquent encore à l'exposant fractionnaire; c'est ce qui 
a lieu. En effet, 

On a donc, pour toutes les valeurs positives et commen-
surables de a, 

on en conclut 

et, en général. 

On a aussi, pour toutes les valeurs positives et ration-
nelles de 

car 

On a encore 

En eflet. 

c. Q. F. D. 
Enfin, on vérifie aisément que 
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I I I . — D E L ' E X P O S A N T I N C O M M E N S U R A B L E . 

L E M M E L — Supposons, pour fixer les idées, le 

nombre a plus grand que V unité ; alors, désignant un 

nombre commensurable, on aura 

En effet, a " est égal k^a""-, or, a'" est plus grand que i , 
donc ^a'" sera aussi plus grand que i (Lemme I, p. 216) ; 
au contraire, si a était moindre que i , on aurait 

L E M M E I L — A " croît au,ec ^ si a est plus grand que I ; 

il décroît dans le cas contraire. 

En effet, 

si donc a est plus grand que 1, a " sera plus grand que 
m 

rt" 5 il serait évidemment plus petit dans le cas contraire, 
ce qui démontre le lemme énoncé. 

L E M M E I I I . — Si le nombre commensurable — a pour n ' 
m 

limite zéro, a" aura pour limite Vunité. 
En effet, les racines croissantes de a ont pour limite 

l 'unité (Lemme III, p. 217)5 donc il existera toujours 
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une racine, la [x'"'"' par exemple, qui sera telle que 

d étant une quantité aussi petite que l'on voudra; et pour 

toutes les valeurs de — inférieures à - » on aura à fortiori 
n fx 

ceci revient à dire que a" a pour limite l 'unité. 
Ces préliminaires une fois posés, nous pouvons définir 

l'exposant incommensurable comme il suit. 
c . m m' m" , . , ^ . 
ÎJOient—» —1 une serie de tractions ayantpour li-

mite le nombre incommensurable x ; la limite vers laquelle 

tendent les quantités , a " ' , . . . est ce que nous appel-
lerons a'. Cette limite existe; car, si l'on suppose a ^ i 

^ m m' 

e t — c r o i s s a n t s , a " , a " ' . . . . seront des nombres 
n n' 

croissants inférieurs à a^, 0 désignant un nombre commen-
surable supérieur à x ; ils auront donc une limite X. Sup-
posons maintenant que ^^ndent vers x d'une 

manière quelconque : on peut toujours prendre^ moindre 

que X, mais assez voisin de x pour que 

(J désignant un nombre aussi'petit que l'on voudra; mais 
1 . î-i • • • i P quel que soit—5 pourvu qu iJ soit assez voisin de - et par 
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conséquent de x , on pourra toujours poser, en vertu du 
lemme précédent, 

c'est-à-dire 

ce qui prouve que a" a pour limite X, de quelque manière 

que ^ tende vers x. Nous avons supposé a ^ 15 en sup-

posant le raisonnement se fait identiquement de 

la même façon. 
Il va sans dire que les règles de l'exposant entier s'ap-

pliquent à l'exposant incommensurable 5 en effet, on a 

étant les fractions qui ont pour limite x et z. On 

tire de là 

m ^ p 

or, lim a " ^ est ce que nous avons appelé car x-\-z 

est la limite de — -f- - ; donc 
n q 

De cette égalité on peut déduire, comme au paragraphe 
précédent, toutes les propriétés des exponentielles. 
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I V . — D E L ' E X P O S A N T N É G A T I F E T N U L . 

Si l'on observe que pour m >> « on a 

on est conduit à poser dans tous les cas, comme défi-
nition, 

et en particulier, m = n, 

Or on a, dans le cas où rnC^n , 

on est donc conduit à écrire 

ou enfin 

Les règles de l'exposant négatif sont les mêmes que 
celles de l'exposant positif. En effet, on a 

donc, quel que soit a et quel que soit j3. 
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On en conclut, comme p. 219, 

Enfin, je dis que l'on a 

En .effet, si a est négatif et égal à — a ' , on a 

Si |3' est négatif et égal à — (3', on a 

Si a et (3 sont tous deux négatifs et égaux à — a ' , —13', 
on a 

On verrait facilement que 

V . — D É F I N I T I O N D E LA F O N C T I O N S I M P L E A L G É B R I Q U E . 

S O N U T I L I T É . 

Si l'on considère x comme variable et si m désigne un 
nombre constant, x"" est ce que l'on appelle la fonction 
simple algébrique. Toutefois, Abel et quelques autres 
géomètres ne regardent la fonction x"" comme algébrique 

http://rcin.org.pl



C H A P I T R E I I . 2 ^ 5 

qu'autant que l'exposant m est con)mensurable [voir 
A B E L , Sur les fonctions algébriques des différents ordres^ 
œuvres complètes). 

a . . . La position d'une grandeur à la suite d'une autre 
sulfit pour exprimer leur produit-, si ces grandeurs sont 
les mêmes, ce produit est le carré ou la seconde puissance 
de cette grandeur. Mais, au lieu de l'écrire deux fois, 
Descartes imagina de ne l'écrire qu'une fois, en lui don-
nant le nombre 2 pour exposant, et il exprima les puis-
sances successives en augmentant successivement cet 
exposant d'une unité. Cette notation, en ne la considé-
rant que comme une manière abrégée de représenter ces 
puissances, semble peu de chose5 mais, tel est l'avantage 
d'une langue bien faite, que ses notations les plus simples 
sont devenues souvent la source des théories les plus 
profondes, et c'est ce qui a eu lieu pour les exposants de 
Descartes. Wallis, qui s'est attaché spécialement à suivre 
le fil de l'induction et de l'analogie, a été conduit par c(; 
moyen à exprimer les puissances radicales par des expo-
sants fractionnaires.... Wallis supposa généralement que 

l'exposant — — exprime l 'unité divisée par la racine n'""' 

de la grandeur élevée à la puissance m. Ce fut dans son 
ouvrage intitulé Arithmetica injinitorum que Wallis 
exposa ces remarques,... » ( L A P L A C E , Théorie analytique 
des Probabilités, I*̂® partie, livre I.) 

V I . — D E LA F O N C T I O N E X P O N E N T I E L L E . 

Lorsque a désigne un nombre positif constant et x un 
exposant variable, la fonction fl'^ est ce que l'on appelle 
la fonction exponentielle simple. « . . . L'extension la 
plus importante que cette notation (celle des exposants) 
ait reçue est celle des exposants variables-, ce qui con-

I. i5 
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stilue le calcul exponentiel, l 'une des branches les plus 
fécondes de l'Analyse moderne. Leibnitz a indiqué le pre-
mier, dans les Actes de Leipsick pour 1682, les transcen-
dantes à exposants va r i ab le s . . . . » ( L A P L A C E , Théorie 
analytique des Probabilités, I"̂® partie, livre I.) 

V I I . — C O N T I N U I T É DE LA F O N C T I O N A L G É B R I Q U E 

E T I ) E L A F O N C T I O N E X P O N E N T I E L L E . 

T H É O R È M E I . — La fonction x^^ dans laquelle a. dé-
signe un exposant constant quelconque, est croissante et 
continue pour toutes les 'valeurs positives de sa variable. 

Faisons varier x entre les limites a et x'^ prendra 
des valeurs comprises entre a^ et b"̂ . En eiï'et, x'*' croît 
avec X si a est positif, il décroît dans le cas contraire; 
pour le démontrer, il suffit d'observer que si, par exemple, 
a est positif, et si l'on pouvait avoir 

on en déduirait 

ou 

ce qui est impossible, puisque les puissances entièi'es et 
les racines d'un nombre plus grand que 1 sont plus 
grandes que 1. 

Eu second lieu, si a est compris entre a®' et Z»", il est 
facile de voir que x"̂  passera par la valeur En eflét, il 

I 
suffit pour cela de faire x = fji"-, donc x'^' ne peut passer 
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d'une valeur à une autre sans passer par loules les valeurs 
intermédiaires-, x^' est donc une fonction continue pour 
les valeurs positives de xT 

Quand on donne à x des valeurs négatives, la conti-
nuité peut être interrompue; il y a plus, la fonction x"' 

est alors mal définie, car (—8)^ et (—8)®, dans les-
quelles l'exposant est le même, représentent respective-
ment y— 8 ou — 2 et 

11 est impossible de se faire une idée de la valeur d'une 
expression telle que (—i)*^®. Enfin, si le nombre a est 

une fraction telle que g? etc., x*- n'existe pas. 

T H É O R È M E H . — La fonction a"", dans laquelle a est 
constant et x variable, croît avec x si a est plus grand 
que I, elle décroît dans le cas contraire^ de plus, elle 
est continue. 

En effet, supposons, pour fixer les idées. « ^ 15 pour 
démontrer que croît avec x , il suffit d'établir que l'on a 

Si m et n sont commensurables et de la forme i 

> désignant des nombres entiers, on a 

(0 

Maiï 

http://rcin.org.pl



2 A 8 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

I 
Or a '̂l est plus irrand que i puisque « i : donc 

ou, en vertu des formules (i). 

Supposons maintenant l 'une des quantités m ou n in-
commensurable; soit l un nombre commensurable com-
pris entre m et de telle sorte que 

Faisons tendre l vers w, par exemple, en le faisant croître 
et passer par des valeurs commensurables, d ira en crois-
sant, et la limite de a ' est ce que nous avons appelé a'"-, 
celte limite est le plus petit des nombres auxquels a ' reste 
inférieur; donc, que m soit commensurable ou non, on 
a toujours 

On verrait de même que 

donc 

Donnons maintenant à x un accroissement infiniment 
petit /i, a ' prendra raccroissement 

11 est facile de prouver que cet accroissement est infini-
ment petit. En effet, on a 

Mais a^ a pour limite l 'unité quand h tend vers zéio. 
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Celle proposilion a été établie pour les valeurs coinmen-
surables de h (lemme 111, p. 220) -, mais comme décroît 
avec A, il en résulte que la limite de est encore l'unité 
pour les valeurs incommensurables de h. Ce qui revient 
à dire que k a pour limite zéro 5 donc a^ est une fonction 
continue. c. q. f . n. 

Nous avons supposé a ^ i : la démonstration se fait de 
la même façon dans le cas contraire5 il est bien entendu, 
du reste, que a est censé positif, la fonction a ' n'ayant 
été définie que dans ce cas. 

VIll. Di:s L O G A R I T H M E S . 

La fonction x'^ reproduit une fonction algébrique 
quand on en prend l'inverse; la fonction inveise de a' 
est ce que l'on appelle le logarithme de x pris dans la 
base a : on la désigne par le symbole 

loga X. 

ï^orsque « = 10, on écrit simplement 

log^. 

Ainsi le logarithme d'un nombre peut se définir : l'ex-
posant de la puissance à laquelle il faut élever un nombie 
constant appelé ^«^e, pour reproduire le nombre proposé. 

T H É O R È M E I . — Tout nombre positif a un logarithme j 
les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes. 

En etTel, si l'on désigne par x un nombrp positif et si 
l'on pose 

(i) ar-a-., 

y sera ce que nous avons appelé le logarithme de .r. Or, 
si nous faisons varier j d'une manière continue depuis 
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— 00 jusqu'à -h 00 , variera d'une manière continue 
(p. 227) enlre zéro et 4 - d o n c il passera par la va-
leur donc le nombre x a un logarithme. De plus, on 
voit qu'il n'en aur£^ qu'un seul. 

Si l'on avait supposé x négatif, on n'aurait pas pu 
satisfaire à l'équation (1), puisque a-̂  est toujours positif: 
donc les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes: 

R E M A R Q U E S . — On a toujours 

T H É O R È M E I I . — Le logarithme est une fonction qui 
croît avec sa variable lorsque la base est plus grande 
que 15 elle décroît lorsque sa variable croît, dans le cas 
contraire. 

T H É O R È M E I I I . — Le logarithme d'un produit est égal 
au produit des logarithmes de ses facteurs. 

En elfet, si l'on pose 

on a, par définition, 

donc 

c'est-à-dire 

\ 

ou bien 
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T H É O R È M E I \ . — Le logarithme d'un quotient est 
égal à la différence des logarithmes du dividende et du 
diviseur. 

En effet, soient D le dividende, d le diviseur, q le quo-
tient, on a 

ou 

d'où 

c . Q. F. I). 

T H É O R È M E \ . — Le logarithme d'une puissance d'un 
nombre est égal au logarithme de ce nombre multiplié 
par l'exposant de la puissance. 

En effet, soit le logarithme de x dans la base a, on 
aura 

et en élevant les deux membres à la puissance i, 

Cette égalité montre que 

ou 

c. Q. F. D. 

Ces propriétés, sans doutedéjà connues du lecteur, font 
de la fonction logarithmique une des plus importantes de 
l'Analyse. En effet, si l'on avait une table contenant les 
logarithmes des nombres, on voit que l'on pourrait con-
sidérablement simplifier les calculs de multiplication, de 
division et surtout d'extraction de racines. Nous allons 
indiquer tout à l'heure le procédé qui a été suivi dans la 
construction des premières tables de logarithmes. 
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I X . — D E S L O G A R I T H M E S D ' A P R È S N E P E R . 

La découverte des logarithmes est communément attri-
buée à Neper, baron écossais-, toutefois, s'il faut en croire 
le témoignage de Montucla, Michel Stiefels, géomètre 
allemand, aurait fait connaître cinquante ans avant Neper 
la propriété fondamentale des logarithmes 

« . . . Mon cher beau-frère et maître Juste Byrge a cal-
culé, il y a vingt ans et davantage, une belle table des 
progressions avec leurs différences de lo en lo avec 
9 chiffres, etc., de sorte que l'invention des logarithmes 
n'est pas de Neper. . . . » 

Ces lignes, rapportées par Montucla, sont de Benjamin 
Bramer; elles ont été écrites en i63o. A ce qu'il paraît, le 
titre de l'ouvrage auquel ces lignes sont empruntées in-
dique l'existence d'une préface qui a été perdue et dans 
laquelle la théorie des logarithmes serait exposée tout au 
long. Or l'ouvrage de Neper sur les logarithmes est 
de 1614. Il va sans dire que nous ne nous rangeons ni 
pour ni contre l'opinion de Montucla; pour se prononcer 
sur un semblable sujet, il faudrait faire de longues et 
pénibles recherches que nous n'aurions ni la patience ni 
le courage d'entreprendre. 

Quoi qu'il en soit, l'invention des logarithmes a pré-
cédé celle de la fonction exponentielle, et la définition 
que nous avons donnée plus haut de la fonction logarith-
mique n'est pas celle de ses inventeurs. Nous allons main-
tenant nous placer au même point de vue que Neper, en 
dégageant ses conceptions des idées de mouvement dont 
elles avaient été accompagnées à l'origine. 

Considérons deux progressions, l 'une géométrique 
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commençant par l 'unité, l 'autre arithmétique commen-
çant par zéro : 

f O 
(2 ) 

Chaque terme de la progression arithmétique est dit le 
logarithme du terme de même rang dans la progression 
géométrique. 

T H É O R È M E I . — Si l'on insère entre deux termes con-
sécutifs de la progression (i) un nombre suffisamment 
grand de moyens, la nouvelle raison différera aussi peu 
que Von voudra de Vunité; si entre les termes corres-
pondants de la progression (2) on insère le même 
nombre de moyens, la raison de la nouvelle progression 
sera en même temps aussi peu différente de zéro que 
Von voudra [*). 

En effet, les raisons des nouvelles progressions seront 
respectivement 

Or ces deux quantités ont respectivement pour limites i 
et zéro (p. 218)5 donc, etc. c. Q. F. D. 

T H É O R È M E I I . — Désignons par a. la raison de la 
nouvelle progression géométrique, par (3 la raison de la 
nouvelle progression arithmétique, a et (3 pourront, 
comme nous avons vu, être pris aussi petits que Von 

( * ) Insérer m moyens ari thmétiques entre a et h, c'est trouver m nom-
bres qui avec a et b forment une progression ar i thmétique dont a et h 
soient les termes extrêmes; la raison r de cette progression est donnée 
par la formule i = a -1- (/n -f-1) r ou i- = (6 — «) : (/n -w 1). 

Insérer m moyens géométriques entre a et b, c'est trouver m nombres 
qui avec <1 et i forment une progression géométrique dont a et b soient 
les termes extrêmes; la raison q de cette progression est donnée p a r l a 
formule i = ou q = ' " ^ v ' ^ -
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voudra, et, lorsquds seront suffisamment petits, la dif-
férence entre deux termes consécutif s des nouvelles pro-
gressions pourra être prise aussi petite que Von voudra. 

Soient (i -4-a)", (i -h a)""*"' deux termes consécutifs de 
la progression géométrique ; leur différence est 

Je dis que l'on peut prendre a assez petit pour c[ue 

(0 

lî désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. En 
effet, l'inégalité précédente peut s'écrire 

Prenons alors, non-seulement a mais encore 

l'inégalité (2) sera alors satisfaite à fortiori^ et par suite 
l'inégalité (i), ce qui démontre le théorème que nous 
avions énoncé relativement à la progression géométrique. 
La différence entre deux termes consécutifs de la pro-
gression arithmétique a pour expression générale 

elle peut donc être prise aussi moindre que toute quan-
tité donnée. Il résulte de ces théorèmes que l'on pourra 
toujours insérer entre les termes des progressions 

(0 

un nombre de moyens assez grand pour que la différence 
entre un nombre donné JN et un certain terme de la pro-
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gression géométrique soit moindre qvi'une quantité don-
née (î; ceci aura lieu lorsque la différence entre deux 
moyens consécutifs quelconques sera moindre que On 
poun a augmenter aussi ce nombre de moyens assez pour 
que la différence des deux termes de la progression arith-
métique correspondants aux deux termes de la progres-
sion géométrique comprenant N soit moindre qu'une 
quantité donnée e. Soient alors (i + a)'" et (i 
les termes de la nouvelle progression géométrique qui 
comprennent N, on dira que m|3 ou (//z H-i) le 
logarithme de N « £ près. Enfin, si l'on fait tendre oc 
vers zéro, ( i - h a ) ' " tendra si Ton veut vers N, et la 
limite vers laquelle tendra alors m(3 sera ce que INeper 
appelait le logarithme de N dans le système correspon-
dant aux progressions (i) et (2). 

X . COKCONUALNC.E D E LA D É F I N I T I O N N É P É R I E N N E D E S 

L O G A R I T H M E S A V E C LA D É F I N I T I O N A C T U E L L E . 

11 est facile de prouver que le logarithme d'un produit 
est égal au produit des logarithmes de ses facteurs, en 
partant de la définition de Neper. En effet, considérons 
d'abord deux nombres IN et IN'; supposons que ces nom-
bres fassent partie de la progression géométrique qui sert 
à définir le système, N et ]N ' seront de la forme q" et (j"'-̂  
leurs logarithmes seront de la forme wr et n' r'. Or ]N]N' 
ou q"'^"' est un terme de la progression géométrique; il a 
pour logarithme ( / Î + «')/•, c'est-à-dire } i r - \ -n ' r , c'est-
à-dire enfin la somme des logarithmes de N et JN'. Si les 
nombres N et N ' ne font pas partie de la progression 
géométrique qui sert à définir le système de iogarithmes, 
nous insérerons entre les termes de cette progression un 
suffisamment grand nombre de moyens pour que la diffé-
rence entre deux termes consécutifs de la nouvelle pro-
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gression soit moindre que Soient alors v le nombre de 
la nouvelle progression qui s'approche le plus de N, v' le 
nombre de la nouvelle progression qui s'approche le plus 
de N' , on aura 

Mais à pouvant être pris aussi petit que l'on veut, les 
différences entre v et N, v' et N', entre vv' et NN' et les 
logarithmes de ces quantités pourront être prises aussi 
petites que l'on voudra, et par suite, en passant aux 
limites, on aura 

c . Q. F . D . 

Reprenons les deux progressions 

(0 

nr est le terme de la progression arithmétique correspon-
dant à q" ; or, on a 

On voit donc que les nombres nr de la progression arith-
métique sont les exposants des puissances auxquelles il 

I 
faut élever le nombre constant q'' pour reproduire les 
termes de même rang dans la progession géométrique; 
les premiers nombres sont donc les logarithmes des der-

I 
niers pris dans la base q''. 

Réciproquement, étant donnée la base d'un système 
de logarithmes, il est bien évident que l'on trouvera une 
infinité de couples de progressions capables de le définir. 
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X I . CoASTRrCTION D'UNE TABLE DE LOGARITHMES. 

Les propriétés des logarithmes permettraient de sim-
plifier considérablement les opérations compliquées de 
l'Arithmétique, si l'on avait un moyen rapide de se pro-
curer le logarithme d'un nombre, et vice versâ, de trou-
ver le nombre correspondant à un logarithme donné. 

Si, par exemple, il s'agissait d'extraire la racine aj*" 
de 5, on aurait 

Si alors on connaissait le logarithme de 5, celui de 
serait connu, et si l'on avait un moyen de remonter d'un 
logarithme donné au nombre correspondant, on en dé-
duirait la valeur de^^S. On a donc été conduit à con-
struire des tables contenant les nombres depuis i jusqu'à 
une limite plus ou moins reculée avec leurs logarithmes; 
nous allons donner une idée de la manière dont ont pro-
cédé les inventeurs des logarithmes, sauf à revenir sur 
cette question plus tard et à montrer comment on peut 
aujourd'hui simplifier les calculs. 

Partons avec Briggs des deux progressions 

qui présentent cet avantage que, étant donné un nombre, 
on connaît immédiatement la partie entière ou caractéris-
tique de son logarithme. (La partie décimale prend chez 
les Allemands le nom de mantisse.) « . . . . Constat ergo 
logarithmus quisque ex numéro integro et fractione deci-
mali, et ille numerus integer vocari solet characteristica. 
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fractio decimalis autem rnantissa. » ( E U L E R , Jntrod. in 
Analysin, cap. VI.) 

La partie entière d'un logarithme est évidemment égale 
à n — 1 , si le nombre correspondant se compose de 
n chiffres. Si l'on veut calculer les logarithmes des nom-
bres compris entre looo et loooo avec 7 décimales par 
exemple, on insérera entre 3 et 4 au moins 10000000 
moyens arithmétiques, mais il vaudra mieux substituer 
au nombre 10000000 la puissance de 1 immédiatement 
supérieure diminuée de 1. Soit 2' — x cette puissance 
diminuée de 1 -, on insérera entx-e looo et 10000 2'— 1 
moyens géométriques qui auront pour logarithmes les 
nombres correspondants trouvés tout à l 'heure; la raison 
de la nouvelle progression géométrique sera ^ l o ; ce 
nombre s'obtiendra par l'extraction de i racines carrées 
successives. On comprend maintenant pourquoi nous 
avons substitué à 10000000 le nombre 2' — 1. 

Les progossions considérées peuvent être prolongées 
vers la gauche, en sorte f[ue les logarithmes des nombies 
moindres que i sont négatifs 5 on convient de conserver 
la partie décimale positive en ayant soin de prendre la 
caractéristique négative. C'est ainsi que — o,5 pourra 
s'écrire i ,5 , en plaçant le signe — au-dessus de la partie 
entière. 

Avec cette convention, un nombre décimal aura pour 
partie entière i , si son premier chiffre commence im-
médiatement après la virgule; 2, si son premier chillre 
commence un rang après la virgule, etc. 

Nous n'avons pas à entrer ici dans le détail de la con-
struction d'une table de logarithmes ; nous ne parlerons 
pas non plus du calcul logarithmique, au(]uel le lecteur 
est habitué. 
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X I I . D u M O D U L E D ' U N S Y S T E M E D E L O G A R I T H M E S . 

Il est souvent utile de savoir passer d'un système de 
logarithmes à un autre. Ainsi, par exemple, les premiers 
logarithmes calculés par les soins de Neper n'avaient pas 
pour base 10. Pour les calculer dans la nouvelle base, il 
suffit de les multiplier par un nombre constant : c'est ce 
que nous allons établir. 

Soient X le logarithme de N dans la base a , et y le loga-
rithme du même nombre dans la base b, on aura 

en prenant les logarithmes des deux nombres dans la 
base & , on a 

ou bien 

(0 ^ . . 

delà le théorème suivant : 

T H É O R È M E I . — Le logarithme d'un nombre pris 
dans le nouveau système s'obtient en multipliant le lo-
garithme de ce nombre dans Vancien système par le lo-
garithme de Vancienne base dans le nouveau système. 

Si l'on fait ]N = & dans la formule (i), on a 

OU 

donc : 

T H É O R È M E I I . — Le logarithme de V ancienne base 
dans le nouveau système et de la nouvelle base dans 
V ancien système sont inverses l'un de Vautre. 
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Le nombre constant logjrt ou i : log„^ est ce que l'on 
appelle le module qui sert à passer du système dont la 
base est a , au système dont la base est b. 

Lorsque Neper eut inventé les logarithmes, il ne tarda 
pas à s'apercevoir que si a représente un nombre très-
petit, et que si |3 est le logarithme de i -hoc, le logarithme 
de I -I- 2 a , qui diffère fort peu de i H- 2a -f- a® = {i H- a)®, 
différera fort peu de 2|3; de même, 3|S, logarithme de 
(1 -t-a)®, différera fort peu du logarithme de i -{- 3 a . . . ; 
donc les nombres très-voisins de l 'unité croissent propor-
tionnellement à leurs logarithmes. La limite du rapport ^ 

pour a = o était ce que Neper appelait le module d 'un 
système de logarihmes. Neper crut faire l'hypothèse la 
plus simple en posant 

Il obtint alors un sytème de logarithmes que l'on a ap-
pelés naturels, népériens, hyperboliques. Effectivement, 
les logarithmes népériens sont ceux que l'on rencontre le 
plus fréquemment en analyse. Proposons-nous de calcu-
ler la base. 

La base est le nombre qui a pour logarithme i ; or i -h « 
I 

ayant pour logarithme/3, (i -i- a)^ aura pour logarithme 

^ ou i -, si donc nous supposons ^ = i , on aura, en appe-

lant e la base des logarithmes naturels, 

ou 
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Nous calculerons plus loin la limite de l'expression 

Elle est égale à 2,718281828459045.... 
Cherchons maintenant le module qui sert à passer des 

logarithmes naturels aux logarithmes pris dans la base n. 
Ce module sera i : log^ a. Soit |3 le logarithme de i + « 
dans la base a , on aura 

ou bien 

or, pour a très-petit, on a loge (i H- a) = a, ou, pour être 
plus rigoureux, log ( i - h a ) est un nombre qui, divisé 
par a, donne i pour quotient, lorsque l'on passe aux li-
mites et que l'on fait a = o ; on en conclut 

logea est donc l'inverse de ce que Neper appelait le mo-

dule. Aujourd'hui c'est loge a ou l im^ que l'on appelle le 

module d 'un système de logarithmes*, c'est, d'après ce 
que nous avons vu, le nombre par lequel il faut multi-
plier les logarithmes naturels pour avoir ceux du système 
dont la base est a. 

XIII. — R I Î G L E D ' I N T É R Ê T C O M P O S É . 

De l'argent est placé à intérêt composé, lorsqu'à la fin 
de chaque année on place les intérêts avec le capital. 

Soient a un capital, r l ' intérêt de i franc au bout d'un 
an; proposons-nous de calculer la valeur A de ce capital 
au bout de n années. 
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Au bout d'uu an, i franc est devenu (i H- / ), a francs 
sont donc devenus « (i -h r) -, d'où l'on voit que pour ob-
tenir la valeur d'un capital placé pendant un an, il suffit 
de multiplier par (i-H la valeur primitive de ce capital. 
Si donc on place le capital a, qui est devenu a (i 
encore un an, il deviendra / ) (i + /') ou « ( i - h z )® ; 
si l'on place encore ce capital pendant un an, il deviendra 
rt (i -h Z")® (i -f- r) ou a ( i-f- r)% etc., et enfin, au bout de 
n années, il deviendra a [ i - \ - /•)". On a donc 

C'est dans cette formule que consiste la règle d'intérêt 
composé; elle sert à résoudre plusieurs problèmes que 
nous allons examiner successivement. 

P R O B L È M E I . — Trouver ce que devient une somme a 
placée au taux de loor pour loo pendatit un temps t. 

Soient n l'entier contenu dans t, (j) la fraction qui com-
plète le temps t, on aura 

cp étant exprimé en fraction d'année. 

P R O B L È M E I I . — Quel est le capital a qui, placé à 
ioor pour loo, devient A au bout du temps t? 

Si l'on pose t = n ^ n étant le plus grand entier 
contenu dans t, on a 

d'où l'on tire 

P R O B L È M E I I I . — y4u bout de combien de temps le 
capital a placé à l o o r pour LOO devient-il A? 
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Si l'on désigne par «-f-cp le temps cherché, n dési- ' 
gnant toujours le plus grand entier contenu dans n -+- o, 
on a 

(') 

et en prenant les logarithmes, 

ou bien 
c/ x / \ • i 

Mais y^) moindre que i : on a donc, à moins 

d'une unité près, 

Si donc on évalue — ^ ^ ^ par défaut à moins d'une 

unité près, on aura n \ n une fois connu, l'équation (i) 
fera connaître tp par la résolution d'une équation du pre-
mier degré. 

P I I O B L I I M E I V . — A quel taux faut-il placer la somme a 
poirr obtenir la somme A au bout du temps AZ cf? 

On partira toujours de la formule 

ou bien 

(0 

Le taux qui dépend de r s'obtient par la résolution d'une 
équation du [n H- ij'^'"" degré; mais on peut profiter de 
la petitesse de r pour la résoudre par approximations 

1 6 . 
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successives, et l'on pose d'abord 

De là on tire une première valeur de r. 

trop petite. Si dans l'équation (i) on remplace le facteur r 
du produit par on trouve, en résolvant par rapport 
à /', une seconde valeur approchée r̂  de /•, 

trop grande. En opérant avec i\ comme avec /•,, on ob-
tient une valeur r^ trop petite, et ainsi de suite. 

Dans les problèmes précédents, nous avons supposé 
que les sommes placées ne pouvaient être touchées qu'un 
an après avoir été déposées, à moins de pouvoir être reti-
rées tout à fait. 

Supposons actuellement (ce qui est évidemment l ' in-
térêt du prêteur) qu'immédiatement après avoir prêté 
l 'argent on le retire avec ses intérêts pour le replacer de 
nouveau, et ainsi de suite. Désignons par a la somme 
placée et r l 'intérêt simple de i franc pendant un an*; au 
bout du temps 0, a sera devenu 

Si nous retirons cette somme pour la placer de nouveau 
avec ses intérêts, nous aurons, au bout du temps 6 + 6', 
une somme 

et ainsi de suite; de sorte qu'au bout du temps 
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nous aurons la somme 

Supposons maintenant que 0 -f- 6' + 6". . . conserve une 
valeur constante égale à 0 , et que l'on fasse tendre 0, 6', 

. . . vers zéro ; cherchons ce que devient A. Pour cela, 
prenons les logarithmes népériens des deux membres de 
l'équation précédente, et désignons par l la caractéris-
tique de ces logarithmes, nous aurons 

( i ) 

Mais quand B tend vers zéro, nous avons vu que 

On peut donc écrire 

£ désignant une quantité qui s'annule avec 0. 
De là on tire 

et la formule (i) devient 

c'est-à-dire, en appelantyj une moyenne entre e, e', e", . . . , 

et, pour 

d'où l'on tire, en désignant par e la base des logarithmes 
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népériens, 

Une annuité est une somme que l'on paye chaque an-
née, soit pour éteindre une dette, soit pour se réserver 
un capital. 

P R O B L È M E I. — Pendant n années on paye a francs 
au commencement de chaque année : on demande quel 
capital on aura formé au bout des n années, le taux de 
Vargent étant \oor pour loo. 

Les a francs placés au commencement de la i*̂® année 
sont devenus a (i -h r)". 

Les a francs placés au commencement de la i" année 
sont devenus a (i -h 

Les a francs placés au commencement de la n''""' anné«i 
sont devenus « (i + r) . 

On pourra donc retirer, au bout de n années, 

ou bien 

P R O B L È M E I L — Quelle annuité a faut-il payer pour 
éteindre une dette A en n années, le taux étant de loor 
pour LOO ? 

Au bout de n années, A est devenu A (i -h / )" 5 en dé-
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signant par a Tannuité qu'il faut pa3er à la fin de chaque 
année, on devia poser 

ou bien 

ou enfin 

d'où l'on tire 

P R O B L Î Î M E I I I . — Au bout de combien de temps aura-
t-on éteint une dette A par une annuité de a au taux 
de loor pour loo.^ 

En désignant par n ce temps, il faudra poser 

On résoudra par rapport à en ayant soin de choisir le 
plus petit nombre entier satisfaisant à l'inégalité. En 
n —1 années, la dette ne sera pas tout à fait éteinte; on 
fera alors la différence 

On trouvera une quantité d inférieure à A : cette somme 
resterait à payer. Si donc on veut attendre encore un an, 
la dernière annuité devra être ^ (i H- /'). 

P R O B L È M E I V . — Quelle somme faut-il placer pour 
obtenir pendant n années une rente de a francs, le taux 
étant loor poui- loo"? 
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En désignant par x la somme qu'il faut placer, cette 
somme vaudra au bout de années x ( i - j - r ) " ; la rente 
reçue équivaut à 

puisque, à chaque fois que l'on retire a francs, c'est 
autant d'argent qui pour le banquier ne rapporte pas 
d'intérêt. On a donc 

On tire de là 

Faisons n = 00 , nous aurons la somme y qu'il faut pla-
cer pour obtenir une rente perpétuelle de a francs. 

Ainsi la somme qu'il faut placer pour obtenir la rente 

perpétuelle est 
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CHAPITRE III. 

DES I M A G I N A I R E S 

I . — D É F I N I T I O N S . 

Convenons de représenter à l'aide du symbole 

(0 

la triple égalité 

sans attacher aux lettres i, j d'autre sens que celui de 
séparation. Les signes i, j, qui pourraient être en plus 
grand nombre, ont reçu de Cauchy le nom de clefs. Les 
formules telles que (i) portent le nom d'égalités symbo-
liques, et l'on dit, pour abréger le langage, c[ue a et a' 
sont les coefficients de i et que b et b' sont les coefficients 
de j. L'ensemble des quantités qui forme le premier 
membre de la formule (J) s'appelle une quantité imagi-
naire. 

Ainsi, pour nous, une quantité imaginaire se compose 
de l'ensemble de plusieurs nombres qui, dans un calcul 
ultérieur, doivent être respectivement égalés à des nom-
bres donnés. 

Supposons que l'on ait deux formules analogues à la 
formule (i), ou, pour nous servir du langage consacré, 
supposons que l'on ait deux égalités entre quantités ima-
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gin aires 

(0 
(2) 

On en déduira 

( 3 ) 

En effet, cette égalité exprime que 

( 4 ) 

Mais les formules (i) et (2) exprimaient que 

( 5 ) 

donc la formule (3), qui est équivalente aux formules (4), 
est exacte. D'une manière générale, on peut dire que si 
l'on forme deux quantités imaginaires ne différant que 
par le changement de a en a ' , de h en etc., elles 
seront encore égales en vertu des formules (5-). Ainsi, par 
exemple, faisons le produit des égalités (i) et (2) membre 
à membre, en considérant un instant i et / comme de 
véritables quantités5 faisons ensuite = — i, p— — 2, 
ij z= 10, et réduisons les termes semblables, il est bien 
évident que l'on obtiendra encore une formule exacte. 

Les clefs tendent à s'introduire tous les jours davantage 
dans l'analyse; leur emploi donne beaucoup d'élégance 
et de simplicité au calcul. Nous avons déjà vu quel heu-
reux parti Cauchy avait su en tirer dans l'évaluation du 
produit de deux déterminants. 

Hamilton est le créateur d'un système d'imaginaires 
auxquelles il a donné le nom de quaternions-, ces imagi-
naires contiennent trois clefs : elles sont par conséquent 
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de> la forme 

Hamilton convient de t raiter les clefs i, / , k comme de 
véritables quantités assujetties à vérifier les relations 

I I . — D E S I M A G I N A I R E S D E L A F O R M E — I . 

De toutes les clefs, celle qui a été le mieux étudiée, 
celle qui est le plus anciennement connue, est celle que 
l'on est convenu de représenter par le symbole y/— i , 
qu'il faut bien se garder de confondre avec la racine 
carrée du nombre — i . Le nombre — i n'a pas de racine 
carrée; aussi avons-nous le droit, sans crainte de tomber 
dans une ambiguïté, de représenter une clef par le sym-
bole y/— i qui n'a jamais été défini dans le courant de 
cet ouvrage. 

Nous ferons observer que la position de la clef indique 
assez quelles sont les quantités que l'on doit considérer 
comme égales dans une formule symbolique, pour qu'il 
ne soit pas nécessaire de l'écrire toujours à la même 
place-, ainsi, pour nous, les expressions 

seront équivalentes, puisqu'elles expriment que dans une 
égalité symbolique x doit être égalé à la quantité indé-
pendante de la clef v/—i, et que j doit être égalé au 
coefficient de \J— i . 

Lorsque le coefficient de s j ^^ i est nul, on n'écrit pas 
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cette clef; ainsi l 'équation 

remplace les deux suivantes : 

De même, lorsque le coefficient de v— » n'est pas n ul et 
que le terme indépendant de ^ — i est nul , on n'écrii tpas 
ce dernier , en sorte que 

est équivalent à 

D'après cela, on voit que la formule 

équivaut aux suivantes 

et l 'on est ainsi conduit à dire qu 'une quantité imagi -
naire nulle est celle dans laquelle la partie indépendante 
de v ' ^ et le coefficient de ce symbole sont égaux à zéro. 

Lorsque le coefficient de y/— i est l 'unité, on ne l 'écri t 
pas*, ainsi 

équivaut à 

On appelle ordinairement les quantités qui ne sont pas 
imaginaires quantités réelles. En toute r igueur , les-f|uan-
tités imaginaires sont tout aussi réelles que les quantités 
dites réelles; il est fâcheux que ces épithètes réelle, ima-
ginaire se soient introduites dans la science, vu qu'elles 
tendent à fausser l 'esprit des commençants. 
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Euiler, qui a créé la théorie des imaginaires, ne les a 
pas pjrésentées d'une manière aussi rigoureuse qu'on le 
fait îaujourd'hui, grâce aux travaux de Truel , Argand,-
Franiçais, Mourey, Vallès, Cauchy. Autrefois, les quan-
tités iimaginaires avaient en elles quelque chose de fantas-
tique; : elles ne représentaient rien, elles servaient d'in-
slrunnent dans les recherches-, mais, à la suite d'une 
décoiuverte due à l'emploi des imaginaires, les géomètres 
amis de la rigueur réclamaient une confirmation du ré-
sulta t obtenu, par d'autres voies : c'est ce qui a valu leur 
nom à ce genre de quantités. 

I I I . — D E S Q U A T R E O P É R A T I O N S . 

Om appelle somme et produit de plusieurs imaginaires 
de la forme a-\-b sj— i les résultats obtenus en faisant 
la somme et le produit de ces quantités absolument 
comnne si sj—i, au lieu d'être un signe de séparation 
(analogue aux signes -f-, —, X , etc.), était une véritable 
quantité ayant pour puissances successives 

et en général, i désignant un nombre entier, on supposera 

D'après cela, la somme et le produit des imaginaires 
seront respectivement 

T H É O R È M E L — Lorsque des imaginaires 
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sont respectivement égales ck cfautres, 
., la somme {^ou le produit) 

des premières est égal à la somme [ou au p>roduit) des 
dernières. 

En effet, la somme (ou le produit) de 
ne diffère de la somme (ou du produit) 

de c 4 - G? sj— I, c' d'sj— i , . . . que par la .substitution 
de la lettre a à la lettre c, de la lettre a' à la lettre c ' , . . . , 
de la lettre ^ à la lettre J , etc. Mais les imaginaires 

étant respectivement 
égales à 

et, par suite, la somme (ou le produit) des pre mières ima-
ginaires sera égal à la somme (ou au produi t ) des der-
nières. 

T H É O R È M E I I . — Une somme ne change pas quand 
on intervertit Pordre de ses parties. Un produit ne 
change pas de valeur quand on intervertit Vordre de 
ses facteurs. Pour nmltiplier une imaginaire parmi pro-
duit, il sujffit de la multiplier successivement par chaque 

facteur de ce produit. 

Nous appellerons différence de deux quantités de la 
forme x-\-y sj— i l ' imaginaire qui , ajoutée à la seconde, 
reproduit la première. 

T H É O R È M E I I I . — La différence de deux imaginaires 
s'obtient en retranchant Vune de l'autre les parties 
réelles et les coefficients de 

En effet, il est clair qu'en ajoutant au résultat ainsi 
obtenu la seconde imaginaire, on reproduit la première. 

T H É O R È M E IV . — Lorsque deux imaginaires A E Ï B 
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sont respectdvement égales à deux autres A' et B', la 
différence dtes premières est égale à la différence des 
dernières. 

On appelle quotient de deux imaginaires A et B de la 
forme x-\-yrsl—i une imaginaire de la même forme 
qui, multipliée par B, reproduit A. 

T H É O R È M E V . — Étant données deux imaginaires 
a h sj— I, c -h d — I, leur quotient existe toujours 
tant que Von. n'a pas c = o, d = o \ de plus, ce quotient 
est unique. 

En elfet, appelons x-hy sj— i le quotient, on aura, 
par définitioin, 

c'est-à-dire, en vertu de nos conventions. 

Or cette formule est équivalente aux deux suivantes : 

d'où l'on déduit 

On aura donc toujours pour x et y un et un seul système 
de valeurs, excepté si l'on a 

Or une somme de deux carrés ne peut être nulle que si 
chacun de ces carrés est égal à zéro ; donc enfin le quo-
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tient de deux imaginaires cesse d'exister quand le diviseur 
est nul (*). c. Q. F . D . 

T H É O R È M E V I . — Un quotient de deux imaginaires 
ne change pas quand on multiplie le dividende et le 
diviseur par une même quantité. 

En eflet, soient D le dividende, d le diviseur et q le 
quotient, on aura 

Si nous multiplions par m les deux membres de celte 
égalité, il vient 

qui exprime que dm multiplié par q reproduit m D ; 
donc q est le quotient de mD par md. c. Q. F. D. 

C O R O L L A I R E . — Pour mettre le quotient de deux ima-
ginaires 

sous la forme x -{-j s j — i , il suffit de multiplier les deux 
termes de ce quotient par c — d ^— i ; il vient alors 

OU b i e n 

ce que nous avions déjà trouvé. 

(*) Nous n'avons pas défini les mots facteur, dividende, diviseur, e tc . , 
un iquemen t pou r abréger le d iscours ; le lecteur comprend par fa i tement 
le sens que l 'on doi t y a t tacher . 11 nous a suffi de définir les mots somme, 
produit, quotient. 
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T H É O R È M E Y I I . — Lorsque deux imaginaires A E I R 

sont respectivement égales à deux autres A' et B', on a 

On appelle limite d'une imaginaire variable 
rimaginaire fixe dont la partie réelle et le 

coefficient de y/— i sont respectivement les limites de x 
et de y . 

Le lecteur vérifiera sans peine que les théorèmes sur 
les limites d'une somme, d'un produit, d'un quotient, 
démontrés sur les quantités réelles, s'appliquent encore 
aux quantités imaginaires. 

Ajoutons à cela que l'on appelle quantité infinie une 
imaginaire dont l 'une des parties réelles croît indéfini-
ment. On appelle aussi quantités imaginaires infiniment 
petites celles qui ont pour limite zéro. 

I V . D u M O D U L K E T D E L ' A K G U M E N T . 

Toute quantité imaginaire x -{-y \J— i peut être mise 
sous la forme suivante : 

(>) 

Si l'on remarque alors que la somme des carrés des quan-

tités - est égale à l'unité, on pourra 

poser 

Si l'on pose, en outre, 
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l'égalité (i) pourra s'écrire 

La quantité r est ce que l'on appelle le module de l 'ex-
pression X \j— i ; l'angle Q est son argument. 

On convient de prendre le module toujours positif; 
quant à l 'argument, il peut varier entre —oo et + oo , 
en sorte que cet argument n 'étant absolument donné que 
par son sinus et son cosinus, sa valeur se trouve indéter-
minée et comprise dans la formule 

0, désignant le plus petit argument positif répondant à 
l ' imaginaire en question, et A pouvant prendre toutes les 
valeurs entières comprises entre — OO et -H OO . 

Deux imaginaires qui ont le même module et qui ne 
diffèrent que par le signe de leur argument; en d'autres 
termes, deux imaginaires de la ïorme x j \]—i, 
X—j \l— I sont dites conjuguées. Une imaginaire dont 
le module est l 'unité est ce que l'on appelle une expres-
sion réduite-, la forme la plus générale des expressions 
réduites est 

Traçons dans un plan deux droites rectangulaires 

xOx', j O y [fig. 8)-, donnons-leur le nom diaxe des x 
et d ' axe des j . 
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Ceci posé, considérons l'imaginaire 

Prenons sur x' x, à partir du point O, une longueur OM 
égale en valeur absolue à x , dans le sens O x si x est 
positif, dans le sens Ox' s'il est négatif; prenons de 
même ON égal à la valeur absolue de y et dans le sens O j 
si J est positif, dans le sens O y ' si y est négatif. Con-
struisons enfin un rectangle sur ON et OM ; le sommet A 
de ce rectangle sera déterminé toutes les fois que l'on se 
donnera x eiy, ou, ce qui revient au même, x-\-y sj— i . 
Réciproquement, à tout point A du plan correspondra 
une imaginaire déterminée, et une seule, dont la partie 
réelle sera l 'x du point A et dont le coefficient de sj— i 
sera Vy. 

En sorte que nous confondrons souvent dans le langage 
les expressions point et quantité imaginaire. Si nous 
menons la diagonale OA, nous aurons 

et, par conséquent, OA est le module de x - ^ y \ J — i , 
l'angle MCA en est l 'argument, cet angle MOA devant 
être compté depuis la droite OM jusqu'à la droite OA 
dans le sens inverse du mouvement des aiguilles d'une 
montre. Nous ne nous arrêterons pas à généraliser les 
formules précédentes; il faudrait , pour les établir en 
toute rigueur, supposer successivement le point M dans 
chacun des angles xOy, yOx\ x'Oy', y'Ox, et dis-
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cuter les signes de x et de Nous laissons au lecieur le 
soin de compléter cette démonstration. 

Voici un autre mode de représentation des quantités 
imaginaires, proposé par Mourey dans un excellent ou-
vrage publié sur cette théorie. 

A partir du point O, que l'on appelle origine des ima-
ginaires, traçons une droite OA ayant pour longueur le 
module de l'imaginaire x -h ^ ^— i ^̂^ faisant avec Ox 
un angle égal à l'argument de cette imaginaire; la droite 
OA représentera l'imaginaire x - { - y ^— 1 aussi bien que 
le point A. 

T H É O R È M E I . — La somme de plusieurs imaginaires 
est représentée par la résultante des droites qui repré-
sentent les imaginaires en question. 

En effet, considérons les imaginaires 

leur somme est 

Or Xj, Xg,. . . représentent les projections sur l'axe des x 
des droites qui représentent respectivement z , , Zj, 23,."5 
donc Xi-f-Xg-i-X3-I-... représente la projection de la 
résultante de ces droites sur O x , y t + • • • 
représente la projection sur Oj de la résultante des mêmes 
droites; donc enfin Z est représentée p a r l a résultante 
des droites qui représentent Zj, Zg,. . . . 

c. Q. F . D . 

C O R O L L A I R E . — De là résulte immédiatement que le 
module d'une somme est moindre que la somme des 
modules de ses parties. 

T H É O R È M E II. — i® Le module d'un produit est égal 
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au produit des modules de ses facteurs ; V argument 
d'un produit est égal à la somme des arguments de ses 
facteurs. 

En effet, considérons les imaginaires 

si nous en faisons le produit, il vient, en intervertissant 
l 'ordre des facteurs, 

ou bien 

c'est-à-dire 

Mais en multipliant ce résultat par une nouvelle imagi-
naire r"{cosB" -{-sj— I sinô'O) on trouvera 

et ainsi de suite; ce qui démontre le théorème énoncé. 

T H É O R Î ^ M E 1 1 1 . — Lorsqu'un produit de plusieurs fac-
teurs est nul, l'un de ses facteurs est forcément égal à 
zéro. 

Ce théorème, évident lorsqu'il ne s'agit que de quan-
tités réelles, est loin de l'être lorsque les facteurs sont 
imaginaires; on conçoit, en effet, que des réductions 
venues à la suite des hypothèses 
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fassent évanouir un produit sans que ses facteurs soient 
nuls. Quoi qu'il en soit, le module d'un produit étant 
égal au produit des modules de ses facteurs, si le produit 
est nul, son module sera nul, et par conséc[uent le module 
de l'un des facteurs au moins devra être égal à zéro. Mais 
une imaginaire dont le module est zéro est évidemment 
nulle; donc, etc. c. Q. F. D. 

T H É O R È M E I V . — Le module d'un quotient est égal 
au quotient des modules du dividende et du diviseur. 
L'argument d'un quotient est égal à la différence des 
arguments du dividende et du diviseur. 

En effet, soient r (cos0 + ^ ^ sinô) le dividende, 
|0 (cos w -h sj— I sin w ) le diviseur, le quotient sera donné 
par la formule 

que l'ôn peut écrire 

c'est-à-dire 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
R E M A R Q U E . — Le quotient de I par une expression 

réduite est l 'imaginaire conjuguée de cette expression 
réduite; on a, en effet. 
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» 
V . — T H É O R I E DES R A D I C A U X A L G É B R I Q U E S . 

Jusqu'ici, nous avons pu remarquer une analogie com-
plète entre le calcul des imaginaires et le calcul des 
quantités réelles ; cette analogie cesse dès que l'on essaye 
de généraliser la notion de radical ou d'exposant, ainsi 
que nous allons le constater. 

Si nous représentons par le symbole 

et si nous appelons puissance de x s/— ^ Pro-
duit de n facteurs égaux à cette imaginaire, nous aurons, 
en vertu du théorème II, p. 260, 

Si l'on suppose en particulier r = i , on obtient la for-
mule suivante 

restée célèbre sous le nom de formule de Moivre, du nom 
du géomètre français qui l'a découverte. 

On appelle racine d'une imaginaire A une quan-
tité qui élevée à la puissance n reproduit A. 

T H É O R È M E I. — Toute imaginaire a n racines 
En elfet, considérons l'imaginaire 

désignons par r (cos0 -f- y/— i sinô) sa racine nous 
aurons, par définition. 
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c'est-à-dire, en vertu de la formule de Moivre, 

Cette égalité se décompose en deux autres : 

si l'on élève au carré ces deux égalités et si l'on ajoute, 
on trouve 

et en observant que r doit être un nombre essentielle-
ment positif ou nul, 

(2) , 

les formules (i) donnent alors 

et par suite 

A désignant un entier quelconque, c'est-à-dire 

Si l'on désigne alors, avec Caiichy, par le symbole^((A)) 
la racine n''̂ '"" de l'imaginaire A, on voit que la racine 
F^IÈME J G R ( C O S 0 H - V/ — I sin 0) aura ri valeurs données 
par la formule 

( 3 ) 

formule dans laquelle il suffira de faire A successivement 
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égal à o, I, 2, 3 , . . . , n. En effet, si l'on fait k égal à 
«1-1-7, j désignant un entier compris entre o et « — i 
inclusivement, et i désignant un entier quelconque po-
sitif ou négatif, on obtient, pour la racine n'̂ '"" de 

une valeur dont l'argument ne diffère de ® ^^"" que 

d'un multiple entier de la circonférence, c'est-à-dire une 
valeur déjà comprise parmi celles que l'on obtient en fai-
sant k égal à o, I, 2, 3 , . . . , — i dans la formule (3) ; 
donc enfin la racine n'^""" d'une imaginaire a n valeurs, 
comme nous l'avions annoncé. 

Au surplus, il est facile de voir que ces n valeurs sont 
toutes différentes, car les arcs compris dans les formules 

ne diffèrent pas d'une circonférence \ deux quelconques 
d'entre eux ne sauraient donc avoir à la fois même sinus 
et même cosinus. 

R E M A R Q U E I. — Si , dans la formule (3), on suppose 
0 = o, on trouve 

On arrive ainsi à ce résultat singulier et paradoxal : la 
racine n'®'"® d'une quantité réelle a n valeurs. Nous fe-
rons remarquer que R ne désigne qu'en apparence une 
quantité réelle; en effet, la formule précédente, déduite 
de (3) dans l'hypothèse 0 = o, devrait s'écrire correc-
tement 

( 4 ) 
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seulement, dans une égalité symbolique, nous sommes con-
venus de ne pas écrire s/— i lorsque son coefficient est zéro, 
et la formule que nous venons d'écrire en dernier lieu ex-
prime que si l'on élève le second membre à la puissance n, 
il sera égal à R-f -o y'— i , c'est-à-dire que la partie réelle 
sera R et le coefficient de v' — i sera zéro. 

Toutefois, pour nous conformer à un usage reçu et 
aussi pour éviter les périphrases, nous conviendrons de 
dire que les quantités réelles ont n racines, en sous-en-
tendant que ces quantités sont de la forme R -f- o y'— i 
du reste, en vertu de la formule (4), l 'une des valeurs de 

est égale à ^RH- O y/— i , ou, si l'on veut, à ^ R , en vertu 
de nos conventions. 

R E M A R Q U E II. — La formule (3) peut encore s'écrire 

or, en vertu de la formule (4), dans laquelle on peut sup-

poser R = I, cos ^ ^ H- y/— I sin désigne une quel-

conque des racines n''"'" de i 4- o y'— i , ou, si l'on veut, 
de l'unité-, 0 peut être censé représenter l'un quelconque 
des arguments de R ( cos0 + y^—isin©). La formule 
précédente nous montre donc que les n racines n' '" '" 
d'une imaginaire quelconque peuvent s'obtenir en mul-
tipliant l 'une quelconque d'entre elles successivement par 
chacune des racines /i'®'"®̂  de l 'uniié. 

Dorénavant, lorsque nous ne spécifierons pas la valeur 
d'une racine nous la représenterons par le sym-
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bole y/(( )) \ au contraire, lorsqu'il sera question d'une 
valeur bien déterminée de cette racine, par exemple lors-
qu'il s'agira de celle qui a le plus petit argument po-
sitif, nous ferons usage du signe 

" V I . — C A L C U L DES R A D I C A U X A L G É B R I Q U E S . 

T H É O R È M E I . — Si Von multiplie chacune des valeurs 
de ^ ( ( A ) ) par chacune des valeurs ^ ( ( B ) ) , on repro-
duit chacune des valeurs de AB)). 

En effet, soit 

on aura 

et par suite 

formules dans lesquelles hi et Aj désignent, ainsi que 
des entiers tout à fait quelconques. D'un autre 
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côté on a 

z désignant un entier quelconque. De la comparaison de 
cette formule avec la précédente on déduit 

Si Ton voulait supprimer les doubles parenthèses, on 
le pourrait; mais il faudrait choisir convenablement les 
valeurs des radicaux. 

T H É O R È M E I I . — Si Von divise chacune des valeurs 
<ie^({A)) par chacune des valeurs de ^({ B)), on obtient 
n résultats différents qui sont les ti valeurs de ^({A:B)). 

T H É O R È M E I I I . — Si Von élève à la puissance m les 
valeurs de ^[[k)), on obtient les valeurs 

T H É O R È M E I V . — Si Voti extrait les racines m'""'" des 
n valeurs de v^((A)), on obtient les valeurs de'"^[[A)). 

R E M A R Q U E . — Quand on a un radical de la forme 

il faut éviter de le simplifier et d'écrire 

en efl'et, le premier membre de cetle formule a mn va-
leurs, le second n'en a que n ; quand on n'agit pas avec 
précaution dans le calcul des radicaux imaginaires, on 
s'expose souvent à tomber dans de grossières erreurs ; il 
ne faut pas en accuser l'emploi des symboles imaginaires, 
dont le calcul n'est pas tout à fait soumis aux mêmes 
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règles que celui des quantités réelles. Ainsi, par exemple, 
on raisonnerait mal en écrivant 

(0 

puis 

(2) 

d'où l'on déduirait 

En effet, dans la formule (i), ^ — i désigne une valeur 
particulière de — — 2 ) {—2) désigne une va-
leur particulière de (^((4))", on ne peut , sans examen, 
égaler ces deux valeurs; et en effet, on a 

ou 

c o s 

Prenons les radicaux avec le signe + 5 on voit que l'on 
n'aura pas 

mais bien 

Si l'on prend les radicaux avec le signe — , on arrive 
encore au même résultat. Donc la formule (i) est tou-
jours fausse, si y/—2 représente toujours la même valeur 
de 
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\ T I . — S U R LES É Q U A T I O N S E N G É N É R A L . 

Les règles de la multiplication et de la division algébri-
que s'appliquent évidemment aux quantités imaginaires 
comme aux quantités réelles; il en est de même de la for-
mule du binôme. 

On peut former des équations à l'aide de quantités 
réelles et imaginaires, et chercher s'il n'existe pas des 
quantités imaginaires satisfaisant à ces équations; les 
principes fondamentaux que nous avons démontrés sur 
la résolution des équations, dans la première partie de 
cet ouvrage, sont encore applicables aux cas où l'on con-
sidérerait des égalités symboliques ; ces principes ne dé-
pendent absolument que des quatre premières opéra-
tions de l'Algèbre reconnues applicables aux quantités 
imaginaires. Ainsi, il n'y a rien à ajouter à la théorie des 
équations du premier degré et à la théorie des détermi-
nants. 11 n'en est pas de même des équations du second 
degré où interviennent des questions sur les radicaux; 
il y a donc lieu d'examiner de nouveau la théorie des équa-
tions du second degré : c'est ce que nous allons faire. 

V L I I . — S U R LES É Q U A T I O N S D U S E C O N D D E G R É . 

Nous conviendrons de ne pas écrire l'indice d'un radi-
cal lorsque cet indice sera 2. 

Ceci posé, cherchons la racine carrée àe a-\-b sJ— 1 -, 
désignons cette racine par x •+• y sj — i , nous aurons 

ou bien 
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Cette équation équivaut aux deux suivantes : 

(0 

la dernière peut s'écrire 

( 3 ) 

A l'inspection des équations (i) et (3), on reconnaît im-
médiatement que X® et — s o n t racines de l'équation 
en u 

d'où l'on déduit 

c'est-à-dire, en observant quej^® doit être positif, 

On déduit de là 

L'équation (2) montre avec quels signes on doit prendre x 
et si, par exemple, b est positif, on prendra x e l j de 
même signe, en sorte que l'on aura 
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si h est négatif, on aura, au contraire. 

Si l'on fait b = o, on trouve : en supposant a ^ o, 

en supposant c 

ou, en explicitant les signes, 

Une équation du second degré a toujours deux racines 
lorsque l'on admet pour l'inconnue des valeurs imagi-
naires : voici comment il faut entendre cette proposi-
tion. Considérons l'équation 

pi 
Supposons ^ — ^ o ; on peut se proposer de chercher 

s'il existe pour x des valeurs de la forme a -+-13 ^— i 
vérifiant cette équation considérée comme égalité symbo-
lique, c 'es t -à-dire en sous-entendant dans le second 
membre le terme o y/— i . On trouve alors successivement 
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I X . — D E S F O N C T I O N S DE V A R I A B L E IMAAINALRK, 

Caucliy appelle/b^îcî/ow de x -{- y y/HT^ toute expres-
sion de la forme 

dans laquelle X el Y représentent des fonctions de x et 

J {*)' désigne une fonction de x y y/— i à 
l'aide d'une des notations 

Les fonctions imaginaires se partagent, comme les 
fonctions réelles, en algébriques el transcendantes. 

Une fonction est algébrique lorsqu'on la forme en sou-
mettant la variable un nombre fini de fois aux six opéra-
tions fondamentales de l'Arithmétique, à savoir l'addi-
tion , la soustraction, la multiplication, la division, 
l'élévation aux puissances et l'extraction des racines. 

Une fonction non algébrique est dite transcendante. 
Une fonction algébrique est rationnelle lorsqu'elle ne 

contient pas de radicaux. 
Une fonction rationnelle est entière lorsque la variable 

n'entre pas en diviseur. 

Une fonction X + Y y/— i de x H - j y/— i est con-
tinue lorsque, à un accroissement infiniment petit quel-
conque de x - ^ y \ J — I , correspond un accroissement 
infiniment petit de X - f - Y y/—i et nous appelons ici 
accroissement d'une quantité la différence entre deux 
valeurs de cette quantité. 

(* ) Tous les analystes n'ont pas adopté la définition de Cauchy. 

I. i8 
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Pour qu 'une fonction 
soit continue, il faut et il suffit évidemment que X et Y 
soient des fonctions continues de x et de y , il faut et il 
suffit aussi que son module et son argument soient des 
fonctions continues du module et de l 'argument de sa 
variable. Ces propositions deviennent évidentes si l'on 
représente les imaginaires à l'aide de points, comme il a 
été expliqué plus haut. 

X . — D É F I N I T I O N DE LA FONCTION E X P O N E N T I E L L E . 

N O U S avons défini le symbole 

pour toutes les valeurs entières et positives de x , comme 
étant le produit de x facteurs égaux à 
nous en avons déduit la formule 

Nous pouvons maintenant nous servir de cette formule 
pour définir le symbole [;• (cos 0 -f- \/— i s inô)] ' , lorsque 
X sera fractionnaire, incommensurable ou négatif. Ainsi 

est ce que nous appellerons 

dorénavant la x'"""' puissance de 
La puissance x'"'"" de r (cos0 H- y/— i sinô) n'a qu 'une 

seule valeur lorsque x est entier; mais i l ,n 'en est pas 
de même dans les autres cas. En effet, l 'expression 

ne change pas quand on remplace 9 
par ÔH- 2kT:, k désignant un entier quelconque; ainsi les 
valeurs de [ r (cos0 -+• — i s in0 ) J ' seront données par 
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la formule 

Si X est incommensurable, les arcs compris dans la for-
mule 

auront pour sinus et cosinus une infinité de nombres dif-
férents, en sorte que la puissance x'̂ '̂"' d'une quantité 
imaginaire a en général une infinité de valeurs. 

Le lecteur se demandera sans doute pourquoi nous 

n'avons pas défini la puissance fractionnaire - de 

à l'aide de la formule 

pourquoi enfin nous n'avons pas suivi, dans la défini-
tion des puissances de quantités imaginaires, la même 
marche que dans la définition des puissances de quantités 
positives. La raison en est simple : d'après notre défini-
tion, [ r (cos0 -+- y/— I s inô)] ' est une quantité qui pos-
sède plusieurs valeurs, il est vrai, mais dont le nombre 
des valeurs ne change qu'avec la valeur et non avec la 
forme de x ; ainsi nous avons 

M 

Au contraire, en partant de l'équation (i) pour définir 
les puissances fractionnaires, on voit que 
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aurait q valeurs, et par conséquent varierait avec la forme 

de la fraction en sorte que par exemple la formule (2) 

serait inexacte. De la définition que nous venons de don-
ner résulte la généralisation de la formule de Moivre, à 
savoir 

Une quantité réellq étant assimilable à une imaginaire, 
on voit qu'une quantité réelle peut avoir une infinité de 
puissances x'®""" dont une seule est toujours réelle. 

Les règles des exposants s'appliquent encore aux ima-
ginaires, avec certaines restrictions toutefois; ainsi on a 

Les autres propriétés des exposants se démontreraient 
d'une manière semblable. 

T H É O R È M E . — La fonction A ' est continue, lors même 
que Von suppose a imaginaire. 

Cela résulte évidemment de la formule 

dans laquelle r', cosOx et s inôx sont des fonctions con-
tinues. Nous verrons plus loin comment on peut encore 
généraliser davantage la fonction exponentielle, en sup-
posant sa variable imaginaire, et nous verrons qu'alors 
encore elle reste continue. 
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CHAPITRE IV. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 

I . — D É F I N I T I O J V S . 

On appelle série une suite illimitée de termes qui se 
forment et se suivent d'après une loi déterminée. On 
appelle encore les séries suites infinies. 

Une série est convergente quand la somme de ses n pre-
miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque n 
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel-
conque; cette limite est ce que l'on appelle la valeur de 
la série ou la somme de ses termes. 

Une série qui n'est pas convergente est appelée diver-
gente. La série 

dans laquelle a„ désigne un nombre qui a pour limite 
zéro, lorsque n augmente indéfiniment, est convergente, 
car la somme de ses n premiers termes est a^—a„, et cette 
quantité a pour limite pour n = ce . 

Au contraire, la série 

est divergente, car la somme de ses n premiers termes est 
alternativement zéro et i ; elle ne tend par conséquent 
pas vers une limite déterminée lorsque n croît d'une 
manière quelconque. 
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On comprend difficilement comment d'illustres ana-
lystes ont pu écrire des formules telles que 

(A) 

( L E I B N I T Z , Lettre à Christian TVolJf. — E U L E R , Lnstitii-
tiones calculi differentialis et integralis, pars posterior, 
cap. I, etc.) 

Une série divergente ne saurait représenter En effet, 

quelle idée peut-on se faire d'une somme composée d'un 
nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n'a pas 
même le droit d'écrire 

fO 

lorsque»a„ tend vers zéro, c'est-à-dire lorsque la série est 
convergente. On le fait cependant, mais seulement en 
vertu d'une convention qui consiste à séparer une série 
convergente de la limite vers laquelle tend la somme de 
ses termes par le signe = . Ainsi la formule (i) est une 
manière abrégée d'écrire 

La formule (A) est donc complètement absurde, puisque 
la limite de la somme de ses n premiers termes n'existe 

pas : elle n'est donc pas égale à 

Si nous insistons sur ce point, c'est que malheureuse-
ment l'on trouve dans d'excellents auteurs, parmi les 
princes de la science, des fautes analogues à celle dont 
nous venons de parler. Abel s'en plaint amèrement dans 
une de ses lettres à Holmboë (voir Œuvres complètes). 
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I I . — T H É O R È M E S S U R LA C O N V E R G E N C E . 

T H É O R È M E I. — Pour qiiune série soit convergente, 
il faut que ses termes diminuent indéfiniment. 

En effet, soit la série 

Soit en général la somme des n premiers termes, on a 

(0 ' 

Si l'on suppose la série proposée convergente et si l'on 
désigne sa valeur par 5, on aura 

donc 

Donc, en vertu de l'équation (i). 

R E M A R Q U E I. — La démonstration que nous venons 
d'employer, comme du reste toutes celles que nous em-
ploierons dans l'exposition de ces principes, est basée 
sur le calcul des limites; elle précise le sens que nous 
devons attribuer à la locution diminuer indéfiniment 
Quand nous "disons que doit diminuer indéfiniment, 
nous devons entendre par là que cette quantité, réelle ou 
imaginaire, doit avoir zéro pour limite, rien de plus : 
ainsi i/„ peut''tendre comme on veut vers zéro; il n'est 
nullement nécessaire, par exemple, que l'on ait 

R E M A R Q U E IL — On aurait également pu écrire les 
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équations suivantes : 

d'où, retranchant la deuxième de la première, 

ce qui conduit à ce résultat : 
Pour quune série soit convergente, il faut que la 

somme des p termes qui suivent le diminue indéfi-
niment quand n augmente indéfiniment, quel que soit 
du reste p. 

R E M A R Q U E 1 1 1 . — Il existe des séries dans lesquelles u„ 
peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appar-
tient ce terme soit convergente; par exemple, considé-
rons la série suivante, appelée série harmonique : 

Il est facile de s'assurer que cette série est divergente, car 
si l'on prend n termes après le la somme 

est plus grande q u e r é p é t é n fois, c'est-à-dire que 

Si donc on groupe les termes de la série harmonique 
ainsi qu'il suit : 

on voit que la somme de ses m premiers termes est plus 

grande que - répété autant de fois que l'on veut en pre-
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nant A2 suffisamment grand. La somme de ces l î i premiers 
termes croît donc au delà de toute limite; donc la série 
est divergente. c. Q. F. D. 

I l arrive souvent que Ton rend une série convergente 
par un simple changement des signes de quelques-uns de 
ses termes. Ainsi la série 

est convergente. En général : 

TnÉORiîME IL — Si dans une série les termes sont, à 
partir de l'un d'eux, indéfiniment décroissants et alter-
nativement positifs et négatifs, cette série est conver-
gente. 

En effet, considérons Ja série 

dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et 
alternativement positifs et négatifs à partir de «„. 

Appelons en général S,„ la somme des m premiers 
termes de la série. Si nous remarquons que les termes 
vont constamment en diminuant, les quantités 

seront toutes positives, et, par conséquent, 

(0 

les quantités — -+- . . . , — '/„+!p_i -h • • • 
seront toutes négatives, et, par suite, 

(2) 

Or 

http://rcin.org.pl



2 8 2 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

Donc est plus grand que S„+îp_i, et, à cause de 
la suite d'inégalités (Ï), plus grand que Ainsi donc 
une somme quelconque comprise dans la suite S„^2, S„+4, 

est plus grande que 5 il en résulte que 
ces sommes, allant constamment en décroissant et res-
tant supérieures à Sn+i qui est fixe, ont une limite S. 
Or, on a 

Faisons croître p indéfiniment, le premier membre de 
cette équation a pour limite S, car Un+tp+i a pour limite 
zéro-, donc S„+8p+i a pour limite S également; donc, de 
quelque manière que croisse l'entier m, S,„ a une limite, 
ce qui revient à dire que la série proposée est conver-
gente. 

C O R O L L A I R E . — On voit que la valeur de la série étant 
comprise entre S„ et S„+i, l 'erreur commise en prenant S„ 
pour valeur de la série est moindi e en valeur absolue que 

T H É O R È M E I I I . — Quand une série à termes positifs a 
ses termes respectivement plus petits que ceux d'une 
autre série également à termes positifs, et de plus con-
vergente, la première série est aussi convergente. 

Soient, en effet, , 

(0 

la série convergente donnée (on représente ordinairement 
une série convergente en séparant la somme d'un certain 
nombre de termes de sa valeur par le signe = , on sup-
prime le mot Uni), et 

(2) 

la série proposée. Soit s„ la somme des n premiers termes 
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de la série (1), la somme des n premiers termes de la 
série (2); comme 1̂0 < "0, < w„, on a 
évidemment 

donc à fortiori 

Or, n croissant, croît, mais reste constamment infé-
rieur à 55 donc, en vertu d'un principe bien connu, a 
une limite; donc la série (2) est convergente. 

c . Q. F. D. 

T H É O R Î ; M E I V . — Une série à termes positifs et néga-
tifs est convergente lorsque la série des valeurs absolues 
de ses termes est convergente. 

En effet, considérons à part les séries des termes posi-
tifs et des termes négatifs pris d'ans l'ordre dans lequel ils 
se succèdent dans la série proposée. 

Soient 

(0 

la série des termes positifs, et 

(2) 

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue. 
Soient X, la somme des z premiers termes de la série (i), 
la somme des k premiers termes de la série (2), et 5„ 

la somme des n premiers termes de la série proposée. 
Nous pouvons toujours supposer que â ,̂ «i , . •. , a, soient 
les termes positifs de et b^, . . . , les termes néga-
tifs; alors on a, en appelant la somme des n premiers 
termes de la série proposée rendus positifs, 

( 3 ) 

( 4 ) 
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L'équation (3) montre que s'n est plus grand que x, et que 
r ^ j donc à fortiori la limite de s'„, cjui par hypothèse 
existe, est supérieure à x, et à Or x, et sont des 
nombres croissant avec i et / r , mais constamment infé-
rieurs à la limite de s'„ ; donc ils ont une limite chacun ; 
donc les séries (i) et (2) sont convergentes. L'équa-
tion (4) montre que 5„ a une limite égale à la différence 
des limites de x, et y^, c'est-à-dire que la série proposée 
est convergente et a une valeur égale à la différence des 
valeurs des séries de ses termes positifs et de ses termes 
négatifs. 

T H É O R È M E V . — Quand une série ne perd pas sa 
convergence lorsque Von rend tous ses termes positifs, 
on peut, sans altérer sa valeur, intervertir Vordre de 
ses termes. 

En effet, considérons d'abord une série convergente à 
termes positifs, 

(0 

Intervertissons l'ordre de ses termes, et soit 

(2) 

la nouvelle série obtenue après ce changement. Soient s'„ la 
somme des n premiers termes de la série (2), la somme 
des m premiers termes de la série proposée; on pourra 
toujours choisir m de telle sorte que tous les termes de s'„ 
soient contenus dans les m premiers termes de la série (i). 
On aura alors 

Nous voyons par là : 
I® Que la série (2) est convergente, puisque croit 

avec n sans dépasser s-, 
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2® Que la valeur s' = lim^^ de la série (2) ne saurait 
surpasser s. Or, on démontrerait de la même manière 
que la valeur s de la série (i) ne saurait surpasser s' 
donc on doit avoir 

donc la série (I) n'a pas changé de valeur, c. Q. V. D. 
Supposons actuellement la série 

( i ) 

à termes quelconques. 
Soient 

( 3 ) 

la série de ses termes positifs, pris dans le même ordre 
que dans la série ( i ) ; 

( 4 ) 

la série de ses termes négatifs également pris dans l'ordre 
où ils se trouvent dans l'équation (i). Supposons que 
la série (i) conserve sa convergence quand on rend ses 
.termes positifs. Les séries (3) et (4) sont convergentes, 
et si X et j- désignent les valeurs respectives de ces séries, 
on a 

( 5 ) 

Cela posé, changeons l'ordre des termes de la série (1)5 
la série de ses ternies positifs sera encore la série (3), à 
l'ordre des termes près. Or, cette série est à termes posi-
tifs; donc elle conserve sa valeur. Même observation pour 
la série des termes négatifs et pour la série des valeurs 
absolues des termes de la série (1). Il en résulte, d'après 
le théorème IV, que la valeur de la série (1) transformée 
est encore x — y , donc la série (1) ne change pas de 
valeur quand on change l 'oidre de ses termes, c. Q. F. U. 
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R E M A R Q U E . — Toute cette démonstration repose sui 
l'égalité (5) ; lors donc que x ou n'existeront pas, c'est-
à-dire quand dans la série proposée les termes positifs et 
négatifs ne formeront pas des séries convergentes, la dé-
monstration précédente tombera en défaut. Il est facile, 
du reste, de donner un exemple dans lequel on voit une 
série changer de valeur quand on change l'ordre de ses 
termes. 

Considérons, par exemple, la série convergente 

(0 

Remarquons que la série des valeurs absolues de ses 
termes est identique avec la série harmonique qui est 
divergente. 

Posons 

et considérons la série 

Arrêtons-nous au terme — ; cette série, comme oi voit, 
2/1 

renferme les mêmes termes que la série proposée; leur 
ordre est différent, et l'on prend d'abord deux ermes 
positifs, puis un terme négatif, puis deux termes positifs, 
puis un terme négatif, etc.; nous aurons 

( 3 ) 
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La quantité qui suit f [n) composée de n termes est évi-

demment plus grande que n X -7—— ou que —^—• On 

a donc 

Si nous supposons que n devienne infini, le premier 
membre de celle inégalité ou la valeur de la série {2) 
différera de H m y [n) ou de la valeur de la série (1) de 

plus d e ^ ; donc évidemment la série (2) a une valeur 

toute différente de la série (i). 
Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à 

termes réels; mais on fait un fréquent usage en analyse 
de séries à termes imaginaires. 

Une série à termes imaginaires peut se mettre sous la 
forme 

(0 I 
Celle série sera convergente si les deux séries 

( 3 ) 

formées des parties réelles et des coelficients de \J— i 
dans tous ses termes, sont toutes deux convergentes. 

En effet, soit 5„ la somme des n premiers termes de la 
série (i), a„ et T„ les sommes des n premiers termes des 
séries (2) et (3), on a 
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En passant aux limites et en désignant par A et T les 
valeurs des séries (2) et (3), on voit que 

donc la série (I) est convergente. c. Q. F. D. 

R E M A R Q U E . — 11 est clair que si l 'une des séries ( A ) et 
(3) eût été divergente, la série (i) l'eût été pareillement. 

TnÉORiiME VI. — Dans une série à termes imagi-
naires, si la série des modules des différents termes est 
convergente, on peut, sans altérer sa convergence, in-
tervertir Vordre des termes. 

En effet, considérons la série (i). Les séries de ses 
termes réels et des coefficients de y/— i sont conver-
gentes indépendamment des signes de leurs termes, car 
ceux-ci sont respectivement plus petits que ceux de la 
série des modules qui est à termes positifs. On peut donc 
changer l 'oidre des termes de ces séries sans en altérer 
la valeur, ce qui revient à dire que l'on peut changer 
l'ordre des termes de la série proposée elle-même. 

c . Q . F. 1). 

1 1 1 . — D E S C A L C U L S Q U E I . 'OK P E U T E F F E C T U E R SUR L E S 

S É R I E S . 

THÉoRi:ME 1. — Si Von considère les séries conver-
gentes 

la série dont le ternie général est u„= ±a„±:6„±c„... 
est convergente et a pour valeur ± : A r h B ± C . . . . 
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En elTet, on a 

Si l'on suppose que n augmente indéfiniment, on voit 

que ^ ^̂  a une limite égale à z t A ± B ±: C. . , , ce qui 

démontre le théorème énoncé. 

T H É O R È M E I I . — Si la série 

est convergente et a pour valeur s, 

sera convergente et aura pour valeur as. 
En eflet, 

Donc, si n augmente indéfiniment, ^ [au) a une li-

mite égale à a lini ^ n ou à c. Q. F. U. 

T H É O R È M E I I I . — Si la série 

est convergente et a tous ses termes positifs ; si, de plus, 
a^, rt,,..., «„,... sont des nombres positifs qui ne 
croissent pas au delà de toute limite, 

sera convergente. 
En effet, en désignant par A un nombre plus grand 
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que «1, « î , . . . , a„ , . . . , cette série a ses termes respec-
tivement plus petits que ceux de la série convergente 

qui est aussi à termes positifs. Abel a démontré que le 
théorème précédent était encore vrai pour une série quel-
conque, si les nombres ^o, «i, « j , . . . allaient constam-
ment en décroissant; on a en elfet dans cette hypothèse, 
en posant 

(0 

les relations suivantes : 

et par conséquent, en portant ces valeurs dans l 'équa-
tion (2), 

ce que l'on peut écrire ainsi : 

( 3 ) 

Dans cette équation, les coefficients de 5,, . . . sont 
tous positifs, car a^, « j , . . . vont en décroissant; mais si 
B désigne une moyenne entre les quantités ^i,. . , s„, 
on aura 

Or, n augmentant indéfiniment, B conseive une valeur 
finie; donc t,, conserve une valeur finie. Supposons alors 
Jq, . . , . . . positives (s'il n'en était pas ainsi, on 
augmenterait convenablement MQ), croît, en vertu de 
l'équation (3), avec «sans devenir infini; il a donc une 
limite; par suite, la série (2) est convergente. 

c . Q. F . D . 
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T H É O R È M E I V . — Si les séries ^ 

( 0 

sont convergentes, la série dont le terme général est 

est convergente et a pour valeur st dans certains cas 
que nous allons examiner. 

1° Supposons d'abord les séries (i) et (2) à termes 
positifs-, nous aurons 

(3) 

Considérons maintenant le produit \ u . 2 , 

terme de ce produit dans lequel la somme des indices est 
la plus élevée est im. Si donc im est moindre que n + i , 

ou si //< est le plus grand entier contenu d a n s t o u s 

les termes de ^ u. ^ se trouvent compris dans ^ iv. 

On a donc 

Or, en vertu de l'égalité (3) , 

Mais si l'on suppose que m et n augmentent indéfiniment, 

V tendront tous deux vers st. 

,Alors ^ w, qui reste compris constamment entre ces 
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deux produits, tendra aussi vers la limite Le théo-
rème qui nous occupe est donc démontré pour le cas où 
les séries (i) et (2) sont à termes positifs. 

2° Supposons que les séries (x) et (2) ne perdent pas 
leur convergence quand ou rend leurs termes positifs. 
Considérons d'abord les termes des séries (i) et (2) en 

valeur absolue. Tout ce qui dans l'égalité (3) suit ^ w 

a pour limite zéro, car ^ ^ S ^^ même 

limite, d'après ce que nous venons de voir tout à l 'heure. 
Il en sera encore de même à fortioric^ud^nà on aura rendu 
aux termes des séries (1) et (2) leurs signes respectifs. 
Par conséquent, si dans l'égalité (3) nous supposons 
que n augmente indéfiniment, il vient, en passant aux 
limites, 

ce qui démontre que le théorème est encore applicable 
dans le cas où les séries ne perdent pas leur convergence 
quand on rend leurs termes respectifs. 

3° Considérons enfin le cas où les séries (1) et (2) se-
raient à termes imaginaires. Nous supposerons les séries 
des modules de leurs termes convergentes, et nous pose-
rons en général 

Alors, en vertu de ce que nous avons examiné dans le 
premier cas, la différence 
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aura pour limite ze'ro; il en sera de même à fortiori de la 
quantité 

qui n'est autre chose que ii^v^ + û  -f- - h . • . • 
L'égalité (3) , en passant aux limites, fournira donc 
encore 

et le théorème est encore vrai dans ce dernier cas. 

I V . R I Î G L E S D E C O N V E R G E N C E . 

T H É O R È M E I . — Toute progression géométrique dé-
croissante est une série convergente. 

En etfet, soit la progression 

ha'.nx'. ax' ; ax^ FLA.""' : . . . ; 

la somme des n premiers termes est 

Si X est plus petit que i , le terme —-— tend vers zéro 
I —F- X 

quand n augmente indéfiniment, et par conséquent la 
somme des n premiers termes de la progression a pour 
limite —^^—\ donc cette progression est convergente. 

Dans le cas où x serait égal à i ou plus grand (jue i , il 
est clair que la progression serait une série divergente. 
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T H É O R È M E I I . — Si Von a deux séries à termes posi-
tifs, l'une convergente, 

(0 

et Vautre 

( 2 ) 

telle, que le rapport d'un terme au précédent, ^oit 

constamment inférieur au rapport correspondant^^^ a„ 
dans la première, cette dernière est convergente. 

En effet, la série (i) étant convergente, la suivante le 
sera aussi : 

cette série peut s'écrire ainsi 

( 3 ) 

Mais la série (2) peut se mettre sous la forme 

or cette série a, en vertu de notre hypothèse, ses termes 
respectivement moindres que ceux de la série (3), qui 
est convergente 5 donc la série (2) est elle-même con-
vergente. c. Q. F, D. 

Il est facile de déduire de là le théorème suivant : 

T H É O R È M E III. — Si, dans une série, le module du 
rapport d'un terme au précédentfinit par rester moindre 
quun nombre fixe a i, celte série est convergente. 
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En effet, considérons la série 

(0 

soit 

( 2 ) 

la série des modules de ses termes : si cette série est con-
vergente, la précédente le sera aussi. Or, supposer 

cela revient à supposer le rapport d'un terme au précé-
dent moindre que le rapport correspondant dans une pro-
gression géométrique décroissante dont la raison serait a. 5 
donc la série (2), et par suite (i), sont convergentes. 

C O R O L L A I R E . — Si, dans una série, la limite du mo-
dule du rapport dhin terme au précédent est inférieur 
à 1, cette série est convergente. 

En effet, alors le module du rapport en question finira 
par approcher assez de sa limite pour rester constam-
ment inférieur à un nombre compris entre i et sa limite, 
c'est-à-dire finira par rester inférieur à un nombre 
moindre q u e l . 

R E M A R Q U E I . — IST, dans une série, la limite du module 
du rapport d'un terme au précédent est supérieure à i, 
cette série est dii^ergente. 

En effet, alors les modules des termes vont en crois-^ 
sant. 

R E M A R Q U E I I . — Si la limite du module du rapport 
d'un terme au précédent est égale à 1, il y ci doute sur 
la convergence de la série-, toutefois, si le module en 
question reste toujours plus grand que il est clair que 
la série est divergente. 
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R E M A R Q U E I I I . — Lorsque, dans une série à termes 
réels, le rapport d'un terme au précédent reste inférieur 
à une quantité a moindre que i, il est facile de trouver 
une limite de Verreur commise, en remplaçant cette série 
par ses n prenders termes j en effet, dans la série (2), 
par exemple, on a 

donc 

ou 

Ainsi, l 'erreur est moindre que le premier terme né-
gligé divisé par i — a . 

T H É O U Î S M E I V . — La série 

est con^crgejïte ou divergente, scion que h est plus grand 
ou plus petit que i. 

En effet, supposons d'abord A plus grand que i , la 
série précédente peut s'écrire, en groupant les termes 
(ce qui n'altère pas la convergence ou la divergence de 
la série, puisqu'elle a ses termes positifs), de la manière 
suivante : 

( 2 ) 

Si l 'on suppose A > i , le terme général de la n o u v e l l e 
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I 
série est moindre que répété 2" fois, c'esl-à-dire 

moindre que • les termes de cette série sont donc 

moindres que ceux de la progression géométrique dé-
croissante 

e l l e est par conséquent convergente . 
Si au contraire i , alors la série ( 2 ) a ses termes 

p lus grands respec t ivement que c e u x de la série h a r m o -
nique-, e l le est donc d ivergente dans ce cas. 

D a n s la série ( i ) le rapport d 'un terme au précédent 
est de la forme 

si k est plus grand que i , cette quantité est évidemment 

moindre que • — ~ • On peut donc énoncer le théorème 
n 

J + -n 
suivant. 

T H É O R Î Î M E V . — Si, dans une séria, le rapport d'un 
terme au précèdent ayant pour limite runité peut se 

mettre sous la forme ——-1 et si na tend vers une li-
I - f - a 

mite h plus grande que i, cette série sera con^^ergente. 

Les règles de convergence qvie nous venons de donner 
suffisent dans la plupart des cas 5 nous y ajouterons les 
suivantes, que nous proposons au lecteur comme exer-
cices et qui sont ordonnées d'après leur utilité. 

i" Si f { x ) désigne une fonction conslamment décrois-
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santé depuis o jusqu'à 00 , et si l'aire de la courbe repré-
sentée par l'équation 

comprise entre l'axe des x et une parallèle à l'axe des j 
menée entre l'origine et le point dont l'abscisse est i , est 
finie, la série 

est convergente ; elle est divergente dans le cas contraire 
( C A U C H Y ) { * ) • 

2° Si, clans la série à termes positifs 

une limite moindre que i , la série est convergente; 
si la limite de est plus grande que i , la série est di-
vergente. Il y a doute si la limite est i . 

3° Supposons que l'on ait 

si la première des différences A — a, B — h , . . . , qui ne 
s'évanouit pas, est positive, la série est divergente. 

En second lieu, la série sera convergente ou divei-
gente, selon que A — a -f- i sera négatif ou positif. 

4° Si l'on a 

( * ) Ce théorème, pour les personnes qui connaissent le calcul in té-
g r a l , r e v i e n t a u s u i v a n t : La série dont le terme général est f ( x ) est con-

/
oo 

f { x ) dx est finie; elle est divergente dans le cm 
contraire. 
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la série est convergente 5 elle est divergente si l'on a 

5° Les sériés 

dans lesquelles r , , / j, . . . / • „ sont des nombres qui décrois-
sent indéfiniment, sont convergentes pour toutes les va-
leurs réelles de Q qui ne sont pas des multiples exacts 
du quadrant. 

6° La série 

dans laquelle j \ . . . sont des nombres indéfiniment 
décroissants et dans laquelle a. est une racine carrée, cu-
bique, quatrième, e tc . , imaginaire de l'unité, est conver-
gente. 

7" La série 

est convergente si la quantité 

est constante ou croissante. 
(Ce curieux théorème m'a été communiqué par M. Le-

moine, ancien élève de l'École Polytechnique.) 

V . — T H É O R È M E D ' A B E L . 

L E M M E . — Si une série ordonnée par rapport aux 
puissances croissantes d'une même lettre x est conver-
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gente pour le module R de x, elle l'est encore pour tout 
module moindre. Si elle est divergente pour h module R 
de X, elle test encore pour un module plus grand. 

En effet, considérons la série 

(0 
Le module du rapport d 'un terme au précédent a pour 
expression générale 

Lorsque le module de x est égal à R, cette quantité a pour 
limite i au plus, en supposant la série (i) convergente ; 
donc, pour tout module de x moindre que R, on aura 

c'est-à-dire que la série sera convergente. La seconde 
partie du lemme se démontre de la même façon. 

C O R O L L A I R E . — Il résulte de là qu'il existe un module R 
de X tel, que pour tout module moindre la série (i) est 
convergente, pour tout module plîis grand elle esl diver-
gente ; ce module s'appelle le rayon de convergence de la 
série. En représentant les imaginaires par des points, con-
formément aux méthodes de Cauchy, on voit que la sé-
rie (i) est convergente pour toutes les valeurs de x con-
tenues à Tintérieur d'un cercle décrit de l'origine comme 
centre avec un rayon égal au rayon de convergence. Ce 
cercle est ce que l'on appelle le cercle de convergence de 
la série. 

T H É O R È M E . — Une série convergente ordonnée par 
rapport aux puissances croissantes d'une même va-
riable X représente une fonciion. continue de celte va-
riable pour toutes les valeurs du module de x infé-
rieures au rayon de convergence. 
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Pour démontrer celte proposition, considérons la sé-
rie (i), désignons p a r y ( x ) sa valeur, nous aurons 

(0 

Soit R le rayon de convergence, et supposons le module 
de X inférieur à R. En donnant un accroissement h assez 
voisin de zéro hx, x h aura un module moindre que R. 
et l'on pourra encore écrire 

- . . 

d'où l'on conclut 

( 3 ) 

or, si nous posons 

on pourra toujours choisir n assez grand pour que ip (xH-A) 
ait et conserve un module moindre qu'une quantité don-
née a lorsque h tend vers zéro; en effet, pour cela il suf-
fit de prendre n assez grand pour que 

soit inférieur à a , R désignant toujours le rayon de con-
vergence. Mais alors ( x 4- /i) — ^ } aura et conser-
vera un module moindre que 2 a (*). Ceci posé, revenons 
à la formule (3) ; elle peut s'écrire 

mais, en faisant tendre /i vers zéro, 

( " ) Parce que le module d 'une somme est moindre que la somme des 
modules de ses parties. 
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tend vers zéro, car cj> [x) est une somme d'un nombre 
limité de fonctions continues de x (p . 213); on peut 
donc prendre le module de [ x h ) — ^ { o c ) moindre 
que Cf. ; et comme (x -f- /i) — (p (x) conserve un module 
moindre que 2 a quand /i tend vers zéro, la formule pré-
cédente fournira la relation 

Ainsi le module de l'accroissement de / ( x ) , correspon-
dant à l'accroissement /i de x , peut être pris moindre que 
toute quantité donnée, ce qui revient à dire que f ( x ) est 
continué. c. Q. F. D. 

Les géomètres avaient, longtemps avant Abel, admis 
tacitement qu'une série dont les différents termes étaient 
des fonctions continues de x avait pour valeur une 
fonction continue de cette variable, assimilant ainsi une 
série à un véritable polynôme. Cette assimilation n'est 
pas légitime : on conçoit, en effet, qu'à un accroisse-
ment infiniment petit de x puissent correspondre une 
infinité d'accroissements infiniment petits pour les ter-
mes de la série, et dont la somme puisse donner un ac-
croissement fini. Abel se plaint, dans une de ses lettres 
à Holmboë, du manque de rigueur qui existait sur ce 
point. Il y a deux ans, je me suis occupé de cetle ques-
tion , et j 'ai prouvé que la plupart des séries que l'on 
rencontre en analyse représentent des fonctions conti-
nues. J'ai montré dans quels cas ce théorème tombe en 
défaut, mais l'énumération de ces cas ne peut pas être 
faite dans un ouvrage élémentaire, et je renverrai le lec-
teur, curieux d'approfondir celte question, à ma Théorie 
des résidus (p. 97). 
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V I . — S U R U N P R O B L È M E D ' A N A L Y S E D O N T ON F A I T U S A G E 

D A N S LA T H É O R I E D E S S U I T E S I N F I N I E S . 

P R O B L È M E . — Déterminer une fonction continue CP 

qui satisfasse à la formule 

(I) 

Avant de résoudre ce problème, nous ferons observer 
que la fonction ç jouit de toutes les propriétés des fonc-
tions exponentielles. Ainsi, en posant 

la relation (i) se trouve satisfaite; déplus, l'équalion (i) 
devient, en changeant j en •—y, 

Si l'on fait j — o dans celte formule, on en déduit 
cf (o) = i , relation à laquelle on satisfait encore en pre-
nant a* =: gj (x) ; en prenant alors dans la formule (2) 
X = on a 

ou bien 

(3) 

Celte équation traduit encore une propriété des expo-
nentielles. Changeons maintenant y e n y - + - z , l 'équa-
tion (i) devient 

ou bien 

en changeant z en z u, on trouverait de même 
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et ainsi de suite. La foneliou a ' j o u i t encore de la pro-
priété exprimée parcette équation. Faisons x=:j = z,. 
la formule précédente deviendra (*) 

( 4 ) 
I 

De cette équation on tire, eu changeant x en - et n 

en f j , (f désignant un entier quelconque, 

ou bien 

en élevant à la puissance e n t i è r e o n a 

(5) 

Cette équation montre que la formule (4) a encore lieu 
pour les valeurs fractionnaires de n. Si nous faisons 

maintenant tendre - vers un nombre incommensurable//, 

les deux membres de l'équation (5) tendront vers des li-
mites égales-, ces limites seront précisément 'f [nx) et 
tp" [x), en vertu de la continuité de la fonction f (**) ; 
la formule (4 ) est donc démontrée par les valeurs incom-
mensurables de n, et par suite pour toutes les valeurs 
positives de n . 

( * ) Nous employons la notation f"(x) pour exprimer la n'""' puis-
sance de absolument comme sin"j: désigne la w'""® puissance de 
sin X . 

(*") Cette remarque essentielle est souvent omise dans les ouvrages qui 
ont J r a i t é de la question qui nous occupe; Cauchy a bien soin de sup-
poser la fonction <f continue dans son Analyse algébrique. 
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SI nous élevons à la puissance m les deux membres de 
l'équation (3), vi désignant un nombre positif quelconque, 
il vient 

ou bien 

la formule (4) est ainsi établie pour toutes les valeurs 
possibles de n , et nous ferons encore observer que cette 
formule est satisfaite en prenant Cj> [x) égal à a''. Procé-
dons maintenant à la détermination de la fonction A 
cet elfet, supposons d'abord x réel ; si dans l'équation (4) 
on change n en x et x en n , il vient 

en comparant cette formule avec (4), on trouve 

si l'on fait n = i dans celte formule, on a 

(j)(i) est une constante: en désignant celle constante par 
la lettre on a alors 

Supposons maintenant x imaginaire; si nous le rempla-
çons par X ^— I, il vient 

(7) 

or, en vertu de l'équation (4), on a 
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d'où l'on conclut 

Si l'on fait n = i dans cette formule, il vient 

ç f V — i ) est une constante que l'on peut désigner par 
r (eos 0 -H \j— i sin ô) -, l'équation précédente devient alors 

Cette équation, combinée avec (6) et (7), donne alors fina-
lement 

Telle est la fonction qui satisfait à la formule (i). 

M I . — RIA'ÔME NE INEWTON. 

Lorsque, dans la formule 

démontrée pour toutes les valeurs entières el positives 
de m, on vient à donner une valeur quelconque à m, le 
second membre devient une série, et il paraît naturel de 
se demander si, dans ce cas, la formule précédente est 
encore exacte. 

Si , dans la série qui forme le second membre de la 
formule précédente, on prend le rapport d'un terme au 
précédent, on trouve, pour expression générale de ce 
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e t la l i m i t e d e c e t t e q u a n t i t é e s t — s i d o n c l e m o d u l e 

d e X e s t m o i n d r e q u e i , l a sér ie e n q u e s t i o n sera c o n v e r -

g e n t e , e l l e sera d i v e r g e n t e d a n s l e cas contraire- , e n t i u , 

i l y a u r a d o u t e d a n s l e cas o ù l e m o d u l e de a: est i . N o u s 

s u p p o s e r o n s d o n c l e m o d u l e d e a: m o i n d r e q u e i ( p . 2 9 4 ) 1 

et n o u s p o s e r o n s 

(0 

En changeant m en y., on trouve 

Si nous multiplions ces deux formules membre à membre, 
nous obtenons (en suivant la règle donnée théorème IV, 
p . 2 9 1 ) , 

( 2 ] 
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Or, si m et /ui étaient entiers, ç {m) et © (,u) représente-
raient ( i - f - x ) " ' e t ( i - t -x) ' " , cp("z) 9 (a) représenterait 
donc (i H- x)'"'^'", et par conséquent on aurait 

( 3 ; 

Mais les formules (2) et (3) devant avoir lieu quel que 
soit X, on en conclurait (première Partie, Chapitre III, 

p. 52) 

( 4 ) 

Or, cette dernière formule a lieu pour toutes les valeurs 
entières de m et nous avons donc deux polynômes en-
tiers en m égaux pour une infinité de valeurs de m, c'est-
à-dire pour un nombre de valeurs de m supérieur à leurs 
degrés-, ils sont donc égaux pour toutes les valeurs de m. 
Il prenant des valeurs entières. Donnons alors à m une 
valeur quelconque ; les deux polynômes en question 
étant égaux pour un nombre de valeurs de p supérieur à 
leur degré le seront encore pour une valeur quelconque 
de fx : il en résulte que la formule (4) se trouve vérifiée 
pour deux valeurs quelconques de m et de fx. On peut 
donc à la formule ( 2 ) substituer la formule ( 3 ), lors même 
que m et fz ne sont plus des nombres entiers. Or, la for-
mule (3) peut s'écrire comme il suit : 

( 5 ) 
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Si nous supposons [x très-petit^ cf (w) se réduira sens i -
b l e m e n t à l 'un i t é ; en effets on peut écr ire 

mais la série qui entre dans les crochets est convergente, 
quelque petit que soit (x, car le rapport d'un terme au pré-
cédent a pour limite x, dont nous avons supposé le mo-
dule moindre que i •, donc, en faisant tendre vers zéro, 
on a 

on peut donc écrire 

w désignant une quantité qui a pour limite zéro. La for-
mule (5) donne alors 

ou bien 

c'est-à-dire, en faisant tendre fx vers zéro, 

La fonction cf (m) est donc continue, et l'équation (5) 
montre que l'on a pour toutes les valeurs réelles de m 

a désignant une constante [voyez p. 3o3). Pour détermi-
ner cetle constante, reportons-nous à l'équation (1)5 fai-
sons 771 = I, nous trouvons 

çp [m] est donc égal à (i -h x)'". On a donc, pour toutes les 
valeurs réelles de m et pour les valeurs de x dont le mo-
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dule est in fér ieur à i , 

(6) 

Il est bien entendu que, dans cette formule, le premier 
membre, qui, en apparence, possède plusieurs valeurs, 
devra toujours être pris avec son petit argument positif; 
en effet, nous avons vu que le second membie était une 
fonction continue de ni ; or, toutes les fois que x est réel, il 
faut évidemment prendre (i + a?)'" réel^ c'est-à-dire avec 
son plus petit argument positif; si l'on fait alors varier x 
en laissant son module inférieur à i , l 'argument de i -{-x 
ne varie pas de 2 7r (*) ; donc l'argument de (i 4- x)'", qui 
doit être une fonction continue de x (p. 274)5 ne varie 
pas de 2m7r, c'est-à-dire doit être pris avec sa plus petite 
valeur positive, quel que soit x. 

Nous n'examinerons pas le cas où.m est imaginaire : ce 
cas a été étudié par Abel dans un beau Mémoire inséré 
dans la collection de ses Œuvres complètes publiées i^ar 
Hoimboë. 

Si dans la formule (6) on pose x — ^^ et si l'on mul-

tiplie les deux membres par on trouve : 

( 7 : 

(*) On peut s'en assurer directement, mais il vaut mieux remarquer 
que si du point i comme centre on décrit un cercle avec un rayon égal 
au module de x, le point n - x restera sur ce cercle; or, mod. x étant p lus 
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mais cette formule ayant été déduite de (6) dans l'hypo-
thèse mod. X i , elle n'aura lieu que pour les valeurs de 
rt et de satisfaisant à la formule 

PllEMli iRE APPLICATION. L c S f o i m u l c s ( 6 ) Ct ( 7 ) SO«lt 

souvent utiles pour l'extraction des racines; ainsi l'on a, 
par exemple, 

si x est suffisamment petit, on peut poser 

l 'erreur est égale à 

si X est positif et moindre que i , les termes de cette série 
sont alternativement positifs et négatifs, l'erreur commise 

est donc (p. 282) moindre que ^ ^ x®, c'est-à-dire que 

-g-; si au contraire x est.négatif, l 'erreur est moindre que 

^ désignant la valeur absolue de x , c'est-à-dire moindre 

l)etit que i , ce cercle ne contiendra pas l 'origine, et par suite l ' a rgument 
de I - f -x ne variera pas de 27r, pu isque le point i - h x ne peu t pas déc r i r e 
un cercle complet au tour de l 'or igine. 

http://rcin.org.pl



3 1 2 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

que c est ainsi que 

D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . — Si l'on veut résoudre l'équa-
tion 

on fait usage de la formule 

si a est très-petit, on a alors 

Cette formule est identique aux formules trouvées (pre-
mière Partie, Chapitre VI, p. i53) . 

V I I I . —^ L I M I T E D E P O U R I?I = CE . 

Nous avons déjà rencontré un cas particulier de cetle 
expression, celui où l'on a x = i, et nous avons vu que 

lim ^ i H- —^ représentait la base des logarithmes népé-
riens; nous aurons souvent l'occasion de nous servir de 
cette quantité : aussi allons-nous donner un moyen de la 
calculer. 

L E M M E . — Si oc, j 3 , Y , . . . W représentent des nombres 
positifs et tels que Von ait 

« 
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on aura 

En effet, on a évidemment 

el, en multipliant de part et d'autre par i — y, 

et à fortiori 

et ainsi de suite. c. Q. F. D. 
Ceci posé on a, en supposant m entier (formule du 

binôme). 

O U b i e n 

Supposons actuellement que m augmente au delà de 
toute limite, et que x, dans cette circonstance, tende vers 
la limite Si l'on remplaçait dans le second membre de 
l'équation (i) chaque terme par sa limite, on s'exposerait 
à trouver un résultat différent de la limite cherchée de 

car le second membre de l'équation (i) se 

compose d'une infinité de parties, et dans ce cas, comme 
on sait, les théorèmes sur les limites ne sont plus appli-
cables (p. 128). 
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Or on a, en vertu du l e m m e , 

c'est-à-dire 

On a donc, en désignant par (5„_2 un nombre compris 
entre zéro et i , 

L'équation (i) peut alors s'écrire comme il suit : 

formule dans laquelle on a posé, pour abréger, 

Or on a 

( 3 ) 

en désignant par cp [x] la valeur de la série convergente 

( 4 ) 

Cette série est convergente, car le rapport d'un terme 
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cc * au précédent a pour expression générale -5 dont la limite 

est zéro (p. 295) ; de plus, ç (x) représente une fonction 
continue de x (p. 3oo), en sorte que la limite de ^ (jr) 
estc5)(^). En second lieu, les termes qui, dans la for-
mule (3), suivent cfl^), ont pour somme une quantité 
dont le module est inférieur à 

R désignant une quantité qui reste plus grande que le 
module de x. Or cette dernière quantité est le reste de la 
série convergente ®(R); elle a donc pour limite zéro; 
donc à fortiori les termes qui, dans l'équation (3), sui-
vent cp (x) , ont pour limite zéro, et l'on a 

La quantité abstraction faite du facteur — , qui a 

pour limite zéro, a un module qui reste inférieur à © (R) ; 
donc la limite de jS est zéro. L'équation (2) devient alors, 
en passant aux limites, ' 

( 5 ) 

N o u s avons supposé que m passait u n i q u e m e n t par des 
valeurs ent ières : fa isons- le m a i n t e n a n t passer par des 
valeurs quelconques , et soit p. l ' ent ier le p lus vo is in de m. 

La di f férence entre — et i est ± — el le est donc 

infér ieure à c'est-à-dire a p o u r l imi te zéro; par suite , 

— a pour l imi te l 'uni té , et — a pour l imi te 'E. Ceci posé, 
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on a 

Enfin on a 

c'est-à-dire, pour m= <x> , 

d'où l'on conclut 

La formule (5) est donc démontrée, de quelque ma-
nière que l'on fasse croître la valeur absolue de m. Si 
l'on suppose que x reste constant, on aura ^ — x , et la 
formule (5) deviendra, eu remplaçant (^[l) ou çp (x) 
par sa valeur (4), 

Si l'on pose 

la formule (6) donne pour x = i la valeur de la base 
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des logarithmes népériens, 

par suite, pour les valeurs réelles de x , 

et la f o r m u l e ( 6 ) d e v i e n t 

Nous allons étudier cette série plus complètement. 

I X . — S É R I E S E X P O N E N T I E L L E S E T C I R C U L A I R E S . 

Reprenons la série 

Cette série, qu'il est tout naturel d'étudier après les pro-
gressions géométriques et après la formule du binôme, 
est toujours convergente, quelle que soit la valeur réelle 
ou imaginaire donnée à x. En effet, dans cette série, le 
rapport d'un terme au précédent a pour expression géné-
rale quantité dont la limite est zéro (p. 296). Si nous 
désignons alors par © [x] la valeur de cette série, il vient 

On aurait de même 
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de là on tire, en vertu de la règle donnée p. 291, 

c'est-à-dire 

ou bien 

Or cette formule peut évidemment s'écrire comme il suit : 

Mais la fonction (p (x) est évidemment continue (p. 3oo) ; 
donc, en vertu du théorème démontré p. 3o3, on a 

pour toutes les valeurs réelles d e x . L'équation (i) devient 
alors 

pour X = I, cette formule devient 
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et fait connaître la valeur de la constante a. Nous avons 
désigné cette valeur par la lettre e, en sorte que l'on a 

Lorsque la variable est imaginaire, on a (p. 3o5) 

et en particulier 

en sorte que 

Cette formule peut être remplacée par les deux suivantes : 

Or la première de ces deux formules devant subsister 
quand on y change y en — j , on en déduit 

j - - - - - - , 

par suite, la seconde devient 

d'où l'on déduit 

( 5 ) 
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Cetle formule ayant lieu quel que soit y , faisons tendre 
celte variable vers zéro. Le second membre (p. apS) est 
une fonction continue d e y ; donc sa limite pour } —• o 
est I . On a ensuite 

„ 1 T • 1 sinSr 15 • / -1 
Or, pour = o, la limite de ^^ est 1 unité; il en re-
suite que le premier membre de l'équation (4) se réduit 
à 6 pour jr = o. On a donc 6 = i, et par suite les for -
mules (3) deviennent 

(5) 

Nous avons donc en résumé 

X . — U S A G E D E S F O R M U L E S P R É C É D E N T E S . 

Le nombre que nous avons désigné par e dans le para-
graphe précédent est, ainsi que nous l'avons vu, la base 
des logarithmes népériens. Pour calculer ce nombre, on 
part de la série 
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Il est facile de calculer une limite de l 'erreur commise 

en arrêtant la série au terme ; mais, pour plus 
1 . 2 . 3 . . ^ 

de généralité, nous considérerons la formule 

Si nous arrêtons la série au n -h i'®'"" terme, l 'erreur sera 

c'est-à-dire, si x est positif, inférieure à 

c'est-à-dire à 

Si l'on suppose x moindre que n , cette quantité est évi-
demment moindre que 

Lorsque x est négatif, -——r est une limite 
^ ° I . 2 . 3 . . . ( « + I ) 

de l 'erreur. 
Le nombre e est incommensurable et égal à 

2 , 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9 0 4 5 . . . . 

Pour démontrer l'incommensurabilité du nombre e, il 
suffit d'observer que si l'on pouvait avoir 

(i) 
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P ei q désignant deux entiers, on en déduirait, en multi-
pliant par 1 . 2 . 3 . . . q, 

1 

Or cette égalité est absurde. En effet, le premier membre 
est entier; quant au second, il est évidemment fraction-
naire, car 

c'est-à-dii 

o u b i e n 

La formule (i) est donc absurde et le nombre e incom-
mensurable. c. Q. F. n. 

Les formules 

sont l e s p lus c o m m o d e s q u e l 'on pu i s se e m p l o y e r d a n s l e 
ca lcu l des l i g n e s t r i g o n o m é t r i q u e s d 'un arc d o n n é ; e l l e s 
s o n t t r è s - c o n v e r g e n t e s l or sque l 'arc est p e t i t : la l i m i t e 
de l ' erreur d a n s ces sér ies est éga le au p r e m i e r t e r m e 
n é g l i g é . 

La f o r m u l e 
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devient, en remplaçant x par or/a, la caractéristique l 
servant à désigner un logarithme pris dans la base e, 

et cette formule peut servir au calcul de a^. 

X I . — T H É O R I E DES E X P O N E N T I E L L E S I M A G I N A I R E S . 

La fonction cf (2), définie par la formule 

jouit, comme nous avons vu (p. 317), de toutes les pro-
priétés de la fonction exponentielle : elle se réduit pour 
les valeurs réelles de z à e ' ; il est donc naturel de la dési-
gner par le symbole lorsque z devient imaginaire. Or 
nous avons trouvé (p. 32o) 

il en résulte 

et en particulier, pour x = o, 

(0 

Telle est la formule trouvée par Euler et qui lie les 
exponentielles aux lignes irigonométriques : cette for-
mule ne constitue pas, à proprement parler, un théorème ; 
elle renferme au contraire une définition, celle du sym-
bole 
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Nous définirons le symbole par la formule 

démontrée dans le cas où x est réel. 
Nous appellerons logarithme de x dans la base a la 

([uantité z qui satisfait à la formule 

Si Ton remplace x par r ( c o s 0 - h y — i sin0) et z par 
sj— I, il vient 

c'est-à-dire, en vertu de la formule (i). 

On déduit de là 

c'est -à-dire 

On a donc finalement 

Si dans cette formule on suppose 0 égal à zéro, ou trouve 

Cette formule montre que les quantités positives, outre 
leur logarithme réel, ont encore une infinité de loga-
rithmes imaginaires ; si l'on.y fait r = i , on trouve 
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Celle formule faîl connaître les logarithmes imaginaires 
de l 'unité. 

Il va sans dire que les formules 

s'appliquent aux logarithmes des quantités imaginaires 
comme à ceux des quaniités réelles, avec certaines res-
trictions analogues à celles que nous avons rencontrées 
dans le calcul des radicaux. 

X I I . G É N É R A L I S A Ï I O J N U E S FOIVMI L E S T U I G O K O M É T U I Q T L E S . 

Si l'on reprend les formules 

( 0 

et si l'on observe que les seconds membres restent con-
vergents quand on suppose x imaginaire, on pourra re-
garder ces formules comme définissant, dans tous les cas 
possibles, les fonctions s inx et cosx. Nous définirons les 
autres lignes trigonoinétriques à l'aide des formules 

Des formules (i) on lire identiquement 

C'est la formule d'Euler déjà démontrée plus haut-, on 
en déduit, par le changement de x en — x , 
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et par suite 

(2) 

Ces formules peuvent servir à vérifier toutes les formules 
de la Trigonométrie-, ainsi on en déduit 

Les formules (2) montrent que les fonctions cos 
sont réelles. On leur a donné les 

noms de cosinus et de sinus hyperboliques. 
Les fonctions arcsinor, a rccosx , arc tangx, etc., 

seront définies par les formules 

Calculons, par exemple, arc tang ( j V^—i) ; on a 

ou bien 

Si l 'on pose dans cette formule tangx = u, on en déduit 

et par suite 

l désignant un logarithme pris dans la base e. Si l 'on 
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change dans cette formule u enj'- \J—1, on a 

ou bien 

Pour plus de détails, on peut consulter divers Mémoires 
de Cauchy dans les Nouveaux Exercices de Mathéma-
tiques, t. IV. 

X I I L — D E S F O N C T I O N S T R A N S C E N D A N T E S C O N S I D É R É E S 

C O M M E L I M I T E S D E F O N C T I O N S A L G É B R I Q U E S . 

Reprenons la formule 

(0 

démontrée p. 8 1 2 5 pour .r = 1 e l le devient 

Si dans la formule (i) on pose m = on a 

et pour X = i, 

La formule (i) donne, en changeant x en ±x\J—i. 
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donc, en vertu des formules démontrées p. 320', 

Si dans la formule (i) nous posons il vient 

SI 1 on avait rigoureusement 

on déduirait de cette formule 

Tout porte donc à penser que la limite de l'expression 

pour est égale à Iz. Posons 

d'où l'on tire 

l'expression (2) deviendra 
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mais quand on passe aux limites, a pour limite e, 
et par suite l'expression ( 2 ) 3 pour limite Iz. On a donc 

ou bien 

( 3 ) 

Comme on peut faire z — e dans cette formule, on a 

donc 

X I \ . — S É R I E S L O G A U I T H M I Q U E S . 

Si dans la formule 

on pose on a 

en supposant mod la formule du binôme donne 

ou 
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Or, si nous désignons par R une quantité plus grande que 
le module d e x , mais plus petite que i , la série 

sera convergente, comme ayant ses termes respectivement 
plus petits que ceux de la progression géométrique dé-
croissante 

On pourra donc toujours prendre n assez grand pour que 

et à fortiori pour que 

mod 

quelque petit que soit a . Or on peut toujours prendre cf. 
assez petit pour que 

d i f f è r e d e 

d'une quantité dont le module soit inférieur à o ; en sorte 
que la formule (i) peut s'écrire 

n désignant une quantité dont le module reste inférieur 
à 2cî lorsque l'on fait diminuer indéfiniment a . Or 
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étant aussi petit que l'on veut, on aura rigoureusement 

b ) 

Mais cette formule n'est démontrée que pour les valeurs 
de X dont le module est inférieur à x-, il ne faudrait donc 
pas en conclure 

( 3 ) 

en passant aux limites, car la valeur de cette série n'est 
peut-être pas continue pour x=i. Pour faire sentir tout 
ce que ce raisonnement a de vicieux, observons que l'on 
peut intervertir les termes de la série (2), puisque cette 
série ne perd pas sa convergence quand on réduit ses, 
termes à leur module, et l'on a ainsi 

^ J T tt 
Si l'on en concluait 

>3 2 o 7 4 9 I I 

la formule (3) donnerait 

formule que nous avons reconnue inexacte p. 286. 
Si dans la formule (3) on change x en — x , et si l'on 

retranche l'équation ainsi obtenue de l'équation (3), on 
trouve 

http://rcin.org.pl



3 3 2 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

et en changeant x en 

Posons maintenant 

on en tire 
et la formule (4) devient 

( 6 ) 

Telle est la formule que l'on emploie quand on veut eflec-
tuer le calcul des logarithmes des nombres; en y faisant 
N = 1, 2, 3 , . . . , on trouve 

O n arrive a ins i à ho. E n dés ignant alors par M le m o -
dule des logar i thmes vulgaires , o n a 

et par conséquent la formule (6) donnera 
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On pourra faire N = looo dans cette formule, et elle fera 
connaître le logarithme de l o o i , puis celui de 1002, etc. 
On a proposé d'autres formules encore plus expéditives; 
nous renverrons le lecteur curieux d'approfondir cette 
question à l'excellent ouvrage que M. Koraleck a publié 
sur ce jsujet. 

X V . — C A L C U L n u N O M B R E TT. 

Reprenons la formule 

Si l'on y fait x =y ^— 1, on a 

(0 

Or on a (p. 324) 

La formule (i) devient alors, en observant que h n'a pas 
forcément la même valeur dans ces deux formules, 

Pour j^ = o, le second membre de celte équation s'an-
nule-, il doit donc en être de même du premier-, donc 
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A = O 5 donc enfin 

et cette formule est démontrée pour toutes les valeurs 
de comprises entre H- i et — i . 

Il est aisé de vérifier la formule 

d'où l'on conclut 

Cette formule est éminemment propre au calcul de tt. 

EXERCICES. 

•1. Les séries 

sont-elles convergentes? Trouver leurs valeurs. 

2. Trouver les valeurs des séries 

entre quelles limites ces séries sont-elles convergentes? 
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3. Démontrer les formules 

entre quelles limites restent-elles exactes lorsque n n'est pas un 
nombre entier? 

Lorsque l'on y fait nx — z, et que l'on y fait « = QO , on en 
dé'duit 

on propose de rendre ce raisonnement rigoureux. 

4. Convergence et divergence de la formule du binôme, lorsque 
l'on suppose la lettre ordonnatrice égale à i . 

5. Démontrer les formules 

G. On admettra que les fonctions tangj:- et xcoix soient déve-
loppables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
de leurs variables ; on emploiera la méthode des coefficients indé-
terminés pour trouver les différents termes de ces séries. 

7. La fonction log^ ne saurait coïncider avec aucune fonction 
rationnelle de x. 

8. Mettre les expressions arc tang 

et arc cos l sous la forme 
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9. Développer en série ordonnée suivant les puissances crois-
santes de X les expressions suivantes : 

10. Démontrer les formules 
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CHAPITRE V. 

SUR LES E X P R E S S I O N S C O N T I N U E S . 

I . — DES sÉniKs ooiiBLEs. 

Concevons qu'à l 'intérieur d'un angle droit on mène 
une série illimitée de lignes équidistantes parallèles à cha-
cun des côtés-, on formera ainsi une sorte de quadrillage. 
Supposons maintenant qu'à l'intérieur de chacun dos 
petits carrés ainsi formés on inscrive une quantité réelle 
ou imaginaire, on obtiendra ce que l'on appelle une série 
double-, pour simplifier le langage, nous supposerons 
toujours l 'un des côtés de l'angle droit vertical et l'autre 
horizontal. 

Une série double est convergente lorsqu'en prenant 
Hi termes dans la première rangée horizontale, rî  dans la 
seconde, etc., «,„ dans la et en faisant la somme 
ainsi obtenue, cette somme tend vers une limite fixe appe-
lée valeur de la série ; lorsque les nombres m, /Zj, Wj,. . . , 

augmentent indéfiniment, quelle que soit du reste la 
loi d'après laquelle ces nombres grandissent. Une série 
double qui n'est pas convergente est divergente. , 

Cauchy a étudié les séries doubles dans son Analyse 
algébiique et dans ses Résumés analytiques^ mais il faut 
avouer que ses arguments n'ont pas toujours toute la 
rigueur que l'on exige dans l'étude des sciences exactes. 
11 y a entre les séries doubles et les séries ordinaires une 

I . 2 2 
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analogie de propriétés semblable à celle que l'on ren-
contre dans l'étude de la Géométrie plane et de la Géomé-
trie dans l'espace; c'est ce que l'on peut reconnaître dans 
l'énoncé des propositions suivantes, dont nous laisserons 
la démonstration aux soins du lecteur. 

1° Pour qu'une série double soit convergente, il faut 
que les termes tendent vers zéro à mesure que l'on s'é-
loigne du sommet de l'angle droit. 

Lorsqu'une série double a ses termes positifs et 
moindres respectivement que ceux d'une autre série à 
termes positifs et convergente, elle est elle-même conver-
gente. 

3° On n'altère pas la convergence d'une série double 
en changeant les signes de quelques termes. 

4° Une série double à termes imaginaires est conver-
gente si la série des modules de s«s termes l'est elle-même. 

5° Lorsqu'une série double ne perd pas sa conver-
gence quand on réduit les termes à leur module, on peut 
sans inconvénient intervertir l'ordre de ses termes. 

6° La somme des valeurs de deux séries doubles con-
vergentes est une série ayant pour termes la somme des 
termes correspondants des séries proposées. 

La série 

« 

est convergente pour 
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I I . — D E S P R O D U I T S D ' U N N O M B R E I N F I N I U E F A C T E U R S . 

Si l'on considère des facteurs en nombre ilb'mité mais 
dans un ordre déterminé, on dit que leur produit est 
convergent si le produit des n premiers tend vers une 
limite déterminée différente de zéro, lorsque n augmente 
indéfiniment. 

T H É O R Î Î M E I . — TJn produit quelconque peut se niettro 
sous la forme 

et, pour qu'il soit convergent, il faut que a„ tende vers 
zéro. 

En ed'et, en appelant P„ le produit des n premiers fac-
teurs, on a 

Or la limite de P„, si le produit en question est conver-
gent, doit être la même que celle de P„_, ; donc a„ doit 
avoir pour limite zéro. 

T H É O R È M E II. — Le produit suivant, dans lequel A , , 

«2,. . ., a„ sont positifs, 

(0 

est convergent ou divergent en même temps que la série 

En effet, on a 

P„ ou 

Si donc la série {2) diverge, a, « j -f- • • • H- augmente 
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indéfiniment; donc P„ augmente indéfiniment avec n et 
!e produit (i) est divergent. 

D 'un autre côté, on a 

donc 

Si donc la série (i) est convergente, P„ aura une limite 
pour re = 00 , et par suite le produit (i) sera convergent. 

T H É O R È M E I I I . — Lorsque le produit 

(1) 

est convergent, la série 

( 2 ) 

Vest aussi. 

T H É O R È M E I V . — Si le produit ( I ) devient convergent 
quand on remplace «j, «s,... par leurs modules, il 
Vêtait primitivement. 

F̂ n effet, considérons la série (2); si l'on désigne en 
général par /5„ le module de a„, on pourra poser 

Q désignant une quantité dont le module est inférieur 
à I (*). Mais par hypothèse le produit 

( * ) On sait, en effet, que le logarithme népérien de i - h - a „ est 

c'est-à-dire égal à plus une quantité dont le module 
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est convergent: donc la série dont le terme général est p„ 
est convergente (théorème II) 5 donc à fortiori celles dont 
les termes généraux sont a„ et Qpl ; donc enfin la série (2 ) 
est elle-même convergente. c. Q. r. D. 

M . — D E S F R A C T I O N S C O N T I N U E S . 

On appelle fraction continue une expression de la 
forme 

dans laquelle les quantités «Zi, «rg, «3,. . . , /;»,, Z'a, b^.. . . 
peuvent être en nombre illimité. Dans ce dernier cas, 
il est indispensable de définir ce que l'on appelle valeur 
de la fraction continue. 

Lorsque l'expression 

est inférieur à ou i • Or on peut supposer 

inférieur à alors le module de la quanti té négligée, en prenant 

'('"+"'='-«) égal à «„, sera inférieur à p^ ; cette quanti té el le-même pourra 
donc être représentée par Op\ 0 désignant une quanti té dont le module 
est inférieur à i . 
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que nous désignerons par le symbole tend vers une 

limite finie quand n croit indéfiniment, la fraction con-

tinue est dite corwergenie, et la limite de ou ^ 

est ce que l'on appelle la valeur de la fraction continue-, 

dans le cas où §'[ ^ ne tend vers aucune limite, la frac-b 
tion est divergente. 

La valeur de ^ est ce que l 'on appelle la n'®'"̂  ré-

duite j y , y ' ' " ^^ appelle les fractions 

intégrantes. 
Occupons-nous de la formation des réduites. On a 

La loi de formation de ces réduites est exprimée par la 
formule suivante : 

dans laquelle P. désigne d'une manière générale le numé-
rateur et Q. le dénominateur de la i'"'" réduite. Pour dé-
montrer la formule (2), admettons qu'elle se vérifie jus-
qu'à une certaine valeur m de changeons m en m -h i ; 
nous allons voir qu'elle subsiste pour la nouvelle valeur 
de n. En effet, pour passer de la ni + i'®'"' réduite à la 

m -h 2'"'"% il suffit de changer en -h ^ ^ ; il 
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v ien t alors 

c 'es t -à-d ire 

La formule (2) est donc vérifiée pour 77. = m + i,- or elle 
est satisfaite pour n = 2, comme le prouve la relation (i) ; 
elle l'est donc pour « = 3, par suite pour « = • • • 5 
donc elle est générale. c. Q. F. D. 

Les numérateurs et les dénominateurs des réduites 
peuvent se mettre sous la forme de déterminants ; ainsi 
on a généralement : 

( 3 ) 

Ces deux formules remarquables peuvent, comme la pré-
cédente, se découvrir par voie d'induction 5 elles se véri-
fient directement pour n = 1, 2, 3 : en admettant qu'elles 
se vérifient pour n = m, il est facile de voir qu'elles se 
vérifient encore pour n = m- \ - i , et par suite, comme 
elles ont été vérifiées pour n = 3, elles le sont pour 
n 4> 5, 6 , . . . . En effet, pour passer de P,„ à il 
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faut avoir recours à la f o r m u l e 

Pm+I ^^ Pm̂ m̂+l Pm—l'̂ m+l 5 

or , si l ' on o i d o n n e le d é t e r m i n a n t 

par rapport aux éléments de la dernière ligne, on 
trouve qu'il est précisément égal à H- P,„_i'''m+i-
Donc, etc. c. Q. F. n. 

I V . — C O N V E R S I O N D E S F R A C T I O N S C O N T I N U E S E N S É R I E S . 

L E M M E . — Le déterminant — Qn+I P» ^ pour 
expression 

En effet, en remplaçant P„+i et par leurs valeurs, 
on a 

ou 

Si l'on transforme le second membre de cette formule 
comme on a transformé le premier, et ainsi de suite, on 
tombe finalement sur la formule 

La di f lérence entre d e u x réduites consécut ives est d o n n é e 
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par la formule 

c'est-à-dire, en vertu du lemme précédent, 

Ceci posé, ou a identiquement 

c'èst-à-dire 

^ p 

Cette formule montre que tend vers une limite finie 
V«+i 

ou indéterminée pour « = oo , selon que le second mem-
bre tend aussi vers une limite finie ou indéterminée 
pour = 00 5 en d'autres termes, la fraction continue 

eT, - est convergente ou divergente en même temps que 

la série 

( 4 ) 

et de plus est égale à la valeur de cette série lorsqu'elle 
est convergente. 

V . — R È G L E S D E C O N V E R G E N C E D E S F R A C T I O N S C O N T I N U E S . 

Les règles de convergence encore peu nombreuses et 
peu étudiées des fractions continues se déduisent de la 
considération de la série (4). 
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T H É O R È M E I . — Si les quantités b^,. . 
sont toutes positives et si le produit b^b^. . .b„ augmente 

indéfiniment avec la fraction continue sera 

En efl'et, les déterminants (3) montrent que Q„ est 
supérieur au produit bb^b^ • - - bn, et par suite la série (4), 
dans le cas que nous examinons, a ses termes alternati-
vement positifs et négatifs et indéfiniment décroissants ; 

elle est donc convergente, et par suite la fraction j 

l'est également. c. Q. F. D. 
Le second déterminant (3) peut encore s'écrire : 

on en déduit, en supposant a , , «s,. . ^i , ^4,... positifs, 

o u b i e n 

O n p e u t d o n c é n o n c e r le t h é o r è m e s u i v a n t . 

T H É O R È M E I I . — Si le produit 
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a pour limite zéro quand n augmente indéfiniment, la 

fraction ^ est convergente. 

V I . C O N V E U S I O N D E S S É U I E S E N F R A C T I O N S C O N T I N U E S 

V 

Reprenons la formule (4) 

( 4 ) 

posons 

( 5 ) 

n o u s aurons 

Si l'on observe alors que 

cette formule devient 

d'où l'on conclut 

c'est-à-dire, en vertu de l'équation (5), 

d'où l'on tire 

(6) 
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Lorsqu'on se sera donné b^b^. . . , ainsi que 
les valeurs de a ^ a ^ . . . en résulteront immédiatement 
par la formule précédente. Or on peut choisir 

et l'on aura 

d'où résultera la formule suivante, en choisissant 

Celte formule peut s'écrire comme il suit : 

c'est-à-dire, en posant 
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E X E M P L E : 

Cette formule est due à mylord Brounker, créateur de la 
théorie des fractions continues. 

Dans la formule (6) remplaçons «„ par ^ , il 

vient 

Or nous pouvons prendre 

alors, en observant que la formule (6) ne s'applique pas 
au cas de n = o, et que a^ et h^ doivent être déterminés 
directement à l'aide des relations 

nous aurons 

On trouve ainsi 
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OU b i e n 

V I L — A P P L I C A T I O N S D E LA T H É O U I E DES F R A C T I O N S 

CONTINTIES A L ' A N A L Y S E N U M É R I Q I I E . 

Lorsqu'on veut démontrer l'incommensurabilité de 
certaines transcendantes, un excellent moyen consiste à 
les développer, si l'on peut, en fractions continues, et le 
théorème suivant permet alors, dans un grand nombre 
de cas, de trancher la question. 

T H É O R Î Î M E L — Si les fractions sont toutes b, b^ 

en valeur absolue moindres que i, la fraction ^ re-
présentera un nombre incommensurable, pourvu que 
l 'on nait pas, quel que soit n, i. 

Nous supposerons a j , ft,, a^, . . . entiers, mais du 
reste quelconques, positifs ou négatifs. On aura d'aboid 
en valeur absolue 

mais ^ étant inférieur à l'unité, sera encore b^ hi 
plus grand que a^, car la différence entre «j et b̂  est au 

moins d'une unité, en sorte que quand même ^ serait 

de signe contraire à , on aurait toujours 
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En continuanl ce raisonnement, on voit que ^ » 

n étant un nombre fini, sera moindre c|ue i ; mais on 

ne peut pas affirmer à priori que ^ soit moindre que i . 

Tout ce que l'on peut dire, c'est que la limite de est 

au plus égale à i . Mais pour que ^ = i , il faudrait 

que bi différât de a j d'une uni té et que l'on eût ^® ^ = i , 

c'est-à-dire que b^ différât de a^ d'une unité, etc. 5 en 

sorte que l'on aura = i dans un seul cas représenté 
par la formule 

Ce cas est le cas d'exception signalé dans notre énoncé. 
Posons alors 

on aura 

c'est-à-dire 

E A , o u C = « , A — 

Si donc B et A sont entiers, C le sera aussi, et ainsi de 

suite. Or si ^ est cornmensurable, on peut supposer 

A et B entiers; mais on a 

c'est-à-dire 
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Ainsi A, B, C , . . . seraient des nombres entiers indéfi-

niment décroissants, ce qui est absurde; donc est 

incommensurable. 

P R E M I È R E APPLICATION. — La fraction dans la-

quelle a est un entier, est incommensurable. Supposons 
cet entier constant, et soit z la valeur de la fraction, on 
aura 

c'est-à-dire 

ou bien 

est donc toujours incommensurable; donc enfin 
a- -h 4 n'est jamais un carré parfait si l'on a a ^ i , ce 
qu'il est facile d'établir directement. 

D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . — Posons 

Le second membre de cette formule est une série conver-
gente, car le rapport d'un terme au précédent a pour 

expression générale ^̂  ^̂  ^^^ quantité qui a pour 

limite zéro pour n = . On a, en changeant z en z + i, 
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d'où l'on tire aisément 

ou, en multipliant par • 

Si l'on pose alors 

on pourra écrire l'équation précédente comme il suit : 

ou bien 

En changeant z e n z + i, on a 

et par conséquent 

( 3 ) 
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Or si l'on fait i on a, en vertu de l'équation (2), 

Cette équation peut encore s'écrire (p. 319) 

( 4 ) 

En second lieu, la fonction (2) peut se mellre sous la 
forme 

et si l'on fait augmenter i indéfiniment, tend 

évidemment vers zéro, en sorte que pour l'équa-

tion (3) devient 
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Changeons x en • , nous aui ons 

( 5 ) 

Quel que soit x, les fractions finissent par 

devenir moindres que i . Si donc nous supposons x en-

tier, nous voyons que — ^ ^ est une quantité incom-

mensurable en vertu du théorème précédent; donc est 

aussi incommensurable. Ainsi : 

T H É O K Î Î M E II. — Les paissafices entières du nombre e 
sont incommensurables. 

Dans la formule (5) changeons x en x \J—i, nous 
aurons 

c'est-à-dire (p. 326), en vertu des relations connues, 
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ou bien, en changeant x en —, 

On voit donc que si un are ^ est commensurable, sa 

tangente ne l'est pas, car les fractions 

finissent par devenir moindres que l 'unité; il en résulte 

que le nombre ^ est incommensurable, car s'il était 

commensurable, sa tangente, qui est i , serait incommen-
surable. On en conclut le théorème suivant : 

T H É O R È M E III. — La circonférence d'un cercle esl 
incommensurable avec son rayon. 

VIII. — A P P L I C A T I O N D E LA T H É O R I E DES F R A C T I O N S 

C O N T I N U E S A LA R É S O L U T I O N E N N O M B R E S E N T I E R S DES 

É Q U A T I O N S I N D É T E R M I N É E S D U P R E M I E R D E G R É . 

Considérons l'équation 

dans laquelle nous supposerons b, c entiers; rédui-

sons ^ en fraction continue, et, à cet effet, soit a^ le plus 

grand entier contenu dans y Posons 
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on déduit de là 
3 5 ' 

On peut poser 

et ainsi de suite; on a alors 

Cette fraelion est forcément limitée, sans quoi (p. 35o) 
le second membre ne saurait représenter un nombre 
commensurable. 

Cl '' Cl 
Soit — ravant-dernière réduite, — la dernière, on a 

(p. 344) pour deux réduites consécutives quelconques la 
relation 

de là on peut conclure que les réduites sont des fractions 
irréductibles. En effet, si a' et b' avaient un facteur 
commun, il devrait diviser ± i , ce qui est absurde; ceci 
posé, ^H est égal à Supposons que a ci b soient pre-
miers entrç eux, on aura alors a" — b" =. b et 

d'où l'on tire 

On satisfera donc à l'équation proposée en prenant 
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Connaissant une solution, on connail facilement toutes 
les autres. En effet, soit (.ro, j o ) une solution, on aura 

on déduira de cette équation et de la proposée 

et celle équation peut remplacer la proposée; on en déduit 

Or a et b étant premiers entre eux, pour que j soit une 

solution entière, il faut et il suffit que • " ̂  '• soit un 

entier, et l'on a alors, pour satisfaire à la question, les 
systèmes de valeurs suivantes : 

I 
I 

INous avons supposé a et b premiers entre eux; s'ils ne 
l'étaient pas et si du reste b, c n'avaient plus de divi-
seur commun, il est facile de voir que l'éqnation 

n'aurait pas de solutions entières,'sans quoi le plus grand 
commun diviseur de a et b diviserait le premier membre 
de l'équation sans diviser le second. 

Si b, c avaient un facteur commun, il faudrait le 
supprimer, après quoi on rentrerait dans le cas que nous 
venons de traiter. 

http://rcin.org.pl



CHAPITRE VII. 3 5 9 

i . On a 

EXERCICES. 

± Démontrer que TT' est un nombre incommensurable. 

3. Trouver la valeur de la fraction 

4. Développer le nombre TT en fraction continue, de telle sorte 
que les numérateurs soient l'unité (du moins, trouver les premiers 
termes de la fraction continue); former les réduites successives. 

5. Étant donnée l'équalion 

dans laquelle « el N sont deux entiers, on propose de développer a; 
en fraction continue dont les numérateurs soient l'unité et dont les 
dénominateurs soienl entiers (trouver seulement les premiers termes); 
former les réduites. 

6. Démontrer les formules 
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CHAPITRE VI. 

THÉORIE DES FONCTIONS ENTIÈRES. 

1 . — R A P P E L D E Q U E L Q U E S N O T I O N S F O N D A M E N T A L E S . 

T H É O R È M E 1 , — Lorsquun polynôme entier F (J : ' ) 
s^annule pour x = a, il est divisible par x— a. 

T H É O R È M E I I , — Lorsquun polynôme entier F ( X ) 

s'annule pour x = a, x = b,. . x = 1, û peut se 
mettre sous la forme 

çp [x] désignant un autre polynôme entier. 

T H É O R È M E I I I . — Un polynôme entier F ( X ) ne peut 
s'annuler pour plus de valeurs de sa variable quil ny 
a d'unités dans son degré. 

T H É O R È M E I V . — Deux polynômes entiers F ( X ) et 
f { x ) , dont les degrés sont au plus égaux à m, ne peu-
vent être égaux pour plus de m valeurs de x sans être 
identiques, c'est-à-dire sans avoir leurs coefficients égaux 
chacun à chacun. 

T H É O R È M E V . — Deux polynômes F ( X , J , z,...), 
/ ( x , r? -z, • • ) du degré m au plus par rapport à x , du 
degré n au plus par rapport ày, etc., ne sauraient être 
égaux pour plus de m systèmes de valeurs de leurs va-
riables sans être identiques, c^est-à-dire sans avoir leurs 
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coefficients égaux deux à deux, si Von a 

La démonslralion de ces théorèmes a déjà été donnée 
dans la première Partie de cet ouvrage, en supposant les 
fonctions et les variables réelles ; mais il est facile de voir 
que cette hypothèse n'empêche pas la généralité des 
résultats. 

I L — D E S F O N C T I O N S D É R I V É E S . 

P R O B L È M E . — Étant donné un polynôme entier 

(0 
on demande d'effectuer le développement de F(r-|-//) 
suivant les puissances de la quantité arbitraire h. 

La solution de ce problème sera pour nous d'une ex-
trême importance, comme nous le verrons dans la suite. 
En changeant dans la formule (i) x en x ->r h, on a 

Pour effectuer le développement de F( j : - f -7z) , il suffit 
évidemment d'appliquer la formule du binôme à chacune 
des quantités (a:-f- / i ) , ( o r - h / « ) % . . . , (x- ( - / i )" qui 
entrent dans l'équation précédente et d'effectuer la ré-
duction des termes semblables. En procédant ainsi, on 
voit que le coefficient de A' dans le résultat se compo-
sera de la somme algébrique des coefficients de A' dans 
f x - h . . , + respective-
ment multipliés par <7̂ , <2,, a.,. Sa valeur sera donc 
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En désignant par F '̂̂  (x) le polynôme entre crochets, on 
a donc 

( 3 ) 

F ' [x) est ce que l 'on appelle la dérivée de F [x] -, sa va-
leur s'obtient en faisant i = i dans la formule (2), et l'on a 

sa valeur se déduit, comme on voit, de F(.T) en multi-
pliant chaque terme par l'exposant de x dans ce terme 
et en diminuant cet exposant d'une unité. En faisant 
i = 2, on a 

F " [x) se déduit de F ' [x] comme F ' [x] stî déduisait de 
F (x) , en sorte que F"(a : ) est la dérivée de F ' (x) ou 
encore la dérivée seconde de F ( . r ) ; est la déri-
vée de F " ) ou la dérivée troisième àe F ( x ) , etc. On 
voit que la n -+-1'''"" dérivée de F (.r) est nulle. 

R E M A R Q U E . — Le développement de F [ x - h h) or-
donné suivant les puissances de Ji ne peut être elfectué 
que d'une seule manièie, en vertu du théorème IV, 
p. 36o ; on peut donc définir la dérivée d'un polynôme 
comme il suit : 

La déi'ivée d'un polynôme F (x) est le coefficient de h 
dans le développement de ¥ [x-{-h) ordonné suivant les 
puissances entières et positives de h. 

T H É O R È M E L — La dérivée d'une fonction entière 
F (x) est la limite vers laquelle tend le rapport de Pac~ 
croissement F(x-t-//)—F (-a^) que prend cette fonc-
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lion, pour un accroissement h de sa variable, à Vac-
croissement de cette variable lorsque ce dernier tend 
vers zéro. 

En eftet, en vertu de la formule (3), on a 

on en déduit 

Si l'on fait tendre h vers zéro, les termes qui con-
tiennent h en facteur dans le second membre s'éva-
nouissent et l'on a 

( 4 ) 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
C O R O L L A I R E . — Nous avions déjà démontré la conti-

nuité de la fonction .X'", celle de la fonction entière s'en 
déduit immédiatement; toutefois la formule (4) conduit 
simplement au même résultat. En effet, si à l'accroisse-
ment infiniment petit h de la variable x ne correspondait 
pas un accroissement infiniment petit F ( x A ) — F ( x ) 
A I E • 1 F ( : R / / ) — , de la fonction, le rapport ^ j ^ n aurait pas 

de limite. 

T H É O R È M E I I . — Lorsque la dérivée d'un poljnôme 
t (x) est positive, le polynôme croît en même temps 
que .r,- lorsque cette dérivée est négative, le polynôme 
décroit quand on fait croître x . 

En effet, puisque l'on a 
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on peut écrire 

e désignant une quantité qui tend vers zéro avec h et 
dont l'expression est du reste donnée par la formule (3) ; 
on en conclut 

Si donc est positif, on voit que l'on pourra tou-
jours prendre e assez petit pour que F ' ( x ) donne son 
signe au second membre de l'équation précédente, pourvu 
que h soit positif, et alors — F (x) sera de 
même signe que F ' (.r) pour les petites valeurs de /î, ce 
qui revient à dire que F (o:) croît avec x si F ' [x) est 
positif, et décroît dans le cas contraire. 

Nous terminerons ces considérations en montrant 
comment on peut, dans certains cas, simplifier la re-
cherche de la dérivée d'un polynôme. Soient F i ( x ) , 
Fs (jc), Fs ( x ) , . . . , Fi (x) des polynômes entiers 5 propo-
sons-nous de calculer la dérivée de leur produit. 

Désignons le produit en question par f { x ) , sa dérivée 
est le coefficient de h dans J'[x + h) \ or, on a 

c'est-à-dire, en désignant par F', (.r), F j (x) , . . . les déri-
vées de Fi (x), Fa (x ) , . . . , 

Or, il est aisé de voir que le coefficient de //, dans le 
second membre de cette équation, est égal à 

Ainsi, on peut énoncer le théorème suivant : 
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T H É O R È M E I I I . — La dérivée d'un produit de plu-
sieurs; polynômes est égale à la somme des résultats ob-
tenue en multipliant la dérivée de chacun d'eux par le 
produit des autres. 

C O R O L L A I R E I . — On en déduit facilement la formule 
suivante : 

( 5 ) 

qui nous sera fort utile dans la suite. 
C O R O L L A I R E I I . — Si l'on suppose 

on trouve, pour la dérivée de [F(a : ) ] ' , 

I I I . — T H É O R È M E D E D ' A L E M B E R T . 

Toute équation de la forme 

dans laquelle F(z) re.présente un polynôme entier à 
coefficients réels ou imaginaires de la forme a -h (3 y/—j, 
admet nécessairement une racine de la même forme. 

Ce théorème est souvent attribué à Cauchy. Voici 
comment Gauss s'exprime à ce sujet dans un Mémoire 
publié en 1799 (*) : 

« Prima theorematis demonstratio illustri geometrœ 
d'Alembert debetur [Recherches sur le calcul intégral. 
Histoire de V Académie de Berlin, année 1746, p. 182 

( " ) Cauchy, né vers 1789, n'avait donc guère plus de dix ans. 
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etsuiv.). Eadem exslat in Bougainville [Traité de Calcul 
intégral^ Paris, 1754, p. 47 et suiv.), » 

Gauss, dans le Mémoire en question, discute successi-
vement plusieurs démonstrations données par d'Aleni-
bert, Euler, Foncenex et Lagrange^ enfin il propose la 
sienne, qui, extrêmement remarquable en elle-même, 
prête cependant à des objections sérieuses sur la conti-
nuité des fonctions. 

La démonstration que l'on va lire est au fond celle que 
Cauchy a donnée à l'aide de considérations géométriques 
et infinitésimales dans le tome IV (p. 169) des Nouveaux 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 

Soit ^ la valeur de z pour laquelle F (z) a le plus petit 
module; nous allons montrer que ce module minimum 
est zéro. A cet elfet, supposons-le différent de zéro : soit h 
une quantité quelconque, on aura 

/ désignant l'ordre de la première dérivée de F ( z ) qui 
ne s'annule pas pour z = Nous ferons observer que 
toutes ces dérivées ne sauraient être nulles à la fois, sans 
quoi l'on aurait, quel que soit h, 

et F ( z ) serait constant. Posons 
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La formule (i) se réduira aux deux suivantes (p. 261) : 

Or, dans la première de ces deux équations, les termes du 
second membre, à partir de / p^^i cos -f- / -h 19), 
ont une somme moindre que 

P désignant la plus grande des quantités jO.^-î,.. 
c'est-à-dire en supposant moindre que 

on peut donc écrire la première équation {2) ainsi qu'il 
suit : 

(3) 
P £ désignant une quantité inférieure à ——» c'est-à-dire 

qui re>te inférieure à une quantité déterminée quand / 
diminie depuis une limite i jusqu'à zéro. En dési-
gnant par y] une quantité définie comme e, on arrive de 
même à la formule 

( 4 ) 

Ceô posé, choisissons 6 de telle sorte, que l'on ait : 

ajoutais les équations (3 ) et (4 ) 5 après avoir multiplié la 
secoïKe par y/ — 1 , il vient 
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En observant alors que le module d'une somme est 
moindre que la somme des modules de ses parties, cette 
formule donne, en prenant r assez petit pour que r ' scit 
moindre que p. 

Or, e et yj restant inférieurs à une quantité déterminée 
quand r tend vers zéro, il en sera de même de' 
et par suite on pourra toujours prendre 

et, par conséquent, 

donc, quelle que soit la valeur du module p de F on 
pourra toujours trouver une valeur F -f- h) ayant un 
module moindre ; donc il y a absurdité à supposer le mini-
mum du module p de F (2) différent de zéro; donc enfin 
F { ^ ) passe au moins une fois par zéro pour une valeur 
réelle ou imaginaire de sa variable. c. Q. F. D. 

vCoROLLAiBE I. — Toiit poljriôme F(2;) du degré n 
peut se mettre sous la forme 

F„ désignant une constante. 
En eifet, si nous posons 

l'équation ainsi obtenue a une racine. Soit «j cette ra-
cine, F ( z ) s'annulant pour z = a^ est divisible par 
z — «1 ; on peut donc poser 

(0 

F j (z) désignant un polynôme du degré n — i . Mais on 
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trouvera de la même façon 

F„ désignant une constante, F„_, un polynôme du pre-
mier degré, F„_2 un polynôme du second degré, etc. En 
multipliant les équations (i), ( 2 ) , . . . , [n) membre à 
membre, on a 

C O R O L L A I R E II. — Si donc on pose 

l'équation ainsi obtenue peut se mettre sous la forme 

à laquelle on peut satisfaire en posant x= « g , . . . , 

donc toute équation du degré n a en général n racines. 
Il pourrait se faire que quelques-uns des facteurs z — a , , 
^ — «î , . . . fussent égaux, et alors l'équation 

n'aurait pas n racines; mais alors on considère comme 
racines doubles, triples, etc., celles qui correspondent 
aux facteurs binômes qui entrent deux, trois, etc., fois 
dans F (2). A l'aide de cette convention, on peut énoncer 
ce théorème général : 

Toute équation du degré n a n racines. 

C O R O L L A I R E I I I . — Supposons le polynôme à 
coefficients réels; si l'équation F(2)=o admet pour 
racine p -f- v \]— 1, elle admettra un nombre égal de 
fois pour racine 
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En effet, décomposons F ( z ) en facteurs linéaires, 
nous aurons 

Ce polynôme ayant ses coefficients réels ne doit pas 
changer quand on change — i en — ^— i , z restant 
réel; en désignant alors par oc\, a'j , . . . ce que deviennent 
a, , «2,. . . par ce changement, on a 

Or nous avons vu (p. Z6o) que lorsque deux polynômes 
étaient égaux pour un nombre de valeurs supérieur à 
leur degré, ils étaient identiques; comme de plus un 
polynôme de degré n ne peut s'annuler pour plus de n 
valeurs de sa variable, il en résulte que les quantités «j, 
« j , . . . , a„ et a',, a ' , , . . . , a„ sont égales deux à deux; donc 
a -I- V v'— ^ aussi souvent racine que (x — v s / — i . 

c . Q . F. D . 

C O R O L L A I R E I V . , — Un polynôme réel est décompo-
sahle en un produit de facteurs réels du premier et du 
second degré. 

En effet, considérons toujours la formule 

Si l'on considère deux facteurs binômes correspondants 
à deux racines conjuguées u -f- v y/— i , fz — v ^— i , leur 
produit 

se réduit à un trinôme réel du second degré. Or les ra-
cines imaginaires étant conjuguées deux à deux, il en 
résulte que F (z) se réduit, comme nous l'avions annoncé, 
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à un produit de facteurs réels du premier et du second 
degré. 

Ce corollaire est le théorème que Gauss substitue au 
théorème de d'Alembert, tel que nous l'avons énoncé, 
dans son Mémoire publié en 1799 5 la démonstration de 
Gauss est très-curieuse, car il ne se sert pas des quan-
tités imaginaires. 

I V . — R E L A T I O N S E N T R E L E S C O E F F I C I E N T S E T L E S R A C I N E S 

D ' U N E É Q U A T I O N A L G É B R I Q U E . 

T H É O R È M E I. — Si Von désigne par A , |S, Y , . . . , A les 
racines de Véquation 

(0 

on aura les relations 

En effet, le premier membre de l'équation (i) peut se 
mettre sous la forme ' 

Or, nous avons appris (p. i85) à former ce produit. Le 
coefficient de x" est 1, celui de s'obtient en prenant 
le second terme dans chacun des facteurs binômes et en 
ajoutant les résultats; celui de s'obtient en multi-
pliant entre eux les seconds termes de deux facteurs pris 
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de toutes les manières possibles, etc., ce qui fournit les 
relations (2). 

R E M A R Q U E , — Puisque le théorème précédent fournit 
m relations entre les racines, il semble que l'on pourrait 
profiter de ces relations pour résoudre l'équation (i); 
efl'ectivement, ces relations peuvent être utiles dans cer-
tains cas, mais on peut montrer qu'en cherchant à élimi-
ner |3, y, . . . , X, l'équation en a que l'on obtient ainsi 
ne diffère pas de (i). En elfet, si l'on multiplie par 
la première des équations (2) , par la seconde, et 
ainsi de suite; si l'on ajoute les résultats, on trouve, 
réductions faites, 

équation identique avec (i). On aurait pu écrire cette 
formule à priori, en observant que le résultat obtenu en 
éliminant n — i quelconques des n racines devait être 
toujours le même à cause de la symétrie des formules (2); 
le résultat de l'élimination devait donc admettre pour 
racines a, (3,..., X, c'est-à-dire être identique avec l'équa-
tion ( i ). 

On di^T^eWc fonction symétrique de plusieurs quantités 
une expression qui ne change pas de valeur quand on 
échange entre elles deux de ces quantités; ainsi, abc e&\. 
une fonction symétrique de a , b, c, et, en vertu du théo-
rème précédent, les coefficients d'une équation sont des 
fonctions symétriques des racines. Nous allons apprendre 
à calculer les fonctions symétriques rationnelles des 
racines d'une équation. 

T H É O R È M E I I . — Les sommes des puissances sem-
blables des racines d'une équation algébrique s'expri-
ment rationnellement en fonction des coefficients. 

Conservons les mêmes notations que plus haut, et 
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posons de plus 

en désignant par f'{x) la dérivée d e / ( a : ) , et en obser-
vant que 

on a, en vertu du théorème (p. 365), 

d'où l'on déduit, en désignant par i un exposant entier el 
positif, 

effectuons la division dans le second membre, el arrêtons-
nous dès que nous trouverons un reste de degré inférieur 
au diviseur, nous aurons 

chassons le dénominateur f [ x ) , le second membre ne 
contiendra plus de dénominateurs, cat J ix) est divisible 
para: — «j, x — a^,... (x) va pouvoir se mettre 
sous la forme 

t^/(x) désignant une quantité de degré inférieur k f [ x ) . 
Ceci prouve que le polynôme écrit entre crochets est le 
quotient de la division de par f [ x ) , et que 

(x) en est le reste [voiri^. 55, première Partie). On 
voit donc que .v„ est le coefficient de dans le quotient 
de la division de x'~^J '{x) p a r y ( x ) , ou, ce qui revient 
au même. 
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5„ est le coefficient de dans le quotient de la divi-
sion de f [x] par f { x ) , ordonné par rapport aux puis-
sances négatives de x. 

On prouverait de la même manière que 

— est le coefficient de dans le quotient de la 
division de f [x) par f { x ) , ordonné par rapport aux 
puissances croissantes de x. 

T H É O R È M E III. — Toute fonction symétrique ration-
nelle des racines dhine équation algébrique s^exprime 
rationnellement à Vaide des coefficients de cette 
équation. 

Il suffit évidemment d'établir ce théorème pour les 
fonctions symétriques entières; or_, toute fonction entière 
de «1, «2,. . . , « , „ est une somme de termes de la forme 
A a ' f î ' . . . ; si cette fonction est symétrique, elle sera la 
somme de termes de la forme 

< 

Si donc nous prouvons que cette expression s'exprime 
rationnellement en fonction des coefficients de l 'équation, 
le théorème sera démontré. Or on a, pour i ^ f , 

et, dans le cas où i = / , 

On aurait de même, en supposant ? </ < A, 

et ainsi de suite. Donc, etc. c. Q. F. D. 
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V . — D E S D I V I S E U R S A L G É B U I Q U E S . 

Si l'on désigne par F ( . r ) un polynôme du degré m, 
nous avons vu que ce polynôme s 'annule en général pour 
m valeurs réelles ou imaginaires de sa variable x, ou, 
pour parler plus exactement, nous avons vu que tout po-
lynôme F [x) du degré m pouvait être mis sous la forme 
d 'un produit de ni facteurs linéaires multipliés par une 
quantité indépendante de x. Cette décomposition ne peut 
évidemment se faire que d'une seule manière; en elfet, si 
l'on pouvait avoir à la fois 

A et A' désignant des quantités indépendantes de x , on 
en conclurait 

Or, le premier membre s 'annulant pour .r = a , j3, . . . et 
seulement pour ces valeurs de x, il doit en être de même 
du second, ce qui ne peut avoir lieu (jue si les quantités 
a ' , /3',. . . sont respectivement égales à a, (3,...; en outre, 
je dis que p. = p.'. En effet, si l'on supposait, par exemple, 
u ^ y.', en divisant les deux membres de l'équation précé-
dente par [ x — a)'^ , le premier membre s'annulerait en-
core pour x= ex, tandis que le second serait essentielle-
ment différent de zéro. On a donc y. = a ' , v = y', . , . 
et par suite A — A'; les facteurs linéaires d 'un polynôme 
jouent donc le même rôle que les nombres premiers en 
arithmétique. 

On appelle plus grand commun diviseur entre deux 
polynômes P et Q le produit des facteurs linéaires com-
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muns à ces deux polynômes multiplié ou non par un fac-
teur constant. 

P R O B L È M E . — Trouver le plus grand conwnin divi-
seur entre deux polynômes U et V. 

Pour résoudre ce problème, nous suivrons une marche 
analogue à celle que l'on suit en Aiithmétique pour 
trouver le ])lus grand commun diviseur entre deux nom-
bres; nous diviserons U par V en supposant le degré 
de U égal ou supérieur à celui de V. Si V divise U, il 
sera le plus grand commun diviseur cheiché; sinon, en 
désignant par Q le quotient el par R le reste, nous aurons 

Or R, en vertu de cette formule, est identique à U — V Q ; 
il doit donc forcément admettre les facteurs linéaires 
communs à U et V ; donc le plus grand commun diviseur 
entre Y el R contient les mêmes facteurs que celui qui 
existe entre U et \ . De même, U admettant les facteurs 
linéaii es communs à T el à R, le plus grand commun di -
viseur de U et Y contient les mêmes facteurs que celui 
de Y el R ; donc enfin les deux plus grands communs 
diviseurs en question, se composant des mênies facteurs 
linéaires, sont égaux, à un facteur constant près, c'est-à-
dire sont les mêmes jmisque nous faisons abstraclion des 
facteurs conslanls. Mais R est de degré inférieur à Y; 
donc la recherche du plus grand commun diviseur de Y 
et R est plus simple que celle du plus grand commun 
diviseur de U et Y. 

Divisons Y par R ; si la division se fait exactement, 
K sera le plus giand commun diviseur cherché; sinon, 
en appelant Q ' le quotient cl R ' le reste, on aura 
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Un raisonnement semblable à celui que nous venons de 
faire nous conduit à diviser R par R'; si la division se 
fait exactement, R' sera le plus grand commun diviseur 
cherché; sinon on posera 

et l 'on divisera R' par R", et ainsi de suite jusqu'à ce que 
l 'on tombe sur un reste divisant le précédent (et dans ce 
cas ce reste est le plus grand commun diviseur cherché), 
ou bien jusqu'à ce que l 'on tombe sur un reste indépen-
dant de X, et dans ce cas il n'existe pas de diviseur com-
mun entre U et Y. 

R E M A R Q U E . — On n'altère évidemment pas les facteurs 
linéaires du reste d 'une division algébrique en multi-
pliant chaque dividende partiel par une quantité indé-
pendante de la lettre ordonnatrice car cette mult i-
plication n ' introduit dans le reste que des facteurs 
indépendants de x. On pourra donc, pour éviter les dé-
nominateurs, multiplier par des facteurs convenables les 
dividendes partiels que l'on rencontre dans la recherche 
des restes successifs dont le dernier doit être le plus 
grand commun diviseur, A la fin de ce paragraphe, nous 
trouverons quelques applications de la recherche du plus 
grand commun diviseur. 

T U É O R Î I M E I . — Pour que le polynôme^ [x) admette 
n fois le facteur X—a, il faut el il sujfit que ce poly-
nôme s'annule pour x — a, ainsi que ses n — i pre-
mières dérivées. 

En d'autres termes : 

Pour que Véquation F(x) =o admette m fois la 
racine a, il faut et il suffit que F [x) s'annule pour 
X = a ainsi que ses n — i premières dérivées. 
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En effet, on a identiquement 
t 

et par suite, en posant dans la formule (3), p. 362, 
x= (X, h = X — (Z, il vient 

f l désignant un ensemble de termes qui contiennent tous 
le facteur [ x — a ) " - , les termes qui précèdent i l étant 
de degré inférieur à [x — a)" représentent le reste de la 
division de F ( x ) par [x—a)" , et pour que F (.r) soit 
divisible par (x — a)", il faut que ce reste soit nul quel 
que soit X, et par suite, quel que soit x — a -, on devra 
donc avoir 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est 
bien évident que F ( x ) sera divisible par (x — oc)". 

c. Q. F. D . 

T H É O R È A I E I I . — Le plus grand commun diviseur 
entre F (x) et F ' (x) se compose de tous les facteurs 
linéaires multiples de F (x) élevés chacun à une puis-
sance égale à leur ordre de multiplicité dinnnué de i. 

En effet, soit 

on aura (p. 365) 
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Les seuls facteurs linéaires communs entre F (x) et 
F'(x) sont x — a, x — ( 3 , . . . , e t x — a n'entre que 
fx — 1 fois dans la dérivée, [x —13), v — i fois, etc.; le 
plus grand commun diviseur entre F (x) et F ' (x) est donc 

On verrait de même que le plus grand commun diviseur 
entre F (x) et F " ( x ) est 

et ainsi de suite. c. Q. F. n. 

A P P L I C A T I O N S . — x'"— I a pour dérivée si 
l'on divise i par mx'"~\ ou, pour éviter les déno-
minateurs, si l'on divise mx'"^—m par on trouve 
pour reste — m ; x ' " — i n'a donc jamais de diviseur 
commun avec sa dérivée; donc x'"—i = o n'a pas de 
racines égales. 

2° Cherchons le plus grand commun diviseur entre 

et sa dérivée 

le reste de la division de U par U' est 

à un facteur constant près. En divisant U'=3x^-f-2/>>x-|-<7 
par ce reste, on trouve à un facteur constant près, pour 
nouveau reste, 

en égalant ce reste à ,zéro, l'équation proposée acquiert 
deux racines égales. 

La méthode du plus grand commun diviseur est bien 
simple en théorie, mais d'une complication inouïe dès que 
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l 'on enlre dans le domaine des applications-, on cache 
cette difficulté aux élèves en leur donnant des exemples 
choisis d'avance et pour lesquels les calculs se font avec 
facilité. Si le lecteur veut se convaincre du fail que j 'a-
vance, il n'a qu'à chercher les conditions pour qu 'une 
équation du quatrième degré 

ait ses racines égales deux à deux. On doit exprimer que 
le plus grand commun diviseur est du second degré; les 
calculs sont fort longs, et l'on arrive aux conditions 
bien simples 

si faciles à obtenir en exprimant que le premier membre 
de l 'équation est un carré parfait . 

V I . — T R A N S F O R M A T I O N D E S É Q U A T I O N S . 

On appelle transformée d 'une équation une seconde 
équation dont les racines soient des fonctions données des 
racines de la proposée. 

P R O B L È M E I . — Soient « , ( 3 , . . . , À les racines d'une 
équation F (X) = 0 ; on propose de former une équa-
tion admettant pour racines (f (a), ç (P),. 9 sans 
résoudre l'équation donnée. 

Voici une solution, et la seule qu'il soit utile de men-
tionner. Posons 

(1) 

eu résolvant cette équation, on en déduit 

( 2 ) 
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Si l'on forme alors l'équation 

(3) 

il est clair que cette dernière sera satisfaite quand on y 
remplacera x par 9 (a), (]p(|S),.... cj)(X). En effet, des 
équations (i) et (2) on tire 

et par suite 

donc 

donc enfin l'équation (3) est bien la transformée de-
mandée. 

P R E M I È R E A P P L I C A T I O N . — Changer les signes des 
racines de Véquation F (x) = o. 

On a 

L'équation qui satisfait à la question est donc 

elle porte le nom de transformée en — x. 

D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . — On verrait de même que 

a pour racines les inverses des racines de l'équation 
/ 

F (x) = 0 ; c'est la transformée en - de cette équation. 

T R O I S I È M E A P P L I C A T I O N . — Augmenter d'une quan-
tité h toutes les racines de V équation F (x) = 0 . 
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On a 

la transformée est ici 

c'est-à-dire 

ou, ce qui revient au même, 

R E M A R Q U E , — En augmentant d'une quantité conve-
nable les racines d'une équation, on obtient une équation 
transformée de même degré que la proposée. Supposons 
que l'équation proposée soit du degré n 5 si l'on pose alors 

le terme en x ' disparaîtra de l'équation transforrriée, et 
l'on voit que pour faire disparaître ce terme il faudra 
résoudre l'équation précédente qui est de degré n — i. 
Les solutions feront alors connaître les quantités dont il 
faut augmenter les racines de l'équation proposée pour 
faire disparaître le terme en x ' de la transformée. On voit 
que pour faire disparaître le terme indépendant de x il 
faudrait résoudre l'équation 

ce qui revient au fond à résoudre l'équation proposée. 
On conçoit, en effet, que la transformée ayant alors une 
racine égale à zéro, il faille diminuer chaque racine de la 
proposée d'une quantité égale à l'une d'elles, ce qui sup-
pose que l'on sache résoudre celle-ci. 

L'évanouissement du terme en dépend de la réso-
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lulion d'une équation du premier degré 

Si l'on a 

l'équation précédente pourra s'écrire 

d'où l'on déduira 

et l'équation 

ne contiendra pas de terme en 
Par exemple, l'équation générale du troisième degré 

pourra toujours se ramener à la forme 

A cet effet, il suffira de remplacer x par .r — ~ et de 

O Cl. 
diviser le résultat par le coefficient de x® dans la t rans-
formée-, l'équation du second degré 

se ramènera à la forme 

En remplaçant x par x — les racines de la transformée 
sont 
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c e l l e s de la p r o p o s é e s o n t d o n c 

P R O B L È M E I I . — En désignant toujours par a, P,. • •, 
6 , . . . , 1 les racines de V équation F (x) = o, on de-
mande de former une équation dont les racines soient 
Ç) (a, (3,. . . , 6), les résultats obtenus en permutant les 
lettres qui entrent dans cette expression avec toutes les 
racines de F [x] — o de toutes les manières possibles. 

Soient w , . . . les racines de la transformée; les 

quantités ^ u ^ " , ^^uvw, • • • •> uvw. . . seront des 
fonctions symétriques des racines a, (5,. . . ; ces fonctions 
pourront donc se calculer par les moyens indiqués p. 374-
Or ces quantités sont au signe près les coefficients de la 
transformée que l'on cherche ; le problème est donc résolu 
au point de vue théorique. 

A P P L I C A T I O N . — Former Véquation aux carrés des 
différences de V équation 

(0 
c^est-à-dire former une équation dont les racines soient 
les carrés des différences de F équation proposée. 

En désignant par a, |3, y les racines de l'équation (i), 
celles de l'équation transformée seront 

cette équation sera donc du troisième degré. 
Si l'on observe alors que 

(2) 

on a 
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el par suile 

( 3 ) 

on en conclul 

( 4 ) 

Or des équations (2) on tire 

c'est-à-dire 

lu formule (4) devient alors 

Ceci posé, dans l'équation transformée que nous cher-
chons le coelficient de x® est 

c'est-à-dire, en vertu de l'équation (3), le coefEcient 
de X est 

c'est-à-dire, en vertu des formules (2), (5), (6), gp^. 
Enfin le terme indépendant de x est (p. i i 3 ) . 
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-̂ s et 54 désignant les sommes des puissances o, 
I, 2, 3, 4 de a, (3, 7. Nous connaissons 54, reste 
à calculer 53. Or on a, en multipliant par 

d'un autre côté, en multipliant «{3 + jSy + ay par 
a -h (3 -+- y, on trouve 

De ces deux formules on déduit, en observant que 

l'expression (7) devient donc 

et l'on a finalement pour l'équation cherchée 

On voit donc que si 4^^+27(7^ = 0 , l'équation aux 
carrés des différences aura une racine nulle, et par suite 
l'équation proposée aura deux racines égales. 

On 'appelle équations réciproques les équations dans 
lesquelles les coefficients des termes également éloignés 
des extrêmes sont égaux. 

T H É O R È M E . — Une équation réciproque de degré pair 
peut se ramener à une équation de degré moitié moindre. 
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Considérons par exemple l'équalion 

elle peut s'écrire comme il suit, en divisant par x'", 

(0 

En posant alors 

(2) 

on a, en élevant à la puissance i les deux membres, 

Cette formule permet, en faisant / = 1 ,2 , 3 , . . . , de cal-

culer successivement les valeurs de x ' p o u r toutes 

les valeurs de en portant ces valeurs dans l'équation (i), 
cette formule prend la forme 

Lorsque cette équation se>'a résolue, on en déduira la 
valeur de x par la formule (2) . 

EXERCICES. 

Si a, 7 , . . . , >. désignent les m racines de l'équation F [x) — o 
et le coefficient de x'" dans F (a:), on aura 
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2. Si dans un polynôme entier F(z ) on pose z = x-\-y\J — i, et 
si on le met sous la forme <f (J:̂ , j ) +v/— i '^(•^i j ) ) dérivée de 
( f (x ,y) prise par rapport à j sera identique à la dérivée de «p prise 
par rapport à x, et la dérivée de «p prise par rapport à x sera égale 
et de signe contraire à la dérivée de •j' prise par rapport à y. 

3. Développer en série ordonnée par rapport aux puissances 
croissantes de o: le logarithme d'un polynôme; trouver la loi des 
coefficients de cette série. 

4. Si U et V désignent des polynômes entiers en x, et s'il existe 
une quantité a indépendante de x telle, que l'équation 

admette une racine double w, cette racine satisfera à l'équation 

dans laquelle U' et V sont les dérivées de U et V. (JACOBI. ) 

5. Une équation à coefficients commensurables qui admet une 
fois la racine a + \/b,aelù désignant des nombres rationnels et \/T? 
un nombre irrationnel, admet aussi la racine n —\J1). 
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CHAPITRE VII. 

R É S O L U T I O N D E S É Q U A T I O N S N U M É R I Q U E S . 

I . — M A R C H E A S U I V R E D A N S LA R É S O L U T I O N D ' U N E 

É Q U A T I O N D E D E G R É S U P É R I E U R AU S E C O N D . 

Les efforts que les géomètres ont faits pour arriver à 
la résolution des équations de tous les degrés les ont con-
duits à celle conclusion, qui est un des plus beaux titres 
de l 'illustre Abel : Les équations du cinquième degré eL 
en général dc^s équatious de degré supérieur au cin-
quième ne sauraient être résolues à l'aide de fonctions 
algébriques de leurs coefficients. 

11 ne s'agit ici que d'équations générales, c'est-à-dire 
dans les({uelles on n'a donné aucune valeur pai ticulière 
aux coefficients; ainsi nous verrons plus loin que l 'équa-
tion x^ — 1 = 0 se résout algébriquement avec la plus 
grande facilité. 

La démonstration du théorème d'Abel touche à des 
considérations d'un ordre trop élevé pour trouver place 
dans un ouvrage tel que celui-ci. (Pour plus de détails, 
voir le tome II de V^lgèhre supérieure de M. Serret.) 

Lagrange, Laplace, Cauchy, Paoli ont fait connaître 
diverses formules qui permettent de développer en série 
les racines des équatious. Dans ces derniers temps, 
M. Tetmayer s'est occupé d'un semblable mode de réso-
lution des équations; moi-même j'ai fait connaître, il y a 
quelque temps, une formule du même genre. Malheu-
reusement, les séries que l'on obtient ainsi ne sont pas 
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convergentes pour loules les valeurs des coefficients de 
l'équalion que l'on veut résoudre, et en général ces séries 
ne développent qu'une seule racine. 

Cauchy, en s'aidant du calcul des résidus dont il est le 
créateur, est arrivé à donner une expression, sous une 
forme transcendante, des racines d'une équation 5 mais les 
fonctions tianscendantes dont il fait usage sont disconti-
nues, en sorte que si l'on fait varier les coefficients de 
l'équation, au bout d'un certain temps la fonction qui 
représentait une racine change brusquement et repré-
sente alors la somme de deux ou d'un plus grand nombre 
de racines. Ces résultats sont extrêmement curieux, mais 
se prêtent difficilement au calcul numérique. 

L'usage des séries est sans contredit le procédé le plus 
rapide pour le calcul des racines d'une équation : nous 
n'avons pas à le faire connaître ici; du reste, pour l 'ap-
pliquer avec succès, il faut commencer par faire subir à 
l'équation une suite de modifications que nous allons 
étudier. 

Lorsque l'on veut résoudre une équation, on commence 
par limiter les racines, c'est-à-dire par resserrer autant 
que possible l'espace dans lequel elles se trouvent renfer-
mées; la recherche des racines imaginaiies se ramenant 
à celle des racines réelles, nous nous occuperons d'abord 
de celles-ci. 

Lorsque l'on connaît une limite supérieure et une 
limite inférieure des racines réelles, on procède en gé-
néral à la recherche des racines commensurables (cette 
recherche, comme nous le verrons, est assez simple) 5 ces 
racines une fois calculées, on en débarrasse l'équation en 
divisant son premier membre par un facteur convenable. 

On remplace ensuite, s'il y a lieu, l'équation simplifiée 
par la suppression des racines commensupables par une 
ou par plusieurs autres qui n'admettent que des racines 
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simples appartenant à la proposée en qualité de racines 
simples ou multiples. 

On est ainsi ramené à la résolution d'une équation qui 
ne contient plus ni racines commensurables ni racines 
égales; on procède alors à la séparation des racines. C'est 
l'opération la plus délicate de toute cette théorie : elle a 
pour but de déterminer pour chaque racine deux nom-
bres qui la comprennent à l'exclusion de toutes les autres. 

Dès qu'une racine est séparée, on peut lui appliquer, 
soit le développement en série, soit les méthodes d'ap-
proximation dont nous parlerons plus loin. 

I I . — P R O P R I É T É S F O N D A M E N T A L E S D E S É Q U A T I O N S . 

Nous allons avoir souvent besoin de former la valeur 
d'un polynôme donné pour une valeur donnée de sa va-
riable : voici le moyen le plus expéditif d'arriver au ré-
sultat. 

Soient m la plus haute puissance de x , le coefficient 
de x ' , A" la valeur numérique attribuée à après avoir 
formé le produit 5a,„, on y ajoute et l'on multiplie 
le résultat par s. On ajoute rt,„_2 au produit et l'on mul-
tiplie ce nouveau résultat par s, et ainsi de suite. Cette 
règle n'a pas besoin d'être démontrée. 

T H É O R È M E . — Désignons par F [x) un polynôme 
entier en x à coefficients réels. 

I® TS/ F [a) et F [b) sont de signe contraire, V équation 

(0 

admettra au moins une racine réelle comprise entre a 
et b, et en tout cas un nombre impair de racines com-
prises entre ces limites. 

Si F (A) et F(È) sont de même signe, Véqua-
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tion (i) naiira pas de racines comprise^ entre a et b, ou 
bien on en aura un nombre pair. 

En effet, la fonction F (x) étant continue entre les li-
mites a et b, si F [a) el F(Z>) sont l 'un positif, l'autre 
négatif, zéro sera une valeur intermédiaire par laquelle 
F [x] devra passer; en second lieu, je dis qu'entre a elb 
il existe forcément un nombre impair de racines. Pour 
le démontrer, désignons par a, (3, y , . . . , A les racines 
comprises entre a et ^ ; plusieurs d'entre elles pouvant 
être égales, on aura 

9 [x] désignant le produit des facteurs binômes de F [x] 
correspondant aux racines non comprises entre a et b. 
cp(a) et 9 sont deux quantités de même signe, sans 
quoi 9 [x) pourrait s'annuler entre les limites a et b, 
serait par conséquent divisible par un facteur tel que 
X — w et pourrait se mettre sous la forme 

par suite, on aurait 

et F (x) s'annulerait pour x = o) ; a, |3, y , . . . , A ne se-
raient donc pas les seules racines comprises entre a et b. 

Ceci posé, si l'on fait successivement x = a, x=b 
dans l'équation (2), le premier membre prend des va-
leurs de signe contraire; il doit donc en être de même du 
second. Or 9 («) et cf sont de même signe; donc 

(3) 

et 

( 4 ) 
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sont de signe contraire, ce qui ne peut avoir lieu que si 
les facteurs (x — a) , [x—13),..., [x — 1) sont en nombre 
impair, car a — cf. el b — a, a — /3 et A — jS,. . . sont de 
signes contraires, et par suite le nombre des racines a, 
jS,. . . , X est impair. Si au contraire F (a) et F (A) étaient 
de même signe, jS,. . . , \ devraient être en nombre pair 
ou nul. c . Q. F . D. 

C O R O L L A I R E I, — Toute équation F ( Z ) = o de degré 
impair à coefficients réels admet au moins une racine 
réelle et toujours un nombre impair de racines réelles. 

Car le premier membre prend les valeurs -+-00 et 
— 00 quand on y fait . 

C O R O L L A I R E I I . — Toute équation F (s) = o degré 
pair à coefficients réels admet un nombre pair de racines 
réelles, ce nombre pouvant du reste se réduire à zéro. 

Car son premier membre a le même signe pour 

C O R O L L A I R E III. — Toute équation F ( X ) = o de degré 
pair, dans laquelle le prenner terme et le dernier sont 
de signe contraire, a au moins deux racines réelles. 

En effet, F (o) et F (-h co ) sont de signes contraires, 
F ( o ) e t F ( — 0 0 ) aussi. 

I I I . — L I M I T E S D E S R A C I N E S . 

On appelle limite supérieure (ou limite inférieure) des 
racines d'une équation un nombre supérieur (ou infé-
rieur) à la plus grande (ou à la plus petite) des racines 
de cette équation. 

Une limite supérieure des* racines d'une équation 
F (x) — o est un nombre qui, substitué à la place de 
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l'inconnue x , fait acquérir au premier membre un signe 
qu'il ne perd plus pour des valeurs supérieures de x . 

Soit, en effet, 1 une limite supérieure des racines posi-
tives de F(J:) = O et supposons F (X) positif; si l'on 
avait, pour une valeur a de x supérieure à X, F (?.)<; o, 
il y aurait une racine de F ( x ) = o entre 1 et oc, ce qui 
est impossible, puisque / est plus grand que la plus grande 
racine de F [x] = o. 

Une remarque analogue pourrait être faite sur la limite 
inférieure des racines positives et sur chacune des limites 
des racines négatives. 

Réciproquement, si pour x ^ l , conserve tou-
jours le même signe, X est une limite supérieure des 
racines; si, au contraire, pour F (x) conserve tou-
jours le même signe, \ est une limite inférieure des 
racines. 

C'est sur ce principe que nous allons nous appuyer 
dans la recherche des limites des racines; nous indique-
rons seulement le moyen de trouver une limite supé-
rieure des racines positives. En effet, la limite inférieure 
des racines positives de F (x) = o est égale à la limite 

supérieure des racines positives de F = o que l'on 

peut ramener à la forme / (x) = o, f désignant un poly-
nôme entier en x , en chassant les dénominateurs; de 
même, la limite supérieure des racines négatives de 
F ( . r ) = o est égale à la limite supérieure des racines 
positives de F ( — x) = o. Enfin la limite inférieure des 
racines négatives n'est autre chose que la limite supé-
rieure des racines positives de 

P R E M I È R E M É T H O D E . — Considérons l'équation 
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En supposant x > o, en désignant par F la valeur du 
plus grand coefficient négatif et par a^x' le premier 
terme négatif, on a 

ou bien 

c'est-à-dire 

et à fortiori 

On rendra donc F [x) positif en prenant à la fois 

La seconde formule peut s'écrire comme il suit : 

et elle sera satisfaite à fortiori si l 'on prend 

ou 

est donc une limite supérieure des racines 
positives. 

S E C O N D E M É T H O D E , D I T E ' D E N E W T O N . — S i X e s t u n e 

valeur de x qui rende positive le polynôme F(a:) et 
toutes ses dérivées, X est une limite supérieure des racines 
positives de F {x) = o. 

En effet, on a, en désignant par h une quantité posi-
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tive {p. 362), 

Si donc F(X), F ' ( X ) , . . . sont positives ainsi que A, 
F (X -H h) le sera aussi quelle que soit la quantité posi-
tive A; ce qui revient à dire que 1 est une limite supé-
rieure des racines positives. 

T R O I S I È M E M É T H O D E , D I T E D U G R O U P E M E N T D E S T E R M E S . 

— On trouve souvent une limite supérieure des racines 
en groupant les termes de l'équation de telle sorte que 
chaque groupe conserve toujours le même signe pour les 
valeurs de l'inconnue supérieures à une certaine quantité. 

Considérons par exemple l'équation 

En disposant cette équation comme il suit : 

on voit que le premier groupe reste positif pour les va-
leurs de X supérieures à y/3. En effet, il peut s'écrire 

Quant au second groupe, on peut l'écrire 

et l 'on voit que si l'on prend x — y c'est-à-dire 

5 on rendra ce groupe positif 5 or, dans cette hypo-
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rj 

thèse, le premier l'est déjà ; donc i ^ est une limite supé-

rieure des racines positives. La première méthode donne pour limite supérieure 

La seconde méthode donne 

F* et F^' sont positives toutes les fois que x l'est, F'* est 

positif pour x ^ y / p o u r x — i, F'" est positif; donc 

il l'est pour les valeurs plus grandes. En effet, F'^ est 

positive pour y / ^ ' et par suite pour 1; donc 

F '" croît pour i (*), et comme F '" est ^ o pour 
X = il sera à fortiori ^ o pour x ^ i ; pour x = i, 
F " ( x ) est positif. En répétant le raisonnement qui vient 
d'être fait sur F " ' ( x ) , on voit que F " ( x ) reste positif 
p o u r x ^ i , F ' ( x ) aussi. Or, pour o: = y/S, F (a) est 

( * ) Pour bien comprendre ce mode de raisonnement qui est souvent 
usité, il faut se rappeler que F'^ est la dérivée de F'" et que toute fonc-
tion dont la dérivée est positive croit tant que cette dérivée reste posi-
tive; alors F " (a:) restant positive entre H-i et -H oo , F'" (.T) ira en crois-
sant dans cet intervalle. Si donc F " ' ( i ) est positif, F " ' ( n - . . . ) le sera 
aussi à fortiori. 

http://rcin.org.pl



3 9 8 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

positif; donc il est positif pour y/S; donc y/3 est une 
limite supérieure des racines de F (x) = o. 

I V . — R E C H E R C H E D E S R A C I N E S C O M M E N S U R A B L E S . 

Nous avons dit qu'après avoir déterminé les limites 
des racines il fallait procéder à la recherche des racines 
commensurables; nous allons voir, en effet, que cette 
recherche est fort simple. 

T H É O R È M E I . — Une équation de la forme 

dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance 
de X est l'unité et dans laquelle les autres coefficients 
sont entiers, ne saurait avoir de racines fractionnaires. 

En effet, si x = - satisfaisait à cette équation, p ci q 
<7 ^ . 

désignant des entiers premiers entre eux, on aurait 

ou bien, en multipliant par ^""S 

et l'on déduirait de là pour ^ une valeur entière, ce qui 

est absurde puisque p" et q sont premiers entre eux. (On 
sait, en effet, que si p al q sont premiers entre eux, p" 
et q le sont également.) 

Si l'on donne une équation à coefficients entiers de la 
forme 
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et si l'on change x en 1 cette équation prend la forme 

Ses racines ont été multipliées par mais, en vertu du 
théorème précédent, elle ne contient plus de racines 
fractionnaires; la recherche des racines commensurables 
se ramène donc en dernière analyse à la recherche des 
racines entières. 

T H É O R È M E I I . — Les racines entières de l'équation à 
coefficients entiers 

ne peuvent se trouver que parmi les diviseurs de son 
dernier terme. 

Soit, en effet, o) une racine entière de cette équation, 
F (x) devra être divisible par x — w (p. 49) ; or, d'après 
la manière même dont se forment les différents termes 
du quotient (p. Sy), on voit que ces termes auront des 
coefficients entiers. Or, de quelque manière que l'on 
opère la division, on doit toujours trouver pour quotient 
le même polynôme. Nous allons alors ordonner par rap-
port aux puissances décroissantes de x et nous diviserons 
F [x) par 0) — X, ce qui ne fait que changer le signe du 
quotient; les coefficients devant être entiers, Uq co, pre-
mier terme du quotient, devra donc être un. nombre en-
tier, ce qui démontre notre théorème. 

En poursuivant le raisonnement précédent, il est facile 
de constater si le nombre œ, diviseur de ag, est une racine 
de F (x) = o. Achevons la division : si dans le courant 
de l'opération nous rencontrons un coefficient fraction-
naire, nous nous arrêterons, car w ne sera pas racine. 
Celte méthode a l'avantage de fournir immédiatement 

http://rcin.org.pl



4 0 0 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

une équation débarrassée de la racine w, de degré infé-
rieur à F (x) , partant plus facile à résoudre et admettant 
du reste toutes les autres racines de F (.r). 

Pour bien faire saisir l'esprit de la méthode précédente, 
nous l'appliquerons à l'équation 

X® — est positif pour x > 8 , 74-̂ ® — i 6 o x est po-
sitif pour donc 8 est une limite supérieure des 
racines positives, et s'il en existe d'autres entières, elles 
doivent être comprises parmi les diviseurs de 32 infé-
rieurs à 8', ces diviseurs sont ± i , ± 2 et ± 4 : on re-
connaît immédiatement que rh i n'est pas racine. 

Si l'on essaye le diviseur a et si l'on divise 

par 2 — X, on trouve pour quotient 

on est conduit à un coefficient fractionnaire; donc 2 
n'est pas racine : c'est du reste ce qu'indique la suite de 
la division. Si l'on divise par 4 — o n trouve au con-
traire pour quotient exact 

En divisant de nouveau par 4 — on reconnaît que 4 
est encore racine, et l'on trouve pour quotient 

On est ainsi ramené à chercher les racines de l'équation 

qui n'admet pas de racines entières. (La seule racine 
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admissible est — 2, qui ne satisfait évidemment pas à 
l'équalio(j. 

V . — R E C H E R C H E D E S R A C I N E S É G A L E S . 

La recherche des racines égales est une opération 
longue et pénible, et, avant de pouvoir leur appliquer les 
calculs d'approximation, il est indispensable de réduire à 
l 'unité leur degré de multiplicité. 

Soit F (.r) = 0 une équation algébrique : pour recon-
naître si cette équation a des racines égales, il suffit de 
chercher le plus grand commun diviseur entre F (x) et 
sa dérivée F ' (-x)', si ce plus grand commun diviseur est 
une quantité indépendante de x , l'équation F (x) = o 
n'a pas de racines égales (p. 377). Si au contraire il 
existe entre F (x) et F ' (x) un |)lus grand commun divi-
seur, il est de la forme 

abstraction faite d'un facteur numérique qui est le coeffi-
cient de la plus haute puissance de x dans F ( x ) (du 
reste, la recherche des racines entièies a déjà obligé le 
calculateur de réduire ce coefficient à l'unité). Si donc 
on désigne d'une manière générale par V; le produit des 
facteurs binômes de F ( x ) correspondant aux racines dont 
l'ordre de multiplicité est /, et par D, le plus grand com-
mun diviseur entre F (x) et F ' (x) , on pourra écrire 

(0 
et par suite 
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On est ainsi ramené à une équation 

qui ne contient plus que des racines simples, à savoir les 
racines de F [x) = o dont le degré de multiplicité aurait 
été réduit à l 'unité. Mais on peut calculer séparément 
Vi, V j , . . . , V,,. . . et abaisser considérablement le degré 
de l'équation à lésoudre en procédant comme il suit. 

Soit Dj le plus grand commun diviseur entre Dj et sa 
dérivée, l'équation (i) donnera 

et par suite 

(3) 

les équations [2) et (3) donnent alors 

On calculerait Vj, V3,. . . , V. d'une manière analogue,, 
ainsi, en appelant Dj le plus grand commun diviseur 
entre Dj et sa dérivée, on trouve 

V I . — S É P A R A T I O N D E S R A C I N E S . S U B S T I T U T I O N S 

S U C C E S S I V E S . 

Toutes les formules d'approximation connues jusqu'ici 
exigent, pour être employées avec succès, que les racines 
soient déjà connues avec un certain degré d'exactitude, 
ou au moins soient séparées^ en d'autres termes, il faut 
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connaître deux limites comprenant la racine que l'on veut 
calculer et ne comprenant que celle-là. 

La première idée qui se présente est de substituer à la 
place de l 'inconnue, dans le premier membre de l't'iiua-
tion mise sous la forme F (.r) = o, différents nombres; 
lorsque deux nombres suffisamment rapprochés donne-
ront au premier membre des valeurs de signes contraires, 
ils comprendront au moins une racine (p. Sgi ). En sub-
stituant des nombres intermédiaires, on pourra ainsi 
resserrer indéfiniment l'espace comprenant une racine; 
on pourra donc ainsi calculer les racines réelles avec une 
approximation qui ne peut être limitée que par la pa-
tience du calculateur. 

Cependant, pour peu que l'on réfléchisse à cette ma-
nière de procéder, dite méthode des substitutions succes-
sives, on lui reconnaîtra de graves inconvénients. 

Il peut se faire que deux racines soient peu différentes, 
et alors on sera exposé à faire un nombre très-considé-
rable de substitutions ayant de soupçonner l'existence 
d'une racine dans un intervalle déterminé. Lagrange, à 
la vérité, a proposé de former l'équation aux carrés des 
différences. Soit 1 une limite inférieure des racines posi-
tives de cette équation; si, à partir de la limite infé-
rieure A des racines de l'équation proposée, on substitue 
des nombres A , A -f- A H- aX,..., jusqu'à ce que l'un 
d'eux, A H- //X, devienne égal à la limite supérieure des 
racines de l'équation proposée, on est sûr que l'on aura 
ainsi séparé toutes les racines, et deux valeurs consécu-
tives A -j-i'À et A- f - ( i - f -1 ) X, qui donneront des résul-
tats de signes contraires, comprendront une racine de 
l'équation proposée et une seule. Si les valeurs A -f-iA 
et A -h ( / -h i) \ donnaient des résultats de même signe, 
ces quantités ne comprendraient pas de racine de l'équa-
tion proposée; mais la méthode de Lagrange est encore 

26. 

http://rcin.org.pl



4 O 4 T R A I T É D ' A L G È B R E . 

très-difficile à appliquer, car la formation de l'équation 
aux carrés des différences est une opération très-pénible : 
en outre, on peut encore être conduit à un nombre très-
considérable de substitutions. 

Quoi qu'il en soit, la méthode des substitutions suc-
cessives ne doit pas être complètement bannie et, dans 
un grand nombre de cas, elle sera encore bien plus avan-
tageuse que les méthodes dont la perfection théorique ne 
laisse rien à désirer. Nous allons, dans les paragraphes 
suivants, faire connaître divers théorèmes qui conduisent 
aux méthodes de séparation le plus fréquemment en 
usage. 

V I I . — P R E M I E R T H É O R È M E , D U A D E S C A R T E S . 

Deux termes consécutifs d'une équation forment une 
permanence lorsqu'ils sont de même signe et une varia-
tion lorsqu'ils sont de signes contraires; ceci posé, voici 
en quoi consiste le théorème de Descartes. 

T H É O R È M E I . — Si F ( X ) = o désigne une équation 
algébrique dans laquelle F [x) représente un polynôme 
ordonné par rapport aux puissances de X, le nombre 
des lacines positives de F [x) = o ne pourra jamais 
surpasser le nombre des variations de la même équa-
tion, et la différence entre ces deux nombres, si elle 
nest pas nulle, est toujours paire. 

Pour démontrer cette proposition, considérons un po-
lynôme ordonné par rapport aux puissances décrois-
santes de X 

(0 

Le signe de chaque terme ayant été mis en évidence, nous 
supposerons que de Ao.'" à —Bo;" exclusivement il n'y 
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ait que des termes positifs, de — B x ^ à + C x ' ' exclusi-
vement il n'y ait que des termes négatifs, etc., le signe 
du dernier terme Sx" pouvant être quelconque. 

Multiplions ce polynôme par x — a, a désignant une 
quantité positive; le résultat de cette multiplication 
pourra s'écrire comme il suit, en plaçant l 'un au-dessous 
de l 'autre les coeflicients des mêmes puissances de x pro-
venant des produits partiels du polynôme par x el par 

Dans la pi'emière ligne, les coefficients des différents 
termes sont identiques aux coefficients de même rang dans 
le polynôme (1); dans la seconde ligne, les termes, à 
partir du premier jusqu'au terme en exclusivement, 
ont le signe — \ ces termes pourront se réduire avec cer-
tains termes de la première ligne, mais, en tout cas, le 
terme de la première ligne ne se réduira avec 
aucun autre. Quant au terme en 0;"+', il a encore le 
signe —, puisqu'il provient du produit par — a du terme 
en dans le polynôme (1), terme positif par hypo-
thèse 5 en se réduisant avec le terme immédiatement su-
périeur dans la première ligne, il fournira un terme 
négatif en au produit total. Le même raisonnement 
prouve qu'au produit total le terme en x a le signe -H, 
et ainsi de suite, en sorte que les termes en 

. . . du produit cherché ont les mêmes signes que 
les termes en x'", x", x ^ , . . . du multiplicande (1)5 
donc, jusqu'au terme en le produit présente au 
moins autant de variations que le multiplicande. J'ajoute 
que si ce nombre n'est pas le même au multiplicande et 
au produit , la différence est nécessairement un nombre 
pair 5 en effet : 
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Si l'on considère deux termes présentant des signes 
contraires, pour passer de l'un à l 'autre il a fallu changer 
désigné un nombre impair de fois; chaque changement 
de signe représentant une variation, ils comprennent un 
nombre impair de variations. Si l'on considère alors les 
termes en x'""'"̂  et en du produit, on voit qu'ils 
comprennent un nombre impair de variations; les termes 
en x'" et en x" au multiplicande en comprenaient une, la 
dilférence est un nombre pair. Ce qui vient d'être dit de 
l'intervalle compris entre les termes en x'" et x" pourrait 
se répéter pour les autres intervalles qui correspondent à 
une variation du multiplicande ; en sorte que r désignant 
l'exposant du terme à partir duquel le multiplicande ne 
présente plus que des permanences, depuis le terme en 

jusqu'au terme en inclusivement, le produit 
possède un nombre pair de variations de plus que le 
multiplicande. 

Mais le dernier terme zp Sax" du produit esl évidem-
ment de signe conlraire au terme en : il y a donc là 
une variation qui n'a pas sa correspondante au multipli-
cande; donc le produit présente au moins une variation 
de plus que le multiplicande, et la différence devient 
alors impaire. 

En résumé, si Von multiplie par x — a un poljnôme 
à coefficients réels, le produit présente un nombre im-
pair de variations de plus que le nndtiplicande. 

Ceci posé, considérons une équation algébrique à coef-
iicienls réels 

Appelons X le quotient de F [x) par le produit de ses 
facteurs linéaires correspondant aux racines positives de 
l'équation (2) ; si X n'est pas une quantité indépendante 
de X, ce sera un polynôme qui pour x = o et x = 00 
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conservera le même signe, et dont le premier et le dernier 
terme seront par conséquent de mêmes signes : il pré-
sentera par conséquent un nombre pair de variations. Si 
nous multiplions alors X successivement par chacun des 
facteurs linéaires de F [x] correspondant à ses racines 
positives, on introduira à chaque opération un nombre 
impair de variations. Soit alors p le nombre des racines 
positives de F ( j : ) , le nombre de variations de F (a;) 
sera un nombre pair augmenté de p nombres impairs, 
c'est-à-dire un nombre pair plus p. c. Q. Ï". D. 

COROLLAIKE 1. — Cousidérons une équation à coeffi-
cients réels F [x) = o et sa trausjormée en — x^ 
F ( — x) = o, le nombre des racines négatives de 
F (x) = o ne pourra pas surpasser le nombre des varia-
tions de la transformée en — x. 

11 résulte de là que si une équation algébrique est 
complète, c'est-à-dire si aucun des coefficients n'est égal 
à zéro, le nombre des racines négatives ne peut surpasser 
le nombre des permanences5 en effet, le nombre des 
permanences est alors égal à celui des variations de la 
transformée en — x . 

CouoLLAïuE II. — Si une équation algébrique a toutes 
ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal 
au nombre des variations, et le nombre des racines né-
gatives est ég(d au nombre des variations de la trans-
formée en— X. 

En eliet, soient m le degré de l'équation, v\c nombre des 
variations, v' le nombre des variations de la transfor-
mée en —X, p le nombre des racines positives, n celui 
des racines négatives. Soient GJ:" et Hx^ deux termes 
consécutifs quelconques de l'équation. Si v est égal à 
/ / - h i , il est évident que si ces termes présentent une 
variation, les termes correspondants de la transformée 
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en —X n'en présenteront pas, Gi vice versâ. Il résulte 
de là que, relativement aux deux termes G x " , Hx", la 
somme des variations de l'équation proposée et de sa 
transformée en — x esl au plus égale à i , si fz — v est égal 
à I, et au plus égal à i dans les autres cas. Donc cette 
somme est toujours égale ou inféiieure à y. — v. On a 
donc 

c'est-à-dire 

( 3 ) 

Mais on a 

( 4 ) 
ou 

Mais, puisque l'équation a toutes ses racines réelles, 

on a donc 

En comparant celle formule avec (3), on en conclut 

ou bien 

Les formules (4) donnent alors 

\ M . — S E C O N D T H É O R È M E , D U A B U D A K E T A F O U R I E R . 

L E M M E . — Si une fonction entière de .r, F (x) , s'an-
nule pour X — / , si F" (x) désigne la première dérivée 
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de F(x), qui ne s'annule pas pour j? = / , si enfin e dé-
signe un nombre positif suffisamment petit, F(X± s) 
sera de même signe que (± i)"F" ().). 

En effe»^ d'après la formule de Taylor , on a 

c'est-à-dire, en observant que 

mais lorsque e est suffisamment petit, F" [1) est plus 
grand en valeur absolue que la somme des termes qui le 
suivent et qui contiennent tous e en facteur, en sorte que 
( ± i)"F' '(X) va donner son signe au second membre de 
la formule précédente, et par suite à F ( / ± s). 

T H É O R È M E . — Soit F (x) = o une équation algébri-
que, si Von considère la suite 

( 0 

formée de la fonction F [x) et de ses dérivées, et les 
deux suivantes : 

(2) 
( 3 ) 

dans lesquelles ol représente un Jiombre inférieur à | 3 ; 

si, de plus, on désigne par v le nombre des variations 

de la suite [ 2 ) et par v' le nombre des variations de la 
suite (3), 
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i® On aura toujours 

2° St l'on désigne par N le nombre des racines de 
F (x) = o comprises entre a et |3, on aura 

3" Enfin, la différejice {u— v') —IN sera toujours un 
nombre pair. 

Pour démontrer ce théorème, observons d'abord que 
le nombre des variations de la suite (i) ne peut changer 
que si l 'un des termes passe par zéro; le dernier terme 
étant indépendant de X, nous n'aurons que deux cas à 
examiner. 

i® Le premier terme de la suite (i) passe par zéro pour 
x = : X ; soit F ' ' ( x ) la première dérivée de F ( x ) qui ne 
s'annule pas pour x = : X; F (X-f- e), F ' ( X - f - e ) , . . . , se-
ront de même signe que F ' ' (X) ; quant à F (X—e) , 
F ' (X — e), . . . , ils seront alternativement de même signe 
et de signe contraire à F'^(X), en sorte que le pas-
sage par X fera perdre à la suite (i) variations. Or, 
nous avons vu, p. 377, que si F-" (x) était la première 
dérivée de F (x) qui ne s'annulait pas pour x = X , 
F (x) = o avait p racines égales à X; on peut donc dire 
que toutes les fois c[uex passe par une racine de F (x) = o, 
la suite (i) perd une variation, une racine multiple 
d'ordre p étant considérée comme jouant le même rôle 
que fx racines simples. 

2° Si l 'un des termes F' (x) de la suite (i) passe par 
zéro pour x = X, F (X) étant censé différent de zéro, 
nous supposerons (X) différent de zéro. Soit alors 
F' (x) la première dérivée de F ' ( x ) qui ne s'annule pas 
pour x = X; F ' (X-|-£), F'+' (X-l-e)' - • • seront de même 

http://rcin.org.pl



CHAPITRE VI I . 4 l l 

signe que F'(A), et F' (X —e), (X —e) , . . . seront al-
ternativement de même signe et de signe contraire à F' (X). 
Le passage par X a donc fait perdre à la suite (i) un cer-
tain nombre de variations, et comme [x) et F' (x) 
n'ont pas changé de signe, le nombre des variations com-
prises entre ces termes n'a pas changé de parité. 

En résumé, x variant de a à j3, la suite (i) a perdu un 
nombre pair de variations (ou zéro variations) par ses 
termçs intermédiaires, et un nombre de variations égal à 
N par son premier terme 5 on a donc 

un nombre pair. 

c . Q . F . D. 

I X . — T R O I S I I ^ M E T H É O R È M E , n u A R O L L E . 

T H É O R È M E . — Deux racines réelles consécutives de 
Véquation F ( x ) = o comprennent au moins une racine 
réelle de V équation F'(X) —O, en sorte que les ra-
cines de Véqication F ' ( A : ) = 0 séparent les racines de 
F ( J C ) = 0 . 

Pour démontrer ce théorème , désignons par a et (3 
deux racines consécutives de F(a:) = o; si nous suppo-
sons que nous fassions varier x entre a et |3, F (x) con-
servera constamment le même signe dans cet intervalle-, 
supposons que ce soit le signe + pour des valeurs de x un 
peu plus grandes que a, F [x) ira alors en croissant, puis-
qu'il passe de zéro au positif; pour des valeurs de x un 
peu plus petites que (3, il ira en décroissant : sa dérivée 
F ' ( x ) est donc, d'après ce que nous avons vu p. 363, po-
sitive pour des valeurs de x un peu plus grandes que a 
et négative pour des valeurs de x un peu plus petites 
que (3. Il résulte de là que F ' ( x ) a au moins une racine 
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réelle comprise entre a et |3, et en tout cas un nombre 
impair de racines réelles comprises dans cet intervalle. 

c . Q . F . D . 

C O R O L L A I R E ^ — F ( J : ) = O a toutes ses racines 
réelles^ F' (x) = o a aussi toutes ses racines réelles. 

Soient «1, «2, . . . , a,„ les racines de F (a:) = o ; dans 
chacun des intervalles « l a j , «2^3» •• • se trouve comprise 
une racine d e F ' ( x ) = o. Si donc les racines « i , . . . , a,„ 
sont toutes simples, F ' ( x ) aura précisément m — i ra-
cines réelles, c'est-à-dire aura toutes ses racines réelles ; 
supposons que a, soit une racine multiple d'ordre fx, 
0;, sera « — 1 fois racine de F ' ( a : ) = o , et par suite 
F ' (x) = o aura in — 1 + [i —i racines réelles, F [x) = o 
en a m -f- ^ — i -, donc F ' (x) = o a toutes ses racines 
réelles. Le même raisonnement peut évidemment se ré-
péter sur deux ou un plus grand nombre de racines mul-
tiples, ce qui démontre la proposition que nous venons 
d'énoncer. 

X . — Q U A T R I È M E T H É O R È M E , N U A S T U R M . 

Aucun des théorèmes précédents ne peut servir à sé-
parer à coup sûr les racines d'une équation, ils suffisent 
dans la plupart des cas; ajoutons même que le théorème 
de Budan n'est plus guère aujourd'hui qu'un objet de 
curiosité. Au contraire, le théorème que l'on va démon-
trer permet de décider combien il existe de racines réelles 
d'une équation algébrique comprises entre deux limites 
données : il est à regretter que ce théorème soit d'une 
application aussi pénible. 

T H É O R È M E . — Soient V un poljnôme entier en OR, V J 

sa dérivéeI divisons V par VJ \ soient QJ le quotient et 
— Va le reste-, divisons Vj par Vj*, soient Qj le quotient 
et — Va le reste, et ainsi de suite. Supposons que l'é-
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quation Y = o nait pas de racines égales (ei Von peut 
toujours faire en sorte quil en soit ainsi), on finira par 
tomber sur un reste numérique différent de zéro que 
nous désignerons par —V„; ceci posé, le nombre des 
racines réelles comprises entre deux limites données cf. 
et (3 est égal au nombre de variations que perd la suite 

(0 
quand x varie de a À (3. 

D'après la définition des quantités 
Qu Qav • . , on doit avoir 

Or, 1° deux fonctions V,_i, V, consécutives de la suite (i) 
ne peuvent s'annuler à la fois, sans quoi de 

on déduirait V,+i = o et par suite = o, etc., enfin 
V„ = o, ce qui est contre notre hypothèse, V„ étant sup-
posé indépendant de si l 'une des' quantités V, Vj, 
V j , . . . s'annule, celle qui la précède et celle qui la suit 
immédiatement sont de signes contraires; si, en effet, 
dans l'équation (2) on fait V, = o, on a = — 

Il résulte de là que le passage par zéro d'une des fonc-
tions Vi, V2,. . V„_i n'altère pas le nombre des varia-
tions de la suite (1). En effet, V._i et V.^, ne pouvant 
s'annuler avec Y, conservent leur signe quand Y, change 
de signe ; or Y,_i et étant de signes contraires, on ne 
peut avoir avant et après le passage de Y. par zéro que 

http://rcin.org.pl



;556 
T R A I T É D ' A L G È B R E . 

les combinaisons de signe suivantes : 

Pour V,_, 
Pour V/ 
Pour V,+i 

qui présentent constamment une seule variation; mais 
quand V passe par zéro, d'après ce que nous avons vu 
p. 4O8, lemrae, il est d'abord de signe contraire à V,, 
puis, après le passage, de même signe que Vj -, la suite (i) 
perd donc une variation, et à chaque racine de V = o 
correspond ainsi une variation perdue; donc enfin le 
nombre total de variations perdues par la suite (i), 
quand x varie de a à |3, est bien égal au nombre des 
racines de V = o comprises dans cet intervalle. 

c . Q. F. D. 
R E M A R Q U E I . — Au théorème de Sturm ou substitue 

quelquefois le suivant : 
Soient V,, V j , . . . , V„ fies fonctions de x formant 

avec V une suite telle, que deux fonctions consécu-
tives ne s\ninulent pas à la fois ; que Vune d'elles 
s^annulant, celle qui la précède et celle qui la suit soient 
de signes contraires ; 3" que V„ ne s^ annule jamais pour 
les valeurs de x comprises entre oc et 4° Vj soit de 
même signe que V pour les 'valeurs de x immédiatement 
supérieures à celles qui annulent V. Le nondjre des 
variations perdues par la suite V, V j , V g , . . . , V„, 
lorsque x varie de CL à ^^ est égal au nombre des racines 
dey = o comprises entre a et 

Ce théorème se démontre comme le précédent. 
R E M A R Q U E I I . — Supposons que V = o ait des racines 

égales; soient Vj sa dérivée et Y„ le plus grand commun 
diviseur entre V et Vj, soit 
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Divisons U par U, 5 soient Q, le quotient, — U j le 
reste, etc., on aura 

et U, U,, Us,. • •, U„ seront respectivement égaux à V, 
Vj, V j , . . . , V„ divisés par V„, comme il est facile de 
s'assurer en multipliant chacune des égalités précédentes 
par V„. De la première on tire 

donc Uî Yn = Vs, et ainsi de suite. Or on a 

et si l'on pose 

on en déduit (p. 365) 

donc, quand x passe par la racine a , passe par co et 

change de signe en passant du négatif au positif. Ainsi 
les fonctions U, U,, Us,. . . , U„ jouissent des mêmes pro-
priétés que les fonctions V, Vj, V , , . . . dont il a été 
question dans la remarque précédente5 donc enfin le 
nombre des racines de U = o ou de V = o, abstraction 
faite de leur ordre de multiplicité, comprises entre « et (5, 
est égal au nombre de variations perdues par la suite U, 
Ul , . . . , U„ quand x varie de a à |3. Mais comme cette 
suite ne diffère de V, Vj , . . . , V„ que par un facteur con-
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stant V„, on peut dire que le théorème de Sturm s'ap-
plique encore aux équations qui ont des racines égales; 
mais il ne fait pas connaître l'ordre de multiplicité de 
ces racines. 

X I . — M É T H O D E S D ' A P P R O X I M A T I O N . 

P R E M I È R E M É T H O D E , D I T E DE N E W T O N , R E C T I F I É E PAR 

F O U R I E R . — Désignons par F (x) une fonction entière 
de X à coefficients réels, et par h un accroissement réel 
donné à x ; posons 

(0 

E. désigne dans cette formule une fonction entière de x et 
de /i. Si l'on considère alors la fonction de z 

on voit qu'elle s'annule pour z = o, et aussi, en vertu de 
la formule (i), pour z = h-, en vertu du théorème de 
Rolle (p. 411)5 sa dérivée, prise en regardant z comme 
la variable, doit donc s'annuler pour une valeur h' de 2 
comprise entre zéro et h. Or cette dérivée est (*) 

Cette fonction entière s'annule encore pour z = o.et de 
plus pour ^ = A'; sa dérivée, prise en regardant z comme 
la variable, doit donc s'annuler pour une valeur h" de z 
comprise entre zéio et h'. Or cette dérivée est 

( * ) La d é r i v é e d e F ( x - 4 - z ) es t l e coefl iciei i t d e h d a n s le d é v e l o p p e -
m e n t d e e t ce ooel ï ic ient es t F ' ( x - f - s ) . 
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on a donc 

c'est-à-dire 

/z" désignant une quantité comprise entre zéro et h. Cette 
quantité se désigne ordinairement par Qh-,0 désigne alors 
un nombre compris entre zéro et l 'unité, et l'on a 

par suite, la formule (i) devient 

Concevons actuellement que, ayant convenablement 
séparé les racines d'une équation algébrique 

on ait substitué à la place de x deux nombres a el b^ a 
peu différents l 'un de l'autre, donnant à F (x) des valeurs 
de signe contraire et comprenant par conséquent une ra-
cine, mais une seule. On arrivera toujours à ce résultat 
après un nombre plus ou moins considérable d'essais; si 
dans la formule (2) on remplace alors x par a et si l'on 
suppose que a - \ - h désigne la racine cherchée, on aura 

c'est-à-dire 

On tire de cette formule 

( 3 ) 

En partant au contraire de la valeur approchée b, en dé-
signant par b — /i la racine exacte et par X un nombre 
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compris entre o et i , on trouve de la même façon 

et par su i te 

( 4 ) 

Si les quantités h et h sont suffisamment petites, on peut 
négliger leurs carrés et prendre 

Telle est la méthode indiquée par Newton pour l 'ap-
proximation des racines des équations; elle est peu siîre, 
comme on voit, et, pour qu'elle puisse être appliquée avec 
succès, en un mot pour approcher de la racine à l'aide 

F(rt) F ( / ; ) . . . 
des termes de correction —Ç^TT—et——iltautetre 

F ( « j \'{b) 
sûr qu'ils sont positifs; il faut ensuite, en vertu des 
r 1 /ON / /\ 1 • ' + 

l o r m u l e s ( 3 ) et ( 4 ) , q u e les quant i t é s — — — F ' Y T ] — ^^ 

so i en t p o s i t i v e s , car alors s e u l e m e n t on 

sera sur que a — ^^ ^ — F^T^ approches 

que a et b. 
Nous supposerons les limites a et b assez ressçrrées 

pour que, dans l'intervalle, F ' ( x ) e t F " ( x ) n'aient pas 
de racines, ce qui sera toujours possible si les équations 
F [x) = o, F ' (x) = o et F" [x) = o n'ont pas les mêmes 
racines (on voit ici l 'utilité de la théorie des racines 
égales). 

„ . j . F ( a ) Ff^») . 
Alors : le dis q u e — —r et ' r- sont p o s i t n s : en 

^ F' ( rt ) F' ( 6 ) ^ effet, si F (a) est négatif, par exemple, F{a:) devenant 
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positif pour x = h, croît dans l'intervalle A, et F ' ( x) 

est positif; donc — est positif, et il en est de même 

de ^^ contraire, F (rt) était positif, F (x) serait 

décroissant, F ' ( x ) négatif, et on arriverait toujours aux 
mêmes conclusions. 

2° Puisque F " ( x ) et F ' (x) n'ont pas de racines dans 
Tintervalle a, b, F" [a -h 6h) et F " [b — XA) auront les 
mêmes signes, F ' ( « ) et aussi, et alors l 'une des 
quantités 

sera positive. 
Donc, pourvu que F ' (x) et F " (x) ne s'annulent pas 

entre a et b, l 'un des termes de correction de Newton 
donnera toujours une valeur plus approchée de la racine 

cherchée, et le terme qu'il faudra employer sera — 

F' ( b) 

si F" (x ) et F ' ( x ) sont de signes contraires, et ^ si 

F " ( x ) et F ' ( x ) sont de même signe. Mais nous venons 

de voir que — p ^^^ etaient positifs ; si donc 
F " (a) et F ' ( a ) sont de signes contraires, F (a) et F" (a ) 
seront de même signe; si F"{b) et F ' (A) sont de même 
signe, F [b) et F" {b) le seront aussi. De cette petite dis-
cussion il résulte que : 

Le terme de correction à employer est celui pour le-
quel F (^x) et F " ( x ) sont de même signe. 

Cette proposition est due à Fourier ; si l'on veut avoir 
une limite de l 'erreur commise en employant le terme 
de correction, il suffît de considérer le terme complé-

2 7 . 
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meu taire 

et d'y remplacer A ou h par h — a, et ¥"[b — Ik) par 
le maximum M de F"(a:) dans l'intervalle b-, on a 
ainsi 

X I I . — S U R D I V E R S E S M É T H O D E S D ' A P P R O X I M A T I O N . 

La méthode de Newton est sans contredit la plus avan-
tageuse après la méthode du développement en série 
que nous n'avons pas à exposer ici 5 cette dernière mé-
thode , du reste, se rapproche beaucoup de celle de 
Newton, en ce sens que la série donnée par Cauchy a pour 
premier terme le terme de correction de Newton. La 
série que j'ai fait connaître a pour premier terme un 
terme de correction donné par une méthode que nous 
allons développer et que l'on appelle la méthode de 
fausse position-, cette dernière méthode devra être pré-
férée à celle de Newton, lorsque, dans le voisinage de la 
racine cherchée, on aura F"{x)=o, ou F ' ( x ) = o 
(nous conservons ici les notations adoptées p. 417)- Voici 
en quoi consiste la méthode de fausse position : on sup-
pose la quantité x — a, dont varie x entre a et b, propor-
tionnelle à la quantité F ( x ) — F (<2) dont varie F (x) 
dans l'intervalle correspondant. Si Z» — a est assez petit, 
cette hypothèse est assez exacte, et l'on a 
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d'où l'on tire, en faisant F -f- A) = o. 

de même ou aurait 

Lagrange, pour obvier aux inconvénients que présen-
tait la méthode de Newton avant Fourier, avait ima-
giné une méthode qui consistait à développer'la racine 
cherchée en fraction continue, mais qui ne doit pas être 
employée aujourd'hui. 

Soit a la valeur approchée d'une racine de F ( x ) = o ; 

si l'on pose x = a -h l'équation proposée devient 

en chassant les dénominateurs, cette équation prend la 
forme 

j désignant un polynôme algébrique. On calculera ap-
proximativement la plus petite racine de cette équation, 
et en désignant par a^ une valeur approchée, on posera 

et ainsi de suile 5 on aura ainsi 

En général, on choisit pour les valeurs «1, . . . , 
des nombres entiers. Nous n'insistons pas davantage 
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sur cette méthode, parce qu'elle conduit à des calculs 
plus compliqués que celle de Newton, bien que, au point 
de vue théorique, elle paraisse plus simple. 

Lorsqu'une équation peut se mettre sous la forme 

il est souvent avantageux de procéder comme il suit : 
soit a une valeur approchée, on aura une valeur encore 
plus approchée en prenant 

en désignant par a^ celte nouvelle valeur, on en obtieni 
une encore plus approchée par la formule 

et ainsi de suite. Cette méthode est celle que l'on ap-
plique à l'équalion cix^ bx -h c = o\, lorsque a est 
très-petit (p. i53) , pour que cette méthode puisse s'ap-
pliquer avec succès, il faut que, si a désigne la racine 
cherchée, l'on ait 

ou 

ou 

(0 

or, si l'on pose 

la quantité 

s'annulera pour x = a et p o u r j : r = a ; sa dérivée, en 
vertu du théorème de Rolle, s'annulera pour une va-
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leur X de x comprise entre a et a , et l'on aura en con-
séquence 

la formule (2) devient alors 

d'où l'on tire 

et en vertu de (i) 

XIII. — A P P L I C A T I O N DES P R I N C I P E S P R É C É D E N T S . 

Nous allons nous proposer de résoudre l'équation 

(0 

Cherclions d'abord une limite supérieure des racines. 
A cet effet, formons les dérivées de F (x) ; on a 

Sans aller plus loin, on voit que toutes les dérivées de 
F (x) sont positives avec x ; donc tout nombre positif 
qui, mis à la place de x dans F (x), rendra cette fonction 
positive, sera une limite supérieure des racines positives : 
2 jouit de cette propriété, 2 est donc une limite supé-
rieure des racines. Or, F ' (x) restant toujours positif, 
F ( x ) croit constamment avec x , et par suite ne peut 
s'annuler qu'une fois-, et comme on a F (o) = — 7, on 
en conclut que la racine unique de F (x) = o est com-
prise entre o et 2. 

Nous pourrions déjà appliquer la méthode de New ton 
en prenant 2 comme première valeur approchée; nous 
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serions sûrs, parce moyen, de trouver une valeur plus 
approchée, car F (2) et F"(2) sont de même signe; mais 
il vaut mieux appliquer la méthode des substitutions 
successives jusqu'à ce que nous ayons trouvé une valeur 

approchée à ^ près : le signe de F (i ,5) est évidemment 

4- , et l'on a 

Le terme de correction sera 

l 'erreur sera moindre que 

Cette quantité diffère peu de en sorte que nous pren-
drons pour valeur approchée de là racine i , 3 4 , et nous 
trouverons 

En prenant pour terme de correction - > l'er-

reur est au plus de 

c'est-à-dire inférieure à — m a i s le terme de correc-
1 0 0 0 

tion étant lui-même inférieur à — o n en conclut que 
1 0 0 0 

1,340 est une valeur approchée à moins d e — - - p r è s . 
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Cela étant, on est sûr que l 'erreur est inférieure à 

c'est-à-dire à ^^—; le terme de correction, calculé à 
LOOOOO 

— près, est éeal à 0,00002 : on a donc, pour valeur 100000 r ' o 5 ' r 

approchée de la racine, 

on a ensuite 

Le nouveau terme de correction est 

et l 'erreur est inférieure à ^ ; on a ainsi 
1000000000 

EXERCICES. 

4. Démontrer que, si l'on divise le polynôme F'(jr) par F(a;), 
dont il est la dérivée, en ordonnant le quotient par rapport aux 
puissances croissantes de x, le rapport d'un terme au suivant dans 
la série ainsi obtenue a pour limite celle des racines de F (.r) = o, 
dont le module est le plus grand. (BERNOULLI.) 

2. Si l'équation/(i:) = o du degré m n'a pas de racines réelleS;, 
l'équation suivante, dans laquelle h est positif, 
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n'en a pas non plus; il résulte de là que 

n'a pas de racines positives. 

3. Si l'on met les fractions 

sous la forme u,, u, désignant des polynômes 
«0 "2 

entiers, l'équation M„= O aura toutes ses racines réelles et posi-
tives. 

4. Toute racine d'une équation à coefficients entiers qui est seule 
de son degré de multiplicité est commensurable. 

5. Si l'on égale à zéro la n'""' dérivée de — 1)", l'équation 
ainsi obtenue aura toutes ses racines réelles. 

6. Soit D le plus grand commun diviseur entre f ( x ) et sa dé-
r ivée / ' ( . r ) ; soit, de plus, 

le produit des facteurs de f { x ) dont le degré de multiplicité est /i 
est le plus grand commun diviseur entre P et 0 — P' désignant 
la dérivée de P. (OSTROGRADSKY.) 
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c h a p i t r e v i i i . 

DE L'ÉLIMINATION. 

I . — D E S D É R I V É E S P A R T I E L L E S . 

Lorsquel'on considère un polynôme ent ierF (x, z, . . .) 
enx, y, z. . ., on peut le supposer ordonné par rapport 
à X, et l'on peut prendre alors sa dérivée par rapport à la 
lettre x, plusieurs fois de suile, fx fois, par exemple ; mais 
on conçoit que Ton aurait pu effectuer la même opération 
par rapport à j . Ainsi, par exemple, la dérivée seconde 
de prise par rapport à .r, est lax^y^-, sa dérivée 
quatrième, par rapport à est l a o x ' ^ j . 11 est bon de 
pouvoir distinguer par une notation la lettre par rapport 
à laquelle on prend la dérivée d'un polynôme : 

représentera pour nous la n'"'"" dérivée de F (x, j , z) 
prise par rapport à x-, 

sera le résultat obtenu en prenant m fois la dérivée de F 
par rapport à x, et n fois la dérivée du résultat par rap-
port à y, etc. 

T H É O R È M E . — On peut, sans changer la valeur 
d'une dérivée, intervertir Vordre des dérivations. 
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Ainsi, je dis que l'on aura par exemple 

Il suffit évidemment de démontrer que l'on peut inter-
vertir l'ordre de deux dérivations successives; or, F est 
un polynôme de la forme 

et l'on a 

le théorème se trouve donc démontré. 

T H É O R È M E II. — On a, en désignant par h, /r, l, . . . 
des quantités arbitraires, 

JX, V,... désignant des quantités susceptibles de prendre 
toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu^à Vinfini, en 

sous-entendant que — ^ = i pour « = o. 

En effet, nous avons vu, p. 362, que 

en développant chaque terme du second membre par 
rapport aux puissances de Z:, on a 

et ainsi de suite. c. Q. F. D. 
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I I . — R É S U L T A N T E D E P L U S I E U R S É Q U A T I O N S . 

Éliminer une inconnue entre m équations, c'est, 
comme on sait, trouver m — i équations qui ne con-
tiennent plus cette inconnue et c|ui soient satisfaites pour 
tous les systèmes de valeurs des autres inconnues qui 
satisfont aux équations proposées, mais qui ne soient sa-
tisfaites que pour les systèmes de valeurs en question. 

La résultante de m équations à m inconnues est le 
résultat de l'élimination de m — i inconnues entre ces 
m équations. 

La recherche de la résultante de plusieurs équations 
est une opération très-simple en théorie, mais d'une com-
plication effrayante dès que l'on entre dans le domaine 
des applications. 

P R E M I Ï L R E M É T H O D E . — Soient 

deux équations à deux inconnues; soient x , , x , , . . . , x„, 
les racines de la première, 

(0 . 
sera la résultante de ces deux équations. En effet, cette 
équation est satisfaite pour les valeurs de j" qui satisfont 
aux proposées et ne contient plus or le premier 
membre de l'équation (i) est une fonction symétrique 
entière des racines de © (x, j ) = o : il s'exprimera donc 
rationnellement à l'aide de formules connues (p. 3^4) e» 
fonction des coefficients de cette équation. 

Si l 'on avait plus de deux équations, on commencerait 
par éliminer une inconnue entre ces équations en les 
prenant deux à deux de m — i manières différentes; on 
éliminerait une seconde inconnue de la même façon, et 
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ainsi de suite.'Toutefois, il est bon de faire observer que 
si ( t j , >1)5 [Xi, j î ) , . . . représentent les solutions com-
munes aux équations 

la résultante de 

sera 

D E U X I È M E M É T H O D E . — Euler et Bezout ont fait con-
naître une méthode qui permet d'écrire sous forme de 
déterminant la résultante de deux équations 

En multipliant la première par i , x , . . , la 
seconde par i , x , . . , on forme vi -f- ?i équa-
tions dans lesquelles on peut considérer x , x®,..., 
comme autant d'inconnues entrant au premier degré; le 
résultat de l'élimination peut alors s'écrire et se former 
d'après les règles indiquées p. 107. 

T R O I S I È M E M É T H O D E . — Cauchy, M . Sylvester et 
M. Cayley ont perfectionné la méthode précédente, mais 
sans en faire disparaître toutes les longueurs : voici l 'ex-
posé d'une méthode dont le principe est dû, je crois, à 
M. Cayley. 

Soient 

les équations proposées; l'équation 

peut remplacer l 'une quelconque des proposées, et cela 
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quel que soi't a , son premier membre étant divisible 
par X — puisqu'elle est satisfaite en prenant x = a, 
on peut supprimer ce facteur et abaisser son degré au-
dessous du plus grand des degrés des équations proposées. 
On obtient ainsi une équation 

qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x satisfai-
sant à la fois aux proposées et pour toutes les valeurs 
imaginables de a 5 les coefficients des diverses puissances 
de a doivent donc être identiquement nuls lorsque l'on 
donne à x une valeur satisfaisant aux équations propo-
sées. Ainsi, en annulant ces diverses puissances de a , on 
obtient des équations qui sont des conséquences des pro-
posées et qui seront en nombre supérieur d'une unité à 
l'exposant de la plus haute puissance de 0:5 on pourra 
donc considérer ces puissances comme des inconnues en-
trant au premier degré et diriger le calcul comme dans 
le cas précédent. Cette méthode a sur la précédente l 'a-
vantage de ramener le problème à la résolution d'un 
nombre moins considérable d'équations du premier degré. 

I I I . — T H É O R È M E O E B E Z O U T . 

T H É O R È M E . — La résultante de plusieurs équations 
algébriques est d'un degré au plus égal au produit des 
degrés de ces équations. 

En effet, ne considérons d'abord que deux équations 

( 0 
(2) 

Soient m le degré de la première, n le degré de la se-
conde; décomposons la fonction op en groupes de fonc-
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lions homogènes F (x, f) , ^ (x, / ) , . . . , nous pourrons 
écrire la formule (i) comme il suit : 

ou bien, en supposant F du degré iti, du degré 
m — 1, etc., 

ou bien encore 

Les m racines de cette équation se confondent pour 
t — ce avec les m racines de l'équation 

En désignant par «j, a , , . . . , a,„ ces racines, on pourra 
mettre les racines de l'équation (i) sous la forme 

£ ! ,£ , , . . . , £ , „ étant des quantités nulles pour t = cc . Or, 
d'après ce que nous avons vu p. 43o (première méthode), 
le résultat de l'élimination de x entre (i) et (2) est 

( 3 ) 

or on peut mettre la fonction ^ sous la même forme 
que (P, et poser 

F i , . . . désignant des fonctions homogènes de degré 
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n — 1,. . . . On a alors 

Si l'on développe le second membre par rapport aux 
puissances de Sj et si Ton désigne par une quantité 
qui s'annule pour t = ce , l'équation précédente s'écrira 

et, par suite, le premier membre de (3) prendra la forme 

I l désignant une quantité qui s'annule pour ? = oo ; mn 
est donc le plus fort exposant de t dans la résultante des 
équations (i) et (2), ce qui démontre le théorème de 
Bezout pour le cas de deux équations. 

Passons maintenant au cas de trois équations. Si l'on 
suppose les premiers membres de ces équations décom-
posés en groupes homogènes, elles pourront se mettre 
sous l;i forme 

(0 

( 3 ) 

Si l'on divise la première par f'", la seconde par f", et si 
l 'on résout ces équations par rapport à a: et à on en 
déduira, d'après ce que nous avons vu tout à l'heure, 
mn valeurs pour a: et mn valeurs correspondantes pou ry ; 
ces valeurs se réduiront pour f = 00 aux solutions du 
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système 

multipliées par t. Si l'on désigne par («i, /Bj), («a, 
(«„,„, |3„,„) les solutions de ce système, les solutions du 
système (i), (2) pourront s'écrire sous la forme 

£1, e',, etc., désignant des quantités qui s'annulent pour 
i = 00 ; or le résultat de l'élimination de x et de 
entre (i), (2) et (3) est 

ou bien, en développant par rapport aux puissances de e, 
el et en désignant par ŵ  une quanlilé qui s'annule 
pour t = 00 , 

Celte équation peut s'écrire 

Cl désignant une quanlilé nulle pour f = 00 5 donc mnp 
est le degré de la résultante des équations (i), (2), (3). 
Le théorème de Bezout est donc démontré pour le cas de 
trois équations, et l'on voit sans peine comment on pas-
serait de là au cas d'un plus grand nombre d'équations. 

La démonstration que nous venons d'exposer est extraite 
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d'un Mémoire de M. Liouville-, elle nous a paru plus 
simple que les autres démonstrations données jusqu'ici 
du même théorème. 

R E M A R Q U E . — Nous avons supposé les équations pro-
posées tout à fait générales; et nous n'avons pas eu 
égard à certains cas particuliers qui auraient pu faire 
baisser le degré de l'équation résultante, aussi ne devrons-
nous point nous étonner si le degré de cette résultante 
devient, dans certains cas, inférieur à mnp. Ainsi, par 
exemple, lorsque nous avons traité le cas de trois équa-
tions, nous avons admis que le système (i), (2) admet-
tait mn solutions; s'il en admettait moins, le degré de la 
résultante baisserait; il baisserait encore si l 'une des 
quantités F (a,, |3,, i) était nulle. 

I V . — U S A G E S D E L ' É L I M I N A T I O N . — R E C H E R C H E D E S R A C I N E S 

I M A G I N A I R E S D E S É Q U A T I O N S . — E V A N O U I S S E M E N T D E S 

R A D I C A U X . 

L'élimination a des usages très-variés dans toutes les 
branches de l'analyse. 

Si dans une équation algébrique à une inconnue on 
remplace l'inconnue par x -'rysj— i , elle prend la forme 

Cette équation se décompose en deux : 

En éliminant alors successivement x et y , on aura deux 
équations à coefficients réels dont les racines convena-
blement discutées feront connaître les racines imaginaires 
de l'équation proposée. 

Dans certaines recherches, on est conduit à des équa-
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tions contenant des radicaux; ces équations, lorsqu'elles 
ne contiennent pas de signes transcendants, se ramènent 
toujours à la forme ordinaire sous laquelle nous sommes 
accoutumés à considérer les équations algébriques. En 
effet, observons d'abord que, après avoir chassé les déno-
minateurs, les deux membres de l'équation seront deux 
fonctions entières des variables et des radicaux-, consi-
dérons, par exemple, l'équation 

Si nous posons alors 

nous aurons 

( 3 ) 

Si l'on élimine alors j)', z, t, l'équalion résullanle ue 
contiendra plus de radicaux et pourra remplacer (i), à 
la condition, toutefois, que les radicaux, dans celte équa-
tion, seront pris avec leurs valeurs multiples ; en effet, 
les équations (3) ne remplaceront les équations (i) et (2) 
qu'à celte condition. 

Ainsi, par exemple, l'équation 

n'a pas de solution, tandis ([ue 

obtenue en chassant les radicaux, admet la racine x — i. 
Quoi qu'il en soit, l'équation résultante, obtenue par la 
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méthode que nous venons d'indiquer, contient toujours 
les solutions de l'équation proposée, quand elle en a, de 
sorte qu'une discussion facile fait connaître les solutions 
à rejeter. 

. EXERCICES. 

1. Résoudre l'équation 

= 8 est une solution de cette équation. 

2. Résoudre les équations : ' 

3. Former la résultante des équations 
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c h a p i t r e i x . 

ÉTUDE SPÉCIALE DE QUELQUES ÉQUATIONS. 

I . — E Q U A T I O N S B I N Ô M E S . 

On donne le nom à'équations binômes aux équations 
de la forme 

Ces équations, comme on sait, se ramènent à la forme 

Les racines de l'équation 

(0 

sont données, comme on l'a vu (p. 263), pa r l a formule 

1 , 1 1 • 2/-7r , 2^77 , en sorte que le calcul de sin et de cos se ramene 
^ m m 

à la résolution de l'équation (i). Le côté du polygone 
régulier de m côtés est égal à 2 s i n ^ ^ ; je laisse à des-
sein le facteur h sous le signe sin, parce que, outre le 
polygone régulier ordinaire de m côtés, il existe encore 
dans la plupart des cas des polygones étoiles obtenus 
en joignant les sommets du polygone ordinaire de deux 
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en deux, de trois en trois, etc. En procédant ainsi, on 
ne forme pas nécessairement un polygone de m côtés; 
pour que ce polygone existe il faut que l'on ne revienne 
au sommet dont on est parti sur le polygone convexe 
qu'après avoir traversé tous les autres sommets. Suppo-
sons que l 'on ait joint les sommets du polygone convexe 
de /r en /r; si l'on revient au point de départ avant 
d'avoir passé par tous les autres sommets, c'est que 
n fois k forme un multiple de m; en d'autres termes, m 
et k ont un diviseur; réciproquement, si m et ont pour 
diviseur commun J, en joignant les sommets du polygone 
convexe de k en A', quand on aura passé par d sommets, 
on sera revenu au point de départ ; on n'aura donc décrit 
qu'un polygone de à côtés. Ainsi : 

La condition nécessaire et suffisante pour obtenir 
un pofygojiti étoile de m côtés, en joignant de k en k les 
sommets du polygone convexe, est que m et k soient 
premiers entre eux. 

Nous venons de dire que i sin représentait le côté 

du polygone régulier de m côtés, polygone convexe si 

A = I, étoile si k et m sont premiers entre eux ; or sin • 

est le coefficient de \J— i dans les racines de l'équation 

Ainsi on voit que la résolution de l'équation binôme a 
une liaison intime avec l'inscription des polygones régu-
liers convexes ou étoilés. 

R E M A R Q U E . — Si l'on représente par a la racine de 
l'équation (i) , qui a le plus petit argument positif, les 
autres racines de cette équation pourront être représen-
tées par a®, a ^ , . . . , a" = i : cette remarque nous 
sera utile plus tard. 
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R É S O L U T I O N D E . R * — I = o. — Cette équalion se dé-
compose en deux autres : 

Les quatre racines de l'équation proposée sont donc 
données par les formules 

et comme on doit avoir 

on en conclut, après une discussion facile. 

R É S O L U T I O N D E x^ — I = o. — Cetle équation se dé-
compose en deux autres 

déjà résolue, 

la seconde donne 

ou bien, en appliquant la formule identique, 

démontrée (p. i6o). 
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on a d o n c 

Dans cette formule, on doit supposer A impair; on en 
déduit 

Le plus petit arc compris dans la formule ^ ^ ayant sou 

sinus et son cosinus positifs, on a 

Le côté du polygone régulier de quatre côtés est 2 sin 

c'est-à-dire comme on le savait. 

R É S O L U T I O N D E X'® — x. — Cette équation se décom-
pose en 

cette dernière donne 

c'est-à-dire 

En appliquant encore ici la formule (2), on a 

Si l'on veut calculer sin il faudra prendre la combi-
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naison de signes qui fournira la plus petite valeur pos-
sible du coefficient de — T; celle valeur est 

le côté de l'octogone régulier est donc 

Le côté de l'octogone étoilé obtenu en joignant les som-
mets du précédent de trois en trois sera donné par la 
formule 

On voit sans peine comment on passerait de là aux équa-
tions X®® — I = o, x®̂  — I = o, etc. 

R É S O L U T I O N D E X® — I = o. — Cette équation admet 
la racine x = 15 elle se décompose donc en deux autres 

Cette dernière donne 

on en déduit 

R É S O L U T I O N D E X® — 1 = 0 . — Cette équation se dé-
compose en deux autres 

déjà résolue 
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Or + I = O se décompose en 

Cette dernière a pour racines 

d'où l'on déduit 

Le côté du polygone régulier de trois côtés est donc y/3, 
ainsi qu'on l'a vu en Géométrie. 

On passerait- de là aux équations x'®— 1 = 0, 
X®* — I = o, etc., en faisant usage de la formule (2). 

R É S O L U T I O N D E X ® — 1 = 0 . — Cette équation se dé-
compose en deux autres 

Cette dernière est une équation réciproque; elle peut 
s'écrire 

(3) 

En posant alors 

( 4 ) 

et en observant que 

l'équation (3) devient 
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d'où l'on lire 

Mais J'équalion (4) donne 

o n a d o n c finalement 

O U b i e n 

En disculant convenablemenl cetle formule, on trouve 

R É S O L U T I O N D E — 1 = 0 . — Celte équation se dé-
compose en deux autres : 

déjà résolue 

Mais cette dernière a évidemment ses racines égales et de 
signe contraire à celles de la première-, on a donc, en 
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p a r l i c u l i e r , 

les doubles de ces quantités représentent les côtés du 
pentagone régulier ordinaire et étoilé. 

E.ÉSOLUTION DE X®''— I = o. — Cette équation se dé-
compose en deux autres 

déjà résolue 

Mais si dans la première on change x en x \J— i , elle se 
transforme dans la seconde-, on conclut de là la valeur du 
côté du décagone ordinaire et du décagone étoilé : 

Côté du décagone ordinaire 

Côté du décagone étoilé 

la différence des côtés de ces polygones est donc égale au 
rayon. 

R É S O L U T I O N D E X * ® — I = o, — On reconnaît immé-
diatement que son premier membre est divisible par 
X® — I et par x ' — i-, en supprimant d'abord le premiei 
facteur, il vient 

( 5 ) 

Le premier membre de cette équation n'est plus divi-
ns J 

sible par x ' — i , mais il l'est encore par ou par 

X® - f - x -h i ; en supprimant ce facteur, on a 

Cette équation est réciproc^ue et son degré s'abaisserait 
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en posant x -i- ^ = z, mais il vaut mieux chercher à ré-

soudre l'équation (5) ; celle-ci se déduit de l'équation 

(6) 

en y remplaçant x par x®; en sorte que, j désignant une 
racine de l'équation précédente, les racines de l'équa-
tion (5) sont données par la formule 

Les racines de l'équation (5) sont donc les racines cin-
quièmes des racines de l'équation (6); on les obtiendra 
en multipliant les racines de l'équation (6) par les racines 
cinquièmes de l'unité : on trouve ainsi 

I L — T H É O R È M E S D E M O I V R E E T D E C O T E S . 

Si l'on désigne par a la quantité 

on aura 

(0 

Si l'on représente alors les imaginaires à la manière de 
M. Mourey, au moyen d'une droite égale au module, 
faisant avec un axe fixe OX, dans un plan fixe, un angle 
égal à l 'argument, les quantités i , a , a®,. . pour-
ront être représentées par les rayons d'un cercle décrit du 
point O comme centre et faisant avec l'axe OX des angles 

égaux a o, —? — i etc., ou, si 1 on veut, par les rayons 
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d'un polygone régulier de m côtés ayant son centre et l 'un 
de ses sommets sur OX. Si l'on désigne alors par AQ, AJ, 
A A , . . A , „ _ I les sommets de ce polygone, et si OM re-
présente la quantité x , en vertu du théorème démontré 
(p. 260), X — a' sera représenté par A, M, et par suite le 
module de x — a ' sera A. M. En prenant alors les mo-
dules des deux membres dans la formule (i), on aura 

ou si l'on pose , 

c'est dans cette égalité que consiste le théorème de 
Moivre. Si l'on fait 0 = o, le second membre devient 
r"" — I et l'on a le théorème de Côtes. ' 

C O R O L L A I R E . — Si l'on divise les deux membres de la 
formule précédente par A(,M = r — i dans l'hypothèse 
où 6 = o, on a 

Si l'on fait tendre r vers l 'unité, il vient alors 

Cette formule exprime que le produit des diagonales d'un 
polygone régulier de m côtés issues d'un même point, par 
le carré du côté de ce polygone, est égal à m fois la 
m — i'^'"" puissance du rayon du cercle circonscrit. 

I I I . — E Q U A T I O N S n u T R O I S I È M E D E G R É . 

Nous avons vu que, en augmentant toutes les racines 
d'une même quantité facile à déterminer, on pouvait tou-
jours faire disparaître la m — i'̂ '"® puissance de l ' in-
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connue dans toute équation du degré m; nous pouvons 
donc considérer l'équalion du troisième degré sous la 
forme 

( i ) 

Pour résoudre cette équation, nous poserons 

(2) 

elle deviendra alors 

Nous pouvons profiter de l'indétermination de y et de z 
pour poser 

( 3 ) 

l'équation précédenie pourra alors être remplacée par 
celle-ci ; 

( 4 ) 

Les équations (3) et (4) déterminent entièrement et z 
et par suite x-, de l'équation (3) on tire 

( 5 ) 

Les équations (4) et (5) font connaître la somme et le 
produit de j® et ces deux quantités sont racines de 
l'équation 

d'où l'on tire 
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et par suite 

(6) 

Chacun des radicaux qui figure dans cette formule a trois 
valeurs, de sorte que x parait susceptible de neuf valeurs, 
quoique nous sachions cependant que l'équation (i) n'a 
que trois racines distinctes. Ce paradoxe s'explique faci-
lement en observant que les équations (4) et (5), qui 
nous ont servi à déterminer z ei j , sont plus générales 
que les équations (3) et (4) auxquelles y et z sont assu-
jettis à satisfaire-, aussi ne devrons-nous prendre que les 

vale urs de j et z dont le produit fait — Soient j^i et Zj 
•J 

des valeurs de / el de z satisfaisant à cette condition, i , 
et y® les racines cubiques de l 'unité, les valeurs de y 
sont j i , j f i , y® \ celles de z seront Zi, Zj. 

Ceci posé, avec Zj on ne pourra combiner quejy,, car 
les autres valeurs de j ne donneraient pas 
avec jz i on ne pourra combiner que J i , et avec Zi on 
ne pourra combiner que yz,, en sorte que les racines de 
l'équation (i) seront 

dans tout ce qui suit, nous suppose ron s p el q réels. 

La formule (6) est très-incommode pour le calcul des 

racines de l'équation (3); lorsque la quantité 

est positive, on voit clairement que l'équation (i) a deu x 

de ses racines imaginaires. Mais lorsque ^ ^ 
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galif, les racines sont compliquées de radicaux, et il n'est 
pas possible de décider immédiatement si elles sont réelles 
ou imaginaires. 

Si nous supposons ^ + ~ — l'équation (i) acquiert 

manifestement deux racines égales. 
Voici maintenant un moyen de calculer les racines de 

l'équation (i) au moyen des tables de logarithmes. 

1° Supposons d'abord y + — o, on pourra poser 
4 27 

on en déduira 

(7 ) 

la formule (6) deviendra alors 

a et |3 désignant deux racines cubiques de l 'unité dont 
le produit fasse i . Si l'on prend alors a = \ et (3 = i , 

il faudra prendre 

ce qui donnera 

en prenant 
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en prenant a = cos ^ -+- s/—i sin il faudra prendre 

ce qui donnera 

Ces formules, jointes aux formules (7), montrent que 
les racines de l'équation (i) sont réelles et permettent 
d'effectuer par logarithmes le calcul de ces racines. 

2° Supposons ^ + ^ ^ ^ observe que le 

produit des radicaux cubiques qui entrent dans la for-

mule (6) doit faire — -Ç-? on sera porté à représenter 

l'un par y / tangij) et l 'autre par — y / "y cotfp, si p 

est positif, a et (3 représentant des racines cubiques de 
l'unité, telles que a|3 = i . On trouve alors, si ex = (3 = i, 

Si l'on suppose 

on en conclut 

ou 
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Le cas où l'on supposerait < 

n'offre pas plus de difficulté. 

Enfin, si, au lieu de supposer p positif, on le supposait 

négatif, on poserait l 'un des radicaux égal à u ^ — ̂  tang^ 

el l 'autre égal à |3 y / — ^ cot(5J; x pourra donc être cal-
culé par logarithmes lorsqu'on aura calculé l'angle cp (ou 
du moins la partie réelle et le coefficient de sJ—i sont 
calculables par logarithmes). 

Voici maintenant comment on pourra cal euler rangle(p. 
On observera que si p est positif, 

et si p est négatif, 

en posant alors 

l'angle ip sera déterminé par la formule 

Toutes ces formules, comme on voit, sont calculables 
par logarithmes. Nous n'avons pas considéré le cas 
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OÙ p = 0 , parce que l 'équalion se ramène alors à 

et X est immédiatement calculable par logarithmes. 

De la discussion précédente, il résulte que si 

est positif, l'équation (i) a deux de ses racines imaginaires ; 
si cette quantité est négative, les racines sont toutes 
réelles; enfin, si elle est nulle, l'équation a deux racines 
égales. On peut retrouver ces résultats sans résoudre 
l'équation. 

Reprenons, en effet, l'équation (i) 

sa dérivée est 

( 8 ) 

En vertu du théorème de Rolle, si l 'équation (1) a toutes 
ses racines réelles, l'équation (8) aura ses racines réelles 
aussi. Il faut donc que p soit négatif pour que l 'équa-
tion (1) ait toutes ses racines réelles ; mais il faut en outre, 
et il suffit, que les racines de l'équation (8), substituées à 
la place de x dans l'équation (i), fournissent, la pre-
mière un résultat positif, la seconde un résultat négatif. 

Les racines de l'équation (8) sont ± y / — -y ; en sub-

stituant ces valeurs dans l'équation (i), on a 

en prenant le signe —, on devra donc avoir 

( 9 ) 
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OU bien 

c'est-à-dire 

en prenant le signe + devant le radical, on aura au con-
traire 

( l o ) 

Cette formule est identique à celle que l'on vient d'ob-
p3 qi 

tenir avec l 'autre signe: ainsi h ^ <^0 est la con-
27 4 ^ 

dition de réalité des racines. Si l'on veut savoir dans 
quel cas les racines sont égales, il suffit d'exprimer que les 
équations (i) et (8) ont une racine commune ; le résultat 
auquel on arrive ainsi est l 'une des formules (p) ou (10), 
dans laquelle on remplacerait le signe ^ ou << par = . 
On est donc conduit à l'équation de condition 

Pour que l'équation (i) ait ses trois racines égales, en 
d'autres termes, pour que x^ H- px -h q soit un cube 
parfait, il faut que l'équation (8) ait deux racines égales, 
ce qui ne peut avoir lieu que si = o 5 mais alors l 'équa-
tion (i) se réduit à 

Pour que cette équation ait ses racines égales, il faut 
que q — o. Du reste, x = o satisfaisant à l'équation 
dérivée, x = o devait satisfaire à l'équation (i), ce qui 
exigeait que l'on eût p = q — o. 
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I V . — E Q U A T I O N S D U Q U A T R I È M E D E G R É . 

Considérons l'équation 

On peut la mettre sous la forme 

ou bien 

Si le second membre de cette équation était un carré 
parfait, on pourrait regarder l'équation comme résolue; 

mais en ajoutant aux deux membres 

le premier reste un carré, quel que soit quant au 
second, il devient 

et il sera un carré parfait si l'on détermine y par la con-
dition 

Cette équation est du troisième degré en y. Lorsqu'elle 
aura été résolue, l'équation proposée s'abaissera au 
second degré. 

E X E M P L E . — Proposons-nous de résoudre l'équation 
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on l'écrira comme il suit : 

puis, en désignant par une indéterminée, 

(0 

On disposera alors àej de manière que le second membre 
soit un carré parfait, ce qui fournit la relation 

ou, en développant, 

c'est-à-dire 

L'équation (i) devient alors 

d'où l'on tire 

La question est ainsi ramenée à la résolution d'une 
équation du second degré. Cet exemple simple montre 
qu'il vaut encore mieux avoir recours aux méthodes 
d'approximation exposées plus haut qu'aux formules algé-
briques, surtout si l'on observe que l'équation du troi-
sième degré en y que nous avons rencontrée aurait pu 
être complète, et par suite beaucoup plus difficile à ré -
soudre. 
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c h a p i t r e x . 

ÉTUDE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

I . — F O R M U L E D E L A G R A N G E . 

P R O B L È M E . — Trouver une fonction f [x) entière de x 
qui prenne pour x = a, j3, y , . . . , X des valeurs données 

c, . . . , l en nombre n. 
Nous pouvons choisir cette fonction du degré n — i 

et poser 

( 0 

nous aurons alors la suite d'égalités que voici : 

(2) 

en nombre n ; en les résolvant par rapport à Ao, 
A l , . . . , A„_i, la fonction f { x ) se trouvera complète-
ment déterminée. L'existence d'une fonction y (a:), du 
degré n — i , satisfaisant à la question, est donc démontrée. 
On pourrait cependant craindre que le déterminant du 
système (2) soit nu l ; mais ce déterminant a été calculé 
page 113, et nous avons vu qu'il était égal au produit de 
toutes les différences que l'on peut former avec a, (3, 
y, . . . , 1. Or ces quantités étant distinctes par hypo-
thèse, le produit de leurs différences ne saurait être nul. 
Le système (2) est donc compatible et donne, pour Ao, 
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A l , . . . , A„_i, des fonctions linéaires de a, b, c, . . . , l 
(p. io3)-, en substituant ces valeurs dans (i), le second 
membre de cette formule devient lui-même une fonction 
linéaire de et nous pourrons écrire 

( 3 ) 

Le second membre de cette équation devant se réduire 
à / pour x = a, |3, . . . , X, on satisfera évi-
demment à la question en prenant pour A une fonction 
qui s'annule pour x = b, c, . . . , I, et qui, pour x = a, 
se réduise à i , et en choisissant B, C , . . . , L d'une ma-
nière analogue, il faudra donc poser 

et, en faisant x — a, 

En divisant ces relations membre à membre, on trouve 

on trouverait B, C , . . . , L d'une façon tout à fait sem-
blable. La formule (3) devient alors 

( 4 ) 

Telle est la formule connue sous le nom de formule 
d'interpolation de Lagrange. 

La formule (4) peut s'écrire d'une manière un peu 
plus simple en posant 

On déduit de là, en prenant la dérivée de cette expres-
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s i o n , 

et par suile, pour x = a., 

de même 

el ainsi de suite; la formule (4) devient alors 

•IX. JL/JC. l .Ujy i i 'USl l iUJN U t t s F R A C T I O N S RATIOJN J> E L L E S 

E N F R A C T I O N S S I M P L E S . 

Etant donnée une fonction rationnelle, on peut tou-
jours la mettre sous la forme (̂ x) et F ( , r ) dési-
gnant deux polynômes entiers; en effectuant la division 
et en désignant par E (x) le quôtient, p a r / ( x ) le reste, 
on a 

f { x ) étant de degré inférieur à F [x). 

Une fonction rationnelle telle que dans laquelle 
F (a.-) 

f { x ) est de degré inférieur à F (x) , est ce que l'on ap-
pelle proprement nne fraelion rationnelle. 

T H É O R È M E I . — Toute fraction rationnelle peut se 
décomposer en une somme de fractions plus simples de 

la forme ^ -> k et a désignant des quantités indé-

pendantes de x , et m un entier. 
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En effet, reprenons la formule de Lagrange 

dans l a q u e l l e / ( x ) est une fonction qui, pour x = a, 
(3,. . . , X, se réduit à a , Z » , . . . , / , et dans laquelle F [x) 
désigne un polynôme de la forme 

On peut écrire cette formule comme il suit : 

( 0 

elle a lieu quels que soient a , (3,..., X , / (a ) , / ( | 3 ) , . . . , / (X) , 
et quel que soit ceci revient à dire qu'elle a lieu quel 
que soit F ( x ) , a , | 3 , . . . , X désignant les racines de 
F (x) = o, et quelle que soit la fonction f{x) de degré infé-
rieur à F (x ) . En effet, la fonction f { x ) n'a été assu-
jettie qu'à être de degré inférieur à F (x) , et à devenir 
/ ( a ) pour x = : a , / ( ( 3 ) pour = ^3.. . 5 et comme/ ' (a) , 
/ ( ( 3 ) , . . . sont a r b i t r a i r e s , / ( x ) est une fonction arbi-
traire de degré inférieur à F (x) . Le problème général de 
l 'interpolation, dont nous n'avons du reste pas à nous oc-
cuper ici, consiste à déterminer une fonction quelconque 
qui admette n valeurs données pour n valeurs données de 
sa variable. 

Ainsi, en supposante, j3,..., X différents, on peut poser 

A, B, L , . . . , L désignant des quantités indépendantes 
d e x . Si le degré d e / ( x ) égalait ou surpassait celui de 
F (x) , il faudrait compléter cette formule par l'introduc-
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tion d'une fonction entière E (x) , et l'on aurait 

Multiplions par —^—les deux membres de cette for-

mule, elle devient 

D'après ce que nous venons de voir, tous les termes du 
second membre de cette équation, à partir du troisième, 
pourront se décomposer en fractions plus simples, et l'on 
aura un résultat de la forme 

E, (x) désignant une nouvelle fonction entière de x quo-
tient de E (x) par x — cx, et A,, B j , . . . désignant de 

nouveaux coefficients constants, en multipliant par 

les deux membres de cette nouvelle équation, on a 

par une transformation analogue à celle de tout à l 'heure, 
on arrive à la formule 
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el ainsi de suite; on irouve alors 

On peul maintenanl mulliplier les deux membres 

par —^— n — i fois de suite, par — p — i fois de 

suite, etc, et l'on arrivera alors à cette conclusion, que 
toute fonction rationnelle est décomposable en un po-
lynôme entier plus une série de fractions simples de la 

A forme -, r > w désignant une racine du dénomina-(x—w)' ° 
teur égale à zéro, et i désignant un exposant égal ou 
inférieur au degré de multiplicité de cette racine. 

c . Q. F . D . 

est ce que l'on appelle xxne fraction simple. 

T H É O R È M E II. — Une fraction rationnelle ne peut se 
décomposer que d'une seule manière en un polynôme 
entier et une somme de fractions simples. 

En effet, si l'on pouvait avoir à la fois 

et 
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on en conclurait 

(6) 

Or, si l'on fait x = a , le premier membre de cette for-
mule devient infini-, le second doit donc le devenir aussi, 
ce qui exige que l 'un des binômes x — a', x —13',. . . 
soit nul pour x = oc, on que l'une des quantités a ' , (3',.. . 
soit égale à oc. Nous supposerons a ' = a ; mais alors il est 
bien clair que m — m . En effet, si l'on avait ni' m, en 
multipliant les deux membres de la formule (6) par 
(x — «)'"', le premier membre serait encore infini pour 
X = a., et le second serait fini. On verrait de même que l'hy-
pothèse m'^ ni est inadmissible-, donc m = m'. Si l'on 
multiplie alors par [x — a)'" et si l'on fait x = a, il reste 
A„. = A,„', en supprimant alors les premiers termes des 
deux membres de la formule (6) qui sont égaux, on pro-
cédera sur la nouvelle ainsi obtenue comme sur l 'an-
cienne, et l 'on démontrera, comme tout à l'heure, l'éga-
lité de deux nouveaux termes, et ainsi de suite. 

c. Q . F . D . 

I I I . — S U R LA M A N I Î I R E D E D I R I G E R L E C A L C U L 

D E S F R A C T I O N S S I M P L E S . 

Dans le cas où le dénominateur de la fraction à décom-
poser ne contient que des facteurs simples, on peut faire 
usage de la formule 

(0 

mais on peut aussi faire usage de la méthode des coeffi-
cients indéterminés et poser 
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On déduit de là 

on en conclut, pour x = oc, 

on retrouve ainsi 

et par suite 

Cette égalité ayant lieu pour x = a, ^, . . ., X, c'est-à-
> dire pour plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans le 

degré de f { x ) , est une identité; en divisant alors par 
F (x), on retrouve la formule (i). 

P R E M I È R E A P P L I C A T I O N . — Soit à décomposer 

En posant 

on en conclut 

en faisant x = i, on a 

en faisant x = — i , on a au contraire 
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d'où l'on déduit 

du reste, l'application de la formule (i) aurait donné, en 
posant x^ — I = F (x) . 

D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . — La méthode des coefficients 
indéterminés s'applique encore dans le cas où le déno-
minateur a des facteurs multiples ; «ainsi, par exemple, 
considérons la fraction 

elle se développera de la manière suivante : 

En chassant les dénominateurs, on a 

Si l'on fait x = i , on a 

En faisant x = — i , on a 
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En faisant x = 2, on a 

Si l'on remplace A, R, C par leurs valeurs, il vient, 
réductions faites, 

et en divisant par ( 

Si-l'on fait alors .r = i , on a 

Si l'on fait x = — i , on a 

Si enfin on fait x = o, en tenant compte des valeurs déjà 
trouvées, on a 

et par suite 

On peut quelquefois abréger les calculs comme il suit : 
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considérons la fraction 

I 

La fonction [x] est une fonction ralionnelle qui a pour 
dénominateur 9 (x) ; quant à son numérateur, il est évi-
demment de degré inférieur à (j? [x), en sorte que si l'on 
change x en z -h a et si l'on multiplie par on a 

A..., A,„_i,. . . sont donc les termes du quotient de 

ordonné par rapport aux puissantes croissantes 

de z . 
T R O I S I Î Î M E A P P L I C A T I O N . — Lorsque le dénominateur 

d'une fraction contient des facteurs imaginaires, la règle 
à suivre est toujours la même. Toutefois, il est bon d'ob-
server que si ces facteurs sont conjugués deux à deux, on 
peut faire disparaître les imaginaires en adoptant une 
nouvelle espèce de fractions simples. 

Considérons, par exemple, la fraction réelle 

elle se décomposera de la manière suivante : 

[ est égal à 

est égal à ; ces deux quantités ne diffèrent 
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donc que par le signe de y'— i , el l'on a 

c'est-à-dire, en réduisant les deux fractions écrites au 
même dénominateur. 

On voit que deux facteurs imaginaires conjugués donnent 

lieu à une fraction simple réelle de la form 

en suivant le même mode de raisonnement que plus haut, 
on verrait que si le dénominateur F ( x ) possède deux 

facteurs imaginaires multiples d'ordre i conjugués, 

peut se mettre sous la forme 

On peut encore ici euiployer la méthode des coefficients 
indéterminés^ mais voici une méthode qui sera peut-être 
plus expéditive dans un certain nombre de cas. 

Considérons la fraction 

Nous poserons [x — i) x ' = (p [x] et nous écrirons 
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Nous déterminerons M et N par la condition 

en d'autres termes, nous exprimerons que le quotient 
[x] de f [x) — 9 (x) (M -h N) par x® -f-1 est entier, 

ce qui pourra se faire en écrivant que le premier membre 
de l'équation précédente est nul en même temps que 
x ' - h i , c'est-à-dire pour x = ± — i . Nous poserons 
donc 

ou bien 

Cette équation se décompose en deux autres 

on en déduit M = N = i , et par suite 

formule dans laquelle 'I'(j^) est le quotient de 
J'[x) — et (x) (x H- i) par x® H- i ou — x® -f- 3. On po-
sera alors 

et 

c'est-à-dire 

d'où l'on déduit M = N = 2. En divisant alors 
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ip (.r) — (M.r -h N) (J) (x) par -i- i , on trouve pour 
quotient n (x) = — + 3, par suite 

On posera alors 

et l'on en déduira 

Si l'on fait X = o, on trouve A = — 3 en remplaçant A 
par cette valeur, on trouve 

Pour X = o, on a B = 3, et par suite 

Si l'on fait x = i , on a 

il vient alors, réductions faites. 

On a donc 
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EXERCICES. 

1. Les fractions rationnelles décomposées en fractions simples se 
développent facilement en série par la formule du binôme; ceci 
posé, on propose de développer en série ordonnée par rapport aux 
puissances de x les fonctions 

2. Décomposer en fractions simples les fractions 

3. Décomposer en fractions simples les fractions 

4. Trouver une fonction périodique qui, pour des valeurs a , 
A données de sa variable, prenne des valeurs données a, 

b,..., L 

5. Décomposer en fractions simples la fraction 
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c : h a p i t r e x i . 

THÉORIE DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 

I . — D É F I N I T I O N S . 

On appelle dérivée d'une fonction la limite du rapport 
de l'accroissement de celte fonction à l'accroissement cor-
respondant de sa variable lorsque celui-ci tend vers zéro. 

Celle définition, pour être bren comprise, exige que 
nous entrions dans quelques détails. Lorsqu'une fonc-
tion y (j:) est continue, à un accroissement infiniment 
petit h de sa variable x correspond toujours un accrois-
sement infiniment petit h de la fonction J {x), mais il 

n'est pas évident à priori que la limite du rapport j-, 

que nous avons appelée dérivée de la fonction, soit finie 
et déterminée', en d'autres termes, il n'est pas évident 

que, quel que soit la manière dont h tend vers zéro, j 

tende toujours vers la même limite. 
Nous verrons dans la suite ([ue les fonctions de va-

riable réelle ont en général une dérivée unique «t bien 
déterminée, et nous ne nous occuperons que de ces fonc-
tions. 

Lagrange, dans sa Théorie des fonctions analytiques, 
propose de représenter la dérivée de la fonction j par y'\ 
y ' à son tour pouvant être considéié comme fojiction de 
la même variable que y , sa déri\ée sera représentée 
par y" : elle porte le nom de dérivée seconde de y. La 
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dérivée de y" sera représentée par j'" : elle porte le nom 
de dérivée troisième de y , etc. Les notations de Lagrange 
sont souvent incommodes; Kramp, Arbogast, Cauchy et 
d'autres géomètres ont employé les notations 

pour désigner les dérivées dej^; Leibnitz et Newton ont 
employé d'autres notations dont nous n'avons pas à 
parler ici. Hàtons-nous cependant de dire que les nota-
tions de Leibnitz sont généralement adoptées comme se 
prêtant bien mieux aux calculs. Nous nous servirons 
dorénavant des notations de Lagrange, parce qu'elles sont 
plus simples, dans l'exposition des principes du calcul 
des dérivées, et que celles de Leibnitz sont enseignées 
dans les cours de calcul différentiel, identique au fond 
avec celui des dérivées. 

IL — PaopiaÉTÉs O E S D É I U V É E S . 

TnÉoRiiME L—Soient J (x) une fonction quelconque, 
^'(.r) sa dérivée, h un accroissement quelconque donné 
il X , on aura 

lO 
£ désignant une quantité qui s'annule avec h. 

En effet, d'après la définition même que nous avons 
donnée de la dérivée, on a 

c'est-à-dire, eu désignant par e une quantité qui s'annule 
avec h, 

d'où l'on lire la relation (i). 
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T H É O R È M E I L — Lorsque la dérivée J'[x) d'une 
fonction f [x] est constamment nulle entre les limites Xq 
et X, cette fonction est constante entre ces limites. 

En effet, soit x une valeur comprise entre Xo et X ; 
partageons rinter,valle compris entre Xo et x en n parties 
égales à h, en sorte que l'on ait 

PSous aurons, en ver tu de là formule ( i ) , 

Eq désignant une quantité qui tend vers zéro avec h. 
Mais c o m m e / ' ( x j ' est nul entre les limites et X , 
celte équation se réduit à 

On trouve de même 

£,, £2,. . £„_i désignant des quantités cĵ ii tendent vers 
zéro avec h. Si nous ajoutons les équations précédentes, 
en observant que Xo + nh n'est autre cbose que x , il vient 

Mais en désignant par yj la plus grande des quantités £0, 
• • • 5 prises en valeur absolue, on a 

c ' e s t - à - d i r e , e n d é s i g n a n t p a r 9 u n n o m b r e c o m p r i s e n t r e 

— i e t 4 - I , 
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L'équation (2) peut alors s'écrire 

ou bien 

Or, si l'on fait tendre li vers zéro, r; tend vers zéio; il 
en résulte que x et restant fixes, on peut prendre 
J [x] — J [oco] moindre que toute quantité donnée; donc 
on a rigoureusement 

donc, quel que soit x compris entre x^ el X, f [ x ) con-
serve une valeur constante égale à f{xo). c. q. F. O. 

T H É O R Î Î M E IIL — La dérivée d'une fonction f [x) 
ne saurait être constamment infinie. 

En effet, posons 

(3) 

celte équation, résolue par rapjjort à x , fournira un ré-
sultat de la forme 

( 4 ) 

Les équations (3) et (4) sont identiques au fond, elles ne, 
diffèrent absolument que par la forme, en sorte que si l'on 
change x en x-\-Jt dans ces deux équations et si l'on dési-
gne parj^-f-A ce que devient a l o r s o n en déduira pour A 
les mêmes valeurs dans les deux équations en question. Il 

résulte de là que sfla limite de c'est-à-dire si la dérivée 

de / ( x ) était infinie entre les limites x = .r^ et x = X, 

la limite de j , c'est-à-dire la dérivée de ''•^(j ), serait con-

stamment nulle entre les limites j = / ( x j et / ( X ) . 

ç [ j ] ou X serait donc une constante entre ces limites, 
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c'est-à-dire quand x varie lui-même entre Xq et X, ce 
qui est absurde. 

I I I . — D É R I V É E D'TJNE S O M M E , D ' U N P R O D U I T , 

D ' U N Q U O T I E N T . 

T H É O R È M E L — La dérivée d'une somme composée 
d'un nombre limité de parties est égale à la somme des 
dérivées de ses parties. 

En effet, considérons la quantité 

(0 
t/, V, w,. . . désignant des fonctions quelconques de x 
en nombre limité; représentons par le symbole A x un 
accroissement arbitraire donné à x (le signe A ne repré-
sentant plus ici une quantité, mais une opération). 
Soient AM, AP-, AW, . . . les accroissements corres-
pondants de j , «, V, ^r,. . . ; en remplaçant dans l'équa-
tion (i) X par x - f - A x , u deviendra alors « -} -Au, 
V deviendra v -+- ^v, etc., et on aura 

Si l'on retranche les équations (1) et (2) membre à mem-
bre, on a 

c'est-à-dire, en divisant par A x , 

( 3 ) 

Or, si l'on fait tendre A x vers zéro, tendra vers 

dérivée d e j , tendra vers u', etc., en sorte qu'en pre-

nant les limites des deux membres de l'équation précé-
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(lenle, et en observant que dans le second membre de celle 
équation le nonihre des parties est limité^ on a 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
R E M A R Q U E . — Nous avons insisté sur ce point que le 

nombre des parties u, v, w , . . . devait être limité; en 
effet, quand nous avons fait tendre Ax vers zéro, nous 

avons admis que la limi te de la somme 

était égale à la somme des limites de ses parues, ce qui 
cesse d'être vrai lorsque Ton suppose le nombre des par-
ties illimité (*). Ainsi le théorème que nous venons de 
démontrer n'est pas applicable aux séries, ou du moins, 
pour qu'il devienne applicable aux séries, il faut néces-
sairement une iiouvelle démonstration. 

T H É O I I È M E I I . — La dérivée d'un produit de plusieurs 
fonctions en nombre limité est égale à la somme des 
produits obtenus en multipliant la dérivée de chacune 
de ces fonctions par toutes les autres. 

En effet, soient u, w , . . . différentes fonctions de x 
en nombre limité; posoîis 

(') 

C ) On démontre par le calcul intégral la formule 

Si l 'on prend la dérivée des deux membres de ceUe équation, on trouve, 
à l 'aide de procédés qui seront expliqués plus loin, la formule 

absurde, car le second membre est divergent. 
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Changeons dans celle formule o: en x H- A x , j ' , 
deviendront y -h ùi.y, u + A?/,. . . , Aj-, A/y,... 

représenlant, comme plus haut, les accroissements de j-, 
/ / , . . . correspondants à l'accroissement A x de x . Nous 
aurons 

Or le produit des facteurs qui entrent dans le second 
membre de cette équation est égal à la somme des pro-
duits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans 
chacun des binômes // -f- A//, -f- AP", . . . -, on aura donc 

(2) 

(0 désignant une somme de ternies contenant en facteur 
au moins deux des quantités A//, Au, Atv, . . . , 

Or, des équations (i) et (2) on lire par soustraction 

ou bien, en divisant par Ax , 

( 3 ) 

Or, si l'on fait tendre A x vers zéro, —? —•> • • • auront 

pour limites y ' , /t ' , . . . . Quant à — , il se compose de Sx 

termes de la forme ^ • oc, dans lesquels a est un produit 

qui contient au moins un des facteurs Au, AP-, . . si 
nous supposons donc qu'aucune des dérivées u', u ' , . . . 

ne soit infinie, ^ n'augmentera pas indéfiniment; d'un 

autre côté, a aura pour limite zéro, et par suite o) aussi; 
donc, si l'on suppose les fadeurs //, v, . . en nombre 
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liniilé, la formule (3) donnera pour A x = o 

( 4 ) 

c . Q. F . D . 

C O R O L L A I R E I . — Si l'on divise les équalions ( 1 ) el (4) 
membre à membre, on trouve 

relation remarquable et dont on fait un fréquent usage, 
r ' — est ce que l'on appelle la dénuée logarithmique de 

on peut donc dire que : 

La dérivée logarithmique d'un produit est égale à la 
somme des dérivées logarithmiques de ses facteurs. 

C O R O L L A I R E I I . — a désignant une constante, la dé-
rivée de au sera au'\ car la dérivée de a est nulle. En 

eflet. Art est nul, et par suite — aussi, quebpie petit que 

soit A.r : donc la limite de — sera zéro, c. o. F. D. ' \x 

T H É O R È M E I I I . — La dérivée d'un qiiotiejit est égale 
au résultat obtenu en divisant par le carré du diviseur 
la dérivée du dividende multipliée par le diviseur, dimi-
nuée de la dérivée du diviseur, multipliée par le divi-
dende. 

En etfet, soit 

le quotient des deux fonctions u et v de x. Changeons x 
en A.r-, u , v, } devieridront u - j - A a , v-i-/\v, 
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/ + à j , et l'on aura 

Des équations ( i) et (2) on tire 

c'est-à-dire 

d'où l'on tire 

Si l'on fait tendre ùkX vers zéro, il vient alors, en obser-
A r A « A ,, . 

vant q u e - ^ , , — ont pour limites 7 '. u' c', 
, \ r e\ r A -r ^ • ' ' ' 

C O R O L L A I R E . — La dérivée de - s'obtiendra en faisant 
c 

u = I dans la formule précédente, et par suite u' = o. 
On a alors 

I V . — D É R I V É E S D E S FOKCTIOJNS D E F O N C T I O N S E T DES 

F O N C T I O N S C O M P O S É E S . 

Soient une fonction de x , w une fonction de 
y une fonction de w. j sera ce que l'on appelle une 
fonction de fonction de x. 
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T H É O R È M E I. — La dérivée d'une fonction de fonc-
tion est égale nu produit des déiivées des fondions dont 
elle est formée. 

En effet, soit j une fonction de iv, w une fonction 
de V une fonction de x , changeons x en x - h A x , 

deviendra -H A j , w deviendra -}-A^v, v devien-
dra -h AP», et l 'on aura identiquement 

(0 

Si l'on fait tendre A x vers zéro, ^ aura pour limite v'. 

— est le rapport de l'accroissement de w à l'accroisse-

ment correspondant de sa limite est donc la dérivée 
de w prise en considérant iv uniquement comme fonciion 
de V et non comme fonction de x : nous désignerons cette 
dérivée par pour ne pas la confondre avec w ' , qui est 
la dérivée de w considérée comme fonction de x . De 

même — aura pour limite dérivée de j prise en 

considérant^^ uniquement comme fonction de w. La for-
mule (i) peut alors s'écrire 

ce tjui démontre le théorème énoncé. 
R E M A R Q U E I . — Nous avons tacitement supposé le 

nombre des fonctions intermédiaires w et v l imité; en 
effet, en passant aux limites dans la formule (i), nous 
nous sommes appuyés sur ce principe, que la limite d 'un 
produit était égale au produit des limites de ses facteurs : 
ce principe n'est pas applicable aux produits composés 
d 'un nombre illimité de facteurs. 

R E M A R Q U E II. — Il ne faut pas confondre les expres-
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sions j ^ e l r ' ; elles sonl, comme on voil, essenliellement 
différentes et liées entre elles par la relation (2). 

Soient //, . . . des fonctions de x , e t / ( " , w , . . . ) 
une fonction de u, p, w , . . . , / sera par rapport à x ce 
que l'on appelle une fojiction composée. 

T H É O R È M E I I . — La dérivée d'une fonction composée 
est égale à la somme de ses dérivées prises par rapport 
à chaque fonction dont elle est composée, respective-
ment multipliées par les dérivées de ces fonctions elles-
mêmes. 

En effet, considérons la fonction / ( « , w), u, v, w 
désignant ici des fonctions de x , on aura 

Au, Av, Aw, A /dés ignan t , comme plus haut, les ac-
croissements de H, V, w , f correspondants à l 'accrois-
sement A x de x . Or on peut écrire comme il suit l'équa-
tion précédente : 

Or la première partie du second membre de celle équation 

est l'accroissement que prend f[u-{-Au, v -\r Av, w\ 
quand on change w en w -h Aw. Or, en appliquant ici la 
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formule 

démontrée (p. 473), nous pourrons écrire la quantité (2) 
ainsi qu'il suit : 

( 3 ) 

e désignant une quantité qui s'annule avec Aw, c'est-
à-dire avec A x , etfl^, désignant une dérivée prise par rap-
port à w, c'est-à-dire en laissant u - t - A u e t v ' - t - A p ' inva-
riables. Or f i ( u - f - A z i , w) ne diffère de 
fw ("5 ^ue d'une quantité qui s'annule avec Au 
et Ap», c'est-à-dire avec Ax, en sorte que l'expression (3), 
ou ce qui revient au même (2), peut s'écrire 

a désignant une quantité qui s'évanouit en même temps 
que Ax, la seconde partie du second membre de la for-
mule (i) se mettra d'une façon analogue sous la forme 

et le troisième sous la forme 

et 7 désignant des quantités qui s'évanouissent avec A x , 
l'équation (i) peut alors s'écrire 
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c'est-à-dire, en passant aux limites, 

V . — D É R I V É E S D E S F O N C T I O N S I M P L I C I T E S . 

Une fonction est implicite lorsqu'elle est racine d'une 
équation non résolue; elle est explicite dans les autres 
cas. 

Proposons-nous de calculer la dérivée de la fonction jy 
de X donnée par la formule 

Cette formule doit se réduire à une identité toutes 
les fois que l'on remplace y par sa valeur exprimée en 
fonction de x , en sorte q u e / ( x , j ) , considérée comme 
fonction de x , est constamment nujle; sa dérivée prise 
par rapport à x doit donc être constamment nulle. Or 
f { . T , j ) est une fonction composée, et, en lui appliquant 
les règles démontrées (p. 482), on a 

ou, en observant que x'^ est égal à i , 

d'où l'on tire 

Supposons maintenant la fonction j définie par plusieurs 
équations 
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dans lesquelles u el v désignent d'autres fonctions de x. 
Si l 'on pouvait résoudre ces équations, on en déduirait 
y , u, V en fonctions de x , et les règles ordinaires per-
mettraient de calculer les dérivées de ces fonctions. 
Quoi qu'il en soit, on peut supposer dans les équations (i) 
7, I/, V remplacées par leurs valeurs exprimées en fonc-
tions de X, et le théorème relatif aux fonctions compo-
sées donnera 

ou déduit de là 

V I . — D É R I V É E S D E S F O N C T I O N S S I M P L E S . 

D É R I V É E D E A ' . — Posons 
y — 

en changeant x en x -h devient y -f- Ay, et l'on a 

d'où l'on tire 

ou bien 

On tire de là 
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Si, dans cette formule, on vient à poser 

e l l e d e v i e n t 

o u b i e n 

Si l'on fait alors tendre A x vers zéro, a tend vers zéro, 

tend vers e, et par conséquent on a 

Le développement en série conduit plus rapidement à 
ce résultat, en observant que la formule (i) peut s'écrire 

et cette formule devient, pour A x = o, 

La dérivée de a"" est donc a' la, et par suite celle de 
e' est e'. 

D É R I V É E D E log x. — En posant 

on a 
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c'est-à-dire 

ou enfin 

si l'on fait alors tendre A x vers zéro, la limite de 

ou bien 

Si le logarithme est un logarithme népérien, on aura sim-
plement 

D É R I V É E D E x'"-. — Si m est entier et positif, la dérivée 
de x'" est la limite vers laquelle tend le rapport 

ou bien 

c'est-à-dire 

Si m n'est pas entier et positif, posons 

http://rcin.org.pl



4 8 8 T R A I T É D ' A L G E B R E , 

en prenant les logarithmes des deux membres de la for-
mule précédente, il viendra 

Les fonctions Ij et Ix, étant identiques, doivent avoir la 
même dérivée; or, la dérivée de la fonction composée /y 
s'obtiendra en prenant la dérivée de / j par rapport a y , 
et en la multipliant par celle de j prise par rapport à x\ 
on a donc, en appliquant la règle trouvée tout à l 'heure, 

ou 

comme dans le cas où m est entier et positif. 
C O R O L L A I R E L — La dérivée de "^x est égale à celle de 

C O R O L L A I R E 11. — En particulier la dérivée de \jx sera 

:>.\Jx 
C O R O L L A I R E 111. — Si w désigne une fonction de x , la 

dérivée de s'obtiendra en prenant la dérivée de 
par rapport à ce qui donnera et en la multi-
pliant par la dérivée a ' de //, en sorte que (p. 481) 

I 
C O R O L L A I R E IV. — La dérivée de u'̂  ou de ^u est 
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M I . — D É R I V É E S D E S FO^VCTIONS C I R C U L A I R E S . 

D É R I V É E D U S I N U S . — Posons 

on a, d'après la définition même de la dérivée, 

c'est-à-dire 

ou 

mais si l'on observe que le rapport du sinus à l'ard a pour 
limite l 'unité quand l'arc tend vers zéro, l'équation pré-
cédente devient, pour A.r = o. 

D É R I V É E D U C O S I N U S . — La dérivée de cosx se trouve 
de là même manière que celle de s i n x ; cependant on 
peut y arriver plus simplement en observant que 

sin ^ est une fonction de fonction. Pour obtenir 

sa dérivée par rapport à x, il faut d'abord la prendre par 

rapport , ce qui donne cos I | ou sin x. 
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puis multiplier ce résultat par la dérivée de la somme 

qui est — i ; on a donc 

D É R I V É E D E LA T A N G E N T E . — O N ^ 

et, par conséquent, pour trouver la dérivée de tangx, il 
faut prendre la dérivée d'un quotient-, en appliquant la 
règle donnée (p. 480), on trouve 

c'est-à-dire 

D É R I V É E D E LA C O T A N G E K T E , etc. — On trouve ainsi 

D É R I V É E D E arc sin x. — Si l'on pose 

on en déduit 

(0 

si l'on prend les dérivées par rapport à x des deux mem-
bres de cette équation, il vient, en observant que sin j est 
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une fonction de fonction, 

ou bien 

et, en remplaçant cosy par sa valeur tirée de (1), 

le signe convient au cas où cos y est positif, et le 
signe — au cas où il est négatif, ce qui revient à dire que 
l'on aura 

si y est compris entre 

si j)' est compris entre 

D É R I V É E D E arc cosx. — On peut poser 

on déduit de là que l,es dérivées de arc sin x et arc cos x 
sont égales et de signe contraire. 

D É R I V É E D E arc tangx. — Si l'on pose 

on a 

el, en prenant les dérivées des deux membres de celte 
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équation, 

d'où l'on lire 

c'est-à-dire 

V I I I , — A P P L I C A T I O N D E S P R I N C I P E S P R É C É D E N T S , 

Nous pouvons maintenant prendre les dérivées de 
toutes les fonctions qui sont jusqu'ici entrées dans nos 
calculs; nous allons le montrer sur quelques exemples. 

D É R I V É E D E — La fonction est composée; pour 
bien le comprendre, considérons la fonction u", u et v dé-
signant deux fonctions de x ; cette dernière expression 
est de la forme f{u, v), sa dérivée sera donc de la forme 

c'est-à-dire 

si l'on prend u — v = x , on a la dérivée de qui est 
ainsi 

(ï I X • 

D É R I V É E D E arc tang —.Cette expression est 

une fonction de fonction; pour en obtenir la dérivée, il 

faut regarder " ^ comme seule variable, prendre la I — a.r. dérivée dans cette hypothèse, ce qui donne 
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et multiplier le résultat par la dérivée de qui est 

ou 

on obtient alors 

ou bien 

c'est-à-dire 

résultat auquel on aurait pu arriver immédiatement en 
observant que 

D É R I V É E D E / ( X - T - y/I -i-x^). — Cette fonction peut 
être regardée comme fonction de fonction; en regardant 
X -h v̂ I -h ^^ comme variable, la dérivée de cette fonc-
tion est 

Mais comme x est la variable, il faut multiplier cette 
quantité par la dérivée de x H- v'i -h c'est-à-dire par 

ce qui donne 
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I X . — P R O P R I É T É S D E S F O N C T I O N S D É R I V É E S . 

T H É O R È M E I . — Toute fonction f [x] réelle et con-
tinue entre les limites x — a et x = b de sa variable 
passe forcément au moins une fois par la valeur u com-
prise entre les valeurs f [a] et f{b) quelle prend pour 
les valeurs a et b de sa variable, et en particulier, si 
J (a) et f [b) sont de signe contraire, V équation 

admet au moins une racine comprise entre a et b. 
Ce théorème résulte évidemment de la définition que 

nous avons donnée de la continuité. 

T H É O R È M E I I . — I ® Une fonction réelle et ^continue 
dont la dérivée est positive croît avec sa variable-, a" une 
fonction réelle et continue dont la dérivée est négative 
décroît lorsque sa variable croît. 

En effet, considérons la fonction réelle f { x ) ; suppo-
sons f [x) positif entre les limites a et i de la variable x, 
on aura en général (p. 473) 

e désignant une quantité qui tend vers zéro avec h. Or, 
supposons X el X -\-li compris entre les limites a el b, t 
ayant pour limite zéro pourra être pris moindre en va-
leur absolue ç^ne f [x). Si donc nous supposons l 'ac-
croissement h positif, le second membre de la formule 
précédente sera de même signe que f ( x ) ; donc enfin 
f[x-\-h)—f [x] sera de même signe que f ' { x ) , ce 
qui revient à dire que f [x) croit avec x quand sa dérivée 
est positive et décroît quand x croît dans le cas contraire. 

c . Q. F. D . 

http://rcin.org.pl



C H A P I T R E X I . 4 9 5 

T H É O R È M E I I I . — Une fonction f [x] réelle et con-
tinue passe ordinairement par un maximum ou un mi-
nimum lorsque sa dérivée s'annule. 

En effet, supposons la fonction f [ x ) continue ainsi 
que ses dérivées pour x = a\ si l 'on a f [a] = o, trois 
cas peuvent se présenter : 

i" f'{x) en s'annulant pour x = a passe du négatif 
au positif; cette fonction est donc croissante; donc sa 
dérivée f" [oc) doit être positive ou nulle pour x = 
car si elle était négative, f '[x) décroîtrait en faisant 
croître x (théorème 11). Mais J'[x] ayant changé de 
signe pour x = a , en passant du négatif au p o s i t i f , / ( x ) 
a dû être décroissante pour les valeurs de x moindres 
que a et croissante pour les valeurs de x plus grandes 
que a ; elle a donc dû passer par un minimum p o u r x = a. 

Si f (x) en s'annulant passe du positif au négatif, 
cette fonction est décroissante, et par suite sa dérivée 

f" [x) est négative ou nulle pour x = a\ en second lieu, 
f'{x) passant du positif au négatif, f {x) passe pour 
X = a d'une période croissante à une période décrois-
sante, c'est-à-dire que f [a) est un maximum de f [x). 

3° f [x] ne change pas de signe en s'annulant, 
cette fonction croît pour décroître ensuite ou décroît pour 
croître ensuite lorsque x passe par la valeur a ; donc alors 

f"{x) doit changer de signe pour x — a-, donc enfin, 
dans ce cas, f" [a) est nul. 

Ainsi, en résumé, si l'on a f [a) = o et 

Lorsque f (a) et f" [a) sont nuls à la fois, trois cas 
peuvent se présenter comme tout à l 'heure : 

1° S\f" [x) passe du positif au négatif, cette fonction 
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décroît et alors f " [a] est nul ou négatif, mais dans ce 
cas f (a) est un maximum de f [x) etf{a) n'est ni un 
maximum ni un minimum; 2° si f" [x) passe du négatif 
au positif, f " (a) est nul ou positif, f [a) est un mini-
mum àe f [x] el f [a] n'est ni maximum ni minimum; 
3" s i / " [x) conserve le même signe en s'annulant, f {a) 
n'est ni un maximum ni un minimum, et il peut arriver 
q u e / ( « ) soit maximum ou minimum. 

]Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion; la 
théorie complète des maxima et des minima fait partie 
des cours de calcul différentiel. Quoi qu'il en soit, il ré-
sulte de la discussion précédente que l'équation 

(0 

fournira des valeurs de x qui rendent f {x) maximum ou 
minimum toutes les fois que f " (x) ne s'annulera pas en 
même temps que f [ x ) ; je dis des valeurs, parce qu'il ne 
suffit pas de résoudre l'équation (r) pour en déduire tous 
les maxima ou minima Ae f [ x ) . 

T H É O R È M E D E R O L L E . — Si la fonction f {x) s'annule 
pour X — a et pour x — h en restant réelle et continue 
entre les limites a et b de sa variable, si de plus sa 
dérivée reste finie et continue entre les mêmes limites, 
il existera forcément une valeur c de x comprise entre a 
et b satisfaisant à l'équation 

En effet, si l'on fait varier x entre les limites a et b, 
J'[x) variera en partant de la valeur zéro pour x = a et 
reviendra à la même valeur zéro pour x = b-, dans l ' in-
tervalle, elle commencera par exemple par croître, et 
dans ce cas sa dérivée sera positive; mais comme elle doit 
revenir à la valeur zéro, elle finira par décroître et dans 
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ce cas sa dérivée deviendra négative. La dérivée en ques-
tion prendra donc deux valeurs de signes contraires dans 
l'intervalle compris entre « et Z», et, comme nous l'avons 
supposée continue, elle devra forcément passer par la 
valeur zéro. c. Q. F. D. 

1 
La fonction i — x^ s'annule pour et pour a ' = — i ; 

2 - -sa dérivée — ^ s 'annule pas entre les limites — i 

et + I de la variable x : cela tient à ce que cette dérivée 
n'est pas continue pour X = o. 

X . — A P P L I C A T I O N S D E S P R I N C I P E S P R É C É D E N T S . 

P R O B L È M E . — Discuter la fonction 

Nous nous sommes déjà occupés de cette fonction à propos 
des questions de maximum résolubles par les équations 
du second degré-, la théorie des dérivées va nous conduire 
aux mêmes résultats. On a 

y ' est toujours de même signe que son numérateur. Nous 
distinguerons alors trois cas : 

cas^ le numérateur à e j ' a ses racines réelles et inégales; 
en les désignant par a et (3, elles fourniront chacune un 
maximum ou un minimum, excepté toutefois si le déno-
minateur (x® -^p'X q'Y s 'annulait aussi pour x = a. 
ou pour x = (3. En effet, alors le facteur x — a ou r —13 
entrerait aux deux termes de la fraction r ' ; on pourrait 
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donc Je supprimer aux deux termes àe mais il entre 
une fois de plus dans le dénominateur, en sorte que pour 
X = ix ou J ' = |3 on aura = 00 . 

— Dans ce 
cas, il n'y a pas de maximum ni de minimum, car con-
serve toujours le même signe. 

— Il ne peut 
y avoir qu'un seul maximum ou minimum. Ce cas est 
une limite du premier. 

Une discussion complète de la fonction j nous entraî-
nerait beaucoup plus loin qu'il n'est nécessaire .pour faire 
comprendre l'esprit de la méthode que nous voulons dé-
velopper. Nous allons nous borner à un cas particulier, 
celui où l'on aurait 

on en déduit 

ou bien 

Si l'on fait x = — 00 , on trouve f = 1. En elfet, la 
valeur de f , qui prend dans l'hypothèse actuelle la 

forme — 1 peut s'écrire comme il suit : 

Et pour a: = ± 00 , on voit alors immédiatement q u e y 
se réduit à l 'unité. Si l'on fait croître x à partir de — 00 , 
y' reste positif jusqu'à ce que l'on ait x — o. En effet, 
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le numérateur à e y ' se compose de deux facteurs négatifs, 
et le dénominateur reste positif 5 donc dans cet intervalle 

3 
la fonction y croît 5 x variant entre zéro et - j j' reste 

négatif, donc j 'décroî t ; pour x z= o, y' s 'annule; donc, 
pour x = y est maximum ou minimum. Mais comme 
nous avons vu que y allait d'abord en croissant, pour 
décroître ensuite, la valeur a: = o fournit un maximum 

dont la valeur est ^ ou 2. 
3 

X variant de - à 4-00 , redevient positif; donc alors 
3 

y croît, donc il a dû passer par un minimum pour 

la valeur de ce minimum est = — • 

Quant au dénominateur de il s'annule pour x = i 
et x = Z\ donc est infini pour x = x et j : = 3 . La 
discussion de la fonction y est résumée dans le tableau 
suivant : 

X croissant de : 

X I . — F O R M U L E D E T A Y L O R . 

Lorsque F (x) est une fonction entière de x , on a, 
d'après ce que nous avons vu, 
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Désignons maintenant par F une fonction quelconque, 
mais continue, ainsi que ses w + i premières dérivées 
pour toutes les valeurs de sa variable comprises entre x 
et X h. Posons 

R est une quantité qu'il s'agit de déterminer de manière 
à satisfaire à l'équation précédente. Posons 

La fonction f { z ) devra être nulle pour z = h-, or elle 
s'annule pour 2 = 0 : donc sa dérivée devra, en vertu 
du théorème de Rolle (p. 4q6), s'annuler pour une valeur 
de z comprise entre zéro et h. Or on a 

f [z] s'annule encore pour 2 = 0, et nous avons reconnu 
qu'elle s'annulait pour une valeur de z comprise entre 
zéro et donc sa dérivée f"{z) doit s'annuler entre 
zéro et /i, et ainsi de suite. Or on a 

et cette quantité s'annule encore entre zéro et h. Or 
elle est aussi nulle pour z = o, en sorte cjuc s'an-
nulera encore pour une valeur de z comprise entre zéro 
et h. En désignant par 6h cette valeur, 0 désignant un 
nombre compris entre zéro et i , on a 
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d'où l'on tire 

et par suite la formule (i) devient 

Telle est la formule qui porte aujourd'hui le nom de 
formule de Tajlor, bien que ce géomètre ne l'ait pas 
présentée de la même façon. La démonstration que nous 
venons de donner est due à M, Hommersham Cox. Si 
dans cette formule on fait x = o, on a la formule sui-
vante, dite de Mac-Laurin : 

7.2 

Lorsque la quantité (6/z) ^̂^ ^̂  tend 

vers zéro pour « = oo , et que la série obtenue en faisant 
w = 00 dans le second membre est convergente, on peut 
écrire 

On a fait servir cette formule au développement des 
fonctions en série; malheureusement elle semble peu 
propre à cet usage. Elle donne facilement le développe-
ment de e^, de s inx, de cosx; mais la forme du reste, 

r : , sc prête mal aux discvissions. 
^ ' 1 . 2 . 3 . . . ( « H - 1 ) ^ 

Aussi un grand nombre de géomètres se sont-ils efforcés 
de modifier cette forme, sans donner des résultats bien 
satisfaisants. 
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Cauchy a sauvé ces difficultés eu faisant connaître un 
beau théorème qui permet, étant donnée une fonc-
tion F (x) , de décider à priori si cette fonction est déve-
loppable en série convergente par la formule (2) de 
Mac-Laurin 5 malheureusement la démonstration de ce 
théorème exige des considérations trop élevées pour que 
nous puissions les développer ici. J'ai donné une démons-
tration très-simple du théorème de Cauchy dans mon 
ouvrage sur la Théorie des résidus, 

X I I . — D E S E X P R E S S I O N S O U I S E P R É S E N T E N T sous L E S 

F O R M E S 

Certaines fonctions se présentent pour une valeur par-

ticulière de la variable sous la forme cela tient souvent 
o 

à la présence d'un facteur commun qui entre au numé-
rateur et au dénominateur de la fraction qui constitue la 
fonction en question, facteur qui s'annule pour la valeur 
particulière de la variable qui donne à la fonction la 
forme illusoire Tel est le cas de la fonction 

Cette fonction prend la forme - quand on suppose x = a-, 

mais comme on peut supprimer aux deux termes le facteur 
commun x — a , on a 

^ a est ce c{u'on appelle la valeur de la fonction 

pour x = a. En général, si f [x] se présente sous une 
forme illusoire pour x = a, on appellera valeur dej (x) 
pour X = a el l'on désignera par la notation f [ a ) la 
limite vers laquelle tend J [x) lorsque x tend vers a. 
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Le développement en série permet souvent de trouver 
la vraie valeur d'une expression qui se présente sous la 

forme Proposons-nous, par exemple, de trouver la 
g—X 

vraie valeur de — - — pour o: = o : en remplaçant le 

numérateur par son développement, on a 

en faisant x = o, on a alors 

on a de même, pour .r = o, 

ou enfin 

Mais voici un moyen beaucoup plus expéditif de 

trouver la vraie valeur des expressions de la forme 

déduit de la théorie des dérivées. 
On a, par la formule de Taylor (p. Soi) , en suppo-

sant h =• X — a, 
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0 et X désignant des nombres compris entre zéro et i . 
Or si nous supposons / ( a ) et Cf [a] nids, il reste seule-
ment 

Supposons maintenant que x tende vers Z l ^ l prendra 

la forme illusoire et l'on aura o 

S i / ' ( a ) et (i/{a) sonl différents de zéro, on aura donc 

sinon, on aura, en prenant un terme de plus dans la for-
mule de Taylor, 

Si f" {a.) et Qp"(«) sont différents de zéro, on aura 

Sans qu'il soit nécessaire d'aller plus loin, on voit que 

pour avoir la vraie valeur d'une expression ~~ ' ^^ 

présente pour x — a sous la forme -•> il faut prendre la 

dérivée de ses deux termes et faire x~ a dans le résul-

tat j sUl se présente encore sous la forme on prend 
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les dérivées secondes, et ainsi de suite. Ainsi 

Ce théorème n'a pas été démontré pour le cas où Ton a 

<3 = oo 5 dans ce cas, on posera x — - et l'on aura 

Nous rentrons dans le cas étudié plus haut et nous avons 

ou bien 

la règle démontrée plus haut subsiste donc encore dans 
ce cas. 

Les expressions qui se présentent sous la forme — se 
GO 

ramènent immédiatement aux précédentes; si l'on a, par 
exemple, f{a) = 00, 9 (a) = 00 , on aura 

d'où l'on déduit 

f [ x ) pourvu que lim —J— ne soit ni nul ni infini. Supposons 
9 [x] t tr 
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donc 

on aura 

k désignant un nombre quelconque; de cette formule on 
déduira 

et par suite 

Enfin, si était infini, serait nul et l'on aurait 
' / { x ) 

d'où 

Ainsi, pour trouver la vraie valeur d'une expression 

qui se présente sous la forme la règle à suivre est la 

même que si elle se présentait sous la forme 

Les expressions qui se présentent sous la forme o X =0 
se ramènent au cas précédent; ainsi, par exemple, si l'on 
a f{a) = 0 , (J) (a) = 00 , on aura 
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et le second membre de cette formule est de la forme -
o 

pour X = a. 

on est ainsi ramené au cas précédent. Les expressions 
de la forme co ° se ramènent donc aux précédentes: 
celles-ci : , 00 — co , etc., s'y ramènent à l'aide d'arti-
fices analogues. 

X I I I . — A P P L I C A T I O N S . 

P R O B L È M E I . — Trouver la limite de ---- vour 

X — rx> [x) et J [x) désignant deux polynômes entiers. 
Soient n le degré de F (a:), m celui de / ( x ) ; si l'on 

suppose n^m et si l'on remplace F (a:) et f [x] par 

leurs dérivées, on trouve encore — si m est > i , et, si 
co ^ •> •> 

m = I, la fraction se réduit à oo . Pour se débarrasser de 
la forme illusoire, on voit qu'il faudra prendre m fois la 
dérivée des deux termes de la fraction, et, en faisant 
x — <xi dans le résultat, on trouvera l'oo . Si au contraire 
on avait eu n = m, la fraction se serait réduite au rap-
port des coefficients de a:'" dans F (x) et f [ x ) . Enfin 
si l 'on avait eu on aurait trouvé zéro pour la 
limite cherchée; ces résultats pouvaient se découvrir sans 
le secours du calcul des dérivées. En effet, on a 
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Si l'on fait x = co , la seconde fraction devient manifes-

tement 

PaoBLÈME II. — Trouver la limite de y — e" l -
^ X 

pour x = 00 . 

Cette expression est de la forme oo — co -, or on a 

Cherclions la limite de — ou de — — ; cette limite est 

égale au rapport des dérivées de Ix et de e^. On a donc 

On a donc 

P R O B L È M E I I I . — Trouver la limite de — pour x = <x> . 

Cette limite est la valeur de pour x = oc , c'est-

à-dire co ou o, selon que l'on aura « ^ i ou a 

P R O B L È M E I V . — Trouver la limite de 

pour X — o. ' 
On a 

Cette expression pour .r = o prend la forme ^^ si l'on 
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prend la dérivée du dividende et du diviseur, on a 

Si l'on fait .r = o, on trouve encore prenons 

encore les dérivées du dividende et du diviseur, on a 

Si l'on fait x = o, on trouve encore = prenons 

encore les dérivées du dividende et du diviseur, il viendra 

Le développement en série aurait également répondu à 
la question et d'une façon bien plus rapide. 

P R O B L Î Î M E V . — 

pour X = I . 

Ici le développement en série ne serait plus applicable, 
mais on pourrait écrire 

et l'on aurait 

le calcul des dérivées donne 
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EXERCICES. 

1. Démontrer que la dérivée de la fonction ^ {x) représentée par 
la série convergente 

est 

2. Trouver la fonction ^ la plus générale satisfaisant à l'une des 
relations 

3. Discuter les fonctions 

4. Prendre la dérivée de la fonction j définie par l'une des 

équations 

5. On donne a francs pour retirer i mètre cube d'eau d'un puits 
cylindrique de rayon donné r; ce puits a h mètres de profondeur : 
combien faudra-t-il payer pour le vider tout entier? 

6. On veut scier un cône suivant un plan passant par son axe; 
combien faudra-t-il payer l'ouvrier pour l'ouvrage tout entier, sa-
chant qu'on lui donne a francs pour le scier sur une hauteur h't 
(Les dimensions du cône sont supposées données.) 

7. Étant donnée une corde AB fixe dans un cercle de rayon R, 
trouver sur la circonférence un point C tel, que le produit de la 
perpendiculaire abaissée de C sur AB par la perpendiculaire abaissée 
de B sur AC soit maximum. Même problème, en remplaçant dans 
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le triangle ABC les deux hauteurs considérées par les médianes 
issues des mêmes sommets. 

8. Considérons deux triangles, l'un fixe ABC en grandeur et en 
position, l'autre A'B'C de grandeur constante, mais qui n'est assu-
jetti qu'à avoir ses côtés respectivement parallèles à ceux de ABC. 

C'B', prolongé s'il le faut, coupe AC en un point numéroté -i 
et AB en un point numéroté 5. 

A'C, prolongé s'il le faut, coupe AB en un point numéroté 6 
et BC en un point numéroté 3. 

A'B', prolongé s'il le faut, coupe AC en un point numéroté i 
et BC en un point numéroté 4-

En joignant les points i , 3, 5, je forme un triangle, et im autre 
en joignant i , 4, 6. On voit facilement que ces deux triangles sont 
équivalents. Cela posé, démontrer que la surface de i , 3, 5 ou 
de 2, 4, 6 atteint un maximum, si AA'BB'CC concourent au point 
de rencontre des médianes de ABC. 

(Ce théorème m'a été communiqué par M. Lemoine, ancien élève 
de l'École Polytechnique.) 
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NOTE I. 

RÈGLE EMPIRIQUE DE SARRUS POUR LA FORMATION DES DÉTERMINANTS 

DU TROISIÈME DEGRÉ. 

Sarrus a fail connaître une règle fort simple qui permet 
d'écrire immédiatement la valeur d'un déterminant de 
neuf éléments, sans avoir recours aux déterminants mi-
neurs. Considérons le déterminant 

Si nous formons le tableau suivant 

obtenu en écrivant au-dessous du tableau qui représente 
le déterminant un tableau identique, à la dernière ligne 
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près, les termes positifs du déterminant sont les trois 
termes obtenus en multipliant les éléments situés sur les 
trois lignes diagonales inclinées dans ce sens les trois 
termes négatifs s'obtiennent en multipliant les éléments 
situés sur les trois lignes inclinées dans ce sens / . On 
trouve, en appliquant cette règle bien simple. 

En comparant cette formule avec celle de la page i02, la 
règle de Sarrus se trouve démontrée; il est clair que dans 
les applications il ne sera pas nécessaire de former effec-
tivement. le tableau (i) : on y supplée mentalement avec 
une grande facilité. 

NOTE II. 

SUR L'ÉVALUATIOM DE QUELQUES ERREURS. 

La formule de Taylor bornée à ses deux premiers 
termes, 

(0 
permet d'évaluer l 'erreur que l'on commet en admettant 
que dans une petite portion de leur parcours les fonc-
tions varient proportionnellement aux accroissements de 
leur variable. 

Lorsqu'il s'agit, par exemple, de calculer log (xH-//), x 
désignant un grand nombre, on cherche dans la table 
logo: et on y ajoute ^ désignant la dilférence tabu-
laire, en sorte que l'on admet la formule 

ou, ce qui revient au même. 
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Or la formule (i) donne 

( 3 ) 

6 et 6' désignant des quantités comprises entre zéro et i; 
la formule (2) devient alors 

( 4 ) 

l'erreur commise en calculant ainsi log ( x - h A) sera la 
diflérence des seconds membres des formules (3) et (4), 
c'est-.à-dire 

ou bien 

Dans les Tables de Callet, x est un nombre de cinq 
chiffres, h est au plus égal à loge est moindre que i , 
Ô' — ô/i est moindre que l'erreur commise est donc 
moindre que l'unité divisée par le carré d'un nombre de 
cinq chiffres, c'est-à-dire tout à fait négligeable. 

S'agit-il d'évaluer Terreur commise dans le calcul d'un 
sinus, on pose 

log sin (.r -j- /i) = log sinx -h A [log sin ( r -h 10") — log sin x]. 

On devrait poser en toute rigueur 

l'erreur est 

ou bien 
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Cette quantité est moindre que 

ou, si l'on veut, que 

On voit que cette erreur commence à devenir considé-
rable lorsque x est voisin de lo" ; aussi, pour les petits 
angles, les tables de sinus procèdent de seconde en se-
conde. 

NOTE ni. 
S U R L E S C A L C U L S D ' A P P R O X I M A T I O N . 

Le but de cetle Noie est de montrer comment on peut 
appliquer aux équalions transcendantes les principes ex-
posés pour la résolution des équations algébri({ues. 

Sbit 

n) 

une équation transcendante ou algébricpie; la discussion 
de la courbe représentée par l'équation 

fera souvent connaître avec une certaine approximation 
les racines de l'équation (i) ; d'autres fois on arrivera au 
même résultat par l'intersection de deux courbes. Ces 
procédés sont décrits dans les traités de Géométrie ana-
lytique : mon intention n'est pas de m'y ariêter, et je 
supposerai que l'une des racines de l'équation (i) ait été 
séparée-, du reste, la méthode des substitutions succes-
sives s'applique aussi bien aux équations transcendantes 
qu'aux équations algébriques. 
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Soient a et b^a deux nombres qui ne comprennent 
qu'une seule racine de l'équation (i) 5 supposons qu'entre 
a et h^J'[x) et f"{x) res'tent continues et ne changent 
pas de signe. 

Construisons la courbe représentée par l'équation (2) -, 
soient M le point où elle coupe l'axe des x , O l'origine 
des coordonnées. Soient de plus 0 A ' ~ « , OW = b , 
\A'=f{a), la courbe qne nous avons 
considérée ne pourra entre a el b aflbcter que l 'une des 
(juatre formes suivantes 5 dans les quatre figures, si l'on 
mène la corde AB, OD sera une valeur approchée de la 
racine et plus exacte que a et b. On remarquera en outre 

que si l'on mène en A et en B une tangente, l 'une d'elles 
coupera l'axe des x en C5 entre la courbe et l'abscisse du 
point de contact, OC sera une seconde valeur approchée 
de la racine et, ce qui est précieux, l'approximation sera 
en sens contraire de celle fournie par la corde AB. 
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Voyons comment on doit choisir le point de contact 
pour que le point C remplisse la condition dont nous 
venons de parler. Sur la j i g . i on a / ( Z J ) < ^ O , le point B' 
satisfait à la question, le point A n'y satisfait évidemment 
pas. Or on peut observer que J ' [oc] décroît; donc 
f" [x) o : ainsi, au point de contact, J" [x] et f (x) 
sont de même signe. Le même fait peut se constater sur 
chacune des fig. 2, 3, 4? reste à calculer OD et OC. 
Nous ne ferons le calcul que pour la Jîg. 1; les autres 
fourniraient des résultats semblables. 

L'équation de AB est 

on en conclut, en faisant = o et en résolvant par rap-
port à ,r, 

c'est la valeur approchée donnée par la méthode de fausse 
position. 

L'équalion de la tangente en B esl 

on en conclut, pour = o, 

c'est la valeur approchée fournie par la méthode de 
Newton. Ainsi, en résumé : 

Si f [x] et J" [x] conservent le même signe entre a 
et b en restant continues, on aura deux valeurs appro-
chées, l'une par excès, Vautre par défaut, en appli-
quant la méthode de fausse position et la méthode de 
Newton, pourvu qu'en 'appliquant cette dernière on 
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parte de la valeur approchée de la racine pour laquelle 
f { x ) et f" [x) sont de même signe. 

A P P L I C A T I O N . — Résoudre 

Il est facile de reconnaître que cette équation n'a qu'une 

racine réelle comprise entre zéro et si l'on pose 

2X — cosx = f [x], on reconnaît, après quelcjues essais, 
que 

Entre 25° et 26", / " ( x ) est positif; nous partirons donc 
d e / ( 2 6 ° ) , et la méthode de Newton fournira 

La méthode de fausse position donne 

Or on a 

Les termes de correction sont : 

on en conclut, à une seconde près, 

Le théorème de Fourier , celui de Sturm et surtout celui 
d e R o l I e s'appliquent aux fonctions transcendantes 
comme aux fonctions algébriques et peuvent souvent 
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servira la séparation des racines des équations transcen-
dantes; toutefois ces théorèmes supposent la continuité 
des fonctions et de leurs dérivées. 

Considérons, par exemple, la série de fonctions défi-
nies par les relations 

l'équation V, = o aura / ou —-— racines positives. En 

effet, les fonctions V Q , V J , . . . , V„ satisfont aux conditions 
imposées par le théorème de Sturm : elles sont continues 
lorsque l 'une d'elles s 'annule; la précédente et la sui-
vante sont de signes contraires ; deux quelconques d'entre 
elles ne peuvent s'annuler à la fois; enfin VQ reste positif 
pour les valent s positives de x . Mais pour x = o on a 

pour X — 00 , on a 

Le nombre des variations perdues de à V, est donc -
\ 2 

/ — I I , , i i — I 
OU ; donc V, a - ou racines posit ives . 

Le théorème de Fourier repose sur ce que la dernière 
dérivée d'une fonction entière ne change pas de signe; si 
l'on reconnaît qu'une dérivée d'une fonction transcen-
dante ne change pas de signe dans un certain intervalle, 
on pourra la considérer comme constante dans cet inter-
valle et appliquer le théorème de Fourier à la fonction, 
comme si cette dérivée était la dernière d'une fonction 
entière, etc. 

FIN. 
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P^gc 9 9 , l i g n e 19; au lieu de f y e t lisez/, o u //.. 
Page 108, ligne 12 ; au lieu de î'neg^a/iies symboliques, lisez e^rt/ùe'i sym-

boliques. 
Page ^08, ligne 5; au lieu de i l y a 20 ans, lisez il y a 12 ans. 
Page 261 , ligne i ^ ; au lien de ambiguïté, lisez absurdité. 
Page 366, ligne i5; après ce module minimum est téro, ajoutez le mo-

dule minimum existe évidemment puisque, pour des valeurs infinies 
de F {z) est infini. 

Page 399, ligne i; au liçu de lisez — • 

Page /|37, ligne 7 ; l 'équation doit être 

Page 404 > ligne 16, au lieu de 

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, 
r.iifi du S e i n e S a i n t - G e r m a i n , 10, p r è s l ' f n s l i t n l . 
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