
QUELQUES THÉORÈMES SUR LES SÉRIES 
ORTHOGONALES LACUNAIRES 

Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno 

1. Dans une note récente1) j'ai démontré le 
Théorème 1. Soit {<pn} un système orthogonal et normal 

dans Vintervalle (0,1) vérifiant la condition 

(1.1) 

Il existe une suite telle que la convergence presque par
tout d'une série de la forme 

(1.2) 
équivaut à Vinégalité 
(1.3) 

Dans une autre note2) j'ai amélioré une partie de ce théo
rème en démontrant le 

Théorème 2. Sous la condition (1.1) il existe une suite {n) 
telle que la relation 

(1.4) 

verifiée presque partout entraîne (1.3). 

x) Marcinkiewicz 2, cf. aussi Marcinkiewicz 3 et Menchoff 5 et 6. 
2) Marcinkiewicz 4. 

4* 
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La démonstration que j'ai donné pour ces théorèmes est 
très longue. Le but de cette note est de les démontrer d'une 
façon plus courte et plus simple. Ma nouvelle démonstration 
sera basée sur le 

Théorème 3. Sous la condition (1.1) il existe une suite 
telle que Von a pour des nombres arbitraires 

(1.5) 

où A désigne une constante positive 3). 

2. Lemme 1. Soient {co„} le système orthogonal et normal 
de M. Walsh4), une suite de nombres entiers telle que 

(2.1) 
et / 
(2.2) 

une fonction de la classe 
La série 

(2.3) 

converge presque partout et on a Vinégalité 

(2.4) 

où dès que 
Ce résultat est connu, il est dû à R . P A L E Y  5 ) . 

3. JLemme 2. Soit 

(3.1) 

3) Une inégalité analogue pour a été considérée par M. S. Ba 
nach. Voir Banach 1. 

4) W a l s h 8. 6) Paley 7. 
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On a pour toute suite et tout 

(3.2) 

Nous pouvons supposer évidemment Posons 
et désignons par A et B les ensembles dans lesquels 

on a réspectivement On a tantôt tantôt 
Le premier cas est banal. Dans le deuxième on a 

d'où l'on déduit 

ce qui démontre le lemme. 
Maintenant nous pouvons démontrer le théorème 3. En 

changeant les notations, on peut admettre que l'on a 

(3.3) 

Soit 

Posons et désignons par un nombre satis
faisant à la condition 
(3.4) 

Supposons et définis. Choisissons 
pour un nombre assez grand pour que l'on ait 

(3.5) 

et ensuite pour un nombre satisfaisant aux inégalités 

(3.6) 
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On a 

où 

(3.7) 

Soit 

D'après (2.4) et (3.2),
L'inégalité (3.7) donne 
ce qui entraîne 

 on a 
et 

où 

Le théorème se trouve démontré pour 
Désignons par A et B les ensembles où 

et Lorsque on a 

Dans le cas contraire, on trouve 

Soit donc 

d'où 

et il en vient dans tous les cas 
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L'inégalité étant évidente, il en résulte le théo

rème. En s'appuyant sur ce résultat, on peut démontrer le 

Théorème 4. Sous la condition (1.1), on peut choisir une 
suite telle que Von ait pour toute suite et tout ensemble A, 

(3.8) 

En effet, en supposant l'inégalité (1.4), on a 

4. Maintenant nous pouvons démontrer le théorème 2. 
Soient les fonctions choisies dans le théorème 3. Sup
posons (1.4) verifiée et 

Il existe un nombre M tel que la relation 

est vérifiée dans un ensemble E, étant le même 
que dans le théorème 4. On a 6) 

Or, de la relation on conclut facilement que 

ce qui est en contradiction avec (3.8). 

8) Comparer Z y g m u n d 9. 
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Le théorème 1 résulte du théorème 2 et du lemme 1. En 
effet, le théorème 2 montre que (1.2) entraîne (1.3). D'autre 
part, posons comme dans le lemme 2 L'iné
galité (1.3) entraîne 

d'où résulte d'après le lemme 1 la convergence presque partout 
de la série 

La convergence de la série étant évidente, il reste 
à démontrer la convergence de la série mais elle ré
sulte immédiatement de la relation 
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