
CHAPITRE IH. 3i

CHAPITRE III.
Notions et Problèmes de Ge'omdtrie descriptive.

NOTIONS.

ι⅛3. Un plan, avons nous déjà dit, est une surface dans laquelle une 
ligne droite .peut coïncider dans toutes les directions.
. 124. Vue ligne droite est dans un plan dès qu’elle a deux points communs
⅛vec ce plan.

125. Deux droites qui se coupent dans l’espace, ou qui tendent à se 
•rencontrer, sont dans le meme plan. Deux droites parallèles sont aussi 
dans le même plan.

126. Trois points donnés dans l’espace non en ligne droite sont néces
saires et suffisans pour déterminer la position d’un plan , de sorte que deux 
plans qui ont trois points communs, coïncident l’un avec Vautre.

127. L’intersection de deux plans est une ligne droite.
128. Quand deux plans ABCD, ABFE (fig. 60) se rencontrent, ils 

forment entre eux un certain angle, qu’on appelle l’inclinaison des deux plans, 
qui a pour mesure celle de l’angle EAD formé par les droites AE, AD 
perpendiculaires à Γintersectron AB des deux plans, et menées par un même 
point A de cette intersection AB, la première AD dans le plan ABCD, et la 
seconde AE dans l’autre plan ABFE. Quand l’angle EAD est droit, les 
deux plans sont perpendiculaires.

129. Une droite AB (fig. 61) est perpendiculaire à un plan PQ, lorsque 
cette droite AB est perpendiculaire à deux droites BC, BD qui passent par 
le point B où la droite AB perce le plan (point que l’on appelle le pied de la 
perpendiculaire) et qui sont situées dans le plan PQ.

130. Une droite AB (fig. 62) est parallèle à un plan PQ, lorsque cette 
droite AB est parallèle à une autre droite CD située dans le plan PQ.

131. Si une droite qui a un point commun avec un plan était parallèle à 
ce plan, elle serait toute entière dans ce même plan.

132. Deux plans sont parallèles entre eux, lorsqu’ils ne peuvent se ren
contrer dans aucune direction, quelque loin qu’on les prolonge l’un et 
l’autre. Les intersections de deux plans parallèles, coupés par un troisième, 
sont parallèles.

www.rcin.org.pl



32 NOTIONS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
i33. Si l’on imagine un système de droites parallèles comprises entre 

deux plans parallèles, ces droites seront égales entre elles.
ι34-. Si deux plans CDEF, GHIK (fig. 63) , sont perpendiculaires à un 

troisième plan PQ, leur intersection AB sera perpendiculaire au troisième 
plan PQ.

i35. Si par un point A de l’espace (fig. 6i ) , on abaisse une perpendicu
laire AB à un plan quelconque PQ, le pied B de cette perpendiculaire sera 
la projection du point A sur le plan PQ.

ι36. Si par differens points A,B,C,D.... d’une ligne quelconque ABCD
(fig. 64) située dans l’espace, on abaisse les perpendiculaires Aa, Bb, Ce, 
Dd....sur un plan quelconque PQ , et que par les pieds a , b, c, d..... de ces
perpendiculaires on fasse passer une ligne abcd, cette ligne sera la projection 
sur le plan PQ de la ligne ABCD donnée dans l’espace.

ι3y. Si la ligne ABCD est droite , sa projection abcd sera aussi une ligne 
droite ; si cette ligne ABCD était un cercle ou une ellipse, sa projection sur 
le plan PQ serait un cercle, ou une ellipse ou une ligne droite ; si la ligne 
ABCD était une parabole, sa projection sur le plan PQ serait une autre 
parabole ou une ligne droite; et enfin, si cette ligne ABCD était une hyper∙≡ 
bole, sa projection serait une autre hyperbole ou une ligne droite.

138. La projection sur un plan d’une courbe plane est une ligne droite, 
lorsque son plan est perpendiculaire au plan de projection. Si le plan de la 
courbe était parallèle au plan de projection, cette courbe aurait pour pro
jection une courbe parfaitement égale,

i39∙ La projection, sur un plan, d’une courbe à double courbure quel
conque , est toujours une ligne courbe, quelque soit la position de cette 
ligne par rapport au plan de projection.

i4o. Pour fixer la position et la forme d’une ligne quelconque dans l’es
pace , on la rapporte à deux plans perpendiculaires entre eux ( dont un est 
ordinairement supposé horizontal et l’autre vertical); sur chacun de ces 
plans on projette la ligne en question , ainsi qu’on le voit dans la figure 65, 
Olile parallélogramme ABCD représente Je plan horizontal, et le parallélo
gramme A BEF représente le plan vertical. La projection a'b' de la ligne ab 
de l’espace, sur le plan horizontal ABCD, s’appelle la projection horizontale, 
et la projection a"b", de la même droite, sur le plan vertical, est la projection, 
verticale. Les plans sur lesquels on projette une ligne quelconque se nomment 
plans de projection.

L’intersection AB des plans de projection s’appelle ligne de terre.
Lorsqu’on aura les deux projections a'b' et a"b" d’une ligne quelconque ah,
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CHAPITRE IH. 33
oh pourra toujours retrouver cette ligne dans l’espace, en élevant aux deux 
plans de projection, des perpendiculaires à'a , b'b.... a"a, b''b....par les
projections a', b'..... a", b"..... des memes points a, b......  delà ligne eh
question ab ; car les perpendiculaires a'a , a"a élevées par les projections a^, 
Si" du meme point a, se rencontreront dans l’espace en un point a, qui sera 
un de ceux de la ligne en question. Il est clair qu’il en sera de même pour 
les autres points de la ligne, pris dans l’ordre qu’il vient d’être dit.

Une fois qu’on a les deux projections d’une ligne dans l’espace, soit qu’on 
ait obtenu ces projections immédiatement de la ligne elle-même , soit par 
quelqu’autre moyen, on est forcé d’abandonner cette ligne, pour neplûs con
sidérer que ses projections, parce que, ainsi que nous allons le voir, lors
qu’on dessine une épure on n’opère que sur les deux projections de cette 
ligne, qu’on a ramenées sur un seul plan, et on ne voit plus rien dans l’espace.

Cependant pour concevoir ce qu’on fait, il est absolument nécessaire de 
reporter, par la pensée, dans l’espace , lés opérations que l’on fait sur les 
projections, et c’est la précisément la plus grande difficulté que les commen
çons aient à surmonter, sur-tout lorsqu’il est question de considérer à la 
fois un grand nombre de lignes ayant dans l’espace des formes et des posi
tions diverses.

i4i. La perpendiculaire'AB abaissee d’un point quelconque A de l’espacé 
(fig. 6i ) sur un plan de projection PQ, s’appelle la projetante de ce point A 
sur ce plan. La projetante aa' du point a (fig. 65) abaissée sur le plan hori
zontal , s’appelle la projetante sur le plan horizontal, ou simplement la 
projetante horizontale ; et la projetante aa" du même point a abaissée sur 
le plan vertical, s’appelle Xaprojetante sur le plan vertical, ou simplement la 
projetante verticale. On remarquera, pour ne pas s’y tromper, que la proje
tante horizontale est une verticale, et que la projetante verticale est une 
horizontale.

i4‘2. La projetante horizontale aa' du point a (fig. 65) est la distance de 
ce point a au plan horizontal, et la projetante verticale aa", la distance du 
même point a au plan vertical.

On remarquera que si, par la projection horizontale a' du point a, on 
mène une perpendiculaire a'T à la ligne de terre AB, cette perpendiculaire 
a'T sera égale à la projetante verticale aa" et mesurera, par conséquent, la 
distance du point a au plan vertical; de sorte que la distance de la projec
tion horizontale d’un point à la ligne de terre, est précisément la distance 
de ce point au plan vertical.

De même, si par la projection verticale a" d’un point a, on mène une 
3
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34 NOTIONS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE,
perpendiculaire a"T à la ligne de terre AB, cette perpendiculaire sera égale 
à la projetante horizontale aa', et mesurera, par conséquent, la distance de ce 

. point a au plan horizontal ; de sorte que la distance de là projection verti
cale d’un point à la ligne de terre, est précisément la distance de ce point 
au plan horizontal.

A ces remarques très-importantes, nous joindrons celle-ci qui ne l’est 
pas moins , et qui consiste en ce que les deux perpendiculaires a'T, a^'T 
abaissées des projections a', a" du même point a, sur la ligne de terre 

, AB , passent par le même point T de cette ligne de terre.
143. Si maintenant on voulait que les deux projections d’un point a ou 

d’une ligne quelconque ab (fig. 65) fussent sur un seul et même plan, il suf
firait d’imaginer que le plan vertical ΑΒΕΓ a tourné autour de la ligne de 
terre AB, de manière à devenir le prolongement ABEΕ'du plan horizontal 
ABCD ; car il est clair que ce plan entraînera avec lui la projection verticale 
a" ou a"b" du point a ou de la ligne ab en question, de sorte que celte pro
jection deviendra a^''b'^'. De plus, on voit, et c’est très-important, que les 
droites a"T, b"T' perpendiculaires à la ligne de terre AB, ne cesseront pas 
de l’être, dans le mouvement du plan ABEF, et comme les droites corres
pondantes a'T, b'T' sont aussi perpendiculaires à la ligne de terre AB, il 
s’ensuit que les droites Ta"', T'b'" seront les prolongemens respectifs des 
droites a'T, b'T'.

i44∙ Il résulte de là que, lorsque l’on considère les choses sur un seul 
plan, les projections a et b d’un même point de l’espace (fig. 66) sont né
cessairement sur une même perpendiculaire ab à la ligne de terre AB.

Il faut bien se rappeler que la distance aT mesure la distance du point de 
l’espace au plan horizontal (le point a étant la projection verticale de ce 
point), et que la droite bT mesure la distance du même point de l’espace 
au plan vertical.

143. Il suit de là que si le point de l’espace était sur le plan horizontal, 
sa distance par rapport à ce plan horizontal étant nulle, la verticale aT 
serait nulle aussi, et la projection verticale de ce point serait sur la ligne 
de terre au pied T de la perpendiculaire bT abaissée sur la ligne de terre 
par la projection horizontale b de ce point.

De même, si le point de l’espace était sur le plan vertical, sa distance par 
rapport à ce plan étant nulle , l’horizontale bT serait nulle aussi, et la pro
jection horizontale du point en question serait le pied T de la perpendicu
laire aT abaissée sur la ligne de terre par la projection verticale a de ce point.

ι4θ. En général, on suppose toujours que la projection verticale d’un
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CHAPITRE in. 35
point est au-dessus de la ligne de terre, et que la projection horizontale 
est au-dessous; mais d’après ce qu’il vient d’étre dit, il est.évident que si 
le point de l’espace est situé au-dessous du plan horizontal, sa pro
jection verticale est au-dessous de la ligne de terre, car la distance de ce 
point au plan horizontal ne pourra plus être prise de bas en haut, mais de 
haut en bas par rapport à ce plan.

De même, si le point de l’espace en question est situé derrière le plan 
vertical, sa projection horizontale sera au-dessus de la ligne de terre.

Nous conclurons de là,
1°. Si le point en question est situé au-dessus du plan horizontal, et en 

avant du plan vertical, sa projection verticale sera au-dessus et sa projection 
horizontale au-dessous de la ligne de terre ;

2°. Si le point est situé en avant du plan vertical , et au-dessous du plan 
horizontal, les deux projections seront au-dessous de la ligne de terre;

3". Si le point est situé au-dessus du plan horizontal, mais derrière 
le plan vertical, les deux projections seront au-dessus de la ligne de terre ;

4“. Enfin si le point est situé au-dessous du plan horizontal et derrière le 
plan vertical, la projection verticale sera.au-dessous et la projection hori
zontale au-dessus de la ligne de terre.

Les réciproques de toutes ces propositions ont lieu.
147- Si une droite est parallèle à l’un des plans de projection, sa projec

tion sur l’autre est parallèle à la ligne de terre.
Ainsi, par exemple, si une droite est parallèle au plan horizontal, sa pro

jection verticale sera parallèle à la ligne de terre ; et si elle était parallèle au 
plan vertical, sa projection horizontale serait parallèle à la ligne de terre.

i/j.8. Réciproquement, si l’une des projections d’une droite est parallèle 
àia ligne de terre, celte droite sera parallèle au plan de l’autre projection.

Ainsi, par exemple, si la projection verticale d’une droite est parallèle à 
la ligne de terre , celte droite sera parallèle au plan horizontal, et vice versa,

149. Si une droite est à la fois parallèle aux deux plans de projection, les 
deux projections de cette droite seront parallèles à la ligne de terre, et réci
proquement , si les deux projections d’une droite sont parallèles à la ligne 
de terre, cette droite sera à la fois parallèle aux deux plans de projection.

150. Si une droite est perpendiculaire à l’un des plans de projection, sa 
projection sur ce plan ne sera qu’un point, et sa projection sur l’autre plan 
sera peipendiculaire à la ligne de terre.

Ainsi, par exemple, si la droite en question est peipendiculaire au plan 
horizontal, sa projection horizontale ne sera qu’un point, et sa projection 
verticale sera perpendiculaire à la ligne de terre.
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36 NOTIONS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
i5i. Réciproquement, si Fune des projections d’une droite n’est qu’un 

point, et que l’autre soit perpendiculaire à la ligne de terre, cette droite 
sera perpendiculaire au plan de projection, sur lequel sa projection n’est 
qu’un point.

Ainsi, la droite sera perpendiculaire au plan horizontal, si c’est sa pro
jection horizontale qui n’est qu’un point.

i52 Si une droite est perpendiculaire à la ligne de terre , ses deux pro
jections seront aussi perpendiculaires à cette ligne.

La réciproque n’a pas lieu, c’est-à-dire que les deux projections d’une 
droite peuvent être perpendiculaires à la ligne de terre, sans que la droite 
elle-même soit perpendiculaire à cette ligne.

153. Si une droite est située dans l’un des plans de projection, sa projec
tion sur l’autre sera sur la ligne de terre.

Ainsi, si une droite est située sur le plan horizontal, sa projection verti
cale sera sur la ligne de terre ; et si cette droite était sur le plan verticaV, sa 
projection horizontale serait sur la ligne de terre.

154. Réciproquement, si l’une des projections d’une droite est sur la 
ligne de terre , cette droite sera sur le plan de l’autre projection. Ainsi j par 
exemple, si eresila projection verticale de la droite en question qui soit sur 
la ligne de terre, celte droite sera sur le plan horizontal ; si , au contraire , 
c’était la projection horizontale de cette droite qui fût sur la ligne de terre, 
celte droite serait sur le plan vertical.

155. Si une droite est à la fois sur les deux plans de projection, ses deux 
projections seront Sur la ligne de terre , et la droite en question elle-même 
coïncidera avec cette ligne de terre. Réciproquement, si les deux projections 
d’une droite sontsur la ligne de terre, la droite elle-même sera sur cette ligne.

156. Si deux droites dans l’espace sont parallèles, leurs projections sur 
chaque plan de projection seront parallèles. Réciproquement, si les projec
tions de deux droites sont parallèles dans chaque plan de projection, ces 
deux droites seront elles-mêmes parallèles dans l’espace.

ι5y. Si deux lignes quelconques de Fespace se coupent, les projections· 
de leur point d’intersection seront sur une même droite perpendiculaire à la 
ligne de terre et sur les points d’intersection des projections de ces droites. 
Réciproquement, si les projections de deux lignes quelconques se coupent,, 
dans les deux plans de projection, de manière que leurs points d’intersection 
soient sur une même perpendiculaire à la ligne de terre, les deux lignes en 
question se couperont dans Fespace.

i58. Un plan est déterminé de position dans Fespace, lorsque Fon con-
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CHAPITRE HI. 3;
naît les intersections de ce plan avec les plans de projection. Ainsi, si les 
droites AB» AG (fig. 67) sont les intersections d’un certain plan avec les 
plans de projection, ce plan sera complètement déterminé , au moyen de ces 
deux droites AB , AG.

Les intersections AB, AG du plan en question avec les plans de projec
tion , s’appellent les traces de ce plan.

J√ι trace AB située dans le plan horizontal s’appelle la trace horizon
tale, et la trace AC située dans le plan vertical, s’appelle la trace verticale.

i5q. Une remarque très-importante, c’est que les deux traces d’un plan 
se rencontrent nécessairement sur la ligne de terre AI).

160. Si un plan est parallèle à l’un des plans de projection, ce pian n’aura 
qu’une trace qui sera parallèle à la ligne de terre et située dans l’autre plan 
de projection. Réciproquement, si un plan n’a qu’une trace parallèle à la 
ligne de terre, ce plan sera parallèle au plan de projection quine contient 
pas cette trace.

Ainsi, i“. si un plan est parallèle au plan horizontal, ce plan n’aura point 
de trace horizontale, et sa trace verticale sera par allèle à la ligne de terre. De 
meme, si un plan est parallèle au plan vertical, ce plan n’aura point de trace 
verticale, et sa trace horizontale sera parallèle à la ligne de terre. 2”. Si un 
plan n’a qu’une trace, et que cette trace, parallèle àia ligne de terre, soit dans 
le plan vertical, le plan sera parallèle au plan horizontal. De meme , si la 
trace unique d’un plan est dans le plan horizontal et parallèle à la ligne de 
terre, ce plan sera parallèle au plan vertical. <

161. Si l’une des traces d’un plan est perpendiculaire à la ligne de terre, 
et que l’autre trace soit quelconque, ce plan sera perpendiculaire au plan de 
projection dans lequel la trace est quelconque.

Ainsi, si c’est la trace horizontale qui soit perpendiculaire à la ligne de 
terre, le plan sera perpendiculaire au plan de projection verticale ; et si,. au 
contraire , la trace verticale était celle qui est perpendiculaire à la ligne de 
terre, alors le plan serait perpendiculaire au plan horizontal.

Réciproquement, si un plan est perpendiculaire à l’un des pians de pro
jection sans être parallèle à l’autre, sa trace sur le plan de projection auquel 
il est perpendiculaire, sera quelconque, et l’autre trace sera perpendicu
laire à la ligne de terre. Ainsi, par exemple, si le plan est perpendiculaire 
au plan vertical, sa trace verticale sera quelconque et sa trace horizontale 
sera perpendiculaire à la ligne de terre : l’inverse aurait lieu si le plan était 
perpendiculaire au plan horizontal.

162. Si un plan est à la fois perpendiculaire aux deux {dans de projection.
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38 NOTIONS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
ses deux traces seront-une même perpendiculaire à la ligne de terre. Ré
ciproquement , si les deux traces d’un plan sont une même droite perpendi
culaire à la ligne de terre, ce plan sera à la fois perpendiculaire aux deux 
plans de projection.

163. Si les deux traces d’un plan sont parallèles à la ligne de terre, ce 
plan sera lui-même parallèle à cette ligne. Réciproquement, si un plan est 
parallèle à la ligne de terre, ses deux traces seront parallèles à cette lignq 
de terre.

164. Quand un plan n’est parallèle à aucun des plans de projection et que. 
l’une de ses traces est parallèle à la ligne de terre,, l’autre trace est aussi 
nécessairement parallèle à la ligne de terre.

165. Si deux plans sont parallèles, leurs traces, dans chaque plan de 
projection, seront aussi parallèles entre elles. Réciproquement, si dans 
chaque plan de projection les traces de deux plans sont parallèles, les plans 
le seront aussi.

166. Si une droite est perpendiculaire à un plan, les projections de cette 
droite seront, dans chaque plan de projection, perpendiculaires aux traces 
respectives de ce plan. Réciproquement, si les projections d’une droite 
sont respectivement perpendiculaires aux traces d’un plan, la droite sera per
pendiculaire au plan.

167. Si une droite est située dans un plan donné par ses traces, cette 
droite ne pourra rencontrer les plans de projection que sur les trace.s du 
plan qui la contient. De plus, la droite en question ne peut rencontrer les 
plans de projection, que sur ses projections mêmes; d’où il suit que le» 
points de rencontre de la droite et des plans de projection , sont respective
ment sur les intersections des projections de cette droite et des traces du 
plan qui la contient.

168. Si une droite située dans un plan donné par ses traces est parallèle 
au plan horizontal, sa projection horizontale sera parallèle à la trace hori
zontale du plan donné, et sa projection verticale sera j>arallele à la ligne de 
terre. De même , si la droite , située dans le plan donné par ses traces, est 
parallèle au plan vertical, sa projection verticale sera parallèle à la trace 
verticale du plan qui la contient, et sa projection horizontale sera paral
lèle à la ligne de terre,

Réciproquement, si une droite est située dans un plan donné par ses 
traces, et que, par exemple, sa projection horizontale soit parallèle à la 
trace horizontale du plan donné, cette droite sera parallèle au plan hori
zontal, et sa projection verticale sera parallèle à la ligne de terre. De
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CHAPITRE ni. 3g
même, si la projection verticale de la droite en question est parallèle à la 
trace verticale du plan donne', cette droite sera parallèle au plan vertical, 
et sa projection horizontale sera parallèle à la ligne de terre.

PPtOBLEMES.

ιβg. Les projections AB, CD (fig. 68), d ’une droite étant données, trouver 
les points a et b où cette droite perce les plans de projection.

Solution. Supposons d’abord qu’il s’agisse de trouver le point a où la 
droite donnée perce le plan horizontal.

Ce point a doit être sur la projection horizontale AB de la droite donnée, 
et puisque ce point a est sur le plan horizontal, sa projection verticale doit 
être sur la ligne de terre AE, et en même temps sur la projection verticale 
DG de la droite donnée, c’est-à-dire , au point C où cette projection verticale 
HC rencontre la ligne de terre AE ; mais les projections d’un même point 
sont sur une même perpendiculaire à la ligne de terre ; donc le point de
mandé a sera au point où la perpendiculaire Ga, menée par le point C à la 
ligne de terre AE, rencontre la projection horizontale AB de la droite.

Pour avoir le point b ou la droite donnée rencontre le plan vertical, il 
faudrait prolonger la projection horizontale jusqu’à la ligne de terre AE 
élever , par le point A , une perpendiculaire Ab à la ligne de terre, et le 
point b, où la droite Ab rencontrerait la projection verticale DG de la droite 
donnée, serait le point demandé.

I η O. Les projections AB, CD Ç fig. 6g ), d'une droite étant donnéestrouver 
les angles BaC, DhH, que cette droite fait avec chaque plan de projection.

Solution. L’angle que fait une droite avec un plan, est le même que celui 
que fait la même droite avec sa projection sur le plan.

Si donc nous supposons qu’on ait d’abord cherché, d’après le procédé 
ci-dessus, les points a et b où la droite donnée perce les plans de projec
tion, et qu’ensuite on ait déterminé les projections E et B d’un même point 
de la droite donnée , ce qu’on fera en menant une perpendiculaire EB à la 
ligne de terre TC, laquelle ira rencontrer les projections AB, CD, de la 
droite donnée aux points B et E qui seront les projections dont il s’agit ; il 
est clair qu’on pourra concevoir un triangle rectangle sur un plan vertical 
élevé sur la projection horizontale AB , formé par cette projection horizon
tale AB, par la droite donnée elle-même, et par la projectante élevée par 
la projection B du point dont il vient d’être question; il est clair aussi que 
l’angle aigu de ce triangle , qui aura son sommet au point a, sera l’angle 
cherché : il suffira donc de construire ce triangle pour avoir l’angle demandé.
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4o PROBLEMES DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.

Or, si par le point B de la projection horizontale AB, on élève une per
pendiculaire BG à cette doite , que l’on fasse BG égal à la projetante hori
zontale KE, et que l’on mène la droite aG, l’angle BaG sera l’angle que 
forme la droite donnée avec le plan horizontal.

Pour avoir l’angle EbH que forme la même droite avec le plan vertical, 
on construira le triangle rectangle EbH comme on a construit le triangle 
BaG, en opérant sur la projection verticale, comme on vient de Je faire sur 
la projection horizontale, et réciproquement.

On peut se dispenser de trouver les points où la droite donnée perce les 
plans de projection, en menant (fig. 70) une perpendiculaire ΕΓ à la ligne 
de terre, qui donnera, sur les projections AB, CD, de la droite donnée, les 
projections E et F d’un même point de cette droite ; en menant, par les 
points E et Γ, les droites EG, FK, parallèles à la ligne de terre HI, et en
suite pour construire le triangle BFL, dont l’angle BFL est l’angle que forme 
la droite donnée avec le plan horizontal, au lieu de faire BL égal à ID , on 
ne fera BL égal qu’à GD ; de même, pour construire le triangle EMD, dont 
l’angle MED est l’angle que fait la droite donnée avec le plan vertical, au 
lieu de faire DM égal à IB, on le fera e'gal à BK. D’où l’on voit que les 
droites EG, FK, jouent le rôle de la ligne de terre.

171. Une droite étant donnée par les projections A et C, B et D de ses 
extrémités (fig. 71), trouver la véritable longueur de cette droite.

Solution. Si la droite donnée était parallèle à l’un des plans de projec
tion, la longueur demandée serait la projection même de la droite dans ce 
plan.

Le cas que nous supposons ici est celui où la droite donnée n’est parallèle 
à aucun des plans de projection.

Sur la projection horizontale AB de la droite donnée , imaginons un plan 
vertical ; ce plan contiendra la droite en question , laquelle formera avec sa 
projection AB et les projetantes horizontales dont les pieds sont les points 
A et B, un trapèze AabB, qui sera facile à construire, en élevant par les 
points A et B, les perpendiculaires Aa, Bb, que l’on fera respectivement 
égales aux projetantes EC , FD, et en menant par les points a et b la droite 
ab qui sera évidemment la longueur demandée.

Si par l’extrémité a de la droite donnée, qui est la plus près du plan hori
zontal , on mène une horizontale ad, on aura un triangle rectangle abd dont 
l’hypothénuse ab serait la longueur demandée ; la différence bd des hauteurs 
des extrémités de la droite donnée par rapport au plan horizontal serait 
l’un des côtés de l’angle droit, et le troisième côté ad serait égal à la pro-
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jectîon horizontale AB de cette droite. Or, les projetantes EC, FD , me
surent les distances des extrémités de la droite en question par rapport au 
plan horizontal ; si donc par le point G on mène une parallèle GG à la ligne 
de terre, GD sera la différence de ces hauteurs, et, par conséquent, si l’on 
fait Gd' égal à la projection horizontale AB de la droite donnée, et que l’on 
joigne les points d'et I) par la droite Dd\ le triangle rectangle DGd' sera 
égctl au triangle abd, et la droite d' D sera la longueur demandée.

On pourrait, dans les deux solutions que nous venons de trouver, raisonner 
sur la projection verticale comme nous l’avons fait sur la projection hori
zontale et réciproquement, et obtenir de meme la longueur demandée.

I ÿ 2. Trouver ΐ angle queforment deux droites qui se coupent dans Γespace,^ 
ces droites étant données par leurs projections ΛΒ et CD, BB' et DTi 
(fig∙72)∙

Solution. On se rappelera que pour que les droites données se coupent 
dans Vesγ^ace, il faut que les intersections D et B des projections de ces 
droites soient sur une même perpendiculaire DB à la ligne de terre AB'.

Pour résoudre le problème, on cherchera les points où les deux droites 
données percent le meme plan de projection (n®. 169), le plan vertical, par 
exemple ; par les points G et F où ces droites percent le plan vertical, on 
menerà la droite CF qui sera l’intersection, avec le plan vertical, du 
plan supposé mené par les deux droites données ; cette intersection CF 
formera , avec les droites données, un certain triangle dont l’angle opposé 
au côté GF sera l’angle demandé : construisons donc ce triangle, par le 
moyen des trois côtés.

Le côté CF est connu , et les deux autres côtés sont donnés par leurs pro
jections, qui sont, pour le premier, les droites AB, CD- et pour le second, les 
droites B'B, DF. Comme les extrémités C et F de ces deux côtés sont sur le plan 
vertical, on aura les véritables longueurs respectives, Bl, BH de ces droites, 
en portant leurs ynojections verticales CD , DF respectivement de T en I 
et de T en H. Ainsi donc , en prenant un rayon égal à IB et du point G 
comme centre, décrivant un arc en G; ensuite, avec un rayon égal à 
BH et du point F comme centre, décrivant un second arc en G qui cou
pera le premier en un point G, on aura le triangle demandé G GF en 
menant par le point G et les points G et F les droites GG et F G, et par con
séquent l’angle C GF pour l’angle demandé.

Les deux projections horizontales ou les deux projections verticales des 
droites données peuvent se trouver sur une même droite, comme dans la 
figure 7 3. Le lecteur s’exercera à résoudre ce cas.

Ç
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173. Les traces d'un plan étant données, trouver les angles que ce plan 
forme avec les plans de projection.

Solution. Ce problème présente quatre cas ; i®. le plan donné peut être 
perpendiculaire à l’un des plans de projection, et avoir par conséquent une 
de ses traces perpendiculaire à la ligne de terre.

Ainsi, par exemple, supposons (fig. y4) trace horizontale AB du
plan donné soit celle qui est perpendiculaire à la ligne de terre AD, et que 
l’autre AC soit quelconque. Il est bien évident que , dans ce cas, l’angle que 
fait la trace horizontale AB avec la ligne de terre AD, est précisément 
l’angle que fait le plan donné avec le plan vertical, et que l’angle CAD que 
fait la trace verticale AG avec la ligne de terre, est celui que fait le même 
plan donné avec le plan horizontal.

2°. Les deux traces du plan donné peuvent former deux angles aigus 
avec la même partie de la ligne de terre , ainsi qu’on le voit dans la fig. 7 5 , 
où AB est la trace horizontale et AC la trace verticale.

Dans ce cas, pour avoir l’angle que fait le plan donné avec le plan hori
zontal, on imaginera un plan perpendiculaire à la trace horizontale AB; la 
trace horizontale DE de ce plan sera perpendiculaire à la trace AB, et sa 
trace verticale EF le sera à la ligne de terre (n“. 161) qui est la 
projection verticale de la droite AB (nθ. i53). L’intersection de ce plan 
perpendiculaire à AB avec le plan donné, sera perpendiculaire à AB, de sorte 
que l’angle formé par cette intersection et la droite DE sera l’angle demandé.

Si maintenant on considère les choses dans l’espace disposées comme 
elles doivent l’être, on verra l’intersection, dont nous venons de parler, 
passer par les points D et F, et former un triangle rectangle avec les 
droites DE , EF qui seront les côtés de l’angle droit ; formons donc ce 
triangle. Pour cela, il suffira de fairé EG égal à ED , et de mener la droite 
GF : le triangle en question sera GEF, et l’angle demandé sera l’angle FGE.

Pour avoir l’angle IKB que fait le plan donné avec le plan vertical, on 
opérera sur la traee verticale, comme nous venons de le faire sur la trace 
horizontale , et réciproquement,

3®. L’une des traces du plan donné peut faire un angle aigu et l’autre un 
angle obtus avec la même partie de la ligne de terre, ainsi qu’on le voit par 
la fig. 7θ, où AB est la trace horizontale qui fait, avec la partie AG de la ligne 
de terre, un angle aigu, et où AC est la trace verticale qui fait un angle obtus 
avec la même partie AG de la ligne de terre.

Dans ce cas on raisonnera comme dans le précédent, et on prolongera, 
autant qu’il sera nécessaire, les traces du plan donné au-delà de la ligne de
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terre, comme la fig. 76 l’indique; on trouvera que l’angle E GE est celui que 
fait le plan donne' avec le plan horizontal, et l’angle ILK, celui que fait le 
même plan donne' avec le plan vertical.

4". Enfin les deux traces du plan donné peuvent être parallèles à la ligne 
de terre, ainsi qu’on le voit par la fig. 77 , où KL est la trace horizontale, 
et AC la trace verticale du plan donné.

Dans ce cas, le plan perpendiculaire à la trace horizontale AB du plan 
donné, sera aussi perpendiculaire à la ligne de terre, puisque ces deux 
droites sont parallèles; par conséquent, en vertu de ce qui a été dit à l’art. 161, 

es deux traces de ce plan seront une même perpendiculaire DE à la ligne 
de terre, car un plan perpendiculaire àia ligne de terre est perpendiculaire 
aux deux plans de projection.

Pour avoir l’angle EGE que forme le plan donné avec le plan horizontal, 
ou l’angle FHD que forme le même plan avec le plan vertical, on voit évi
demment ce qu’il faut faire.

On observera que les deux triangles rectangles EGE , EDH sont égaux, 
et que par conséquent il suffit d’en avoir un pour avoir les angles demandés.

174. On demande la trace verticale d’un plan donné par sa irace horizon·^ 
taie et par l’angle cju il fait avec le plan horizontal.

Solution. Soit AB (fig. 75 et 76) la trace horizontale donnée; on 
menerà à cette trace horizontale AB une perpendiculaire DE quelconque ; 
par le point E où cette droite DE rencontrera la ligne de terre, on élevera une 
verticale EF ; on fera EG égal à ED , et sur la ligne de terre AE et au point 
G, comme sommet, on fera un angle EGF égal à l’angle donné : le point 
E où la droite GF rencontrera la droite EF sera évidemment un point de la 
trace verticale demandée ; mais les deux traces doivent se rencontrer sur la 
ligne de terre ; si donc par le point F et le point A , où la trace horizontale 
AB donnée rencontre la ligne de terre, on mène la droite AE, cette droite 
sera la trace verticale demandée.

175. On demande 1°. les projections de l'intersection de deux plans don
nés par leurs traces; 2θ. l'angle que ces deux plans forment entre eux.

Solution. Ce problème présente un grand nombre de cas. Nous allons 
exposer les principaux, et nous nous en rapporterons à l’intelligence du 
lecteur pour les autres.

i*. Supposons que les deux traces de chaque plan donné forment, avec la 
même partie de la ligne de terre, des angles aigus; et soient (fig. 78) AB; 
AG les traces du premier plan, et A'B , A'G les traces du second ; il est clair 
que le point B où les traces horizontales AB , Λ^B se rencontrent, appar-

www.rcin.org.pl



44 PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE DESCPHPTIVE.

tient à l’intersection de ces deux plans; or ce point est dans le plan hori
zontal; donc sa projection verticale sera sur la ligne de terre AA' au point E, 
qui est le pied de la perpendiculaire BE abaissée du point B sur la ligne 
de terre ; mais le point G d’intersection des deux traces verticales AC, A'C 
est aussi un point de l’intersection des plans donnés, et comme ce point est 
sur le plan vertical, sa projection verticale coïncide avec lui-même ; si donc 
par ce point C et le point E on mène une droite CE, cette droite sera la 
projection verticale de l’intersection des plans donnés.

Si par le point C on abaisse une perpendiculaire CD à la ligne de terre, 
et que par le pied D de cette perpendiculaire et le point B d’intersection des 
traces horizontales AB , A'B , on mène une droite BD , cette droite BD sera 
la projection horizontale de l’intersection de ces plans.

Si maintenant on veut avoir l’angle des deux plans donnés, on menerà 
une droite GH perpendiculaire à la projection horizontale BD de l’intersec
tion de ces plans, qui sera la trace horizontale d’un plan perpendiculaire à 
cette intersection (n°. i66). Si actuellement on imagine ce dernier plan dans 
l’espace, on le verra intercepter les deux plans donnés suivant deux droites, 
qui formeront avec la droite GH (terminée aux traces horizontales AB, A'B 
des plans donnés) un triangle dont l’angle opposé au côté GH sera l’angle 
demandé.

Pour construire ce triangle, on fera DK égal à DB, et par les points K 
et G on menerà la droite CK ; on fera ensuite DF égal à ID , et par le point 
F on menerà FL perpendiculaire à CK : cette droite FL sera la hauteur du 
triangle dont il vient d’être question; si donc on fait lO égal à FL, et que, 
par le point O et les points G et H, on mène les droites GO, HO, on aura 
le triangle GOH en question, et l’angle GOH sera l’angle demandé.

2“. Si les deux traces des plans donnés étaient disposées comme dans la 
79’ où 1’ on voit que les deux traces verticales AC , A'G' ne se ren

contrent plus au-dessus mais au-dessous de la ligne de terre, en un point e, 
on opérerait encore comme dans le cas précédent. Pour avoir la projection 
verticale cd de l’intersection des deux plans donnés, par le point a où les 
deux traces horizontales AB, A'B' se rencontrent, on abaisserait une perpen
diculaire ac, et par le point c où les traces verticales AC, A'G', prolongées, 
se rencontrent, et le pied c de la droite ac, on mènerait la droite ed, qui 
serait la projection demandée.

Pour avoir la projection horizontale ab de la même intersection, par le 
pied b de la perpendiculaire eb , abaissée sur la ligne de terre DH par le point 
e où les traces verticales AG / A'C' des plans donnés se coupent, et par le
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point a où les traces horizontales AB, A'B' se rencontrent, on menerà la 
droite ab , qui sera la projection demandée.

Cet exemple fait assez voir que de quelque manière que les traces des 
plans donnés se coupent dans chaque plan de projection, il faut toujours 
opérer de la même manière pour avoir les projections de l’intersection de 
ces plans.

Quant à l’angle de ces deux plans, il s’obtient encore de la même manière 
que dans le premier cas.

On menerà une perpendiculaire à Γune des projections de l’intersection 
des deux plans donnés, à la projection verticale cd, par exemple. Soit donc 
EC' cette perpendiculaire ; on fera ensuite cD égal à ce ; par le point D et le 
point a, où les traces horizontales se rencontrent, on menerà la droite Da; on 
fera cG égal à cE , et par le point G on menerà la droite GI perpendiculaire 
a Da; on fera Fd égal à GI, et par le point d et les points E et G' où la droite EG' 
rencontre les traces verticales AG, A'G' des plans donnés , on menerà les 
droites dE et dC\ qui formeront entre elles l’angle EdG', qui sera l’angle 
demande'.

3®. Mais s’il arrivait que les traces des plans donnés ne se rencontrassent 
pas, ce qui aurait lieu si elles étaient toutes parallèles à la ligne de terre , 
alors le procédé changerait, et pour obtenir les projections de l’intersection 
des deux plans, et pour avoir l’angle de ces plans.

Supposons donc que les traces du premier plan soient AB , GD (fig. 8o), 
celles du second A'B', G'D', et que toutes ces traces soient parallèles à la 
ligne de terre EF.

On menerà une perpendiculaire GH à la ligne de terre EF, qui sera les 
deux traces d’un plan perpendiculaire à l’intersection des plans donnés, car 
cette intersection est dans ce cas parallèle à la ligne de terre ; on fera IM - 
égal à IK. et IN égal à IG ; par le point M et le point H on menerà là droite 
HM qui sera l’intersection du plan perpendiculaire à la ligne de terre avec 
le premier plan donné ; par les points N et L on menerà la droite NL qui 
sera l’intersection du même plan perpendiculaire à la ligne de terre avec 
le second plan donné, et l’angle M O N que forment les deux droites MH , 
NL, sera l’angle des deux plans donnés. Pour avoir les projections de l’inter
section de ces deux plans, on menerà par le point O une parallèle OP à la 
ligne de terre EF, qui sera la projection verticale de la droite en question; 
et on avirala projection horizontale TR, de la même droite , en faisant IR 
égal à SO, et en menant par le point R une parallèle RT à la ligne de terre.

4®. Enfin il pourrait se faire que les deux traces horizontales ou les deux 
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traces verticales seulement fussent parallèles, les deux autres se rencontrant 
d’une manière quelconque , ainsi qu’on le voit par la fig. 8i, où ce sont les 
deux traces horizontales AB, A'B'qui sont parallèles, les traces verticales 
AG , A'C se rencontrant au-dessus de la ligne de terre AA'

Dans ce cas, par le point G où les traces verticales AG, A'C se ren
contrent , on abaissera une perpendiculaire GT à la ligne de terre AA', et 
par le point T on menerà une parallèle TG à l’une AB des traces horizontales 
données, qui sera la projection horizontale de l’intersection des deux plans 
donnés. Pour avoir la projection verticale CH de la même intersection, il 
suffira de mener par le point où les deux traces verticales des plans donnés 
se rencontrent, une parallèle CH à la ligne de terre.

Pour avoir l’angle des deux plans donnés, on menerà une perpendiculaire 
BB' quelconque, à la projection horizontale TG de l’intersection de ces deux 
plans, on fera GD égal à TG , et par le point D et les points B et B', où 
la droite BB' rencontre les traces horizontales AB ,A'B' données, on menerà 
les droites DB, DB', qui feront entre elles Γangle demandé BDB'.

176. Paruri point donné par ses projections, mener une perpendiculaire 
à un plan donné par ses traces ( fig. 82 ).

Solution. Puisque les projections d’une droite perpendiculaire à un plan 
sont perpendiculaires aux traces de ce plan, il est clair que si par les pro
jections du point donné on mène des perpendiculaires aux traces du plan 
donné, ces perpendiculaires seront les projections mêmes de la perpendicu
laire demandée.

177. Les projections d une droite et les traces d'un plan étant données, 
trouver les projections du point où la droite perce le plan ( fig. 82).

Solution. Soient aP, hP' les projections de la droite, et AB, AC les traces 
du plan.

Par la projection horizontale hP' on élevera un plan perpendiculaire au 
plan horizontal, lequel plan contiendra la droite en question. Par conséquent 
cette droite ne pourra rencontrer le plan donné, qu’à l’intersection de ce 
plan avec le plan qui contient la droite donnée ; si donc on avait la pro
jection verticale de l’intersection de ces deux plans, la projection verticale 
du point dont il s’agit serait sur un point de cette droite ; or le plan qui 
contient la droite en question étant perpendiculaire au plan horizontal 
aura sa trace verticale DE perpendiculaire à la ligne de terre, et sa trace 
horizontale sera la projection horizontale bP' même de la droite donnée; 
ainsi donc on aura la projection verticale EF de l’intersection des deux plans 
dont il s’agit, en suivant le procédé de l’art. 175,
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La projection verticale P du point où la droite donnée rencontre le plan 

donné, sera à la fois sur la droite EF et sur la projection verticale aP de 
la droite en question ; pour avoir la projection horizontale P' du même 
point, il suffira de mener par le point P une perpendiculaire PP' à la ligne 
de terre, et ce point P' où cette perpendiculaire rencontrera la projection 
horizontale bP' de la droite donnée sera la projection demandée.

178. Trouver les traces ΑΉ, AC T un plan devant passer par trois points 
donnés par leurs projections a eZ b, c eZ d , e et f ( fig 83 ).

Solution. Par un des points donnés, dont les projections sont c et d , on 
menerà une droite à chacun des autres ; et les projections de ces droites se
ront ac, bd pour la première, et ce, df pour la seconde.

Si maintenant on veut avoir la trace verticale AG du plan en question, on 
cherchera les points E et C où les droites dont les projections sont ac et bd, 
ce et df, rencontrent respectivement le plan vertical, par le moyen donné 
à Part, rbg, et on menerà par ces deux points E et C la droite AG, qui sera 
la trace demandée. Pour avoir la trace horizontale AB du même plan, on 
cherchera où Fune des droites qui passent par les points donnés, rencontre 
le plan horizontal ; si l’on veut que ce soit celle dont les projections sont 
ce et df, on trouvera le point B par lequel et Je point A, où la trace verticale 
AC rencontre la ligne de terre AF, on menerà la droite AB, qui sera la trace 
horizontale demandée.

17g. Deux droites se rencontrant, pouvant se rejiconfrer, ou étant paral
lèles dans 1espace, sont données par leurs projections, on demande les traces 
du plan de ces deux droites.

Solution. Ce problème est tout-à-fait le même que le précédent ; on 
cherchera les points où les droites données rencontreront les plans de pro
jection , lesquels points appartiendront aux traces du plan demandé.

ι8o. Les traces AB, AC d’un plan, et les projections a et b d’un point 
étant données, trouver les traces AB^, AC d’un plan parallèle au premier , 
et passant par le point donné ( fig. 84 ).

Solution. On imaginera par le point donné une parallèle à la trace hori
zontale AB du plan donné, et par conséquent une parallèle au plan horizon
tal lui-même; cette droite sera dans le plan demandé, sa projection hori
zontale bc sera parallèle à la trace AB, et passera parla projection horizontale 
b du point donné, et sa projection verticale aC'sera parallèle à la ligne de 
terre Ac et passera par la projection verticale a du point donné. Si mainte
nant on cherche le point C' où cette droite rencontre le plan vertical, ce 
point C' sera un point de la trace verticale. D’ailleurs les traces du plan de-
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mandé doivent être parallèles à celles du plan donné; ainsi, si par le point 
C' on mène la droite C'A' parallèle à la trace AG , cette droite A'C' sera la 
trace verticale du plan demandé. Il est facile de voir que pour avoir la trace 
horizontale A'B'du même plan, il suffira de mener une parallèle A'B' a la 
trace donnée AB, par le point A' où la trace verticale A'C' rencontre la 
ligne de terre.

181. Les traces ΛΒ, AC d'un plan et les projections DE, JS G d'une 
droite étant données ( fig. 85), trouver les traces ME, MN d’un plan passant 
par la droite perpendiculairement au plan donné.

Solution, On menerà une perpendiculaire til quelconque, à la ligne de 
terre AG, qui ira rencontrer les projections de la droite donnée aux points 
H et I, qui seront les projections d’un point de cette même droite. Par ces 
points H et I on menerà les droites HL, IK respectivement perpendiculaires 
aux traces AB, AG du plan donné ; ces perpendiculaires HL, IK seront les 
projections d’une perpendiculaire au plan donné. Ainsi le γ∂lan qui passera 
par cette droite sera perpendiculaire à ce plan donné, et par conséquent le 
plan qui passera en même temps par la droite donnée, sera Je plan donné; 
de sorte que le problème est réduit maintenant à celui de l’art. 179, 
c’est-à-dire, à faire passer un plan par deux droites données par leurs pro-^ 
jections DE, N.G et HL, IK.

182. Deux droites étant données par leurs projections AB, CD et EF, DH 
( fig. 86 ), trouver les traces LM, LD d'un plan menépcirl'iin^ de ces 
droitesparallèlement à l'autre.

Solution. Si c’est par la droite dont les projections sont AB, GD que le 
plan eu question doit passer, on cherchera les projections D et B d’un point 
de cette droite, en menant une perpendiculaire BD àia ligne de terre AK; 
par les projections B et D de ce point, on menerà des parallèles BG, DH , 
aux projections EF , DH de l’autre droite donnée, et ces parallèles BG, DH 
seront les projections d’une nouvelle droite parallèle à cette seconde droite 
donnée. Je dis maintenant que le plan qui passera par la première droite 
donnée et par la troisième dont nous venons de déterminer les projections, 
sera le plan demandé. Ainsi la question est réduite à celle de l’art. 179.

Nous pourrions pousser beaucoup plus loin la série des problèmes sur la 
ligne droite et le plan considéré dans l’espace ; mais une assez longue expé-r 
ricuce nous a appris que ceux dont nous venons de donner la solution suf
fisent pour l’objet que nous nous proposons dans cet ouvrage, mais en même 
temps qu’ils sont indispensables, si l’on veut étudier avec succès tort ce qui 
a rapport aux voûtes,
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