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O p e iv n y c h  zu lasnościach  zb ió róiu (A). — S u r  q u e lq u es  
p ro p r ié té s  d e s  en sem b les  (A).

Mémoire

de MM. N. LUS/N  et W. SIERPIŃSK I m. c.,
présenté, dans la séance du 8 Avril 1918, par M. W. Sierpiński m. c.

Dans une note „Sur une définition des ensembles mesurables (B ) 
sans nombres transfinis11 (Comptes Rendus, 8 janvier 1917) M. Sous-  
l i n  a introduit une importante classe d’ensembles qu’il appelle en
sembles (A). Ces ensembles sont définis par une infinité dénombrablë 
de conditions et sont plus généraux que les ensembles mesurables B. 
Plusieurs propriétés des ensembles (A) ont été étudiées par M. Sous-  
l i n  dans la note citée1), quelques autres ont été signalées par 
M. L u  s in  dans une note insérée au même fascicule des Comptes 
Fendus. Les recherches ultérieures de MM. S o u s l i n  et Lu  s in  sur 
les ensembles (A) ne sont pas encore publiées.

Dans le présent mémoire, nous donnerons une démonstration 
simplifiée du théorème fondamental de M. S o u s l i n  sur les ensem
bles (A) 2), basée sur une décomposition d’un ensemble, complémen
taire à un ensemble (A), en une somme de q ensembles mesurables B. 
A l’aide de cette décomposition, nous construirons un ensemble non

ł) Les propriétés les plus importantes des ensembles (v4), trouvées par M. Sous -  
l i n ,  sont les suivantes:

Tout ensemble (.d.) (linéaire) est une projection orthogonale sur l’axe des ab
scisses d’un ensemble plan mesurable B, et réciproquement. Tout ensemble mesu
rable B  est un ensemble (a1), mais non pas réciproquement. Pour qu’un ensemble 
(kà) soit mesurable B, il faut et il suffit qûe son complémentaire soit un ensemble (A).

Tout ensemble (a!) non dénombrablë contient un sous-ensemble parfait.
2) La démonstration de M. S o u s l i n  (fondée sur des considérations géométri

ques) n’a pas été publiée; son théorème fondamental a été signalé dans la note 
citée (Comptes Pendus, 8 janvier 1917)!

1*
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dénombrable qui se transforme en un ensemble de mesure nulle 
par toute transformation biunivoque et continue de l’intervalle qui 
le contient (et ne contenant par conséquent aucun sous-ensemble 
parfait). Nous donnerons enfin une démonstration du théorème que 
voici: tout ensemble (A) est mesurable au sens de L e b e s g u e ,  et 
nous indiquerons une généralisation de ce théorème.

Ce mémoire a été rédigé de manière qu’il puisse être compris 
de personnes n’ajrant pas connaissance des travaux de MM. S o u s l i n  
et L u s i n  sur les ensembles (A).

1. Supposons qu’à tout système fini de nombres naturels 
n1Jn2, . . . , n x corresponde un intervalle d ; nous dirons que 
nous avons un système déterminant

Considérons l’ensemble E  de tous les points x tels que pour cha
cun d’entre eux au moins une suite infinie d’indices rq , w2, w3, . . . ,  
existe telle que x  appartienne à chacun des intervalles

Nous dirons que l’ensemble E  est déterminé par le système S.
M. >S o u s 1 i n appelle ensemble ( A ) tout ensemble qui admet au 

moins un système déterminant.
Le système déterminant est appelé régulier, si tout intervalle 

ó„m ..„x„x+í est contenu dans l’intervalle d„1Bs. 1). On pourrait dé

montrer sans peine que tout ensemble (A ) admet au moins un sys
tème déterminant régulier. (Si l’on admettait des intervalles qui se 
réduisent à des points et à des intervalles vides, et si l’on regardait 
un intervalle vide comme contenu dans tout intervalle, il suffirait, 
pour obtenir un système déterminant régulier, de remplacer tout 
intervalle ôni„0..,„x du système S  par la partie commune des inter
valles d„t , dni„a, . . . ,

2. Soit E  un ensemble (A) donné, et soit S —  son sys
tème déterminant régulier. Considérons un point x  qui n’appartient 
pas à E. Nous dirons que l’intervalle ô„in ,,x du système S a, par

*) On pourrait toujours supposer que les longueurs (les intervalles de K-ième 
rang, â„in.,...„x , tendent vers 0 pour k =  °°, mais dans nos raisonnements cette res
triction ne sera pas nécessaire.
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rapport au point ar, un indice 0, si x  n’appartient pas à cet inter
valle. Si x  appartient à nous appellerons indice de l’intervalle
ô„m,. „x par rapport au point ar, et nous désignerons par Indx dni„2...„x 
le plus petit nombre (naturel ou transfini) supérieur à tout nombre

lridxônm   (» =  1,2,3,. . .).  ■*)

On voit sans peine que, si x  e s t  un p o i u t  n’a p p a r t e n a n t  
p a s à A1, t o u t  i n t e r v a l l e  d„in  du  s y s t è m e  S  d é t e r m i 
n a n t  E  a, p a r  r a p p o r t  à ar, un i n d i c e  d é t e r m i n é  qu i  e s t  
un  n o m b r e  e n t i e r  f i n i  0) ou t r a n s f i n i  de  la d e u x i è m e  
c l a s s e .

Admettons en effet que l’intervalle ônri...Pm n’ait pas par rapport 
à x  d’indice déterminé, ou que cet indice ne soit pas un entier fini 

0) ou transfini de la deuxième classe. Il est bien évident que 
dans ce cas un au moins parmi les intervalles

(» =  1,2,3, . . . )

jouit de la même propriété 2). En répétant ce raisonnement nous 
serions conduits à une suite infinie d’intervalles du système S:

( 0  ^nPa-. /'m 5 ^ P lP 2 --P n iPm+l î 5 * * * ’ 5

dans laquelle aucun intervalle n’a un indice déterminé par rap
port à x ou bien a un indice qui n’est pas un entier fini 0) 
ou transfini de seconde classe. Il est évident d’ailleurs que tout in
tervalle (1) devrait contenir dans ce cas le point x\ mais comme 
le système S  est régulier, x appartient aussi à chacun des inter
valles (qui contiennent tous ônf ,,m)

et par conséquent x  appartiendrait à une suite régulière d’inter
valles du système S:

^ P \  J ^ P lP a  1 ^P1P2P3 ) ■ • • • )  ^ P iP 2- -Pm  ' ^ P IP2' ■ 1 > • • • ‘

') La notion d'indice a été introduite (par voie géométrique) par M. S o u s l i n  
et simplifiée ensuite par M. L u  sin.  Plusieurs propriétés des indices ont été étu
diées par MM. S o u s l i n  et L u s i n .

s) Pour voir qu’il ne peut en être autrement, il suffit de se fonder sur le théo
rème d’après lequel, pour toute suite infinie (dénombrable) de nombres de première 
ou de deuxième classe, existe un nombre de deuxième classe qui est supérieur 
a tous les termes de la suite donnée.
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et serait ainsi un point de l’ensemble E , ce qui serait contraire 
à notre hypothèse.

3. Appelons indice du système S par rapport au point x  (n’ap
partenant pas à E) et désignons par IndxS  le plus petit nombre 
naturel ou transfini supérieur à tous les indices des intervalles d„ „ „i. ri]rj2” 'nx
du système S  (par rapport à x). On voit sans peine que IndxS  sera 
le plus petit nombre supérieur à tout indice lndxô„ (n — 1,2,3,...); 
ltidxS  sera donc (pour tout point x n’appartenant pas à E) un nom
bre naturel ou transfini de deuxième classe.

Pour tout nombre donné a, naturel ou transfini de deuxième 
classe, désignons par P (a) l’ensemble de tous les points x (n’appar
tenant pas à E) pour lesquels

IndxS — a ;

nous démontrerons que tous les ensembles P (a) sont mesurables (B).
L’assertion précédente est vraie pour a =  1 puisque P (1) est évi

demment l’ensemble de tous les points x qui n’appartiennent à aucun 
des intervalles <5,, d ,, d3, . . .

Soit maintenant ß un nombre naturel ou transfini de la seconde 
classe O  1 ; admettons que notre assertion soit vraie pour tout nom
bre a <ß ß et tout système déterminant S.

Pour tout p naturel donné, désignons par <S(p) le système

où
=  <W2 „, pour « i ,» * ,.. . ,  »„ =  1, 2, 3 ,...

Soit E M l’ensemble dont le système déterminant est et dési
gnons par P ja) l’ensemble de tous les points x n’appartenant pas à 
E M pour lesquels

IndxS (p> =  a.

Les ensembles (« <d /?; p =  1 ,2 ,3 ,...)  seront, d’après l’hypo
thèse adoptée, tous mesurables (B).

On vérifie sans peine la formule:
oo

{4) p w = j y  2 pia)
r = 1 ' « < ( S  /  a < ß

désignant, une sommation qui s’étend à tous les nombres na-
« <  ¡3

turels ou transfinis a inférieurs à ß).
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Les ensembles P ja) et P{a] (a <C fi) sont, d’après l’hypothèse adop
tée, mesurables (5); la somme et le produit d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles mesurables (B) et la différence de deux en
sembles mesurables (B) étant mesurable (5), il résulte de la formule
(4) que l’ensemble P(̂  est mesurable (B). La formule (4) permet 
donc de démontrer par induction transfinie que tous les ensembles 
B(a) sont mesurables (B ) c. q. f. d.

Or, en désignant par CE le complémentaire de l’ensemble E,
nous avons évidemment la formule:

(5) c e  =  P '1»+ p<*> - f ... 4 - p<"> 4- p (m+1) - f ... 4-  P Ca)4 -... (a < Q)

(l’inégalité a Q désignant que la sommation s’étend à tous les 
nombres naturels et transfinis de deuxième classe).

La formule (5) démontre que le  c o m p l é m e n t a i r e  d’u n e n- 
s e m b l e  (Ä) e s t  t o u j o u r s  u n e  s o m m e  de sx e n s e m b l e s  me 
surab l es  B  (ou vides) et par conséquent que t o u t  e n s e m b l e  (A) 
est  un p r o d u i t  de X, ensembles  mesurables  B  (d’après la formule

E  == J J C P M).
a <  Q

Nous démontrerons maintenant que, p o u r  qu’un  e n s e m b l e  
(A), P, s o i t  m e s u r a b l e  B , i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  qu’à p a r 
t i r  d’u ne  c e r t a i n e  p l ac e ,  t o u s  l es  t e r m e s  de la  s é r i e
(5) s o i e n t  v i d e s  (c’est-à-dire que la suite (5) ne contienne
qu’un nombre fini ou une infinité dénombrable d’ensembles non vides). 
Il est évident que la condition que nous venons d’énoncer est suf
fisante (puisqu’alors CE est une somme d’un nombre fini ou dénom
brable d’ensembles mesurables (B ) et par suite est mesurable (B), 
donc aussi E)] il suffira donc de démontrer qu’elle est nécessaire. 
Avant de le faire, nous démontrerons un lemme assez général.

4 . Soit M  un sous-ensemble de CE donné quelconque. Appelons 
indice du système S  (resp. de l’intervalle dni„2...„x) par rapport à l’en
semble M, et désignons par IndMS  (resp. IndMó„m...n¡), le plus petit 
entier (fini ou transfini) supérieur aux indices lndxS  (resp. Tndxô„m,.,„fi 
par rapport à tous les points x  de l’ensemble M. Les indices IndxS  
étant des nombres de première ou de deuxième classe, il est évi
dent que IndMS  sera toujours (pour un sous-ensemble M  de CE) 
un nombre fini ou transfini ^  ß , où Q désigne le plus petit nom
bre de troisième classe. Or nous démontrerons le lemme que voici:
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Lemme. S i S  e s t  un  s y s t è m e  r é g u l i e r  d é t e r m i n a n t  
u n  e n s e m b l e  E, M  un  s o u s - e n s e m b l e  de CE, et si  M  e s t  
u n  e n s e m b l e  (.4), no u s  a v o n s

lndMS  <[ fi.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit S ' =  {ypm...Px} un système régulier, déter
minant l’ensemble M. Désignons généralement par M (%, w2, . . . ,  nq) 
le sous-ensemble de M, déterminé par le système

S ' O i nq) =  , où

yfâZS? =  (Pour Pi > f t  » • • • » P» =  i ’ 2> 3> • • ■)•
Nous aurons évidemment:

(6) M =  31(1) - f  i¥ (2) - f  M  (3) - f  . . .  
et
(7) nq) =  M(n, ,n l , . . . ,n i , 1) - f  3i(n, , n2, . . . ,  nq, 2) - f ...-

Supposons

(8) IndMS  =  fi.

En vertu de (8) et de la définition du symbole IndMS, on reconnaît
sans peine qu’il existe au moins un nombre naturel n \  pour lequel

(9) IndMô„,t —  fi.

Or, d’après (9) et (6), on voit de même qu’il existe au moins un
nombre naturel p \  tel que

(10) l n d ^ j ô ^  —  fi.

D’après (10) nous concluons de même qu’il existe un nombre 
naturel n\ , tel que

et enfin, d’après (7), qu’un nombre p '2 existe pour lequel

IndM( p'1(,'2)d,/in/2 =  fi.

Généralement, nous concluons que deux suites infinies de nombres 
naturels

et
P ¡ ,P i,P 'v - ,
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existent telles que

(11 ) IndM(„,ltP,n...yt)ón,in.r..n., =  Q, pour s =  1, 2, 3 , . . .

Cependant l’ensemble M(p'1,p'2,...,p '$) (dont le système déterminant 
est

S'(Pi, pi, • • •, p.) =  {YpX:.pÎ ’})

est évidemment contenu dans l’intervalle yp-lP-2...P's (puisque, le sys
tème S' étant régulier, tous les intervalles

yp'ip'z-.p't —— y
I  nj>2—P x  1 1> ip  â— p  sPtPs ‘ Px

sont contenus dans l’intervalle y , < , l a  formule (11) montre donc- 
que les intervalles yp-lP-2...r-, et ont des points communs.

Nous arrivons ainsi à deux suites infinies d’intervalles:

n̂',5 * * *
et

Y p \ 1 Y p ' w ' i l  Y p ' ï p ’

telles que chaque intervalle contienne le suivant et que les inter
valles de même rang dans les deux suites aient toujours des points 
communs. On voit sans peine qu’il existe dès lors au moins un point 
x0 commun à tous les intervalles de chacune de ces deux suites.

Le point x0 appartiendrait donc aux ensembles E  et M, déter
minés respectivement par les systèmes S  et S', ce qui est impos
sible, puisque ili est contenu dans CE. L’égalité (8) implique donc 
une contradiction et le lemme est démontré.

5. Supposons maintenant que l’ensemble CE soit un ensemble 
(A). D’après le lemme du § 4 nous avons

IndçE& —  Oq T - - -

donc, pour tout point x  de CE:

IndxS  <i «„.
et par conséquent (d’après la définition des ensembles P (a)) tous 
les ensembles P (a) seront vides pour a ^  a,„ ce qui entraîne comme- 
conséquence que la série (5) contieut seulement un nombre fini ou 
une infinité dénombrable de termes non nuls. Tous les termes de 
la série (5) étant des ensembles mesurables 7?, nous en concluons 
que CE (qui est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
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mesurables B ) est elle-même mesurable B. Nous avons donc dé
montré que, si CE est un ensemble (4), il est -mesurable B. L’en
semble E  est alors évidemment aussi mesurable B. Donc: si CE 
est un ensemble (4), E  est mesurable B. La réciproque de cette 
proposition étant évidemment vraie (puisque, comme l’a démontré 
M. S o u s l i n  dans la note citée, tout ensemble mesurable B  est un 
ensemble (4) ')), nous avons démontré le théorème suivant:

Théorème de M. S o u s l i n :  P o u r  qu’un e n s e m b l e  {A) s o i t  
m e s u r a b l e  B , i l  f a u t  e t  il s u f f i t  q u e  s o n  c o m p l é m e n 
t a i r e  s o i t  a u s s i  un  e n s e m b l e  (d).

6 . M. S o u s l i n  a construit un ensemble (4), E, dont le com
plémentaire CE (par rapport à l’intervalle (0,1)) n’est pas un en
semble (4) 2); la série (5) correspondante contiendra donc une in
finité non dénombrablë (de puissance N,) de termes P l-a) qui seront 
des ensembles non vides. Dans chacun de ces ensembles, choisissons 
un point: nous obtiendrons ainsi un ensemble non dénombrablë de 
points, Q (de puissance X,), situé dans l’intervalle (0,1). Nous affir
mons que l’ensemble Q est de mesure (lebesguienne) nulle.

Tout ensemble (4) est mesurable au sens de L e b e s g u e ;  nous 
en donnerons une démonstration détaillée au § 7. Il en résulte que 
tout complémentaire d’un ensemble (4) est aussi mesurable L. On 
sait cependant que tout ensemble mesurable L  est une somme d’un 
ensemble de mesure nulle et d’une infinité dénombrablë d’ensembles 
fermés ou vides (par conséquent mesurables B). Nous pouvons donc 
poser:

(12) CE =  iV-f- M1 +  Mt - f  M3 - f ....,

6 Ceci résulte immédiatement des trois propriétés suivantes des ensembles 64) :
1) Tout intervalle est un ensemble (^4); 2) une somme d’un infinité dénombrablë 
d’ensembles 64) est un ensemble (̂ 4) ; B) un produit d’une infinité dénombrablë d’en
sembles (Ä) est un ensemble 64). Cf. la note de W. S i e r p i ń s k i :  „Sur les dé
finitions axiomatiques des ensembles mesurables Z?u, insérée au numéro précédent 
de ce Bulletin.

2) La classe de tous les ensembles (^4) a évidemment la puissance du con
tinu; donc, par un procédé bien connu de M. C a n t o r  (par lequel on démontre 
que la classe de tous les ensembles de points d’un intervalle a une puissance su
périeure à celle du continu) on peut définir un ensemble E 9 qui n’est pas un 
ensemble (.4). Or M. S o u s l i n  a prouvé que son complémentaire GE0 =  E l est 
un ensemble (̂ 4). La démonstration de M. S o u s l i n ,  simplifiée par M. L u  s in ,

- sera publiée dans un mémoire ultérieur.
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où m(N) =  0 (m(N) désignant la mesure lebesguienne de l’ensembleN), 
et où J / j , M2, Ms.. . .  sont des ensembles mesurables B. donc, à plus 
forte raison, des ensembles (4).

D’après le lemme du § 4, pour tout n naturel nous avons:

IndMuS  =  a„ <  _Q.

ce qui montre que, pour a ^  a„, les ensembles P M n’ont pas de 
points communs avec M„. La formule (5) donne donc (li„ étant un 
sous-ensemble de CE):

M„ =  \ M nP ^
a <  an

et par suite:

(13) • MnQ -  ? M nP ^ Q
ct< an

Mais de la définition de l’ensemble Q il résulte que chacun des en
sembles P (a)Ç contient au plus un point; la somme (13) contient 
donc un nombre au plus dénombrablë de points et par conséquent 
l’ensemble M„Q est de mesure nulle. Nous arrivons donc à la con
clusion:

. (14) m(MnQ) —  0, pour n =  1, 2, 3 ,...

D’autre part, la formule (12) donne (Q étant un sous-ensemble de CE):

Q =  NQ  +  M1Q 4- Mt Q +  (? +  .. . ,

d’ou, d’après (14) et d’après m(N) =  0:

m( Q) =  0, c. q. f. d.

Soit maintenant (p une transformation biunivoque et continue 
de l’intervalle (0, 1). Désignons généralement par cp(x) le point en 
lequel se transforme le point x  par la transformation (p, et par cp(M) 
l’ensemble en lequel se transforme l’ensemble M. Soit S =  {dBlIl2...B} 
le système déterminant de l’ensemble E\ tout intervalle de
ce système sera transformé par la transformation cp en un inter
valle <p(äni„2, .„x), et le système S  en un système (p(S). Il est bien 
évident que cp(S) sera un système déterminant pour l’ensemble <p(E)
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et que ç;(P(“)) sera l’ensemble de tous les points x de cp(CE) — C<p(E) 
pour lesquels

Indx<p( S) =  a ; 

nous aurons donc la formule:

fp{GE) =  <p(P(I0 - f  <p(P(2)) +  • • • +  ÿ(-P(w)) +  • • • +  <P(P(K)) +  • • • (« < £ >
qui nous permettra de démontrer, de la manière dont nous l’avons 
fait précédemment pour la formule (5) relative à l’ensemble (?, que 
l’ensemble cp(Q) est de mesure nulle.

Nous avons démontré qu’il  e x i s t e  un  e n s e m b l e  n o n  dé- 
n o m b r a b l e  q u i  se t r a n s f o r m e  en un  e n s e m b l e  de me
s u r e  n u l l e  p a r  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  b i u n i v o q u e  et  
c o n t i n u e  de l’i n t e r v a l l e 1). Cette propriété n’est donc nulle
ment caractéristique pour les ensembles dénombrables.

En se fondant sur la propriété démontrée de l’ensemble Q on 
reconnaît sans peine qu’il ne contient aucun ensemble parfait (puis
que tout ensemble parfait peut être transformé, par une transfor
mation biunivoque et continue convenable de l’intervalle qui le con
tient, en un ensemble de mesure positive 2)). Nous avons ainsi u n  
e x e m p l e  d’un e n s e m b l e  non  d é n o m b r a b l e  q u i  ne  c on 
t i e n t  a u c u n  e n s e m b l e  p a r f a i t 3).

7. Nous démontrerons maintenant le théorème suivant: 
Théorème1): T o u t  e n s e m b l e  (A) e s t  m e s u r a b l e  L.
D é m o n s t r a t i o n .  Soit E'un ensemble (A) donné, S  — {ô,h„  }

son système déterminant régulier. Désignons généralement par 
jginn-P') l’ensemble déterminé par lé système

.Cri/2—p») —  //î(riP2 **r*)\& —- \ i.i«2 ••»-x h
OÙ

= àp*,:™«,-»: Pour «1 ,«*,...«*== 1,2,3,...
L’ensemble E <Ĵ " T’) sera évidemment situé dans l’intervalle ônn.„Pi. 
On voit aussi aisément que nous avons

Notre démonstration fait évidemment usage du principe du choix.
2) Cf. la note de W. S i e r p i ń s k i  (Sur une propriété générale des ensembles 

de points) insérée aux C. K., t. 162 (du 8 mai 1916).
3) Le problème de l’existence de tels ensembles a été posé par M. L. S c h a e f f e r  

et résolu (à l’aide de l’axiome de M. Z e r m e l o )  par M. F. B e r n s t e i n .  Cf. A. 
S c h o e n f l i e s s :  Entwickelung der Mengenlehre etc., Erste Hälfte (1918), p. 861-

4) Ce théorème a été déjà signalé par M. N. L u  s in  dans la note citée.
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<15) E  =  EW +  Æ'(3) - f  Æ<»> + . . .

et
<16) jgOw—r«) — jK'W-fi1) _j_ ___

Grâce à la théorie de mesure donnée par M. L e b e s g u e ,  on
sait qu’il existe, pour tout ensemble E , un ensemble i¥ mesurable 
(L) contenant i? et tel que sa mesure soit égale à la mesure exté
rieure de E.. c’est-à-dire que

(17) m(M) =  mc(E).

Désignons généralement par un ensemble mesurable (L)
qui est situé dans l’intervalle dPlPo...p, contenant l’ensemble E^pin'"r‘)
et tel que

<18) =  mt( E ^ - p-)).

Posons

(19) =  +

et
( 2 0 )  r[ 1(P lP 2 - - ‘P t )  _ _  J^O iF 2-*Pd) _ j_  j f t£ (P iP t- -P a 2 )

Ces expressions seront des ensembles mesurables, en tant que som
mes d’infinités dénombrables d’ensembles mesurables. Posons encore

<21) R  =  M — T,
(22) fôiVlPvPi) —— jh£(.PtP2'--Pa)   JKPIPZ ••P*

et

(23) N = R - \ - - ^ R ^ - p‘\

la sommation ^  s’étendant à tous les systèmes finis de nombres

naturels p t , p2, . . .  p ,.
Observons tout d’abord que l’ensemble i¥ (n) contient, pour tout n

naturel donné, l’ensemble E (n> ; nous en concluons, d’après (15) et
(19), que l’ensemble ï  contient l’ensemble E. Par conséquent, l’en
semble

(24) Q — M  — R

contient l’ensemble E  (puisque, d’après (21) et (24), nous avons 
Q =  M R  les ensembles M et T  contenant E). Or, d’après (21) et
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(24), Q est mesurable; nous avons donc, d’après (24) (Q contenant E):

me(E ) si) m(Q) m(M ),

donc, d’après (17):

(25) >»(<?) =  m ( M ) .

Or, d’après (21), B  est contenu dans M\ les formules (24) et (25) 
donnent donc facilement:

m(R) =  0.

De même, en partant des formules (16), (18), (20) et (22) (au lieu 
de (15), (17), (19) et (21)), nous trouverons:

—  0

pour tout système fini de nombres naturels p1, p2,.. .ps.
D’après (23), l’ensemble N  est donc une somme d’une infinité 

dénombrable d’ensembles de mesure nulle; nous avons donc:

(26) m{JS) =  0.

Posons maintenant:

(27) P = M  —  N ;

nous aurons, d’après (26): m(P) — m(M), donc, d’après (17):

(28) m(P) =  me(E).

Nous allons démontrer maintenant que l’ensemble P  est contenu
dans E. Soit, en effet, x un point de l’ensemble P. L’ensemble P  
étant, d’après (27), contenu dans ili, x est un point de M. D’autre- 
part, d’après (27) et (23), nous concluons sans peine que x  n’appar
tient pas à l’ensemble R , c’est à dire, d’après (21), à l’ensemble M — T- 
Donc x appartient à M sans appartenir à M — 2'; il en résulte que 
x  appartient à l’ensemble T, donc, d’après (19), à un au moins des 
ensembles (n —  1, 2, 3 ,...). Soit q1 le plus petit nombre naturel, 
tel que x appartienne à l’ensemble M iqù. D’après (27) et (23), le 
point x  n’appartient pas à l’ensemble R (qi\  c’est-à-dire, d’après (22), 
à l’ensemble donc x appartient à J2(9l) sans appartenir
à — T(9l); il en résulte que x  appartient à l’ensemble T lqi\  c’est- 
à-dire, d’après (20), à l’ensemble

par conséquent x  appartient à un au moins des ensembles

rcin.org.pl



4 ?

(n =  1, 2, 3,...). Soit q2 le plus petit nombre naturel, tel que x ap
partienne à l’ensemble M iqiq').

Généralement, supposons que nous ayons déjà déterminé les in
dices ÿi, Ï2? •••;?* et fiue x  appartienne à l’ensemble D’a
près (27) et (23), x n’appartient pas à l’ensemble .R&i«-«), c’est-à-dire, 
d’après (22), à l’ensemble M(-,1Q-"9x)— IK«»-«*), nous en concluons, 
comme précédemment, que x  appartient à l’ensemble 2KqiQ2- ,x\  par con
séquent, d’après (20), à un au moins des ensembles J/t»®--»*") 
(n =  1. 2, 3 ,...). Nous désignerons par qx+1 le plus petit nombre na
turel, tel que x  appartienne à l’ensemble

La suite infinie des nombres naturels q1:qi J qS]... sera ainsi dé
terminée complètement et x  appartiendra, pour tout y naturel, à l’en
semble J/í«1®-«*), donc à l’intervalle d4ií2..i(/¡¡. Par conséquent x  appar
tiendra à chacun des intervalles de la suite infinie

9̂15 3̂132) 3̂19233) ’ "  ’l
ce sera donc un point du noyau E  du système déterminant

Nous avons démontré de cette manière que tout point x de P  
appartient h E  ce qui entraîne l’inégalité

(29) m(P) ^  m¿E)

(m{(E ) désignant la mesure intérieure de l’ensemble E).
Les formules (28) et (29) donnent:

wie(E) ^  ni^E),

ce qui prouve que l’ensemble E  est mesurable (L).
Notre théorème est donc établi *).
8. Nous arrivons à la généralisation du théorème que nous ve

nons de démontrer.
Supposons qu’à tout système fini de nombres naturels 

corresponde un ensemble (linéaire) Æ’„1„2...„x.
Désignons par E  l’ensemble de tous les points x, tels que pour 

chacun d’eux au moins une suite infinie d’indices n1: n2lnt , . . .  existe 
telle que x  appartienne à chacun des ensembles

K K K■̂ "1? nln2? * * ‘

l) Il résulte aisément du théorème démontré que les ensembles ( à̂) et leurs 
complémentaires ont la propriété de se transformer en ensembles mesurables (L) 
par toute transformation biunivoqne et continue de l’intervalle qui les contient.
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Nous dirons que l’ensemble E  est le résultat d’une opération A, 
effectuée sur le système d’ensembles

E  — {E„in„.,.„x}.

(Tout ensemble (4) peut donc être regardé comme résultat d’une 
opération d, effectuée sur un système d’intervalles S =  {d„ini...„ } et 
réciproquement: l’opération A , effectuée sur un système d’intervalles, 
conduit toujours aux ensembles (d) ‘)).

On pourrait démontrer sans peine que l’opération A  contient 
comme cas particuliers la somme et le produit d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles, ainsi que la limite complète et restreinte d'une 
suite infinie d’ensembles.

Supposons que les ensembles du système S  =
soient tous mesurables L. Pour ce système nous pouvons répéter 
mot à mot la démonstration du § 7, en remplaçant seulement les 
intervalles par les ensembles Eni„v..„x. Nous avons donc le
théorème que voici :

Théorème: L’o p é r a t i o n  A , e f f e c t u é e  s u r  un  s y s t è m e  
d’e n s e m b l e s  m e s u r a b l e s  L, d o n n e  t o u j o u r s  un  e n s e m 
b l e  m e s u r a b l e  L.

*) M. N. L u s i n  a démontré que l’opération A  effectuée sur un système d’ensem- 
bles (.4) conduit toujours à des ensembles (4).
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