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Wprowadzenie 

Przedmiotem niniejszej pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych 
algorytmów odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zakłada się, że 

poszukiwane rozwiązania (parametry algorytmów o założonej strukturze, 
nastawy regulatorów) uzyskuje się, stosując komputer w celu wykonania od
powiednich obliczeń wymaganych przez daną metodę syntezy. Jakość takich 
rozwiązań zależy od trzech podstawowych czynników: 

( 1) właściwości realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu 
reprezentowanych liczb), 

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrażliwości rozwiązania na zmiany 
wejściowych danych), 

( 3) właściwości algorytmu użytego do rozwiązywania postawionego zadania 
(numerycznej stabilności metody pozyskiwania rozwiązań). 

Wymaga podkreślenia, że w rzetelnej analizie cech danego konkretnego spo
sobu dochodzenia do pożądanych rozwiązań, nie można zaniedbać żadnego 
z wyżej wymienionych aspektów. Przykładowo, nawet numerycznie stabilna 
metoda obliczeniowa implementowana w 'silnej' arytmetyce może, w przy
padku źle uwarunkowanego zadania, prowadzić do wyników nieakceptowal
nych ze względu na zakładany cel sterowania. 

Współcześnie obserwuje się intensywne dążenie do zapewnienia metodom 
syntezy algorytmów sterowania odpowiednio wysokiej numerycznej jakości. 
Zabieganie o wymieniony walor dostępnych narzędzi projektowania systemów 
automatycznego sterowania procesami jest głęboko uzasadnione rolą odgry
waną przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenie 
jakie uzyskała omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia 
się w: ( i) randze licznych publikacji poświęconych tej tematyce (Datta [78], 
Higham et al. [180], Mehrmann i Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al. 
[323], Van Dooren [447], Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (ii) powodzeniu 
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oraz żywotności inicjatyw służących promowaniu stosownego oprogramowa
nia - zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET 
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et 
al. [448], http://www.win .tue.nl/ niconet/niconet.html; por. także biblioteka 
NETLIB, http://www.netlib.org/ master_ counts2.html, Elmroth et al. [103]). 

W niniejszej pracy skupiono się na wybranych algorytmach odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym, wywiedzionych głównie z metod przestrzeni 
1{00 . Akcentując potrzebę i znaczenie analizy błędów oraz uwarunkowa
nia proponowanych metod syntezy algorytmów sterowania, wskazuje się na 
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczególności, dowodzi się, 
że cel ten w wielu przypadkach można osiągnąć przez zastosowanie modelo
wania sterowanych obiektów opartego na operatorze delta ( J). 

Merytoryczną treść pracy ujęto w sześciu rozdziałach oraz dodatku. 

Wstępny rozdział 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym - w tym 
głównie modeli związanych z operatorem J. Podano tu podstawowe definicje 
oraz pojęcia wykorzystywane w dalszych rozdziałach. 

Rozdział 2. poświęcono problemom syntezy dyskretnych algorytmów ste
rowania, w których stosuje się metodę rozmieszczania (pozycjonowania) bie
gunów odpowiedniej funkcji przenoszenia układu zamkniętego. To klasyczne 
zadanie rozwiązuje się, rozważając niezbędne równania diofantyczne zdefi
niowane dla operatora J. Zbadano właściwości dwóch rodzin par takich 
równań, przyporządkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz 
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa
nych obiektów. Pokazano w jaki sposób, modyfikując znaną metodę Youli
Kucery, zapewnić danemu układowi odporną stabilność oraz odporną jakość 
przy założeniu typowych charakterystyk niepewności nominalnego modelu 
obiektu. Podano oszacowanie względnego błędu rozwiązania zadania roz
mieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych zaburzeń danych tego 
zadania. Rozważono trudności, które pojawiają się przy rozwiązywaniu rów
nań diofantycznych sformułowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli 
sterowanych obiektów. Przedstawiono także stosowne numerycznie stabilne 
algorytmy upraszczania takich modeli. 

Rozdział 3. poświęcono algorytmom sterowania predykcyjnego w oparciu 
o prognozę sterowanego procesu uzyskiwaną na podstawie odpowiedniego 
modelu tego procesu. Podano analityczne formuły opisujące rodziny cha
rakterystycznych wielomianów tak ukształtowanych optymalnych układów 
zamkniętych. Omówiono metody parametryzacji takich prototypowych wie
lomianów przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorów predykcyj-
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nych. Parametryzacja, o której mowa, służy dążeniu do zapewnienia projek
towanym układom sterowania założonych cech - a więc wymaganego zapasu 
stabilności oraz pożądanego charakteru procesów przejściowych . Rozważania 

tego rozdziału , dotycząc przede wszystkim reguł sterowania w czasie dyskret
nym, obejmują także analizę asymptotycznych cech układów zamkniętych 
odpowiadających predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie 
ciągłym. 

Tematem rozdziału 4. są właściwości równań Riccatiego oraz Lapunowa 
zdefiniowanych dla modeli związanych z operatorem 8. Sformułowano tu 
lematy dotyczące stabilizujących rozwiązań równań Riccatiego, a także omó
wiono cechy uogólnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi rów
naniami . Rozważając wrażliwość dyskretnych równań Riccatiego oraz La
punowa na zaburzenia elementów macierzowych pęków definiujących takie 
równania, pokazano, że przy dostatecznie małym okresie próbkowania roz
wiązania równań przyporządkowanych standardowemu operatorowi przesu
nięcia charakteryzują się znacznie gorszym uwarunkowaniem, a więc i mniej
szą odpornością na wpływ zaburzeń, w zestawieniu z odpowiednimi równa
niami wywiedzionymi dla operatora 8. Pokazano też w jaki sposób, korzys
tając z rozwiązań pewnych pomocniczych równań Lapunowa, ocenić zakres 
niestrukturalizowalnych zaburzeń nominalnego modelu sterowanego obiektu, 
dopuszczalnych ze względu na stabilność układu zamkniętego. 

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy układu zamkniętego, w któ
rym uogólniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardową 
macierz rozproszenia oraz łańcuchowe macierze rozproszenia. W następnej 
kolejności wprowadzono cechę tak zwanej J-bezstratności operatora opisu
jącego dany obiekt, co stanowi podstawę definicji stosownych ]-bezstratnych 
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano właściwości ]-bezstratnych sta
bilizujących koniugatorów, a także dokonano pewnego uogólnienia definicji 
łańcuchowych macierzy rozproszenia. 

Rozdział 6., ostatni i najobszerniejszy rozdział pracy, poświęcono proble
mom syntezy dyskretnych układów sterowania oraz estymacji optymalnych 
ze względu na normę 1{00 . Rozważano standardowe zadania formułowane 
dla różnych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogólnionego obiektu, 
koncentrując się przede wszystkim na zadaniach dotyczących łańcuchowych 
macierzy rozproszenia. Podstawę rozwiązania omawianych zadań stanowią 
odpowiednie ]-bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia 
sformułowane w tym rozdziale odnoszą się do problemu istnienia oraz właś
ciwości rozwiązań dwóch 'sprzężonych' dyskretnych równań Riccatiego po
danych w postaci stosownej dla operatora ó. W przypadku, w którym model 
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obiektu nie ma zer należących do brzegu obszaru wyznaczonego definicją sta
bilności liniowych systemów modelowanych za pomocą operatora ó, poszuki
wane są stabilizujące rozwiązania odpowiednich równań Riccatiego. Gdy 
model obiektu ma takie zera, interesują nas także rozwiązania niestabi
lizujące stosownych równań Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano 
także analizy podstawowych strukturalnych cech tak uzyskiwanych optymal
nych regulatorów oraz estymatorów. Wskazano wreszcie na pewien typ os
obliwych problemów, które - pomimo stosowania reguł modelowania odwołu
jącego się do operatora ó - mogą charakteryzować się złym numerycznym 
uwarunkowaniem. 

W dodatku A zebrano podstawowe informacje dotyczące uwarunkowa
nia, oceny względnych błędów, numerycznej stabilności, a także wstecznych 
błędów rozwiązań nieosobliwych zadań liniowych oraz nieosobliwych linio
wych zadań najmniejszych kwadratów. Dodatek B zawiera spis oznaczeń. 

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy mają analityczne 
ugruntowanie. Prezentacja materiału zasadza się na układzie twierdzeń, 

lematów oraz uwag, czyli podziale odwzorowującym merytoryczną ważkość 
odpowiednich sformułowań. Integralną część pracy stanowią numeryczne 
przykłady, ilustrujące uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszystkie twier
dzenia oraz lematy są wszakże dowodzone z jednakową szczegółowością. W 
każdym przypadku podano jednak źródło danej tezy, co umożliwia Czytel
nikowi śledzenie wkładu autora niniejszej pracy w rozwój referowanej tema
tyki. 

W pracy umieszczono szereg nowych i nigdzie nie publikowanych ele
mentów. Dotyczy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnień numerycznego uwarunkowania 
zadania rozmieszczania biegunów, własności oraz syntezy J - bezstratnych 
stabilizujących koniugatorów oraz własności rozszerzonych modeli obiektów 
opisanych łańcuchowymi macierzami rozproszenia. 



Rozdział 3 

Sterowanie predykcyjne 

W niniejszym rozdziale, posługując się ustaleniami rozdziału 2., stawiamy za
danie syntezy dyskretnych algorytmów sterownia obiektami czasu ciągłego 
według odpowiednio zmodyfikowanej strategii uogólnionego sterowania pre
dykcyjnego ( Generalised Predictive Control, GPC) dostosowanej do założo
nej metody opisu takich obiektów, odwołującej się do operatora ó. 

Jak wiadomo, dowolnemu algorytmowi dyskretnego sterowania sformu
łowanemu dla operatora przesunięcia q - w tym także algorytmom sterowa
nia predykcyjnego - można w jednoznaczny sposób przyporządkować odpo
wiedni algorytm wykorzystujący operator ó. Istotę podejścia do syntezy ste
rowania z zastosowaniem tego operatora odkrywamy jednak dopiero wtedy, 
gdy przedmiotem analizy uczynimy przyjęty w danym algorytmie sposób 
modelowania sterowanych procesów, sposób definiowania kryterium celu ste
rowania, a także szczegóły (w tym numeryczne) metody wyznaczania odpo
wiedniego sterowania optymalnego. W przypadku omawianych algorytmów 
sterowania predykcyjnego na podstawie modelu obiektu w dziedzinie ope
ratora ó najważniejszym elementem - odróżniającym proponowaną metodę 

od odpowiedniego 'źródłowego' podejścia GPC - jest założony sposób prog
nozowania wyjścia tego obiektu oraz przyjęte kryterium (funkcjonał) błędu 
sterowania wraz z definicją horyzontów obserwacji owego błędu. W tym 
rozdziale rozważono także niektóre właściwości sterowania predykcyjnego w 
czasie ciągłym ( Continuous-time Generalised Predictive Control, CGPC). 

Prognozowanie (zarówno w przypadku dyskretnym, jak i ciągłym) doty
czy przebiegu przyszłego wyjścia (modele minimalnofazowe) oraz przebiegu 
przyszłego filtrowanego wyjścia sterowanego obiektu (modele minirnalnofa
zowe oraz nierninimalnofazowe). Postawione zadanie optymalizacji stero
wania sprowadza się do stosownego problemu liniowego, dla którego podano 
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analityczne rozwiązanie. Właściwości tak uzyskanego układu sterowania - w 
tym przede wszystkim zapas stabilności, a także charakter procesów przej
ściowych - można kształtować przez formowanie wielomianu charakterys
tycznego funkcji przenoszenia tego układu. W wielomianie tym decydującą 
rolę odgrywa odpowiedni prototypowy wielomian czynnikowy. Podano ana
lityczne formuły opisujące rodziny takich wielomianów sparametryzowane 
wartościami standardowych nastaw regulatorów predykcyjnych. Na pod
stawie analizy położenia zer tych wielomianów sformułowano konieczne i 
wystarczające warunki stabilności układu zamkniętego . Rozważono także 

zadanie sterowania predykcyjnego obiektami z transportowym opóźnieniem. 
Analityczne formuły syntezy regulatorów predykcyjnych pozwalają uniknąć 
trudności związanych ze złym uwarunkowaniem odpowiedniego zadania ob
liczeniowego. 

Trzy numeryczne przykłady syntezy nominalnie stabilnych układów ste
rowania predykcyjnego stanowią ilustrację teoretycznych rozważań tego roz
działu. 

3.1 Predykcja na podstawie modelu obiektu 

W klasycznej wersji algorytmu GPC (Clarke i Mohtadi [65], Clarke et al. 
[66], Gorez et al. [146], Grimble [155], Pike et al. [326]) dyskretny (wy
mierny) model sterowanego obiektu, sformułowany dla operatora q-1 , służy 
do wyznaczania ciągu przewidywanych wartości przyszłej odpowiedzi tego 
obiektu (optymalnych w sensie minimalnowariancyjnym; Astrom i Witten
mark [13], Favier i Dubois [109]). Następnie - postępując zgodnie z podsta
wową zasadą sterowania predykcyjnego - rozważa się kwadratowy funkcjo
nał kosztów, w którym prognozowany przebieg przyszłego wyjścia obiektu 
porównywany jest (w skończonym horyzoncie obserwacji) z zakładaną tra
jektorią odniesienia. Dzięki zastosowaniu ruchomego horyzontu obserwacji, 
przesuwającego się wraz z bieżącą chwilą czasu, optymalne rozwiązania (uzys
kane w liniowym postępowaniu) przyjmują postać stacjonarnych regulato
rów o standardowych obserwatorowych strukturach (Kowalczuk et al. [234], 
Kowalczuk i Suchomski [239]). Problem parametrycznej syntezy stabilizu
jącego regulatora GPC dla obiektów z transportowym opóźnieniem rozwią
zano w (Suchomski i Kowalczuk [418]), gdzie badaniom poddano czynnikową 
postać wielomianu charakterystycznego układu zamkniętego. Wskazując na 
ograniczenia standardowej strategii sterowania minimalnoczasowego ( Dead
Beat, DB; Isermann [195, 196], Kuo [251]) pokazano, że wprowadzenie do 
omawianego wielomianu charakterystycznego odpowiedniego prototypowego 
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czynnika ( o niezerowych i 'kontrolowanych' zerach) pozwala na uzyskanie 
wymaganego zapasu stabilności oraz zapewnia racjonalne ukształtowanie 
sygnałów sterujących kosztem tylko niewielkiej degradacji szybkości stero
wania (por. Kowalczuk i Suchomski [245], Zhang [485]). 

We wczesnych próbach rozwiązywania zadania sterowania predykcyjnego 
na podstawie modelu związanego z operatorem ó - znanych jako metody 
DQGPC oraz DGPC - zakładano, że ten operator jest używany tylko przy 
wyznaczaniu odpowiednich oszacowań wartości pochodnych wyjścia obiektu 
na podstawie dyskretnych danych tego sygnału. Przyjmowano przy tym, 
że prognoza przyszłego wyjścia zdefiniowana jest wyłącznie dla dyskret
nych chwil czasu odpowiadających momentom próbkowania, zaś minima
lizowana funkcja kosztu ma postać skończonej sumy kwadratów ocen przy
szłych błędów sterowania (Bleile et al. [34], Boucher et al. [39] Dumur i 
Boucher [98], Dumur et al. [99], Lauritsen i Rostgaard [264], Lauritsen et 
al. [265]-[268], Neumann et al. [301, 302]). Dopiero w podejściu określanym 
jako DCGPC stopniowo wprowadzono 'emulację' sygnału wyjścia sterowa
nego obiektu dla dowolnej przyszłej chwili czasu ciągłego oraz zastosowano 
całkowanie kwadratu oszacowania przyszłego błędu sterowania, jako pod
stawę definicji odpowiedniej funkcji celu (Lauritsen [263], Lauritsen i Ros
tgaard [264], Lauritsen et al. [265]-[268], Rostgaard et al. [343]). W ten 
sposób uzyskano adekwatną dyskretnoczasową reprezentację podstawowego 
algorytmu CGPC, zapewniającą względną niezależność nastaw dyskretnego 
regulatora predykcyjnego od wartości okresu próbkowania stosowanego przy 
implementacji tego regulatora. Kończąc ten krótki opis rozwoju metody pre
dykcyjnego sterowania z zastosowaniem operatora ó, warto wymienić znane 
rozszerzenia oraz modyfikacje algorytmu DCGPC: w (Rostgaard et al. [341]) 
do uzyskania prognozy wyjścia obiektu wykorzystuje się model w przestrzeni 
stanu, w ( Cristea i De Prada [75], De Prada et al. [89]) uwzględniono ograni
czenia wynikające z wymagań nałożonych na sygnał sterujący (opracowane 
algorytmy CDGPC oparte na numerycznych procedurach kwadratowego pro
gramowania nie mają jednak postaci zwartych analitycznych formuł), wresz
cie w (Ebert [101]) zastosowano filtrację Kalmana do ograniczenia wpływu 
zakłóceń oddziałujących na sterowany obiekt. 

Idea metody CGPC syntezy układów sterowania w czasie ciągłym - za
proponowana w (Demircioglu i Gawthrop [82]), zaś rozwinięta w (Demir
cioglu [80], Demircioglu i Clarke [81], Gawthrop [126], Gawthrop et al. [128], 
Kouvaritakis [232], Kowalczuk i Suchomski [241 ]-[244], Ronco [339], Suchom
ski i Kowalczuk [416]) - polega na tym, aby wykorzystać model sterowanego 
obiektu (wielomianowy, wymierny lub dany w przestrzeni stanu) w celu oceny 
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('emulacji') wartości pochodnych jego wyjścia. Znajomość takich oszacowań 
umożliwia prognozę przyszłego przebiegu wyjścia obiektu, co stanowi pod
stawę do sformułowania kwadratowego funkcjonału kosztów oraz odpowied
niego liniowego algorytmu optymalnego sterowania. 

Uproszczona metoda nastawiania Q-parametru, znana z poprzedniego 
rozdziału, może być bez żadnych ograniczeń stosowana w przypadku syn
tezy predykcyjnego regulatora. Standardowa korekcja Youli-Kućery okazała 
się bardzo przydatna przy zwiększaniu odporności dyskretnych (ą) (Ansay i 
Wertz [6], Ansay et al. [7] , Kouvaritakis et al. [233], Yoon i Clarke [479]) oraz 
ciągłych (Kowalczuk i Suchomski [244]) algorytmów sterowania predykcyj
nego. W (Ansay i Wertz [6]) pokazano, że strojąc odpowiedni Q-parametr, 
można zapewnić racjonalny kompromis między wymaganą nominalną jakoś
cią regulowanego procesu (mierzoną na przykład jego niewrażliwością na 
wpływ zakłóceń) a niezbędną odpornością zamkniętego układu realizującego 
odpowiednie sterowanie. 

Załóżmy następujący nominalny model sterowanego obiektu (por. (2.1)) 

B(5) C(5) 
y(t) = A(ó) u(t) + A(ó) v(t) (3.1) 

gdzie u oznacza sygnał sterowania, y jest sygnałem odpowiedzi tego obiektu, 
v modeluje obiektowe zakłócenie, A( 5) = ~~'ii aiói, B ( 5) = ~~ biói 

oraz C(5) = ~~i Ciói. Przyjmuje się, że wielomiany A(5) oraz B(5) są 
względnie pierwsze, A(5) jest wielomianem monicznym (aNA = 1) , NA 2: 2, 
Ne =NA -l oraz d =NA -NB > O. Niech s E C oznacza zespoloną zmienną 
transformacji Laplace'a. Kładąc z = est,. w wyrażeniu ( = (z - 1)/ 6., 
otrzymujemy następującą reprezentację tej zmiennej (Suchomski i Kowal
czuk [417]) 

Na tej podstawie uzyskujemy szereg 

00 

si=~ v· .rJ i>_ O L....,, i,J', ) (3.2) 
j=i 
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w którym v· · = (-l)i+J6_J-iv · oraz: i,J i,J 

vi,i = 1 
vi,j = O 
vo,j = O, v1,j = 1/j 

j-i+l j-k1-···-ki-2-l 

Vi,j = L . . . L 
k1=l ki-1=1 

1 

dla i 2 O, 
dla i 2 1, O ~ j < i, 
dla j 2 1, 

dla j 2 i 2 2. 

Obowiązuje przy tym rekursywna reguła Vi ,j = L{;://1 vi-l,j-k/k, j > i 2 1. 
Wzór (3.2) ma prostą interpretację, zgodnie z którą operator wielokrotnego 
różniczkowania di/ dti, Vi 2 O, można przybliżyć skończoną liniową kombi

nacJ·ą odpowiednich operatorów różnicowania: di/dti :::::: '°'No,i v 8J gdzie DJ=i i,J , 

No,i 2 i jest parametrem takiej aproksymacji. 

Wyznaczanie pochodnych odpowiedzi obiektu 

Niech i oznacza zmienną czasu przyszłego, zaś T E [O, TJ, T 2 O, będzie 
względną (przyrostową) zmienną czasu przyszłego, zdefiniowaną jako T = 
i- t, gdzie t jest bieżącą, chociaż ustaloną, chwilą czasu. Prognoza przyszłej 
odpowiedzi obiektu (3.1) ma postać (Suchomski i Kowalczuk [417]) 

gdzie Yi(t) = diy(t)/dti, Vi 2 O, zaś parametr Ny 2 O nazywany jest rzę
dem predykcji wyjścia . Pochodną Yi(t), Vi 2 O, przybliża się liniową kom
binacją Yi(t) :::::: Yi,N8 (t) = Lf~ivi,jYo,j(t), w której Yo,j(t) = 8Jy(t) ozna
cza wartość j-krotnej różnicy dzielonej (j-tej 8-pochodnej) sygnału y w 
chwili t, zaś parametr N 0 , czyli rząd aproksymacji pochodnych, spełnia 
nierówność N0 2 Ny. Zauważmy, że dla uproszczenia zakłada się tu, iż 

No,i = N 0, Vi. Ponieważ 8 nie jest operatorem przyczynowym, zatem war
tości 8-pochodnych 8Jy(t), Vj > O, nie są znane w chwili t. Realizowalny 
(przyczynowy) algorytm szacowania wartości tych pochodnych - analogiczny 
do odpowiedniego mechanizmu czasu ciągłego (Kowalczuk i Suchomski [243], 
Suchomski i Kowalczuk [417]) - wyprowadzimy, korzystając z pierwszej dio
fantycznej bazy. Przewidywalny składnik y8Jt) i-tej 8-pochodnej Yo,i(t) 
sygnału wyjścia obiektu ma postać sumy Yt(t) = Yi,i(t) +yt(t), gdzie Yi,/t) 
jest 'obserwatorowym' składnikiem 
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którego wyznaczanie wymaga przetwarzania sygnału sterowania za pomocą 
filtru o ściśle właściwej funkcji przenoszenia Gi(ó)/C(ó) oraz przetwarzania 
sygnału wyjścia obiektu za pomocą filtru o właściwej funkcji przenoszenia 
Fi(ó)/C(ó) , zaś 'predyktorowy' składnik yt,i(t) = Hi(ó) · u(t) jest jedno
znacznie określony przez bieżące i przyszłe (projektowane) sterowanie oraz 
przez ilorazowy wielomian Hi ( ó), Vi ~ O. Nieprzewidywalna część sygnału 
Yo,i ( t) ma postać Ei ( ó) · v ( t), zależną od aktualnych i przyszłych obiektowych 
zakłóceń oraz od drugiego ilorazowego wielomianu Ei ( ó) pierwszej bazy dio
fantycznej, Vi ~ O. 

Wyznaczanie pochodnych filtrowanej odpowiedzi 

Oszacujmy kolejne ó-pochodne następująco zdefiniowanego sygnału filtro
wanego wyjścia sterowanego obiektu (Suchomski i Kowalczuk [417]) 

1 
y(t) = B(ó) . y(t). 

Podstawę syntezy odpowiedniego algorytmu dla nietrywialnego przypadku 
NB ~ 1 stanowi druga diofantyczna baza. Niech zatem fiL(t) oznacza 

' 
przewidywalną część i-tej ó-pochodnej fh,i(t) = óiy(t) sygnału y(t). For-
muła (równanie emulacji) opisująca tę wielkość ma postać sumy y6i(t) 
y8jt) + fit(t) , gdzie fiii(t) oznacza 'obserwatorowy' składnik ' 

' ' ' 
__ G\(fJ) F'i(fJ) 
Yo,i(t) = C(ó) . u(t) + C(ó) . y(t) 

którego pozyskiwanie sprowadza się do filtracji sygnału sterowania za po
mocą ściśle właściwej funkcji Gi(ó)/C(ó) oraz filtracji sygnału wyjścia danego 
obiektu za pomocą właściwej funkcji Pi ( ó) / C ( ó), zaś 'predyktorowy' skład
nik y"t.(t) = fii(ó) · u(t) jest jednoznacznie wyznaczony przez bieżący i 

u,i 

przyszły sygnał sterowania oraz przez ilorazowy wielomian fii ( ó), Vi ~ O. 
Nieprzewidywalna część sygnału fio,i(t) ma postać Ei(ó) · v(t) zależną od 
filtrowanych zakłóceń v(t) = v(t)/ B(ó), Vi ~ O. Podkreślenia wymą,ga 

fakt, że 'filtracja' taka ma fikcyjny (pomocniczy) charakter i służy wyłącznie 
wyprowadzeniu reguł sterowania. 

Estymacja przyszłej odpowiedzi obiektu 

Przyszłą odpowiedź y(t) łt=t+T oraz przyszłą filtrowaną odpowiedź y(t) łt=t+T 
obiektu można przybliżyć skończonymi potęgowymi szeregami zmiennej T: 

y(t) łt=t+T = t5,Ny ( T)VNy ,NsHNs,Nu U Nu (t) + t5,Ny ( T)VNy ,NsYNs (t) 
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gdzie Nu 2 O jest rzędem predykcji sterowania, zaś : 

tm,n(T) 

y; (t) 

y;(t) 

Ui(t) 

[ Tm /m! 

[ Yi,o(t) 

[ fli,o(t) 

[ Uó,o(t) 

przy czym Uó,i(t) = óiu(t), Vi 2 O, oraz: 

l ~: o 
ho 

hNÓ hNÓ-1 

l '.~: o 
ho 

hN6 hNÓ-1 

vo ,o o o 
o V1 ,1 V1 ,2 

o o V2,2 

o o o 

h}~J 
h}~J 

o 
V1 ,N6 
V2 ,N6 

VNy ,N6 
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W przypadku macierzy H N6 ,m oraz fI N 6 ,m zakłada się , że O :::; m :::; Nó. 
Na Ny, Nó oraz Nu nałożone są nierównościowe ograniczenia: (Ny 2 d, 
Nó 2 Ny, Nu :::; Ny - d) - dla obiektów o minimalnofazowych modelach 
oraz (Ny 2 NA, Nó 2 Ny, Nu :::; Ny - NA) - dla obiektów o dowolnych, w 
tym nieminimalnofazowych, modelach . Projektowane sterowanie jest proce
sem czasu dyskretnego, a zatem poszukiwanie ciągłoczasowej reprezentacji 
tego procesu nie jest tu potrzebne. Gdyby taka reprezentacja była jednak z 
jakichś powodów niezbędna, 'naturalną' wydaje się postać skończonego sze
regu zmiennej T: u(i) łt=t+r ;::::; {(;,Nu ( T)VNu,Nu UNJt). Bieżące oraz przyszłe 
sterowanie reprezentowane jest przez wektor 15-pochodnych tego sygnału 
UNu (t), zatem rzędu predykcji Nu nie należy utożsamiać z horyzontem oceny 
kosztu przyszłego sterowania. 
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3.2 Algorytmy sterowania predykcyjnego 

Rozważymy dwa warianty metody syntezy układów sterowania predykcyj
nego . W wariancie pierwszym, dostosowanym do obiektów sterowania o mi
nimalnofazowych nominalnych modelach, wykorzystuje się prognozę przysz
łej odpowiedzi obiektu. Wariant drugi, obejmujący obiekty o zarówno mi
nimalnofazowych, jak i nieminimalnofazowych nominalnych modelach, jest 
bardziej uniwersalny i opiera się na estymacji filtrowanej przyszłej odpo
wiedzi danego obiektu. Po szczegółowej analizie właściwości prototypo
wych charakterystycznych wielomianów optymalnych zamkniętych układów 
sterowania formułujemy wnioski dotyczące stabilności tych układów. Po
dano także prostą regułę strojenia predykcyjnych regulatorów, w której rolę 
nastaw odgrywają standardowe dla tego typu sterowania parametry: rząd 

predykcji wyjścia, rząd predykcji sterowania oraz odpowiednie horyzonty ob
serwacji przyszłego uchybu sterowania. Wartości tych nastaw dobierane są w 
zależności od specyfikacji zdefiniowanych w dziedzinie czasu dla nominalnej 
skokowej odpowiedzi układu zamkniętego oraz w zależności od nierównoś
ciowych ograniczeń nakładanych na początkowy fragment nominalnego syg
nału sterującego. 

3.2.1 Zasada sterowania predykcyjnego 

Niech r(t) oznacza wartość sygnału odniesienia w bieżącej chwili t. Załóżmy, 
że przyszłą wartość tego sygnału można modelować jako f(t) lt=t+T = rr(t), 
gdzie r E IR jest odpowiednim współczynnikiem skalującym. Przyjmijmy 
ponadto dwie postacie (funkcje) przyszłego błędu sterowania: e(t) = r(i) -
i)(t) oraz e(t) = r(i) - y(t). Na tej podstawie wyznaczamy następujące 
kwadratowe wskaźniki kosztu zdefiniowane dla odpowiednich funkcji błędu 
sterowania na zadanym skończonym przedziale obserwacji [T1 , T2 ] CIR tego 
błędu: 

T2 T2 

J(uNJt)) = J e2 (t + T)dT, J(uN,, (t)) = j e2 (t + T)dT. 

T1 T1 

Warto podkreślić, że funkcjonały te zdefiniowano w dziedzinie czasu ciągłego: 
oszacowania odpowiednich ó-pochodnych, otrzymywane na podstawie bie
żąco pozyskiwanych dyskretnych danych pomiarowych oraz dyskretnych war
tości sterowania, umożliwiają prognozę przyszłych wartości uchybu dla do
wolnej chwili czasu należącej do przedziału określonego przez bliższy T1 oraz 
dalszy T2 horyzont obserwacji. Horyzonty te odnoszą się do czasu ciągłego 
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i nie zależą od okresu próbkowania przyjętego w realizowanym algorytmie 
regulacji. 

Biorąc pod uwagę afiniczną zależność funkcji błędu e(t) oraz odpowiednio 
e(i) od przyszłego sterowania reprezentowanego przez UNu (t) , stwierdzamy, 
że minimalizacja wskaźników J(uNu(t)) oraz J(uNJt)) prowadzi do linio
wych reguł sterowania: 

Macierze wzmocnień odpowiednich regulatorów mają postać: 

KNu,N,s,Ny 

KNu ,N,s,Ny 

gdzie 

zaś sygnały sprzężenia zwrotnego dane są wzorami: 

Y~,N,s (t) 

Y~,N,s(t) 

[ Yi,0 (t) - fr(t) Yi,1 (t) 

[ :9i,0 (t) - fr(t) :Qi,1 (t) 

Zauważmy, że y60 (t) = y(t). Zgodnie z podstawową zasadą sterowania pre
dykcyjnego - to ~naczy zasadą ruchomego horyzontu (receding horizon; Ca
macho i Bordons [53], Clarke i Mohtadi [65], Clarke et al. [66], Soeterboek 
[371]) - początkowe współrzędne wektorów uNu (t) oraz uNu (t) determinują 
bieżącą wartość optymalnego sygnału sterującego: u(t) = -k'f,8 y~,N,s (t) 
oraz u(t) = -k'f, y~ N (t), gdzie k'f, = [ ko · · · kN,s ] oraz odpowied-,s , ,5 J 

nio k'f,8 = [ ko _· · · kN,s ] są pierwszymi wierszami stosownych macierzy 

KNu,N6,Ny oraz KNu,N6,Ny. 
Prawo sterowania podporządkowane jest zatem regule 

u(t) = gfr(t) - Mu(ó)u(t) - My(ó)y(t) 

w której g jest statycznym wzmocnieniem, zaś Mu(ó) oraz My(ó) oznaczają 
funkcje przenoszenia odpowiednich filtrów: 

g = ko, Mu(ó) = gł~~, My(ó) = ~m 
g = ko, Mu(ó) = ~/~\, My(ó) = ~m . 
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Schemat rozważanego układu sterowania pokazano na rys. 3.1 (por. rys. 
2.1). 

V 

u y ,__ _____ ., Obiekt ,__ _ _____. __ _ 

Rys. 3.1. Schemat układu sterowania predykcyjnego. 

Zastosowanie wielomianu C(q-1 ) jako dodatkowego stopnia swobody al
gorytmu syntezy dyskretnego (q) sterowania predykcyjnego GPC rozważano 
w (Ansay i Wertz [6], Ansay et al. [7], Clarke i Mohtadi [65], Kowalczuk 
i Suchomski [240], Mclntosh et al. [284], Megias et al. [289], Robinson 
i Clarke [337], Soeterboek [371], Yoon i Clarke [479]). Przykładowo, w 
(Robinson i Clarke [337]) przyjmuje się jeden stopień swobody, wyróżnia
jąc w C(q- 1 ) czynnik 1 - ryq- 1 z parametrem 'Y E JR ustalanym przez 
projektanta. Podobne podejście znajdujemy w (Soeterboek [371]), gdzie 
C(q-1) = A(q-1 ) • (1 - ryq- 1 ), zaś A(q- 1 ) jest mianownikiem nominalnego 
modelu stabilnego obiektu. Praca (Kowalczuk i Suchomski [240]) doty
czy dyskretnego sterowania predykcyjnego obiektami opisanych modelami 
(niekoniecznie minimalnymi) typu CARIMA . Zasadę syntezy odpornego re
gulatora GPC wyprowadzono ze spostrzeżenia, że nominalną stabilność oraz 
nominalne właściwości układu zamkniętego w zakresie śledzenia wielkości 
zadanej można kształtować do pewnego stopnia niezależnie od dążenia do za
pewnienia temu układowi odpornej stabilności. Pierwsze zadanie rozwiązuje 
się przez stosowny wybór rzędów predykcji wyjścia oraz sterowania, a także 
horyzontów obserwacji - w tym celu można użyć metody stabilizacji układów 
GPC opisanej w (Suchomski i Kowalczuk [415, 418]). W drugim etapie syn
tezy regulatora zabiega się o zapewnienie układowi zamkniętemu niezbędnej 
odporności przez formowanie wielomianu C ( q- 1), pamiętając wszakże o is
totnym ograniczeniu, jakie stwarza wymaganie od projektowanego układu 
zdolności skutecznego przeciwstawiania się wpływowi obiektowych zakłóceń. 
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Sterowanie obiektami minimalnofazowymi 

W dalszych rozważaniach obowiązuje upraszczające założenie Nó = Ny. 
Przyjmujemy ponadto, że przy ustalonej wartości rzędu predykcji sterowa
nia Nu 2::: O, traktowanego tu jako swobodny parametr projektu, wybieramy 
minimalną dopuszczalną wartość rzędu predykcji wyjścia: Ny = d + Nu. W 
takim przypadku mamy (Suchomski i Kowalczuk [417]) 

KNu,d+Nu 

(HJ+Nu,Nuxd+NuHd+Nu,Nu)-l HJ+Nu,NuXd+Nu 

przy czym Xm = VJ,mTm Vm,m, m 2::: O. Uwzględniając, że 

gdzie Ht = Toepl (hd, ... , hd+NJ jest nieosobliwą dolną trójkątną macierzą 
Toeplitza, macierz wzmocnień wyznaczamy zgodnie ze wzorem 

w którym X 22 E ]R(Nu+l)x(Nu+l) oraz X 21 E ]R(Nu+l)xd są podmacie-
d,Nu d,Nu 

rzami wynikającymi z następującego podziału 

[ xn x12 ] X - d,Nu d,Nu 
d+Nu - X21 X22 · 

d,Nu d,Nu 
(3.3) 

Wektor wzmocnień predykcyjnego regulatora ma zatem postać 

kT h-1 [ T 
d+N = d . Vd N u ' u 

1 o . · · o l (3.4) 

o ](X22 )-1x21 . 
d,Nu d,Nu 

Oznaczając Tm,n(T) = diag {Tk}k=m' T E IR, oraz Pm,n = diag {1/k!}k=m' 
O :::; m :::; n, mamy 
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gdzie H1;t E JEt(ł-k+l)x(n-m+l) jest odpowiednią podmacierzą macierzy 
Hilberta ' 

[ 
k+!+1 k+_~~+. 1 l · H7;t = ... 

, 1 
ł+m+ l ł+n+ l 

Z kolei Vm ,m = T0~!Vm'.I'o,m , gdzie Tm,n = diag{(-~)kH\,m oraz 

vo,o o o o 
o V1 ,1 V1 ,2 V1,m 

Vm= o o V2 ,2 V2,m (3.5) 

o o o Vm,m 

Elementy macierzy Vm oraz v;;-1 można zatem wyznaczyć analitycznie (Su
chomski i Kowalczuk [417]) . Z powyższych rozważań wynika, że Xm 
~ · To,mXmTo ,m, gdzie 

jest funkcją dolnego oraz górnego końca unormowanego przedziału obserwacji 
(to znaczy względnych horyzontów obserwacji: bliższego T/1 = Ti/~ oraz 
dalszego T/2 = T2/ ~) , zaś Nm,n(TJ) = diag {(-TJ)k /k!}k=m' TJ E ltt. W efekcie 
uzyskujemy zależność 

(x22 )- 1 x21 = t-1 (x22 )- 1 5c21 Ti 
d,Nu d,Nu d,d+Nu d,Nu d,Nu 0,d- 1 

w której występują podmacierze podziału 

takiego jak podział (3 .3) macierzy Xd+Nu. Zachodzi zatem: 

VdT,Nu = [ VdO Vdl ,Nu ,Nu 

v},Nu 
(-6,)d-l 

Nu+l 

Macierz KNu ,d+Nu spełnia równanie KNu,d+NuHd+Nu,Nu = INu+l· Przyjmu
jąc np= d oraz K(ó) = Kd,Nu (<5), gdzie Kd,Nu (<5) oznacza wielomian stopnia 
deg Kd,NJ<5) =do współczynnikach równych kolejnym współrzędnym wek
tora kd+Nu, otrzymujemy odpowiednik lematu 2. 6. 
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Lemat 3.1 ( o syntezie dyskretnego regulatora predykcyjnego w oparciu o 
prognozę wyjścia; Suchomski i Kowalczuk [417]). W przypadku regulatora 
predykcyjnego optymalizowanego ze względu na kryterium J(uNu (t)) formuły 
Nu ~ O oraz Ny = d + Nu dopuszczalne są jedynie dla obiektów o minimal
nofazowych nominalnych modelach. • 

3.2.2 Prototypowe wielomiany charakterystyczne 

Definiując nienormalizowany operator 8 = ~ó, uzyskujemy możliwość pa-
- - d - . -· 

rametryzacji zbioru prototypowych wielomianów Kd,Nu (b) = Li=D kd,Nu ói 

o współczynnikach k~N = l oraz kdN = (-l)d-iv~N, Oś i ś d-1, 
zależnych od: ( i) w~ględnego rzędu 'du nominalnego ~~del u sterowanego 
obiektu, ( ii) założonego rzędu predykcji sterowania Nu, ( iii) założonych 
względnych horyzontów obserwacji T/1 oraz T/2- U stali wszy wartości owych 
parametrów na podstawie specyfikacji projektu, otrzymujemy poszukiwany 
prototypowy wielomian 

KdNu(ó) = hd-l~-d · KdN (8)1-
, ' u ó=6.li 

gdzie ki = h-;;, 1 ~ -(d-i) k~,Nu , O ś i ś d, występujący jako czynnik wielo
mianu charakterystycznego zamkniętego układu sterowania: T0 ( b) = B ( J) · 
Kd,Nu (b) (por. podrozdział 2.3). Wzmocnienie regulatora ma wartość g = 
h-1k~o /Ad ,- 1 d d N L.l ' zas r = . 

w' d~lszej części tego podrozdziału wyróżnimy dwie rodziny prototypo
wych wielomianów. Elementami pierwszej rodziny są zbiory wielomianów 
odpowiadających bliższemu względnemu horyzontowi obserwacji T/l = O, zaś 
drugą rodzinę tworzą zbiory wielomianów, które uzyskuje się dla T/l = d. W 
pierwszym przypadku współczynniki rozważanych wielomianów są łatwiejsze 
do obliczenia, z kolei w drugim przypadku - za cenę większej złożoności 
obliczeniowej algorytmu syntezy - otrzymuje się rozwiązania (regulatory) o 
lepszych 'użytkowych' cechach. 

Przyjmijmy notacyjną konwencję: w oznaczeniach T2 oraz T/2 pomijamy 
dolny indeks, zastępując te symbole odpowiednio przez T oraz TJ- W ten 
sposób wyróżniamy dalszy horyzont obserwacji - to znaczy górną granicę 
całkowania w definicji wskaźników J(uNJt)) oraz J(uNu(t)) - jako dogodny 
parametr projektu, wynikający ze specyfikacji odnośnie wymaganej szybkości 
procesów sterowania oraz ograniczeń nałożonych na sterowanie. 

Lemat 3.2 ( o postaci prototypowych wielomianów dyskretnego sterowania 
predykcyjnego; Suchomski i Kowalczuk [417]). Współczynniki k~,Nu' Oś i ś 
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d - l, prototypowych wielomianów Kd,Nu (J) mają postać wymiernej funkcji 

k~,Nu (TJ) = n~,Nu (TJ)/d~,Nu (TJ), gdzie n~,Nu (TJ) oraz dd,Nu (TJ) są odpowiednimi 
wielomianami zmiennej TJ. Dla TJ1 = O zachodzi: 

deg nd N (TJ) { (2d - l)(Nu + 1) - d dla i= o 
, u 2(d-l)(Nu+l)-d+i dla l:S:i:S:d-1 

d,~,Nu (TJ) { TJNu+lJd,Nu (TJ) dla i=0 
d,d,Nu (TJ) dla l:S:i:S:d-1 

deg dd,Nu (TJ) 2(d - l)(Nu + 1). 

Gdy TJ1 = d, mamy: 

deg n~,NJTJ) 

deg dd,Nu (TJ) 

2d(Nu + 1) - d + i 
2d(Nu + 1). O 

Ze względu na skończony horyzont oceny skutków sterowania (TJ < oo) 
problem stabilności prototypowych wielomianów Kd,Nu (J) ma podstawowe 
znaczenie. Punktem wyjścia odpowiednich badań jest przedstawiona niżej 
analiza asymptotycznych właściwości tych wielomianów. 

Asymptotyczne właściwości prototypowych wielomianów 

Asymptotyczne cechy prototypowych wielomianów Kd,Nu (J) dla TJ1 = O oraz 
TJ1 = d wstępnie omówiono w poniższym lemacie. 

Lemat 3.3 ( o asymptotycznych właściwościach prototypowych wielomia
nów dyskretnego sterowania predykcyjnego; Suchomski i Kowalczuk [417]). 
Współczynniki prototypowych wielomianów Kd,NJJ) dla TJ1 E {O, d}, L}. > O 
oraz T > O charakteryzują się następującymi cechami: 

lim k~ N (TJ) 
r,-+oo , u 

O, O :S: i :S: d - l 

lim L'.}. -d Kd N ( J) 1-
.ó.-+O ' u ó=.6.8 

(3.6) 

gdzie 
d 

Kd,NJP) = L k~,NuPi 
i=O 

oznacza odpowiedni moniczny prototypowy wielomian zespolonej zmienney 
p = Ts. Współczynniki tego wielomianu 
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zależą wyłącznie od parametrów d oraz Nu. Ponadto, dla 'T/1 = d zachodzi 

lim k~ N (ry) = ( d ) . O 
r,--+d ' u i 

Uwaga 3.1 (Suchomski i Kowalczuk [417]). Z faktu, iż degdd,N)'T/) -
<leg n~,Nu (ry) = d - i, Vry, wynika, że granica (3.6) zawsze istnieje. Ponadto, 

dla 'T/1 = d oraz przy 'T/ --+ d zera wielomianu kd,NJJ) dążą do -1, co 
odpowiada układowi sterowania minimalnoczasowego ( dead-beat) . O 

Sterowanie predykcyjne w czasie ciągłym 

Znana jest analityczna postać prototypowych wielomianów kd,NJP), zaś ich 
współczynniki można wyznaczyć w oparciu o numerycznie stabilną formułę. 

Lemat 3.4 ( o prototypowych wielomianach sterowania predykcyjnego w 
czasie ciągłym; Suchomski i Kowalczuk [416]). Współczynniki k~,Nu' O:::; i:::; 
d, prototypowego wielomianu kd,Nu (p) dane są wzorem 

{ 

d! (2d+l) 
, . TI (d+i+l) 
k 2 - Nu+l . Nu 

d,Nu - __<f_ TI (2d+J) TI (d _ • + ·) 
Nu!i! . (d+i+j) . i J 

J=l J=l 

dla Nu= O 

dla Nu 2::: 1. O 

Uwaga 3.2 (Suchomski i Kowalczuk [416]). Prototypowe wielomiany 
odpowiadające ciągłoczasowemu sterowaniu predykcyjnemu zależą od wzglę
dnego rzędu d nominalnego modelu sterowanego obiektu oraz od przyjętego 
rzędu predykcji sterowania Nu. Danemu obiektowi przyporządkować można 
rodzinę takich optymalnych prototypowych wielomianów o współczynnikach 
opisanych analitycznymi formułami. Ułatwia to syntezę regulatora, gdyż 
pozwala uniknąć numerycznych trudności przy odwracaniu źle uwarunkowa
nych (pod)macierzy Hilberta (por. Kowalczuk i Suchomski [237], Suchomski 
i Kowalczuk [413]). Asymptotyczną wartość wzmocnienia dyskretnego regu
latora predykcyjnego wyznaczamy zatem ze wzoru 

gdzie hd = bNB oznacza pierwszy niezerowy parametr Markowa (ciągłocza
sowego!) modelu B(s)/A(s) sterowanego obiektu. O 
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Prototypowemu modelowi zamkniętego układu sterowania predykcyjnego 
w czasie ciągłym 

przyporządkować można standardowe wskaźniki skokowej odpowiedzi tego 
układu (np. przeregulowanie Pi,, czas szczytu Trc, czasy ustalania 'I's2% oraz 
'Tss%), otrzymując w ten sposób dogodne narzędzie projektowana w oparciu 
o zadane specyfikacje w dziedzinie czasu. Obszerny katalog takich charak
terystyk dano w (Suchomski i Kowalczuk [416]). Przykładowo, oczekując 

aby przy założonych parametrach d . oraz Nu, czas ustalania T 82% odpo
wiedzi skokowej nominalnego układu zamkniętego nie przekraczał zadanej 
wartości T82% max, uzyskujemy nierównościowe ograniczenie na dalszy hory
zont obserwacji T :'S T82%max/'I's2%(d, Nu)- Żądając w warunkach takiego 
pobudzenia ograniczenia maksymalnej wartości sygnału sterującego lu(O) I :S 
Umax, musimy zaakceptować kolejne ograniczenie nałożone na tę nastawę: 
T 2: lrk~,N)(hdumax)l 1ld_ Podobne wskazania można wyprowadzić na pod
stawie innych wymagań stawianych układowi sterowania, np. ustalonego 
błędu śledzenia sygnałów prędkościowych lub też specyfikacji widmowych 
(Kowalczuk i Suchomski [243]). Wyznaczywszy współczynniki prototypo
wych wielomianów kd,Nu (p), łatwo znajdziemy odpowiedź na pytanie o sta
bilność tych wielomianów. 

Lemat 3.5 ( o stabilności prototypowych wielomianów sterowania predyk
cyjnego w czasie ciągłym; Suchomski i Kowalczuk [416]). Prototypowy wielo
mian kd,Nu(P) stopnia d :S 10 (ograniczono się do 'praktycznego' zakresu 
względnego rzędu modeli sterowanych obiektów} jest wielomianem stabilnym 
(wielomianem Hurwitza) wtedy i tylko wtedy, gdy: 

d '.S 4 oraz Nu 2: O, 
d = 8 oraz Nu 2: 3, 

d = 5 oraz Nu 2: 1, 
d = 9 oraz Nu 2: 4, 

d = 6, 7 oraz Nu 2: 2, 
d = 10 oraz Nu 2: 5. D 

Przykład 3.1 (synteza ciągłego regulatora predykcyjnego (I); Suchomski 
i Kowalczuk [416]). Weźmy następujący nominalny model niestabilnego i 
minimalnofazowego obiektu 

- 2 
Ppyu(s) = s(l + s)(l + s2 ) · 

Wybrane charakterystyki odpowiedniego prototypowego zamkniętego układu 
sterowania, wynikające z właściwości wielomianów kd,N,, (p), d = 4, O :S 
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Nu '.S 8, zestawiono w tabeli 3.1. Uzupełnieniem tych danych są wykresy 
dane na rys. 3.2, ilustrujące przebieg odpowiedzi skokowych dla 1 :S Nu '.S 6 
(rys. 3.2a) oraz rozmieszczenie zer wielomianów kd,NJP) dla O :S Nu '.S 20 
(rys. 3.2b). 

o 

Nu Kd,N,,_(p) Pi, Ts2% 

o 43.2 + 36p + 15.43p2 + 4.5p3 + p4 0.2931 12.875 
1 360 + 205.7lp + 57.86p:L + 10p3 + p4 0.1311 2.664 
2 1697.14 + 707.14p + 141.43p2 + 16.5p3 + p4 0.0839 1.450 
3 5940 + 1885.7lp + 282.86p:L + 24p3 + p4 0.0635 0.837 
4 17160 + 4290p + 501.43p:L + 32.5p3 + p4 0.0527 0.657 
5 43243.2 + 8736p + 819p4 + 42p3 + p4 0.0462 0.529 
6 98280 + 16380p + 1260p:L + 52.5p3 + p4 0.0419 0.435 
7 205920 + 28800p + 1851.43p:L + 64p3 + p4 0.0390 0.364 
8 403920 + 48085.71p + 2622.86p2 + 76.5p3 + p4 0.0369 0.309 

Tabela 3.1. Przykład 3.1. Charakterystyki ciągłego prototypowego układu 
zamkniętego ( d = 4). 

80 
(a) 

40 

+ ' + 

o 

' + 
+ + 

-40 

t [TJ 
-80 

o 2 3 4 -80 -40 O 

Rys. 3.2. Przykład 3.1. Właściwości ciągłego prototypowego układu zamkniętego 
(d = 4): a) odpowiedzi skokowe dla 1 ::; Nu ::; 6, b) zera wielominów K4,Njp) dla 

O ::; Nu ::; 20. 

Załóżmy przykładowe specyfikacje odnoszące się do skokowej odpowiedzi 
nominalnego zamkniętego układu sterowania: /'i, :S 0.05, T82% :S 2.5 s oraz 
'Umax :S 100. Specyfikacje te dotyczą zatem stabilności tego układu, szyb
kości procesów przejściowych oraz realizowalności stosownego sterowania. 
Przyjmując Nu = 5, z tabeli 3.1 odczytujemy: P;,(d, Nu) = 0.0462 < 0.05, 
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'I's2%(d, Nu) = 0.529 oraz k~,Nu = 43243.2. Na tej podstawie wyznaczamy 
ograniczenia wynikające z postulownej szybkości odpowiedzi skokowej oraz 
dopuszczalnej dynamiki sygnału sterującego: T ~ 4. 726 s oraz T ~ 3.835 s. 
Niech C(s) = (1 + 0.2s)(l + 0.25s)(l + 0.5s) . Kładąc T = 4 s, otrzymu
jemy: Ly(s) = F(s) = 56.5766s + 76.4680s2 + 34.1133s3 oraz Lu(s) = 
G(s) = 22.3469 + 3.6297s + 0.2375s2 , a ponadto g = 84.4594. Wykresy od
powiedzi skokowej (rys . . 3.3a) oraz sygnału sterującego (rys. 3.3b) pokazują 
cechy układu z takim regulatorem. Przydatne wskazówki dotyczące stro
jenia regulatorów CGPC, a także liczne przykłady ilustrujące właściwości 
odpowiednich układów· regulacji, znaleźć można w (Kowalczuk i Suchomski 
[241 ]-[244], Suchomski i Kowalczuk [416]). 

100 ~-----~---~-~ 
y (t) (a) u (t) (b) 

o 

t (s) t (s) 
o~~~-~-~---~-~ 
o 2 3 o 2 

Rys . 3.3. Przykład 3.1. Charakterystyki ciągłego układu sterowania 

predykcyjnego: a) odpowiedź skokowa, b) sygnał sterujący. 

3.2.3 Formuły sterowania predykcyjnego 

3 

Wnioski z dotychczasowych rozważań wskazują na kierunek dalszego rozu
mowania, wiodącego do ogólnej postaci formuł sterowania predykcyjnego, 
które obowiązywałyby zarówno w przypadku minimalnofazowych, jak i nie
minimalnofazowych nominalnych modeli sterowanych obiektów. 

Lemat 3.6 ( o syntezie dyskretnego regulatora predykcyjnego w oparciu o 
prognozę filtrowanego wyjścia; Suchomski i Kowalczuk [417]). W przypadku 
regulatora predykcyjnego optymalizowanego ze względu na kryterium J(uNu 
(t)) formuły Nu ~ O oraz Ny = NA+ Nu można stosować dla obiektów o 
minimalnofazowych oraz nieminimalnofazowych nominalnych modelach. • 
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Niech rząd predykcji sterowania Nu ~ O będzie swobodnym paramet
rem, zaś Ny = NA + Nu oraz Nó = Ny. Analizując postać macierzy 
kN,,,,NA+Nu,NA+Nu = KNu,NA+Nu' stwierdzamy, że wektor wzmocnień od
powiedniego regulatora dany jest wzorem (Suchomski i Kowalczuk [417]) 

k-r - h--i • [vT 1 O O ] NA+Nu - NA NA,Nu ... (3.7) 

przy czym hNA = 1/aNA. Uzyskujemy w ten sposób zbiór monicznych pro-
- - N - -· 

totypowych wielomianów KNA,N,,,(8) - Li=:h kJvA,Nu 82 o współczynnikach 

kNNAN = 1 oraz k2N· N = (-l)NA-ii?N. N, O :S: i :S: NA - 1, zależnych 
A, u A, u A, u 

od: ( i) rzędu N A nominalnego modelu sterowanego obiektu, ( ii) założonego 
rzędu predykcji sterowania Nu, ( iii) założonych względnych horyzo1:1tów ob
serwacji ry1 oraz rJ = 'r/2. Parametry te ustalamy na podstawie specyfikacji, 
otrzymując wielomian 

w którym ki 6.-(NA-i)k}vA,Nu' O :S: i :S: NA. Ten prototypowy wielo
mian jest czynnikiem wielomianu charakterystycznego układu zamkniętego: 
To(8) = KNA,Nu (8) (por. podrozdział 2.3). Wzmocnienie regulatora predyk
cyjnego g = k';,A,N) 6.NA, zaś odpowiedni współczynnik skalujący r = 1/b0 . 

Uwaga 3.3 (Suchomski i Kowalczuk [417]). Z lematu 3.5 wynika, 
że prototypowe wielomiany kd,NJP) (lub odpowiednio kNA ,N,,,(p)) są wie
lomianami Hurwitza przy dostatecznie dużych wartościach rzędu predykcji 
sterowania Nu . Na tej podstawie wnioskujemy, że przy małym okresie prób
kowania 6. zawsze jest możliwe ustabilizowanie zamkniętego układu stero
wania predykcyjnego przez dobór stosownego rzędu Nu. Ponadto, z lematu 
3. 3 wynika, że przy ry1 = d stabilizację tego układu dla dowolnego okresu 
próbkowania 6. zapewnimy, przyjmując odpowiednio mały dalszy horyzont 
obserwacji rJ ~ d. W takim przypadku należy się jednak liczyć z dużymi 
wartościami sygnałów sterujących. Dyskusja problemu stabilności układów 
sterowania predykcyjnego będzie kontynuowana w dalszej części tego roz
działu. • 

Uwaga 3.4 (Suchomski i Kowalczuk [417]). Zmodyfikowany struk
turalny schemat układu sterowania predykcyjnego, w którym zastosowano 
główną pętlę jednostkowego pozycyjnego sprzężenia zwrotnego pokazano na 
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rys. 3.4. W zależności od rozważanego przypadku: M.;;(5) = p-(5)/C(ó), 

g_dzie ~-(5) = ~~1 kiFi(ó) lub M.;;(5) = P-(5)/C(ó), gdzie P-(5) = 
F(ó)-koC(ó)/bo. Dla obiektów z całkowaniem zachodzi: Li(O) = O, Fi(O) = 

O, Li(O) = O oraz Fi(O) = O, i 2: 1, a zatem p-(o) = O oraz P-(o) = O, co 
oznacza różniczkujący charakter sprzężenia od wyjścia. O 

V 

u y 
>---....---.i O bi ekt 1----+------11>---

Rys. 3.4. Schemat układu sterowania predykcyjnego: implementacja z pętlą 
jednostkowego sprzężenia zwrotnego. 

Synteza z uwzględnieniem kosztów sterowania 

Algorytmy sterowania predykcyjnego rozważane do tej pory opierały się na 
kwadratowych wskaźnikach J(uNjt)) oraz J(uNjt)), w których sygnał wiel
kości sterującej nie występował w sposób jawny. Uzasadnieniem takiego 
postępowania była chęć uzyskania analitycznych formul opisujących para
metry optymalnych regulatorów. Dostępność takich formul znacznie bowiem 
ułatwia badanie podstawowych właściwości odpowiednich układów zamknię
tych, w tym ich stabilności. W takiej sytuacji, przy ustalonej wartości 

rzędu predykcji sterowania Nu, jedynym prostym, i niejako 'bezpośrednim', 
sposobem oddziaływania na postać sygnału sterującego pozostaje kształ
towanie statycznego wzmocnienia g regulatora predykcyjnego przez kom
promisowy dobór horyzontu obserwacji T: przyspieszenie procesów przej
ściowych ( otrzymywane dzieki zmniejszaniu wartości T) zawsze prowadzi 
do zwiększenia wysiłku sterowania. Okazuje się jednak, że przez pewną 
modyfikację kryteriów sterowania predykcyjnego łatwo uzyskuje się dogodną 
pośrednią możliwość wpływania na wielkość tego wysiłku, zachowując ( do 
pewnego stopnia) walory analitycznego przepisu strojenia regulatorów. Mo
dyfikacji tej dokonujemy, przyjmując: J:,..(uNjt)) = J(uNJt)) + >.u2(t) oraz 
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J>..(UN,,_(t)) = ](uN,,,(t)) + 5-u2(t), gdzie,\, 5- 2:: O są swobodnymi współ
czynnikami (Suchomski i Kowalczuk [417]). Minimalizacja tych wskaźników 
prowadzi do rozwiązań, które sprowadzają się do odpowiedniego skalowania 
uprzednio wyznaczonych wektorów wzmocnień (3.4) oraz (3.7): 

gdzie 

(X22 )-1 = [ Xm,N,,, * ] {d N } 
m,N,,, * * , m E , A . 

Wyróżnione czynniki To(ó) charakterystycznego wielomianu układu zam
kniętego przyjmują teraz postać: B(ó) · Kd,N,,, (8) + ,\h·;;,2xd,N,,, · A(8) oraz 
KNA ,N,,,(ó) + >-hN: XNA,N,,, · A(8). Wynika stąd, że skutki postulowanego 
ograniczenia wysiłku sterowania (>-, 5- > O) można interpretować w kategor
iach pewnych addytywnych zaburzeń pierwotnych postaci tych czynników 
(czyli odpowiednich prototypowych wielomianów) przez stosowne składniki, 
będące ważonym mianownikiem nominalnego modelu sterowanego obiektu. 
Podobny efekt obserwuje się w przypadku bardziej złożonych modyfikacji 
podstawowej funkcji kryterialnej sterowania predykcyjnego, w których bierze 
się pod uwagę kolejne 8-pochodne sygnału sterującego. Wpływ takich zabu
rzeń można łatwo ocenić, stosując do wypadkowego wielomianu To(ó) stan
dardową metodę linii pierwiastkowych. W przypadku niestabilnych obiek
tów istnieje zatem górne ograniczenie na dopuszczalną wartość >-, ,\ 2:: O. Z 
drugiej strony, dla obiektów stabilnych zawsze istnieje możliwość ustabili
zowania układu zamkniętego przez przyjęcie dostatecznie 'dużych' wartości 
tych współczynników. 

Uwaga 3.5 (Suchomski i Kowalczuk [417]). Inną możliwość racjonal
nego kształtowania sygnału sterującego w rozważanym układzie sterowania 
predykcyjnego daje prosta adaptacja metody antycypacyjnej filtracji uchybu. 
Ta skuteczna metoda, znana z dziedziny czasu dyskretnego (Kowalczuk i 
Suchomski [235, 236, 242, 245], Suchomski i Kowalczuk [418]) oraz ciągłego 
(Kowalczuk i Suchomski [243], Suchomski i Kowalczuk [416]), pozwala na 
ograniczenie wysiłku sterowania przez sformułowanie 'realistycznych' wyma
gań co do przyszłego przebiegu uchybu sterowania. Rozważmy przykładowy 
algorytm sterowania w oparciu o prognozę wyjścia obiektu. W tym celu 
zakładamy, że ewolucję przyszłego sygnału odniesienia można opisać (anty
cypować) formułą 

f(i)Ji=t+T = y(t) + t'5,Ny(T)VNy,NyfNy(r(t) - y(t)) 
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której drugi składnik interpretujemy jako odpowiedź pewnego liniowego filtru 
reprezentowanego przez wektor fNy E IlłNy+l na skokowe pobudzenie o am
plitudzie wyznaczonej przez aktualną wartość uchybu sterowania (przyjęto 
tu NJ = Ny). Współrzędne wektora fNy dobiera projektant, zaś wpływ opi
sanego mechanizmu ujawnia się jako odpowiednia modyfikacja wzmocnienia 
predykcyjnego regulatora, które ma teraz postać liniowej formy g = fI,/Ny. 

Przyjęcie jednostkowego wektora f Ny = [ 1 O • · · O ]T jest równoważne 
'wyłączeniu' takiej antycypacyjnej filtracji. 

Załóżmy, że w chwili t znana jest przyszła trajektoria wielkości odniesie
nia, reprezentowana przez wektor TNy(t) = dNy(r(t)) E IlłNy+l o współrzęd
nych zdeterminowanych bieżącą wartością r(t) oraz wartościami kolejnych 
ó-pochodnych tego sygnału (dNJ) = [ c5° c51 · · · c5Ny f). Definiując 

błąd jako e(t) = f(t) -y(t), gdzie f(t)lt=t+T = t'5,Ny(T)VNy,NyTNy(t) , otrzy

mujemy zmodyfikowaną regułę sterowania u(t) = -k% y~ N (t) + uw(t), w 
y , y 

której korygujący składnik uw(t) = [ k1 · · · kNy ][ ór(t) · · · óNYr(t) V 
obrazuje wpływ dostępnej wiedzy o przyszłej wielkości odniesienia. O 

3.2.4 Właściwości układów sterowania predykcyjnego 

Rozważymy cechy układów sterowania predykcyjnego, których algorytmy 
oparto na modelach wykorzystujących operator ó. Uwagę skupimy przede 
wszystkim na stabilności odpowiednich prototypowych wielomianów charak
terystycznych, pytając także o możliwość uzyskania stabilnych rozwiązań 
prowadzących do układów, w których występują nominalne procesy przej
ściowe o minimalnym czasie trwania. W tym celu rozpatrzono dwa ważne 
przypadki bliższego względnego horyzontu obserwacji: 'f/1 = O oraz 'f/1 = 

d. Wykazano, że dla praktycznie istotnych nominalnych modeli o jednost
kowym względnym rzędzie d = 1, zamkniętemu układowi sterowania zaw
sze można zapewnić nominalną stabilność, a ponadto przy 'f/1 = O możliwe 
jest uzyskanie układu o minimalnoczasowej odpowiedzi skokowej. Poka
zano także, że w przypadku nominalnych modeli o względnym rzędzie d ~ 
2 zera prototypowych wielomianów charakterystycznych odpowiadających 
bliższemu horyzontowi 'f/l = d mają bardziej 'regularne' cechy, niż zera wie
lomianów uzyskanych przy założeniu minimalnej wartości tego horyzontu 
'f/1 = O (Suchomski i Kowalczuk [417]). 

Dl _ Q x~ -1 _ -1 v:~ -lN-1 ( )(HO,m)-lN-1 ( )(V:--l)T W a 'f/1 - , mamy m - 'f/ · m O m 'f/ O m O m 'f/ m · 
' ' ' ~ 

dalszych rozważaniach wykorzystamy trójkątną strukturę macierzy Vm oraz 
fakt, że elementy [h0]0=0 odwrotności macierzy Ht: są liczbami całkowi-
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tymi 

1,,m = (-1)1-i (m+i+l)!(m+j+l)! _ 
i,J (i+ j + 1) (i!)2(j!) 2 (m - i)!(m - j)! 

(3.8) 

Zakładając, że obowiązuje podział macierzy Xi.;_Nu zgodny z podziałem 

Xd+Nu oraz Xd+Nu 

[ 
- 11 - 12 ] 

5(-l _ ~d,Nu ~d,N„ 
d+Nu - X21 X22 

d,Nu d,Nu 

stwierdzamy że .X21 = -(X22 )-15c21 (S22 )-1 gdzie S22 = X 11 -' d,Nu d,Nu d,Nu d,Nu ' d,Nu d,Nu 

x}:N,, (XJ:N,, )-1 XJ,1N„ jest uzupełnieniem Schura podmacierzy XJ:N,,. Ponie
waż _x11 = (s22 )-1, zatem (X22 )-15c21 = _g21 (.Xll )-1 _ Na tej 

d,Nu d,Nu d,Nu d,Nu d,Nu d,Nu 
podstawie otrzymujemy dogodną reprezentację wektora Vd,N„ 

(3.9) 

z której wynika, że wyznaczanie wartości współrzędnych tego wektora wy
maga rozwiązania liniowego układu równań z macierzą X}\, oraz wektorem 

wyrazów wolnych określonym przez pierwszy wiersz ma~i;rzy .XJ1N (Su-
chomski i Kowalczuk [ 41 7]). ' " 

Modele o względnym rzędzie d = 1 

Ważną klasę dyskretnych modeli o względnym rzędzie d = 1 uzyskujemy, sto
sując podstawową metodę dyskretyzacji modeli czasu ciągłego (zob. rozdział 

1. oraz uwaga 2.8). 

Synteza dla "11 = O. Niech X;;;,1 = [xi,j]0;;}1. Ze wzoru (3.9) otrzymujemy 

k01 N = -v01 N = i2 1/i1 1- Aby obliczyć i1 1 oraz i2 1, niezbędna jest zna-
, u ' u ' ' ' ' 

jomość wartości elementów tylko dwóch pierwszych wierszy macierzy V;:;- 1 . 

Biorąc po uwagę wzór (3.5), stwierdzamy, że 

o 
-1 
2! 
* 
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skąd wynika, iż i:1,1 = 'T}- 1h~0 oraz i:2,1 = -7J- 1 I:~/1 h1f:o'TJ-i. W oparciu 
o wzór (3.8) wnioskujemy, że 

~ (-l)Nu-i(2Nu-i+3)! i 
_ 0 (Nu-i+2)((Nu-i+l )!) 2i!'TJ 
ko ( ) _ i=O l ,Nu 'TJ - ---(N_u_+_2_)_7JN_u_+_l __ 

Jawną postać funkcji k~ N ( T/) dla początkowych wartości rzędu predykcji 
sterowania Nu można zn'al;źć w (Suchomski i Kowalczuk [417]). Zera pro
totypowych wielomianów K1,Nu (J) = k~,Nu + J, O :S Nu :S 7, jako funkcje 
zmiennej T/-l E [O, 1], przedstawiono na rys . 3.5 ( obszary przyporządkowane 
'dzwoniącym' oraz 'niedzwoniącym' biegunom odpowiedniego zamkniętego 
układu sterowania oddzielono prostą o rzędnej -1 wyznaczonej położeniem 
minimalnoczasowego bieguna). Jak łatwo zauważyć, wszystkie rozważane 
wielomiany są stabilne. 

O~--~--~--~--~-~ 

-0.5 
niedzwoniące bieguny 

-1 

-1.5 ~--~--~--~--~-~ 
o 0.4 0.6 

Rys. 3.5. Miejsca geometryczne zer wielomianów.K1 ,Nu (J) dla T/l = O. 

Uwaga 3.6 (Suchomski i Kowalczuk [417]). Każdemu rzędowi pre
dykcji sterowania Nu :2: O przyporządkany jest zbiór {77NJ~/1 = {77 : 
k~ N ( 77- 1 ) = 1}, którego elementami są odwrotności takich wartości dal-

' u 

szego względnego horyzontu obserwacji T/, dla których K1,Nu (J) ma zero w 
punkcie -1. Informacje o tak zdefiniowanych zbiorach znajdziemy w (Su
chomski i Kowalczuk [417]). Na tej podstawie głosimy, że w przypadku, 
w którym d = l oraz T/1 = O, dla zadanych parametrów ~ oraz Nu ak
ceptowalną ('niedzwoniącą') wartość stabilnego bieguna funkcji przenosze
nia układu zamkniętego można zawsze uzyskać przy dostateczne odległym 
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dalszym horyzoncie obserwacji T 2: .6./fJk , gdzie iJk jest najmniejszym 

elementem uporządkowanego zbioru { fJk,J i:/1 . D 

Synteza dla 'T/l = d. Jawną postać funkcji k~ N (ry) dla początkowych war
tości rzędu predykcji sterowania Nu 2'. O poda~o uw (Suchomski i Kowalczuk 
[417]) . Wykresy pokazane na rys. 3.6 dotyczą zer wielomianów K1,Nu(J) = 
k~,Nu + J, O ~ Nu ~ 7, jako funkcji zmiennej 'T/-l E [O, 1] . Wszystkie 
rozważane wielomiany są stabilne, zaś odpowiednie bieguny mają 'niedzwo
niący ' charakter (minimalnoczasowy układ sterowania uzyskujemy tylko dla 

'T/ = 'T/1 = 1) . 

O~----~--~--~--~ 

-0.5 

-1 

N u= dzwoniące bieguny 

-1.5 ~-~--~--~-~--T] --1~ 
O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Rys . 3 .6. Miejsca geometryczne zer wielomianów.K1,Nu (J) dla 7)1 = 1. 

Porównując właściwości omawianych przypadków horyzontów 'T/1 = O 
oraz 'T/1 = d ze względu na ich przydatność przy projektowaniu regulato
rów, dochodzimy do wniosku, że prototypowe wielomiany przyporządko
wane horyzontowi 'T/l = d mają korzystniejsze cechy: w odpowiadających 
im układach sterowania możmy spodziewać się aperiodycznych procesów 
przejściowych z monotoniczną zależnością czasu ich trwania od swobodnego 
parametru 'T/ • 

Modele o względnym rzędzie d 2'. 2 

Modele o względnym rzędzie d 2'. 2 można otrzymać, stosując identyfikację 
obiektu ' bezpośrednio ' w dziedzinie czasu dyskretnego ( Goodwin et al. [142], 
Kuznetsov [253], Lauritsen [263], Middleton i Goodwin [294], Rostgaard 
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et al. [342]), bądź też przez uproszczenie ( obniżenie stopnia licznika) mo
delu wynikającego z dyskretyzacji odpowiedniego modelu czasu ciągłego tego 
obiektu. 

Synteza dla 'r/l = O. Zacznijmy od przypadku d = 2. Jawne postacie 
funkcji ng,Nu ('T/) , n½,Nu ('T/) oraz d2,Nu ('TJ) opisujących współczynniki kg,Nu ('TJ) 
oraz k½,N,,('TJ) wielominów K2,Nu (6) = ktNu + k½,N) + 62 podano w (Su
chomski i Kowalczuk [417]). Rozważmy uprządkowane pary (K;1, K;o) E ffi.2 . 

Na rys . 3.7 przedstawiono miejsce geometryczne takich par, którym przypo
rządkowane są stabilne- wielomiany K;o + K; 16 + iP. Do wnętrza tego obszaru 
należy punkt (2, 1) odpowiadający podwójnemu minimalnoczasowemu (DB) 
biegunowi -1 układu zamkniętego. Przykładowe cztery skierowane krzywe 
(kJ N ('TJ), kg N ('T!)), 'TJ E [1, oo), Nu :S 3, pokazane na tym rysunku ilustrują 

' u ' u 

właściwości badanych wielomianów k 2 ,NJ6) . Wszystkie krzywe, zaczynając 
się na zewnątrz wyróżnionego obszaru, zmierzają do punktu (O, O) należącego 
do jego brzegu. Na tej podstawie wnioskujemy, że zakładając dostatecznie 
odległy dalszy horyzont obserwacji 'TJ ( a zatem rezygnując z wygórowanych 
wymagań co do szybkości procesów przejściowych), zawsze możemy projek
towanemu układowi zapewnić stabilność. 

4 

2 

T]• oo 

-2 

-2 

KO 

obszar stabilności 

N = u 

biegun DB 

I 

I 
( __ 

o 2 

/ \j_ 
o 

4 

Rys. 3.7. Miejsca geometryczne zer wielomianów k 2,Nu (<5) dla ry1 = O. 

Zbadajmy teraz stabilność prototypowych wielomianów kd,Nu (6) w przy
padku większych wartości parametru d. W tym celu definiujemy pomocniczy 
wskaźnik O"d~NJ'T/-l ), jako euklidesową odległość dzielącą punkt (-1, O) od 

najdalej oddalonego zera wielomianu kd,N,,_ (6) przy ustalonych horyzontach 
'r/1 oraz TJ- Wielomian ten jest stabilny wtedy i tylko, gdy O"d1N (TJ-I) E [O, 1). 

, u 
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Przebiegi funkcji a~,N)'T/-l), 1 ::; d :::; 6, pokazano w (Suchomski i Kowal
czuk [417]). Wreszcie, niech i/d,Nu ( dla założonych d oraz Nu) oznacza taką 
liczbę, że \/1] > 1/f/d,Nu wielomian kd,NjJ) przyporządkowany horyzontom 
'T/l = O oraz 'T/ jest wielomianem stabilnym. Wartości tego parametru, wy
znaczające zakres skuteczności opisywanej metody parametryzacji algorytmu 
predykcyjnego, także podano w (Suchomski i Kowalczuk [417]). 

Synteza dla 'T/l = d. Zaczynamy od d = 2. Jawne postacie funkcji 
n{NJ 'T]), ntNJ 'T]) oraz d2,Nu ( 'T]) można znaleźć w (Suchomski i Kowalczuk 
[417]). Warto zwrócić uwagę, że funkcje te są bardziej złożone w porów
naniu z ich odpowiednikami dla 'T/l = O. Na rys. 3.8 pokazano położenie 
skierowanych krzywych (k~N ('T/),kgN ('T/)), 'T] E [1, oo), Nu:::; 3, względem 
obszaru stabilności zdefinio~;nego dla "współczynników ( K: 1, K:o) E llł.2 wielo
mianu stopnia drugiego K:o+K:1 J+J2. Zwraca uwagę fakt, iż wszystkie krzywe, 
startując w punkcie (2, 1) oraz zmierzając do punktu (O, O), zawierają się 
w obszarze stabilności. Przebieg funkcji a1,N,, ('T/-l ), 1 ::; d :::; 6, badano w 
(Suchomski i Kowalczuk [417]). Niech ~,Nu (przy ustalonych d oraz Nu) 
oznacza taką liczbę, że \/1] spełniających nierówność d:::; 'T] < 1/!)_d,Nu, wielo

mian kd,N,, (J) przyporządkowany horyzontom 'T/1 = d oraz 'T] jest wielomia
nem stabilnym. Wartości tego istotnego przy projektowaniu predykcyjnych 
regulatorów parametru także znajdziemy w cytowanej wyżej pracy. 

4 ---------------. 

3 obszar stabilności 

2 
biegun DB 

:~ 
O 1 2 3 4 

Rys. 3.8. Miejsca geometryczne zer wielomianów Kz,N,, (J) dla T/l = 2. 
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Przykład 3.2 (synteza dyskretnego regulatora predykcyjnego; Suchomski 
i Kowalczuk [417]). Rozważmy nominalny model pewnego niestabilnego i 
nieminimalnofazowego obiektu 

p l - 0.2s 
pyu(s) = s(l + s)(l + s2 ) · 

Okresowi próbkowania 6. = 0.05 s odpowiada nominalny model dyskretny 
B(8) /A(8), przy czym NA = 4 oraz d = l. Pożądane cechy nominalnego 
zamkniętego układu sterowania opisane są specyfikacjami dotyczącymi jego 
skokowej odpowiedzi oraz sterowania dla takiego pobudzenia: "' :S 0.10, 
T85% :S 2.5 s oraz Umax :S 100. Charakterystyki prototypowego modelu 
w czasie ciągłym k0N N /KNA N (p) przedstawiono w tabeli 3.1. Na tej A, u , u 

podstawie wnioskujemy, że wystarczy przyjąć Nu = 2, zachodzi bowiem 
F;,(NA, Nu)= 0.0839 < 0.10. Zatem Ny= NA +Nu= 6. Dalszy horyzont ob
serwacji T powinien spełniać nierówność T :S T85%/Ts5%(NA, Nu) = 2.453 s. 
Kolejne ograniczenie na ten parametr otrzymamy, rozważając wymaganie 
nałożone na sterowanie u(0) =gr= ko/bo= kN° N /(T{'Abo) = kCJ.v N rtA / A, u A, u 

(TNAb0 ) ~ k0N N j(TNAb0 ), co prowadzi do nierówności T 2: (kCJ.v N /(u(0) 
A, u A, u 

b0 )) 1NA = 2.042 s. Kładąc T = 2.1 s (a zatem TJ= 42) oraz T/l = NA = 4, 
otrzymujemy: KN A ,Nu ( 3) = 0.000552+0.01024 7 3 +0.08720952 +0.41676253 + 
34 oraz kNA,Nu (8) = 88.317527+81.9791828+34.88367282 +8.33523683 +84 . 

Wzmocnienie regulatora wynosi g = 88.318. Przykładowemu wielomianowi 
C(8) = (1 + 0.258) 3 przyporządkowane są liczniki filtrów tego regulatora: 
F(8) = 90.562729 + 145.0853218 + 112.19457482 + 45.22575983 oraz G(8) = 
17.201452 + 2.1653308 + 0.11770482 . Ponadto: u(0) = 90.563 < 100. 

o 

o 

100 ~-----------
y ( t) u ( t) (b) 

l'I = 0.05 s 

o "'-. 

1/ 

~ 

t[s] t[s] 

2 3 o 2 

Rys. 3.9. Przykład 3.2. Charakterystyki dyskretnego układu sterowania 
predykcyjnego: a) odpowiedź skokowa, b) sygnał sterujący. 

3 
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Rozważmy właściwości układu zaprojektowanego dla innego okresu prób
kowania ~ = O.Ol s. Dla 'T/l = N A = 4 oraz niezmienionej wartość T = 
2.1 s (teraz 'TJ = 210), mamy: kNA,Nu (J) = 0.000000875 + 0.00007748J + 
0.0032617J2 + 0.0794967J3 + J4, KNA,NJ8) = 87.530286 + 77.48 49758 + 
32.617107 82 + 7.94967383 + 84 oraz g = 87.530. Zachowując poprzedni wielo
mian C(8), otrzymujemy: F(8) = 87.969400+139.9862218+110.78082382 + 
46.11572183 oraz G(8) = 19.138130 + 1.7763098 + 0.10866282 . Układ zam
knięty można ocenić na podstawie charakterystyk danych na rys. 3.9. Warto 
też podkreślić względną niezależność nastaw regulatora od wartości okresu 
próbkowania~- O 

3.2.5 Sterowanie predykcyjne w czasie ciągłym: obiekty z 
opóźnieniem 

Wyniki wcześniej uzyskane w tym rozdziale znajdują zastosowanie przy roz
wiązywaniu zadania predykcyjnego sterowania obiektem, którego nominalny 
model zawiera transportowe opóźnienie w kanale sterowania U ---+ Y. Roz
waża się trzy podejścia: jedno ścisłe oraz dwa przybliżone. W podejściu 
ścisłym (DpCGPC) w torze regulatora przekształcającym sygnał podawany 
na obiekt (sterowanie) występuje człon opóźniający o nominalnym opóźnie
niu. Dzięki takiej złożonej strukturze regulatora można w sposób 'bezpo
średni' wykorzystać właściwości prototypowych układów CGPC ustalone dla 
obiektów bez opóźnienia, co znakomicie ułatwia analizę stabilności układu 
zamkniętego oraz czyni procedurę projektowania w pełni analityczną. Takie 
podejście można jednak stosować tylko do obiektów stabilnych, przy czym 
nie występują tu żadne ograniczenia na wielkość opóźnienia. W pierwszym 
z przybliżonych algorytmów projektowania (DsCGPC) przyjmujemy założe
nie, zgodnie z którym prognozowany przebieg przyszłego wyjścia obiektu 
wyznacza się dla zerowej wartości odpowiedniego korekcyjnego członu regu
latora. Dzięki temu osiąga się uproszczenie struktury tego regulatora oraz 
przestaje obowiązywać wymóg stabilności sterowanego obiektu. Podejście 

to jest jednak skuteczne tylko w przypadku obiektów o dostatecznie małym 
opóźnieniu. W drugim przybliżonym algorytmie predykcyjnym (DaCGPC) 
wykorzystuje się odpowiednio zmodyfikowany wymierny model sterowanego 
obiektu. W tym celu stosuje się aproksymację Pade członu opóźniającego, 
co prowadzi do regulatora o wymiernej postaci. 

Rozważmy obiekt opisany nominalnym modelem 

_ B(s) -Tos C(s) 
Y(s) - A(s) · e U(s) + A(s) · V(s), To 2:: O 
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w którym deg A(s) = NA, deg C(s) = NA - 1 oraz d = deg A(s) -
deg B ( s) > O. Niech ½~To ( s) = eTos½* ( s) , gdzie ½* ( s) oznacza transformatę 
Laplace'a przewidywalnego składnika i-tej pochodnej Yi(t) = diy(t)/dti, 
Vi ~ O, sygnału wyjścia tego obiektu. Mamy zatem Y;(s) = si• Y(s) = 

½*(s) + ½+(s), przy czym 

Y·*( ) = B(s) · Ei(s) _ -Tasu( ) + Fi(s) . Y( ) 
i s C(s) e s C(s) s 

oraz ½+(s) = Ei(s) · V(s). Wielomiany Ei(s) oraz Fi(s), Vi ~ O, uzysku
jemy w oparciu o pierwszą diofantyczną bazę zdefiniowaną dla zmiennej s. 
Postępując analogiczne jak w przypadku sterowania w czasie dyskretnym, w 
sygnale ½*(s) wyróżniamy dwa składniki: składnik 'obserwatorowy' 

y-(s) = Gi(s) . e- Tosu(s) + Fi(s) . Y(s) 
i C(s) C(s) 

oraz składnik 'predyktorowy' Y.4;;, (s) = Hi(s) • e-Tosu(s), przy czym po-
i,10 

trzebne wielomiany Gi(s) oraz Hi(s) wyznacza się w oparciu o pierwszą 
diofantyczną bazę. Mamy zatem 

* ( ) _ Gi(s) Fi(s) * + 
½,To s - C(s) . U(s) + C(s) . Yo,To(s) + ½ (s) 

gdzie 

Y,* (s) = eTosY(s) = B(s) . U(s) + C(s) . eTosv(s) 
O,To A(s) A(s) 

oraz ½+(s) = Hi(s) · U(s). Zakładając prosty sposób prognozowania przy
szłych zakłóceń ( eTos V ( s) ~ V ( s)), otrzymujemy realizowalne (przyczynowe) 
przybliżenie Y0~To ( s) wielkości Y0~To ( s) 

, * _ B(s) C(s) _ B(s) -Tas 
Y0 ,T0 (s) - A(s) · U(s) + A(s) · V(s) - Y(s) + A(s) · (1 - e ) · U(s). 

Na tej podstawie wyznaczamy następujące oszacowanie Ytr. (s) = ~~ (s) + 
' o ' o 

½+ ( s) wielkości ½r. ( s), przy czym , o 

y- (s) = [Gi(s) +_Fi(s) . B(s) . (l _ e-Tos)] . U(s) + Fi(s) . Y(s). 
i,To C(s) C(s) A(s) C(s) 

Rozważając kwadratową funkcję celu fi} e2 (t+To+T)dT+>. J:J} u 2 (t+T)dT, 
>. ~ O, której pierwszy składnik zdefiniowano dla odpowiednio odchylonego 
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argumentu stosownej funkcji błędu , otrzymujemy regułę predykcyjnego ste
rowania w układzie zamkniętym: U(s) = g(R(s) - Y(s)) - Mu(s) · U(s) -
M,;; ( s) · Y ( s), gdzie (Kowalczuk i Suchomski [241, 242]) 

_ G(s) ( p-(s)) B(s) -Tos 
Mu(s) - C(s) + g + C(s) · A(s) · (l - e ), 

zaś G(s) = L[:;o kiGi(s) oraz p-(s) = L[:;1 kiFi(s), przy czym deg G(s) = 
N A - 2 oraz deg p- ( s) = N A - 1. Wzmocnienie omawianego regulatora ma 
postać formy liniowej g = kTN fN , w której wektor kN E JRNy+l utworzono y y y 

z elementów pierwszego wiersza macierzy (HNT N T.0°'NNy (T1, T2)H Ny N,, + 
y, u ' y ' 

)...T,O,N,, (T3 T4))-1 HT T,O ,Ny (T1 T2) E JR(N,, +l)x(Ny+l) zaś współrzędne O,Nu > Ny,Nu O,Ny ' ' 
wektora fNy E JRNy +l są kolejnymi współczynnikami Markowa antycypa
cyjnego filtru. Podobnie jak w przypadku sterowania w czasie dyskret
nym, przyjęcie fNy = [ 1 O · · · O t oznacza, że rezygnujemy z anty
cypacyjnej filtracji, biorąc g = ko. W opisywanym algorytmie zwraca uwagę 
niewymierny składnik wejściowego filtru Mu(s) kompensujący wpływ opóź
nienia T0 . Podkreślenia wymaga także fakt, że wielomiany G ( s) oraz p - ( s) 
nie zależą od wartości tego opóźnienia i są wyznaczane w standardowy spo
sób. Obowiązuje teraz równość A(s) · G(s) + B(s) · F - (s) = C(s) · L- (s), 
gdzie L -(s ) = L[:;1 kiLi(s) oraz deg L-(s) = NA - 1. Kładąc g = ko , 
Ny= d +Nu,>..= O, T1 = O oraz T2 = T, zapewniamy, że gB(s) + L-(s) = 
L(s) oraz A(s) + L(s) = B(s) · Kd,N,,(s) , gdzie Kd,N,,(s) jest odpowied
nim prototypowym wielomianem zależnym tylko od parametrów d, Nu oraz 
dalszego horyzontu obserwacji T. Opisane postępowanie służy zatem za
pewnieniu nominalnej stabilności oraz nominalnej jakości. W podobny spo
sób, korzystając z drugiej diofantycznej bazy zdefiniowanej dla operatora s, 
uzyskujemy dogodną możliwość syntezy algorytmu predykcyjnej regulacji w 
przypadku obiektów, których modele zawierają wielomiany B(s) z niemi
nimalnofazowymi zerami. Wszystkie mechanizmy omówione w rozdziale 2., 
czyniące układ sterowania odpornym, także mogą tu być stosowane. 

U waga 3. 7 (Kowalczuk i Suchomski [241]). Stabilność sterowanego 
obiektu jest koniecznym warunkiem wewnętrznej stabilności rozważanego 
predykcyjnego układu sterowania, w którym realizuje się postulat pełnej 
kompensacji opóźnienia T0 > O obecnego w modelu obiektu (por. także dany 
dalej przykład 3.3). Jest to znany warunek obowiązujący dla układów ste
rowania o strukturze z wewnętrznym modelem obiektu (IMC) oraz układów 
opartych na schemacie predyktora Smitha (SP) (Braatz [42], Garcia i Morari 
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[127], Górecki [147], Morari i Zafiriou [297], Palmor [314], Smith [364]). Od
powiednie schematy takiej alternatywnej realizacji predykcyjnego algorytmu 
przedstawiono na rys. 3.10 oraz 3.11. Ponieważ wzmocnienie g oraz wielo
mian L - ( s) nie zależą od C ( s), zatem regulatory z budowane na schematach 
IMC oraz SP są strukturalnie uboższe w stosunku do podstawowego algo
rytmu predykcyjnego regulatora, którego postać stwarza dodatkowe możli
wości kształtowania pożądanych cech układu zamkniętego, w tym zwięk
szonej odporności oraz zdolności tłumienia wpływu zakłóceń (Kowalczuk i 
Suchomski [241, 242]). Badania odporności klasycznych układów regulacji 
o schematach IMC oraz SP opisano w (Hocken et al. [181], Laughlin et 
al. [261], Laughlin et al. [262], Romagnoli et al. [338], Wang i Skogestad 
[458]). Nowoczesne ujęcie szerszego zagadnienia odpornej stabilności ukła
dów dynamicznych liniowych stacjonarnych z opóźnieniami przedstawiono w 
(Busłowicz [51]). • 

u gA(s) 
------ 1------<1>---.i Obiekt 
A(s)+gB(s)+[(s) 

B(s) -Tas 
A(s) e 

w 

+ y 

Rys. 3.10. Układ sterowania predykcyjnego: struktura z wewnętrznym modelem 

gA(s) 

A(s)+L(s) 

(IMC). 

u 
,___ ......... _.., Obiekt 

w 

+ y 

+ 

Rys. 3.11. Układ sterowania predykcyjnego: struktura predyktora Smitha (SP). 

Rozważmy przybliżone metody syntezy predykcyjnego regulatora, w któ
rych nie obowiązuje założenie o stabilności sterowanego obiektu z opóźnie-
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niem. Podstawowym problemem jest teraz zapewnienie układowi zamknię
temu nominalnej stabilności ( w przypadku wyżej omówionej ścisłej metody 
stabilność wynika z właściwości odpowiedniego prototypowego wielomianu). 
Najprostsze ('sztywne', Ds-CGPC; Kowalczuk i Suchomski [241]) rozwiąza
nie sprowadza się do przyjęcia założenia, że Y.0* r. ( s) :::::: Y ( s), co wiedzie do , o 
formuły sterowania, w której Mu(s) = G(s)/C(s). Jest przeto oczywistym, 
że takie podejście można stosować tylko dla 'małych' opóźnień To. Tak 
uzyskany układ zamknięty z prostym wymiernym regulatorem odpowiednio 
niskiego rzędu charakteryzuje się jednak z reguły niską nominalną jakością 
oraz koniecznie wymaga dodatkowej korekcji zwiększającej odporność. W 
dalszych rozważaniach skupimy się zatem na podejściu, w którym wykorzys
tuje się pewne wymierne przybliżenia członu e-Tos w celu pozyskania zmody
fikowanego nominalnego modelu sterowanego obiektu. Model taki stanowi 
podstawę syntezy algorytmu regulatora predykcyjnego o odpowiednio pod
wyższonym rzędzie wejściowego wymiernego filtru. Taki sposób postępo
wania istotnie poprawia nominalną jakość sterowania, w ogólności także wy
maga jednak stosownej korekcji zwiększającej odporność. Konieczność takiej 
korekcji trudno wszakże traktować jako wadę algorytmu, gdyż w praktycz
nych warunkach sterowania obiektem o niepewnym modelu korekcyjne mech
anizmy (Q-parametry) zawsze powinny być używane. Chętnie stosowanym 
wymiernym przybliżeniem członu opóźniającego e-Tos są funkcje Pade Pm,n 
(s, To) = Nm(s, To)/ Dn(s, To), w których Nm(s, To) oraz Dn(s, To) oznaczają 
wielomiany stopnia odpowiednio m oraz n, dobrane w taki sposób, aby 
e-Tos_pm,n(s,To) = O(sm+n+l). Najczęściej korzysta się z 'symetrycznych' 
funkcji Pade, dla których m = n (Baker [17], Baker et al. [18]). Rozważając 
zmodyfikowany model nominalny 

Y(s) = B(s) · Nn(s, To) . U(s) + C(s) · Dn(s, To) . V(s) 
A(s) · Dn(s, To) A(s) · Dn(s, To) 

w którym opis toru zakłóceń nie uległ zmianie, otrzymujemy odpowiedni 
wymierny algorytm sterowania (Da-CGPC; Kowalczuk i Suchomski [241]): 

G(s) 
Mu(s) = C(s) · Dn(s, To)' 

przy czym <leg G(s) =NA+ n - 2, zaś <leg F-(s) = NA - l. 
Na zakończenie zbadajmy promień zbieżności szeregu Laurenta funk

cji Pade Pn,n(s, To). Niech P~ = {a E (C : Dn(a, 1) = O} oraz CTn,max = 
arg maxaE'P~ lal. Dla To,min(n) = lan,maxl wyznaczamy kres dolny zbioru 
wartości opóźnień To, dla których bieguny funkcji Pn,n ( s, To) leżą we wnętrzu 
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jednostkowego okręgu. Jak łatwo pokazać, To,rnin(l) = 2 oraz To,min(2) = 

2\/'3. Wartości To,rnin(n) dla n ::; 5 zilustrowano na rys. 3.12 . Tak zdefi
niowana wielkość To,rnin(n) jest dolnym kresem zbioru wartości opóźnień , 

dla których odpowiednie funkcje aproksymujące charakteryzują się pożą

danymi numerycznymi cechami (por. podrozdział 2.2). Mamy tu zatem 
do czynienia z sytuacją, w której dążąc do zapewnienia projektowanemu 
układowi wysokiej nominalnej jakości, co zamierzamy osiągnąć przez zwięk
szanie rzędu aproksymującej funkcji Pn,n(s, To), możemy napotkać ogranicze
nie wynikające z właściwości parametrów Markowa takiej funkcji. Prosty 
rekurencyjny algorytm wyznaczania parametrów Markowa symetrycznych 
funkcji Pade przedstawiono w (Kowalczuk i Suchomski [242]). 

10 
Ta min (n) 

8 

6 

4 

2 

o n 

1 2 3 4 5 

Rys. 3.12. Promienie zbieżności szeregów Laurenta funkcji Pade Pn,n(s, T0 ). 

Przykład 3.3 (synteza ciągłego regulatora predykcyjnego (II); Kowalczuk 
i Suchomski [241]). Na rys. 3.13 pokazano schemat badanego układu zam
kniętego z całkowaniem pozycyjnego uchybu regulacji. Zakładamy, że tor 
sterowania obiektu opisany jest formułą A(s) • Y(s) = B(s)e-Tos • U(s), przy 
czym deg A(s) = NA. 

Przyjęcie następującego nominalnego modelu pomocniczego obiektu 

B(s) • e-Tos C(s) 
Y(s) = 3 . A(s) · U(s) + 3 . A(s) · V(s), deg C(s) = NA 

umożliwia łatwe wykorzystanie uprzednio opracowanych algorytmów predyk-
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--~-- Obiekt 
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Rys. 3.13. Przykład 3.3. Schemat układu z całkowaniem uchybu regulacji . 

cyjnego sterowania. Na tej podstawie otrzymujemy: 

_ G(s) ( p-(s)) B(s) -Tas 
Mu(s) - C(s) + g + C(s) · s · A(s) · (l - e ), 

- p' - (s) 
MY (s) = C(s) 

przy czym deg G(s) = NA - l oraz p-(s) = s · p'-(s) , gdzie deg p'-(s) = 
NA - l. Niech A(s) = (1 + s)(3 + s) oraz B(s) = 1 - s , zaś C(s) = 
(1 + as )2 , gdzie a > O jest swobodnym parametrem. Nastawy predykcyj
nego regulatora dobrano na podstawie markowowskiego przybliżenia h(T) 
początkowego fragmentu nieopóźnionej skokowej odpowiedzi (rys. 3.14) po
mocniczego członu dynamicznego opisanego funkcją przenoszenia B ( s) / ( s · 
A(s)) (zob. Kowalczuk et al. [234]) . Tak postępując, wyznaczono Nu= l, 
Ny = 45 , T1 = 1.876 s oraz T2 = 5.319 s, co przy .:\ = O oraz jedno
biegunowym antycypacyjnym filtrze 1/(1 + 0.75s) prowadzi do predykcyj
nego regulatora o wzmocnieniu g = 3.8286. Zwraca uwagę względnie duża 
wartość rzędu predykcji wyjścia Ny niezbędna przy stosowaniu nieanalitycz
nej metody strojenia regulatora - co wynika z faktu, że wielomian A(s) 
ma pierwiastek p = -3 < -1, a zatem IPI > 1. Podkreślamy, że opisany 
fragment projektu nie zależy od wartości opóźnienia To. Na rys. 3.15 poka
zano skokowe odpowiedzi zamkniętych układów regulacji dla różnych war
tości tego parametru modelu obiektu. W (Kowalczuk i Suchomski [241, 242]) 
przedstawiono szczegółową analizę właściwości rozważanych układów stero
wania predykcyjnego. Badania dotyczyły także wpływu parametru a wie
lomianu C ( s) na wybrane właściwości układu zamkniętego, w tym na jego 
odporność (zob. także Freudenberg i Looze [118]). 
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Rys . 3.14. Przykład 3.3. Ilustracja numerycznej metody strojenia predykcyjnego 
regulatora. 
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Rys. 3.15. Przykład 3.3. Odpowiedzi skokowe nominalnych układów sterowania 

predykcyjnego: a) To = l s, b) To = 2 s. 



Zakończenie 

Praca dotyczyła problemów syntezy algorytmów odpornego sterowania w 
czasie dyskretnym. Próbując wskazać najważniejsze przyczynki, które zda
niem autora wnosi niniejsza praca, należałoby - konsekwentnie wiążąc poniż
sze sformułowania z przyjętym sposobem modelowania sterowanych obiektów 
opartym na operatorze ó - wymienić co następuje. 

(1) Opracowano analityczne formuły nastawiania korektorów Youli-Kućery 
o niskim rzędzie, służące zapewnieniu odpornej stabilności oraz odpor
nego zachowania się nominalnie stabilnych układów sterowania wy
znaczonych zgodnie z metodą rozmieszczania biegunów oraz układów 
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych 
równań niezbędnych przy rozwiązywaniu zadań syntezy algorytmów 
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunów. 

(2) Podano oszacowanie wstecznego oraz względnego błędu rozwiązania 
problemu rozmieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych za
burzeń liniowego zadania wynikającego z odpowiednich równań diofan
tycznych. 

( 3) Przedstawiono numerycznie stabilną metodę oceny stopnia najwięk
szego wspólnego dzielnika wielomianów dyskretnego modelu sterowa
nego obiektu. 

(4) Opracowano metodę strojenia algorytmów predykcyjnego sterowania, 
mającą postać analitycznych formuł wywiedzionych z właściwości od
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianów . 

( 5) Badając wrażliwość rozwiązań dyskretnych równań Riccatiego oraz dys
kretnych równań Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych 
pęków, wykazano, że w przypadku nieosobliwych zadań przy dostatecz
nie małej wartości okresu próbkowania równania przyporządkowane 
standardowemu operatorowi przesunięcia q charakteryzują się istotnie 

245 
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do równań wynikających z za
stosowania operatora 8. Ujawniono także istnienie klasy osobliwych 
zadań, dla których taka przewaga modeli związanych z operatorem 8 
nie występuje. 

( 6) Dla typowych struktur algorytmów optymalnego sterowania pokazano 
w jaki sposób, wykorzystując odpowiednio zdefiniowane równania La
punowa, wyznaczyć zakres niestrukturalizowalnych zaburzeń nominal
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze względu na sta
bilność układu zamkniętego . 

( 7) Zbadano właściwości ]-bezstratnych stabilizujących koniugatorów. 

( 8) Sformułowano konieczne i wystarczające warunki istnienia różnych ]
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym także 
uogólnionych ]-bezstratnych faktoryzacji macierzy, które mają zera 
należące do 8'Dt:,.. Szczegółowo przeanalizowano właściwości czynników 
takich faktoryzacji. 

( 9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych 
algorytmów sterowania, które uzyskuje się, biorąc pod uwagę zalecenia 
wynikające z teorii przestrzeni 1{00 . Podano wystarczające warunki 
istnienia wymiernych rozwiązań o ściśle właściwej postaci, a także 

zwrócono uwagę na ograniczony zakres ich stosowalności. 

(1 O) Omówiono szereg algorytmów odpornego sterowania oraz estymacji 
stanu, w tym ogólną postać algorytmu wyprowadzonego z metody roz
mieszczania biegunów. 

Rozdział 6., poświęcony problemom syntezy liniowych układów optymal
nych ze względu na normę 1{00 , stanowi merytorycznie najistotniejszą część 
pracy. Łatwo wszakże zauważyć, że motyw kształtowania charakterystyk 
układów dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania 
formułowane z wykorzystaniem normy 1{00 wielokrotnie pojawiał się także 
w innych miejscach tej pracy. 

Problemy oraz zadania tu podjęte nie wypełniają całości obszaru zasługu
jącego na penetrację. Jeden z rozpoczętych i interesujących wątków wiąże 
się z pytaniem o możliwość zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu 
syntezy regulatora według normy 1{00 na podstawie rozszerzonego modelu 
daneg~ obiektu. Okazuje się, że w przypadku takich modeli, badając ko
nieczne i wystarczające warunki istnienia odpowiednich ]-bezstratnych fak
toryzacji, a także definiując dodatkowe strukturalne wymagania nakładane 
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji , po raz kolejny przekonujemy 
się o korzyściach, jakie daje reprezentacja rozważanych równań Riccatiego 
w postaci stosownych macierzowych pęków (Suchomski [412]) . Inny prob
lem, o którym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozważań, doty
czy algorytmów syntezy odpornych adaptacyjnych układów sterowania z 
Q-parametrami zmieniającymi się w czasie (Suchomski [411]). 

Na zakończenie warto jeszcze wymienić dwa tematy, które będąc rozwinię
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowią o aktualnych fas
cynacjach jej autora. Są to problemy syntezy numerycznie odpornych al
gorytmów sterowania nieliniowymi obiektami o nieskończeniewymiarowych 
modelach oraz zagadnienia związane z adekwatnym modelowaniem w czasie 
dyskretnym niepewności charakterystyk obiektów opisanych różniczkowymi 
inkluzjami. 
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Sterowanie odporne polega na zapewnieniu układowi sterowania 
wymaganej stabilności oraz jakości w warunkach występowania 
niepewności w modelu sterowanego obiektu dynamicznego. Przedmiotem 
pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych algorytmów odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym obiektami czasu ciągłego. Skupiono się 
na algorytmach wynikających z metod przestrzeni H00 • Wskazano na 
znaczenie analizy uwarunkowania zadania syntezy ( optymalizacji) 
sterowania oraz na rolę oceny numerycznych błędów proponowanych 
algorytmów. Omówiono sposoby polepszania uwarunkowania poprzez 
zastosowanie modelowania opartego na operatorze delta. 

W pracy wykazano przydatność łańcuchowych macierzy 
rozproszenia modelowanego obiektu, udowodniono szereg twierdzeń 
odnoszących się do J -bezstratnych faktoryzacji takich macierzy, a także 
omówiono strukturę algorytmów sterowania optymalnych ze względu na 
normę H00 • 

Teoretyczne rozważania zilustrowano numerycznymi przykładami 
dotyczącymi zadań odpornego sterowania oraz estymacji stanu. Przykłady 
te obejmują między innymi: metodę rozmieszczania biegunów, sterowanie 
predykcyjne, a także sterowanie optymalne ze względu na kwadratowy 
wskaźnik jakości oraz ze względu na normę H00 • 
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