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Wprowadzenie 

Przedmiotem niniejszej pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych 
algorytmów odpornego sterowania w czasie dyskretnym. Zakłada się, że 

poszukiwane rozwiązania (parametry algorytmów o założonej strukturze, 
nastawy regulatorów) uzyskuje się, stosując komputer w celu wykonania od
powiednich obliczeń wymaganych przez daną metodę syntezy. Jakość takich 
rozwiązań zależy od trzech podstawowych czynników: 

( 1) właściwości realizowanej arytmetyki (numerycznej precyzji oraz zakresu 
reprezentowanych liczb), 

(2) uwarunkowania problemu syntezy (wrażliwości rozwiązania na zmiany 
wejściowych danych), 

( 3) właściwości algorytmu użytego do rozwiązywania postawionego zadania 
(numerycznej stabilności metody pozyskiwania rozwiązań). 

Wymaga podkreślenia, że w rzetelnej analizie cech danego konkretnego spo
sobu dochodzenia do pożądanych rozwiązań, nie można zaniedbać żadnego 
z wyżej wymienionych aspektów. Przykładowo, nawet numerycznie stabilna 
metoda obliczeniowa implementowana w 'silnej' arytmetyce może, w przy
padku źle uwarunkowanego zadania, prowadzić do wyników nieakceptowal
nych ze względu na zakładany cel sterowania. 

Współcześnie obserwuje się intensywne dążenie do zapewnienia metodom 
syntezy algorytmów sterowania odpowiednio wysokiej numerycznej jakości. 
Zabieganie o wymieniony walor dostępnych narzędzi projektowania systemów 
automatycznego sterowania procesami jest głęboko uzasadnione rolą odgry
waną przez takie systemy we wszystkich dziedzinach techniki. Znaczenie 
jakie uzyskała omawiana tendencja rozwoju metod projektowania przejawia 
się w: ( i) randze licznych publikacji poświęconych tej tematyce (Datta [78], 
Higham et al. [180], Mehrmann i Xu [288], Patel et al. [319], Petkov et al. 
[323], Van Dooren [447], Van Huffel et al. [448], Varga [451]), (ii) powodzeniu 
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8 WPROWADZENIE 

oraz żywotności inicjatyw służących promowaniu stosownego oprogramowa
nia - zob. specjalizowane przyborniki pakietu MATLAB, projekt NICONET 
oraz biblioteka SLICOT (Math Works [283], Van Dooren [447], Van Huffel et 
al. [448], http://www.win .tue.nl/ niconet/niconet.html; por. także biblioteka 
NETLIB, http://www.netlib.org/ master_ counts2.html, Elmroth et al. [103]). 

W niniejszej pracy skupiono się na wybranych algorytmach odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym, wywiedzionych głównie z metod przestrzeni 
1{00 . Akcentując potrzebę i znaczenie analizy błędów oraz uwarunkowa
nia proponowanych metod syntezy algorytmów sterowania, wskazuje się na 
sposoby polepszania takiego uwarunkowania. W szczególności, dowodzi się, 
że cel ten w wielu przypadkach można osiągnąć przez zastosowanie modelo
wania sterowanych obiektów opartego na operatorze delta ( J). 

Merytoryczną treść pracy ujęto w sześciu rozdziałach oraz dodatku. 

Wstępny rozdział 1. dotyczy modeli z czasem dyskretnym - w tym 
głównie modeli związanych z operatorem J. Podano tu podstawowe definicje 
oraz pojęcia wykorzystywane w dalszych rozdziałach. 

Rozdział 2. poświęcono problemom syntezy dyskretnych algorytmów ste
rowania, w których stosuje się metodę rozmieszczania (pozycjonowania) bie
gunów odpowiedniej funkcji przenoszenia układu zamkniętego. To klasyczne 
zadanie rozwiązuje się, rozważając niezbędne równania diofantyczne zdefi
niowane dla operatora J. Zbadano właściwości dwóch rodzin par takich 
równań, przyporządkowanych odpowiednio tylko minimalnofazowym oraz 
minimalnofazowym i nieminimalnofazowym nominalnym modelom sterowa
nych obiektów. Pokazano w jaki sposób, modyfikując znaną metodę Youli
Kucery, zapewnić danemu układowi odporną stabilność oraz odporną jakość 
przy założeniu typowych charakterystyk niepewności nominalnego modelu 
obiektu. Podano oszacowanie względnego błędu rozwiązania zadania roz
mieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych zaburzeń danych tego 
zadania. Rozważono trudności, które pojawiają się przy rozwiązywaniu rów
nań diofantycznych sformułowanych dla nieminimalnych nominalnych modeli 
sterowanych obiektów. Przedstawiono także stosowne numerycznie stabilne 
algorytmy upraszczania takich modeli. 

Rozdział 3. poświęcono algorytmom sterowania predykcyjnego w oparciu 
o prognozę sterowanego procesu uzyskiwaną na podstawie odpowiedniego 
modelu tego procesu. Podano analityczne formuły opisujące rodziny cha
rakterystycznych wielomianów tak ukształtowanych optymalnych układów 
zamkniętych. Omówiono metody parametryzacji takich prototypowych wie
lomianów przy wykorzystaniu standardowych nastaw regulatorów predykcyj-
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nych. Parametryzacja, o której mowa, służy dążeniu do zapewnienia projek
towanym układom sterowania założonych cech - a więc wymaganego zapasu 
stabilności oraz pożądanego charakteru procesów przejściowych . Rozważania 

tego rozdziału , dotycząc przede wszystkim reguł sterowania w czasie dyskret
nym, obejmują także analizę asymptotycznych cech układów zamkniętych 
odpowiadających predykcyjnemu sterowaniu na podstawie modeli w czasie 
ciągłym. 

Tematem rozdziału 4. są właściwości równań Riccatiego oraz Lapunowa 
zdefiniowanych dla modeli związanych z operatorem 8. Sformułowano tu 
lematy dotyczące stabilizujących rozwiązań równań Riccatiego, a także omó
wiono cechy uogólnionych macierzy Hamiltona skojarzonych z takimi rów
naniami . Rozważając wrażliwość dyskretnych równań Riccatiego oraz La
punowa na zaburzenia elementów macierzowych pęków definiujących takie 
równania, pokazano, że przy dostatecznie małym okresie próbkowania roz
wiązania równań przyporządkowanych standardowemu operatorowi przesu
nięcia charakteryzują się znacznie gorszym uwarunkowaniem, a więc i mniej
szą odpornością na wpływ zaburzeń, w zestawieniu z odpowiednimi równa
niami wywiedzionymi dla operatora 8. Pokazano też w jaki sposób, korzys
tając z rozwiązań pewnych pomocniczych równań Lapunowa, ocenić zakres 
niestrukturalizowalnych zaburzeń nominalnego modelu sterowanego obiektu, 
dopuszczalnych ze względu na stabilność układu zamkniętego. 

W rozdziale 5. postawiono problem syntezy układu zamkniętego, w któ
rym uogólniony obiekt dynamiczny jest reprezentowany przez swoje odpo
wiednio zdefiniowane modele w czasie dyskretnym, to znaczy standardową 
macierz rozproszenia oraz łańcuchowe macierze rozproszenia. W następnej 
kolejności wprowadzono cechę tak zwanej J-bezstratności operatora opisu
jącego dany obiekt, co stanowi podstawę definicji stosownych ]-bezstratnych 
faktoryzacji wymienionych modeli. Badano właściwości ]-bezstratnych sta
bilizujących koniugatorów, a także dokonano pewnego uogólnienia definicji 
łańcuchowych macierzy rozproszenia. 

Rozdział 6., ostatni i najobszerniejszy rozdział pracy, poświęcono proble
mom syntezy dyskretnych układów sterowania oraz estymacji optymalnych 
ze względu na normę 1{00 . Rozważano standardowe zadania formułowane 
dla różnych modeli (macierzy) rozproszenia danego uogólnionego obiektu, 
koncentrując się przede wszystkim na zadaniach dotyczących łańcuchowych 
macierzy rozproszenia. Podstawę rozwiązania omawianych zadań stanowią 
odpowiednie ]-bezstratne faktoryzacje tych macierzy. Liczne twierdzenia 
sformułowane w tym rozdziale odnoszą się do problemu istnienia oraz właś
ciwości rozwiązań dwóch 'sprzężonych' dyskretnych równań Riccatiego po
danych w postaci stosownej dla operatora ó. W przypadku, w którym model 
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obiektu nie ma zer należących do brzegu obszaru wyznaczonego definicją sta
bilności liniowych systemów modelowanych za pomocą operatora ó, poszuki
wane są stabilizujące rozwiązania odpowiednich równań Riccatiego. Gdy 
model obiektu ma takie zera, interesują nas także rozwiązania niestabi
lizujące stosownych równań Riccatiego. W omawianym rozdziale dokonano 
także analizy podstawowych strukturalnych cech tak uzyskiwanych optymal
nych regulatorów oraz estymatorów. Wskazano wreszcie na pewien typ os
obliwych problemów, które - pomimo stosowania reguł modelowania odwołu
jącego się do operatora ó - mogą charakteryzować się złym numerycznym 
uwarunkowaniem. 

W dodatku A zebrano podstawowe informacje dotyczące uwarunkowa
nia, oceny względnych błędów, numerycznej stabilności, a także wstecznych 
błędów rozwiązań nieosobliwych zadań liniowych oraz nieosobliwych linio
wych zadań najmniejszych kwadratów. Dodatek B zawiera spis oznaczeń. 

Wszystkie istotne wyniki uzyskane w niniejszej pracy mają analityczne 
ugruntowanie. Prezentacja materiału zasadza się na układzie twierdzeń, 

lematów oraz uwag, czyli podziale odwzorowującym merytoryczną ważkość 
odpowiednich sformułowań. Integralną część pracy stanowią numeryczne 
przykłady, ilustrujące uprzednie teoretyczne wywody. Nie wszystkie twier
dzenia oraz lematy są wszakże dowodzone z jednakową szczegółowością. W 
każdym przypadku podano jednak źródło danej tezy, co umożliwia Czytel
nikowi śledzenie wkładu autora niniejszej pracy w rozwój referowanej tema
tyki. 

W pracy umieszczono szereg nowych i nigdzie nie publikowanych ele
mentów. Dotyczy to przede wszystkim: algorytmu wyznaczania minimal
nego modelu sterowanego obiektu, zagadnień numerycznego uwarunkowania 
zadania rozmieszczania biegunów, własności oraz syntezy J - bezstratnych 
stabilizujących koniugatorów oraz własności rozszerzonych modeli obiektów 
opisanych łańcuchowymi macierzami rozproszenia. 



Rozdział 4 

Dyskretne równania Riccatiego 
oraz Lapunowa 

Rozdział ten poświęcono badaniu właściwości dyskretnych równań Riccat
iego oraz Lapunowa sformułowanych w dziedzinie operatora ó. Ciągłe i 
dyskretne (ą) równania Riccatiego oraz Lapunowa odgrywają istotną role 
w nowoczesnej teorii sterowania (Datta [78], Fairman [108], Rodeł [182], 
Lancaster i Rodman [256], Laub et al. [260], Petkov et al. [323], Zhou et al. 
[487]), w tym także w metodach syntezy układów optymalnych ze względu 
na wymagania wyrażone za pomocą normy H.00 . 

Zdefiniowano odpowiadające operatorowi ó typy dyskretnych równań Ric
catiego oraz Lapunowa. Dla każdego takiego typu wyróżniono dwa sposoby 
parametryzacji macierzowych pęków skojarzonych z danym równaniem, pro
wadzące do odmiennego skalowania rozwiązań tych równań. Podano lematy 
dotyczące stabilizujących rozwiązań równań Riccatiego, a także omówiono 
właściwości uogólnionych macierzy Hamiltona przyporządkowanych równa
niom Riccatiego w dziedzinie operatora ó. 

Najważniejszym fragmentem niniejszego rozdziału są rozważania obej
mujące zagadnienia związane z wrażliwością dyskretnych równań Riccat
iego oraz Lapunowa na zaburzenia elementów odpowiednich macierzowych 
pęków. Sformułowano szereg lematów, w których pokazano, że w typowych 
nieosobliwych przypadkach przy dostatecznie małym okresie próbkowania 
równania przyporządkowane standardowemu operatorowi przesunięcia q cha
rakteryzują się istotnie gorszym uwarunkowaniem - a zatem większą wrażli
wością na wpływ takich zaburzeń wejściowych danych - w porównaniu z ana
logicznymi równaniami sformułowanymi dla operatora ó. Studium wrażli
wości równań Riccatiego oraz Lapunowa oparto na standardowym i dobrze 
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ugruntowanym rachunku perturbacyjnym (Kato [214], Suchomski [397, 403, 
408]). Inną ciekawą możliwość takiej analizy uzyskalibyśmy, rozwijając teorię 
zaburzeń liniowych macierzowych nierówności skojarzonych z rozważanymi 
równaniami Riccatiego (Linear Matrix Inequality, LMI; Boyd et al. [41], 
Hung i Chu [188], Stoorvogel i Saberi [387]) . 

Na przykładzie modyfikacji algorytmu Bartelsa- Stewarta rozwiązywania 
dyskretnych równań Lapunowa oraz na przykładzie właściwości rozwiązań 
takich równań dla par macierzy o kanonicznej sterowalnej postaci pokazano, 
że stosowne rachunkowe procedury, a także uzyskiwane rozwiązania , w przy
padku modeli odwołujących się do operatora J mogą mieć 'strukturę' bardziej 
złożoną w zestawieniu z ich ciągłymi lub standardowymi dyskretnymi (q) 
odpowiednikami. Wskazano także na możliwość zastosowania odpowied
nio zdefiniowanych równań Lapunowa do oceny zakresu niestrukturalizowal
nych zaburzeń nominalnego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze 
względu na stabilność układu zamkniętego. 

Materiał tu omówiony wykorzystamy w kolejnych rozdziałach, poświę
conych optymalizacji układów sterowania i estymacji ze względu na normę 
1-ioo. 

Teoretyczne rozważania mmeJszego rozdziału zilustrowano dwoma nu
merycznymi przykładami . Pierwszy z nich dotyczy uwarunkowania zadania 
wyznaczania gramianów sterowalności oraz obserwowalności danego dyskret
nego modelu. W drugim przykładzie pokazano w jaki sposób ocenić zapas 
stabilności układu sterowania optymalizowanego w oparciu o kwadratowe 
kryteria jakości ( L Q G) . 

4.1 Wrażliwość równań Riccatiego 

Dane jest dyskretne równanie Riccatiego (DARE) 

Pf XąPą -Xą 
-(P{ XąQą + Są)(Tą + Qf XąQą)- 1 (Qf XąPą + Sf) + Rą = Onxn 

(4.1) 

z niewiadomą X E IRnxn przy czym P R = RT E ]Rnxn Q S E ]Rnxm 
ą ' ą, ą ą ' ą, ą 

oraz Tą = T{ E IRmxm. Zakładając, że Pą = In + b..P, gdzie P E IRnxn, 
rozpatrzymy dwa zbiory uporządkowanych czwórek (Qą, Rą, Są, Tą): 

(Rl) (b.. · Q, R, S, T) 

(R2) (Q, b..2 · R, b.. · S, T) 
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w których R = RT E llł.nxn, Q, S E llł.nxm oraz T = TT E llł.mxm oz
naczają macierze o odpowiednich wymiarach (Suchomski [404 , 409]). W obu 
przypadkach otrzymujemy dyskretne równanie Riccatiego ( <5ARE) 

pTx +XP+ t:::.PTXP- ((In+ t:::.PT)XQ + S) 
x(T + f:::.QTXQ)- 1 (QTX(In + f:::.P) +ST)+ R = 0nxn 

gdzie X E llł.nxn, przy czym obowiązuje następujące skalowanie: 

(R1) X=f:::.•Xą 

(R2) X= t:::.- 1 -Xą. 

(4.2) 

Należy w tym miejscu podkreślić, że X = X(t:::.) oraz Xą = Xą(t:::.), odpo
wiednio. Jak pokażemy w rozdziale 6., przyjęta parametryzacja R1 oraz R2 
równań Riccatiego jest podporządkowana podstawowym zadaniom ( etapom) 
syntezy liniowych układów optymalnych w sensie normy 1{00 . 

Niech (U, W) oznacza parę następująco ustrukturalizowanych rzeczy
wistych macierzy związanych z równaniem Riccatiego ( 4.2) (Suchomski [404, 
409]) 

( [ 
P Onxn Q l [ In 

(U, W) = -R _pT -S , 0n xn 
sT QT T 0mxn 

Onxm l) 0nxm • 
0mxm 

(4.3) 
Pęk U - >.W o wymiarach (2n + m) x (2n + m) nazywamy rozszerzonym 
macierzowym pękiem. Nieosobliwy pęk U - >.W ma pełny normalny rząd: 
normrank (U - >-W) = 2n + m. Nieosobliwy pęk U - >.W z regularną 
macierzą P nazywamy pękiem regularnym, gdy -t:::.- 1 (/:. >.(U, W). 

Lemat 4.1 ( o nieregularnym rozszerzonym pęku; Suchomski [408]). Niech 
U - >-W będzie rozszerzonym pękiem. -t:::.-1 E >.(U, W) wtedy i tylko wtedy, 
gdy -t:::.- 1 E >.(U, W), gdzie 

(U, W) = ( [ ~ Q ] , [ In On xm ] ) . O 
S T 0m xn 0m xm 

Czwórkę macierzy (P, Q, sr, T) interpretować można jako realizację pew
nego pomocniczego kwadratowego ( m x m) systemu G ( (). Poniższy lemat 
charakteryzuje widmo >.(U, W) w oparciu o właściwości tego systemu. 
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Lemat 4.2 ( o wystarczających warunkach nieregularności rozszerzonego 
pęku; Suchomski [408]). Dla rozszerzonego pęku U - >. W mamy - ~ -l E 
>-(U, W), gdy spełniony jest jeden z warunków: 

( i) P jest macierzą regularną oraz -~ -l jest blokującym zerem funkcji · 
G((), 

( ii) P jest macierzą regularną oraz funkcja G(() nie ma pełnego normalnego 
rzędu, 

( iii) P jest macierzą regularną, G(() ma pełny normalny rząd oraz -~ - l 

jest transmisyjnym zerem tej funkcji, 

( iv) T jest macierzą nieosobliwą oraz P - QT-1 ST jest macierzą nieregu
larną, 

( v) pęk U - >. W nie ma pełnego normalnego rzędu, 

( vi) pęk U - >.W ma pełny normalny rząd oraz-~ -l jest niezmienniczym 
zerem realizacji ( P, Q, ST, T). D 

Uwaga 4.1 (Suchomski). Pęk U - >-W o regularnej macierzy P może 
nie być być pękiem regularnym. Niezmiennicze zero -~ -l rozważanej rea
lizacji (P, Q, sr, T) może być wartością własną macierzy P. Można także 
wskazać nietrywialne przypadki , w których -~ -l E >.(P - QT- 1ST) oraz 
-~ -l E .\(P). 

Załóżmy teraz, że pęk U - >.W ma pełny normalny rząd. Liczba -~ -l 
jest niezmienniczym zerem realizacji (P, Q, sr, T) wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieje niezerowy wektor x E IR.n oraz wektor v E IR.m, dla których 
(U+ ~-1W) [xT vT V= On+m· Ponadto, gdy v = Om, wtedy -~-l jest 
nieobserwowalną (ze względu na parę (P, ST)) wartością własną macierzy 
P. • 

Niech X_(U, W) oznacza stabilną niezmienniczą podprzestrzeń rozsze
rzonego pęku U - >.W, przy czym n_= dim(X_(U, W))~ n. Przyjmijmy, 
że kolumny macierzy [ xr x:r xr V E ]R(n+n+m)xn_ stanowią bazę tej 
podprzestrzeni. A zatem: X_(U, W) = Im [ xr x:r xr V oraz 

u [ xT xr xT ] T - w [ xT xT xT ] TA 1 2 3 - 1 2 3 

gdzie AE IR.n- xn_ jest stabilną macierzą, >.(A) C Dt:,.. Dziedziną dom(óRic) 
operatora óRic : JR(2n+m)x(2n+m) X JR(2n+m)x(2n+m) ---+ IR.nxn jest zbiór 
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złożony z tych wszystkich par (U, W), dla których n_ = n oraz X 1 E !Rnxn 

jest macierzą nieosobliwą. Następujący lemat, sprowadzający rozwiązywanie 
równania ( 4.2) do stosownego uogólnionego problemu własnego, jest odpo
wiednikiem w dziedzinie operatora ó wyniku znanego z teorii równań Riccat
iego (Arnold i Laub [10], Datta [78], Lancaster i Rodman [256], Laub [259], 
Van Dooren [444]). 

Lemat 4.3 ( o dyskretnym równaniu Riccatiego (I); Suchomski [404, 408]). 
Niech (U, W) E dom(óRic) oraz X= X2X11 E !Rnxn. Wówczas: 

( i) X = óRic(U, W) jest jednoznacznie wyznaczoną symetryczną macierzą; 

(ii) T + 6,.QT X Q jest macierzą nieosobliwą oraz X spełnia równanie óARE 
dane wzorem (4-2); 

(iii) G0 = X1AX11 = P + QF0 jest macierzą stabilną, >-(G0) C Dt:,., gdzie 

Analizę zaburzeń rozwiązań ciągłych oraz dyskretnych ( q) równań Ric
catiego znajdziemy w (Datta [78], Gahinet i Laub [123], Ghavimi i Laub 
[135], Kenney i Hewer [216], Konstantinov et al. [231], Sun [422]). Relacje 
miedzy ciągłymi a dyskretnymi równaniami Riccatiego badano w (Mehrmann 
[285], Ran i Vreugdenhill [331], Salgado et al. [351]; zob. także Hung i Chu 
[188]). 

Niech (U, W) E dom(óRic). Przyjmijmy, że macierze P, Q, R, S oraz 
T związane z parą (U, W) podlegają addytywnym zaburzeniom sP, dj, 
sR, sS oraz sf', odpowiednio. Zakłada się przy tym, że R oraz T są 
macierzami symetrycznymi, a ponadto c ER Pochodną odwzorowania X= 
óRic(U, W) w punkcie (P, Q, R, S, T) w kierunku (P, Q, R, S, T) oznaczamy 
jako 'iv\X(P,Q,R, S,TIP,Q,R,S,T). Taką pochodną, będącą obrazem 
(P, Q, R, S, T) w liniowym i ciągłym odwzorowaniu wyznaczonym pochodną 
Frecheta 'v X(P, Q, R, S, T), można zatem traktować jako odpowiednią róż
niczkę Frecheta. Niech 

ll'vX(P,Q,R,S,T)II = 

li V ,:X ( IIP, Q, R, S, fi P, Q, R, s, T) IIR 
li (P, Q, R, s, T) IID sup 

li (F,Q,R,S,T) IID #0 
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gdzie 11 · IID oraz 11 · IIR oznaczają normy w dziedzinie oraz przeciwdziedzinie 
tego odwzorowania. Przyjmując odpowiednio ważoną normę Frobeniusa oraz 
normę Frobeniusa, mamy 

llv'X(P,Q,R,S,T)II = 

sup 
ll<P,Q,R,S,T)IIF#O 

IIVCX ( IIPIIFP, IIQIIFQ, IIRIIFR, IISIIFS, IITIJFfl P, Q, R, s, T) IIF 
li(P, Q,R, S, T)IIF 

Powyższa norma charakteryzuje wrażliwość rozwiązania X równania Riccat
iego (4.2) na wpływ 'małych' zaburzeń macierzy tego równania. Zaburzone 
rozwiązanie ma postać 

X= X+ cv'cX(IJPllvP, IIQIIFQ, IIRllvR, IISIIFS, IITIIFTIP, Q, R, S, T). 

Na tej podstawie definiujemy wskaźnik uwarunkowania tego równania (Su
chomski [404, 408]) 

(p Q R s T) = llv'X(P,Q,R,S,T)II IIXIIF ---,l o. 
K, ' ' ' ' IIXIIF , T 

Odpowiedni wskaźnik uwarunkowania równania Riccatiego ( 4.1) definiuje się 
w analogiczny sposób, otrzymując "'ą(Pą, Qą, Rą, Są, Tą). 

Lemat 4.4 ( o uwarunkowaniu dyskretnego równania Riccatiego (I); Su
chomski [404, 408]). Dla dostatecznie małych wartości okresu próbkowania 
~ zachodzi: 

"'(P, Q, R, S, T) 

"'ą(Pą, Qą, Rą, Są, Tą) 

"'(P, Q, R, S, T) 

gdzie: 

ll(Fp, FQ, FR, Fs, Fy)ll 2 

IIXIIF IIXIIF i- o 

1 li (li In+ ~PllvFp, ~FQ, ~FR, ~Fs, ~FT) 11 2 

~ ll(Fp,FQ,FR,Fs,FT)ll 2 

Fp H-;1 [In 0 Un + ~cnx +((In+ ~cnx 0 In)Tn,n] 

Fp IIPIIF Fp 

FQ IIQIIF Hi 1 [Fl 0 (In+ ~cf)x +((In+ ~Gf)X 0 F[)Tn,m] 

FR IIRIIFHi 1 

Fs IISIIF Hi 1 [Fl 0 In+ Un 0 F[)Tn,m] 

Fy IITIIFHi 1(Fl 0Fl) 
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oraz 

zaś 
n m 

Tn ,m = L L en,ie'::i,j Q9 em,je~,i 
i=l j=l 
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· jest macierzą permutacji ek,l dla Z-tego jednostkowego wektora z JRk . • 

Uwaga 4.2 (Suchomski [404, 408]). Macierz H6 jest nieosobliwa wtedy 
i tylko wtedy, gdy Ai +Aj+ D.AiAj -/= O, VAi, Aj E A(G6)- Dla stabilizu
jącego rozwiązania X = óRic(U, W) mamy A(G6) C Dl',. Oznacza to, 
że H6 jest macierzą nieosobliwą. Dla niestabilizujących rozwiązań X teza 
lematu 4.4 pozostaje słuszna, jeżeli G6 nie ma wartości własnych należą
cych do 8Dt:,_. Gdy X = 0nxn, norma llv'X(P,Q,R,S,T)II może służyć 
jako podstawa oceny uwarunkowania danego równania Riccatiego. Podobną 
rolę pełnią wskaźniki Fi-(P,Q,R,S,T) = ll(Fp,Fq,FR,Fs,Fr)II oraz odpo
wiednio Fi-ą(Pą, Qą, Rą, Są, Tą) zdefiniowane dla dowolnej macierzowej normy. 
Zerowe stabilizujące rozwiązanie rozważanego równania Riccatiego otrzymu
jemy przykładowo w sytuacji , w której dla nieosobliwej macierzy T zacho
dzi A(P - QT- 1ST) C Dt:,_ oraz R = ST- 1ST, lub też, gdy A(P) C Dt:,_, 
R = 0nxn oraz S = 0n xm• Zauważmy, że X = 0nxn może prowadzić do 
zerowania się macierzy Fp oraz Fp. Wtedy Fi, = D.Fi-ą w przypadku R1, 
zaś Fi, = 1:::.- 1 Fi-ą dla R2. Ponadto, jeżeli dla !:::. -+ O zarówno Fp jak i Fp 
dążą do zera przynajmniej liniowo ze względu na !:::., to należy oczekiwać 
asymptotycznej równoważności wskaźników "' oraz "'ą· O 

Uwaga 4.3 (Suchomski [408]). Załóżmy, że dostępna jest pewna wie
dza o 'strukturze' zaburzeń macierzy ( P, Q, R, S, T) pęku U - A W, pozwala
jąca na określenie liniowego odwzorowania e i--+ vec(P, Q, R, S, T), w któ
rym przez e oznaczono wektor odpowiednich niestrukturalizowalnych zabu
rzeń. Niech macierze (Ep, Eq, ER, Es, Er) opisują pewien (zlinearyzowany) 
model wpływu takich zaburzeń. Przykładowo, w przypadku multiplika
tywnych zaburzeń dla stosownych macierzy mamy E. = diag(vec (·)). W 
takiej sytuacji lemat 4-4 wymaga modyfikacji, polegającej między innymi 
na zastąpieniu macierzy (Fp, Fq, FR, Fs, Fr) przez odpowiednie macierze 
(FpEp, FqEq, FRER, FsEs, Fr Er). 

Z lematu 4.4 wynika, że w nieosobliwych przypadkach za złe uwarunko
wanie równania (4.1) w głównej mierze odpowiada 'afiniczna' transformacja 
In + !:::.P macierzy P, nie zaś skalowanie elementów Q, R oraz S danego 
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macierzowego pęku. Można jednak wskazać takie osobliwe problemy, któ
rych złe uwarunkowanie nie może być poprawione przez zastosowanie modeli 
wyprowadzonych dla operatora o. Przykład ilustrujący tę sytuację podamy 
w podrozdziale 6. 5, rozważając równania Riccatiego o nieregularnych pękach 
U - ,\W. Metody poprawiania uwarunkowania ciągłych oraz dyskretnych 
(ą) równań Riccatiego przez odpowiednie skalowanie ich wejściowych danych 
omawiane są w (Gudmundsson et al. [158], Kenney et al. [218], Pandey [316], 
Petkov et al. [322]). • 

Lemat 4.5 ( o porównaniu uwarunkowania dyskretnych równań Riccatiego; 
Suchomski [397, 404, 408]). Dla nieosobliwych przypadków (ograniczone ma
cierze F. oraz niezerowa macierz Fp) uwarunkowanie dyskretnych równań 
Riccatiego sformułowanych w oparciu o modele w dziedzinie operatora o jest 
przy dostatecznie małych wartościach okresu próbkowania !:::.. lepsze, niż uwa
runkowanie odpowiednich równań wyznaczonych dla modeli w dziedzinie ope
ratora q - w tym sensie, że K,ą(Pą,Qą,Rą,Są,Tą) ex t::,.- 1 K,(P,Q,R,S,T). • 

W wielu problemach prowadzących do dyskretnych równań Riccatiego 
mamy do czynienia z rozszerzonym pękiem U - ,\W, w którym występuje 
diagonalna, bądź nawet jednostkowa, macierz T, co czyni trywialnym zadanie 
wyznaczania odwrotności y- 1 . W takich przypadkach, stosując podstawie
nia P - QT- 1sr ----+ P, R - sy-l5T ----+ Q oraz QT- 1QT ----+ R, uzysku
jemy odpowiedni uproszczony problem własny, który może być rozwiązy
wany przez zastosowanie numerycznych technik dostosowanych do pęków o 
mniejszych wymiarach (2n x 2n) (Arnold i Laub [10], Benner et al. [28], 
Datta [78], Ionescu et al. [191], Lancaster i Rodman [256], Saberi et al. 
[348]). W ogólnym przypadku T może być macierzą źle uwarunkowaną, 
lub nawet macierzą osobliwą. W takich sytuacjach niezbędne jest użycie 
bardziej złożonych metod obliczeniowych, w których wykorzystuje się roz
szerzone pęki o zwiększonych wymiarach (2n + m) x (2n + m) (Arnold i 
Laub [10], Datta [78], Ionescu et al. [191], Ionescu i Weiss [193], Stoorvogel 
i Saberi [387]). 

Należy podkreślić, że dyskretne równania Riccatiego odpowiadające ope
ratorowi q mogą być źle uwarunkowane pomimo tego, że sformułowano je dla 
odpowiednich rozszerzonych pęków (zob. podrozdział 6.2.3). 

Przechodząc do analizy wrażliwości równań odpowiadających pękom o 
wymiarach 2n x 2n, rozważmy dyskretne równanie Riccatiego (DARE) 
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z niewiadomą X E !Rnxn gdzie P R = RT Q = QT E !Rnxn Za-ą , q, q q , q q . 
kładając, że Pq = In + tlP, gdzie P E !Rnxn, rozpatrzymy dwa zbiory par 
(Qą, Rą): 

(Rl) (Q,tl2 -R) 

(R2) (tl2 · Q, R) 

przy czym Q = Qr, R = RT E !Rnxn. W obu przypadkach otrzymujemy 
dyskretne równanie Riccatiego ( óARE) 

pT X + X p + f:lpT X p 

-(In+ tlPT)XR(In + tlXR)- 1X(In + tlP) + Q = 0nxn 
(4.5) 

w którym X E !Rnxn oraz stosownie do założonej parametryzacji: 

(Rl) X=ll·Xą 

(R2) X=ll- 1 -Xq. 

Równaniu Riccatiego (4.5) odpowiada teraz para rzeczywistych macierzy 
U, W E ]R(n+n)x(n+n) (Suchomski [400, 406]) 

W tym przypadku regularność macierzy P jest koniecznym i wystarczającym 
warunkiem regularności nieosobliwego pęku U - >.W. Niech podprzestrzeń 
X_ ( U, W) o wymiarze n_ = dim ( ,ł'_ ( U, W) ) :S n oznacza stabilną nie
zmienniczą podprzestrzeń pęku U - >.W. Załóżmy, że X = [ X[ X[ ]T E 

JR(n+n)xn_ jest macierzą, której kolumny tworzą bazę tej podprzestrzeni. 
Zachodzi zatem ,ł'_ (U, W) = ImX oraz U X = W X A, gdzie A E ]Rn- xn_ 
jest pewną stabilną macierzą, >.(A) C -Pt:,.. Symbolem dom(óRic) ozna
czamy dziedzinę odpowiedniego operatora 8Ric : JR2nx 2n x JR2nx 2n 4 

!Rnxn, będącą zbiorem tych wszystkich par (U, W), dla których n_ = n 
oraz X1 E !Rnxn jest macierzą nieosobliwą. Koniecznym warunkiem przy
należności (U, W) E dom(8Ric) jest, aby pęk U - >.W nie miał wartości 
własnych należących do 8-P 1::,.. 

Lemat 4.6 ( o dyskretnym równaniu Riccatiego (II); Suchomski [400, 406]). 
Niech (U, W) E dom(8Ric) oraz X= X2X11 E !Rnxn. Wówczas: 

( i) X = óRic(U, W) jest jednoznacznie wyznaczoną symetryczną macierzą; 
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(ii) In + 6-X R jest macierzą nieosobliwą oraz X spełnia równanie JARE 
dane wzorem (4- 5) lub wzorami równoważnymi : 

(PT - XR)(In + 6.XR) - 1X 

+(In+ 6-PT)(In + 6.XR)-1 +XP+ Q 

(In+ 6-PT)(In + 6.XR) - 1 X(P - RX) + pT X+ Q 

(iii) G 0 = P + RF0 = (In+ 6.RX)-1 (P - RX) jest macierzą stabilną, 
>.(G0) C Dt::.., gdzie 

Uwaga 4.4 (Suchomski [406]). Trójce (P, Q, R) z regularną macierzą 
P przyporządkować można macierz Mt::. E 1R2nx2n o podziale (n+n) x (n+n) 

Macierz ta, będąc macierzą regularną, jest także uogólnioną macierzą Hamil

tona. Zachodzi bowiem I=~nM'IJ- nn =-(In+ 6.Mt::..)- 1 Mt::., gdzie 

I = [ Om xn -Im ] E ]R(m+n) x(n+m) 
-mn In On xm · 

Ponieważ I=~n(In + 6-M'IJLnn = (In + 6.Mt::..)- 1 , zatem In+ 6-Mt::.. jest 
macierzą symplektyczną (macierzą Jn -ortogonalną; Bunse-Gerstner et al. 
[48]). Jeżeli ,Ą E >.(Mt::.) , to także>.*,>.~ oraz(>.~)* są wartościami własnymi 
Mt::.. • 

Niech X_ (Mt::.) oznacza stabilną niezmienniczą podprzestrzeń macierzy 
Mt:,_. Aby dim(X_(U, W)) = n, potrzeba i wystarcza, by rozważana ma
cierz nie miała wartości własnych należących do aDt:,_. Przyjmijmy za
tem, że X_ (Mt::.) jest podprzestrzenią n-wymiarową, zaś kolumny macie
rzy X = i xr X! V E ]R(n+n)xn stanowią jej dowolną bazę. Niech 
dom(bRic) oznacza teraz zbiór złożony z tych wszystkich uogólnionych ma
cierzy Hamiltona Mt::., dla których X 1 E !Rn xn jest macierzą nieosobliwą. W 
takim przypadku, kładąc óRic (Mt::.) = X2X11 , definiujemy odwzorowanie 
óRic : ]R2n x2n -+ !Rnxn. 
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Lemat 4. 7 ( o dyskretnym równaniu Riccatiego (III); Suchomski [406]). 
Niech Mt::. E dom(8Ric) oraz X = X2X11 E lRnxn. Wówczas: 

( i) X = 8Ric(Mt::.) jest jednoznacznie wyznaczoną symetryczną macierzą; 

(ii) In + .6.X R jest macierzą nieosobliwą oraz X spełnia równanie 8ARE 
dane wzorem (4.5) lub wzorami równoważnymi: 

XP + Un + .6X R)IpQ - (X R - PT)IpX 

Un + .6.XR)Ip(X - .6.Q) - X(In + .6.P) 

(iii) P - Rip (X - .6.Q) jest macierzą stabilną. 

Dowód. ( i) Ponieważ X 1 jest z założenia macierzą nieosobliwą, przeto 
Im.X= Im[ In XT f. Gdyby zatem dla pewnej macierzy Y E lRnxn za
chodziła równość Im.X= Im [ In yT f, wówczas Yx = Xx, Vx E ]Rn. Co 
oznacza, że Y = X. Aby udowodnić, że X jest macierzą symetryczną, wy
starczy pokazać, że X[ X2 jest macierzą symetryczną. Jest to równoważne 
temu, że _xT LnnX = Onxn· Z symplektyczności macierzy In +.6.Mt::. wynika, 
· T -r - -T - - -
ze (In+ .6.A )X LnnXUn + .6.A) = X LnnX, przy czym Mt::.X = XA, 
gdzie A E lRnxn jest pewną stabilną macierzą . Na tej podstawie wniosku-
. . -r - T -T - T -r - , 
Jemy, ze (X LnnX)A + A (X LnnX) + .6.A (X LnnX)A = Onxn• Row-
ność tę interpretujemy jako równanie Lapunowa z niewiadomą _xT LnnX. 
Ponieważ ).(A) C Dt::., zatem jedynie _xT LnnX = Onxn spełnia to równanie. 
(ii) Z równości Mt::.X = XA wynika, że 

(4.6) 

Mnożąc powyższe lewostronnie przez [ -X In ] , otrzymujemy pierwszą z 
podanych postaci równania 8ARE. Na tej podstawie wyznaczamy drugą 
postać tego równania. Zakładając osobliwość In + .6.X R, głosimy istnienie 
takiego wektora x f. On E ]Rn, dla którego xT(In + .6.XR) = 01xn• Mamy 
zatem równość xT X(In + .6.P) = 01xn, którą dla regularnej macierzy P za
pisujemy jako xT X = 01 xn· Musimy przeto przyjąć, że x = On. Sprzeczność 
ta oznacza, że In + .6.X R jest macierzą nieosobliwą. Lemat o odwracaniu 
macierzy zastosowany do równoważnego równania Riccatiego 

prowadzi do (4.5). (iii) Mnożąc lewostronnie (4.6) przez [ In On xn ], wy
kazujemy podobieństwo macierzy P - Rip(X - .6.Q) oraz A. • 
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Niech (U, W) E dom(JRic) . Przyjmijmy, że P, Q oraz R podlegają 
addytywnym zaburzeniom EF, dj oraz ER, odpowiednio. Zakłada się przy 
tym, że Q oraz R są macierzami symetrycznymi, a ponadto E E IR. Wskaźnik 
uwarunkowania równania Riccatiego JARE ( 4.5) definiujemy jako 

(p Q R) = llv' X(P, Q, R) li IIXIIF ---,l o 
r. ' ' IIXIIF , / 

gdzie 

llv'X(P,Q,R)II = sup 
llv'c:X ( IIPIIFP, IIQIIFQ, IIRIIFRI P, Q, R) IIF 

li (P, Q, R) IIF ll(P,Q,R)IIF,to 

Wskaźnik r.ą(Pą,Qq,Rą) uwarunkowania równania Riccatiego (4.4) wprowa
dza się w analogiczny sposób. 

Lemat 4.8 ( o uwarunkowaniu dyskretnego równania Riccatiego (II); Su
chomski [397, 400]). Dla dostatecznie małych wartości okresu próbkowania 
zachodzi: 

gdzie: 

oraz 

zaś 

r.(P, Q, R) ll(Fp, FQ, FR) 112 IIXIIF I o 
IIXIIF 

r.ą(Pą, Qą, Rą) 

r.(P, Q, R) 

1 li (li In+ flPIIFFP, flFQ, flFR) 11 2 

fl ll(Fp,FQ,FR)ll2 

.Fp 

Fp 

FQ 

FR 

Hi 1 [In 0 (In+ flGJ}X +((In+ flGJ}X 0 In)Sn] 

IIPIIFFP 
IIQIIFH;1 
- IIRIIF Hi 1(Fl 0 F[) 

n 

Sn = L eief 0 ejer. • 
i,j=l 

W każdym nieosobliwym przypadku dla dostatecznie małych wartości okresu 
próbkowania fl mamy zatem r.ą(Pą, Qq, Rą) ex: fl- 1 • r.(P, Q, R). 
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N a podstawie lematów 4- 3, 4- 6 oraz 4- 1 wnioskujemy o możliwości za
stosowania efektywnych deflacyjnych technik opartych na uogólnieniach me
tody Schura (Arnold i Laub [10], Bunse-Gerstner et al. [48], Kenney et al. 
[218], Laub [258, 259], Pappas et al. [317], Petkov et al. [322], Van Dooren 
[444]) do numerycznego rozwiązywania dyskretnych równań Riccatiego sfor
mułowanych w dziedzinie operatora ó (Suchomski [397]) . Szczególnie godna 
polecenia jest numerycznie stabilna metoda znana jako inverse-free generali
zed Schur method (Datta [78], Van Dooren [444, 447]). Warto także wskazać 
na ostatnio opracowane metody iteracyjnego udokładniania rozwiązań rów
nań Riccatiego, korzystające w głównej mierze ze schematu Newtona (Datta 
[78], Guo i Laub [159]). Specjalnie dobrane zbiory numerycznych danych 
służących do analizy dokładności oraz stabilności różnych metod rozwiązy
wania ciągłych oraz dyskretnych równań Riccatiego przedstawiono w (Abels 
i Benner [1], Benner et al. [27, 28], Petkov et al. [325]). 

Uwaga 4.5 (Suchomski). Niech M 6 = w- 1u E dom(óRic) oraz X= 
óRic(M6 ). Macierz M6 jest podobna do macierzy 

[ P - Rlp(X - ,'.j,Q) -Rlp ] 
Onxn (X R - pT)Jp 

zatem >-.(M6 ) = >-.(P - Rlp(X - ,'.j,Q)) U >-.((XR - pT)Jp). Ponieważ 
>-.(P - Rlp(X - ,'.j,Q)) c D6 , przeto >-.((XR - pT)Jp) c -D6 . Oznacza 
to, że wszystkie wartości własne macierzy (X R - pT)Jp są 'silnie' niesta
bilne. Stabilizowalność pary (P, R) jest koniecznym warunkiem tego, aby 
M6 E dom(óRic). 

Niech M 6 będzie uogólnioną macierzą Hamiltona dla Q = Onxn· M 6 E 
dom(óRic) tylko wtedy, gdy Pnie ma wartości własnych należących do 8D6 . 

Niech >-. E >-.(P), zaś x -/- On E ]Rn oznacza wektor własny skojarzony z >-.. Za
chodzi zatem (>-.In - (XR- pT)Jp)Xx = On, X= óRic(M6 ). Dla>-. E D 6 , 

wobec niestabilności macierzy (XR-PT)Jp, mamy x E Ker X. Na tej pod
stawie wnioskujemy, że Ker X jest stabilną niezmienniczą podprzestrzenią 
macierzy (odwzorowania) P, zaś rząd X jest równy liczbie wartości włas
nych macierzy P należących do - f> 6 . • 

Uwaga 4.6 (Suchomski [406]). Uogólnioną macierz Hamiltona można 
zdefiniować jako regularną macierz M E JR2nx 2n, dla której T~~nMT Lnn 
=-(In+ ,'.j,M)-1 M. Dokonując podziału (n+ n) x (n+ n) 
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oraz zakładając regularność podmacierzy _M22, dochodzimy do przekonania, 
że 

M -· - - ~ 
- _ 1 [ F + flP-TQ - In -flP-T ] 

- b., _p-TQ p-T -In 

gdzie P E JR.nxn jest pewną nieosobliwą macierzą, Q = {JT E JR.nxn oraz 
R = flT E JR.nxn. Macierz P można jednoznacznie przedstawić w postaci 
sumy P = In +b..P, w której PE JR.nxn jest odpowiednią regularną macierzą. 
Kładąc Q = Q oraz R = b..2 R, gdzie Q, RE JR.nxn, uzyskujemy 

i= [ P + b..fipQ -b..Rii' ] 
-b..- IpQ -IpP 

W przypadku, w którym istnieją rozwiązania równań 

[ -X In ] M [ In X f 0nxn 

[ -X In ] Mt:,. [ In X f 0nxn 

zachodzi X= b..X. Ponadto >..(M6 ) =>.(Mn+ M12X) U >..(M22 - XM12). 

• 
O właściwościach uogólnionych macierzy Hamiltona mówią także dwa 

poniższe lematy, których proste dowody pominięto. 

Lemat 4.9 (o podobnych uogólnionych macierzach Hamiltona; Suchom
ski). Niech Mt:,,.0 E JR.2nx2n będzie uogólnioną macierzą Hamiltona. Macierz 
Mt:,. = TMt:,,.oT- 1 E JR.2nx 2n, gdzie T E JR.2nx 2n oznacza dowolną macierz 

symplektyczną, jest uogólnioną macierzą Hamiltona. • 

Lemat 4.10 ( o translacji oraz kongruencji rozwiązań równań Riccatiego; 
Suchomski). Niech Mt:,,.0 E JR.2nx 2n będzie uogólnioną macierzą Hamiltona, 
Mt:,,.0 E dom(c5Ric) oraz Xo = 8Ric(Mt:,,.0). Macierz Mt:,. = TMt:,,.0T- 1 E 
JR.2nx2n, gdzie T E JR.2nx2n: 

a) T = [ In Onxn ] , To = T{ E ]Rnxn 
To In 

b) To E ]Rnxn' det To i= O 

jest uogólnioną macierzą Hamiltona, Mt:,. E dom(c5Ric), zaś X= 8Ric(M6 ). 

Zachodzi: 

a) X= Xo +To 

b) X= T[XoTo. • 
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4.2 Wrażliwość równań Lapunowa 

Rozważmy następujące dyskretne równanie Lapunowa (Steina) 

(4.8) 

z niewiadomą X E JRnxn, gdzie Pą, Qq = Qf E !Rnxn . Zakładając, że 
Pą =In+ b..P, przy czym PE JRnxn, rozpatrzymy dwa zbiory macierzy Qą: 

(Ll) Q 

(L2) b..2 · Q 

gdzie Q = QT E JRnxn. W obu przypadkach mamy do czynienia z dyskret
nym równaniem Lapunowa o postaci 

pTx +XP+ b,_pTxp + Q = Onxn (4.9) 

gdzie X E !Rnxn. Stosownie do założonej parametryzacji: 

(Ll) X=~· Xą 

(L2) X = ~ - 1 · Xą. 

Jeżeli .>,.(P) c Vt::, oraz Q?: O, wtedy X ?: O; gdy zaś Q > O, wtedy X > O. 
Para macierzy (P, Q), gdzie .>,.(P) C Vt::, oraz Q?: O, jest parą obserwowalną 
wtedy i tylko wtedy, gdy X > O. Z kolei, jeżeli X > O oraz Q ?: O, wtedy 
.>,.(P) C 'Dt::,; gdy zaś X > O oraz Q > O, wtedy .>,.(P) C Vt::,. Ponadto, jeżeli 
X ?: O, Q ?: O oraz (P, Q) jest parą wykrywalną, wtedy A(P) C Vt::,. W 
dalszych rozważaniach niezbędny będzie następująco zdefiniowany wskaźnik 
separacji (odstępu) między macierzami pT oraz P (Suchomski [403]) 

(PT P) - . IIPTX +XP+ b..PTXPIIF 
sep., ' - ~ici IIXIIF · 

Zauważmy, że sep6(PT, P) > O wtedy i tylko wtedy, gdy Ai +Aj+ 6.AiAj -I
O, \;/>,.i, Aj E .>,.(P). Rozważając dyskretne równania Lapunowa odnoszące się 
do modeli wywiedzionych dla operatora q, korzystamy z definicji 

Niech X = X(P, Q) będzie rozwiązaniem równania (4.9). Przyjmijmy, że 
P oraz Q podlegają addytywnym zaburzeniom cf> oraz d:j, odpowiednio. 
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Zakładamy przy tym, że Q jest macierzą symetryczną oraz c E JR. Wskaźnik 
uwarunkowania rozważanego równania Lapunowa, służący ocenie wrażliwości 
jego rozwiązania X(P, Q) na wpływ 'małych' zaburzeń macierzy (P, Q), 
definiujemy jako 

gdzie 

(PQ)= llv'X(P,Q)II 
K,L ' IIXIIF 

llv'X(P,Q)II= sup 
ll(P,Q)IIFfO 

llv'EX ( IIPIIFP, IIQIIFCJI P, Q) IIF 
ll(P,Q)IIF 

Lemat 4.11 ( o uwarunkowaniu dyskretnego równania Lapunowa; Suchom
ski [403]). Wskaźnik uwarunkowania K,L(P, Q) równania Lapunowa (4.9) ma 
postać 

(p Q) = ll(Fp,FQ)ll2 
K,L ' IIXIIF 

gdzie: 

Fp IIPIIFH;-1(In ®(In+ 1:,.pT)x +((In+ b,.PT)x ® In)Sn) 

FQ IIQIIFH;-1 

oraz 

Dla dostatecznie małych wartości okresu próbkowania b,. mamy K,Lą (Pą, Qą) ex 
1:,.- 1 · K,L(P, Q), gdzie K,Lą (Pą, Qą) orzeka o uwarunkowaniu równania La
punowa (4- 8) sformułowanego dla operatora q. Ponadto, sep8(Pr, P) = 
amin(H,5). D 

Rozwiązując równanie (4.9) za pomocą komputera o skończonej precyzji 
E, musimy się liczyć z tym, że elementy macierzy P oraz Q 'faktycznie' 
podlegających przetwarzaniu obarczone są błędami reprezentacji (zaokrąg
lenia) rzędu EIIPIIF oraz EIIQIIF, odpowiadnio. Pewne oszacowanie kresu 
górnego względnego błędu zaburzonego rozwiązanie X równania ( 4.9) po
daje poniższy lemat. 
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Lemat 4.12 (o dokładności rozwiązania dyskretnego równania Lapunowa; 
Suchomski [403]). Niech Ai +Aj+ b..AiAj -/- O, VAi, Aj E A(P). Jeżeli Q -/-
0nxn oraz 

wtedy 

gdzie 

!IX - X!IF E - (P) ---- < -- . K,L 
IIXIIF - 1 - A,5 

f-L(P) = 4IIPIIF + b...(3 + t)IIPII}. O 
sep8 (PT, P) 

Podobne rozumowanie stosujemy do równania Lapunowa ( 4.8). Niech 
zatem AiAj-/- 1, VAi, Aj E A(Pą), a ponadto Qq-/- 0n xn oraz 

(2E+E2 )IIPąll} _, 
( T ) = Aq < 1 

sepą Pą , Pą 

wówczas 

gdzie 
_ (P) _ 1 + (3 + E)IIPąll} 
K,Lą q - (PT p ) 

sepą ą , ą 

Dla założonej parametryzacji (Ll oraz L2) rozważanych dyskretnych równań 
Lapunowa obowiązuje równość sepą(PJ,Pą) = CTmin(Hą) = b...sep8 (PJ,P.,). 

Lemat 4.13 ( o porównaniu dokładności rozwiązań dyskretnych równań 
Lapunowa; Suchomski [403]). Dla dostatecznie małego okresu próbkowania 
b.. mamy 

f-Lą(Pą) :::::: 2_. 1 + (3 + E)n. O 
f-L(P) b... 4IIPIIF 

Wielkości f-L(P) oraz f-Lą (Pą) mogą służyć także jako dogodne wskaźniki 
wrażliwości rozważanych dyskretnych równań Lapunowa: wnioski wywie
dzione na podstawie lematów 4- 11 oraz 4 .13 są zgodne. 

Warto podkreślić, że analogiczne spostrzeżenie - dotyczące dyskretnych 
równań Riccatiego - nasuwa się po rozważeniu wskaźników uwarunkowania 
tych równań innych niż te, które badano w podrozdziale 4- 1 (Datta [78], 
Higham et al. [180], Konstantinov et al. [231], Sima et al. [361], Sun 
[422, 423]). 
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Zmodyfikowany algorytm Bartelsa-Stewarta 

Znanych jest wiele numerycznych metod rozwiązywania ciągłych oraz dys
kretnych równań Lapunowa (Sylvestera) (Datta [78], Gajic i Qureshi [122], 
Golub i Van Loan [139], Higham [177]). Analiza różnych aspektów wrażli
wości rozwiązań takich równań na zaburzenia wejściowych danych stanowiła 
przedmiot wielu prac (Datta [78], Gahinet et al. [124], Hewer i Kenney 
[173], Higham [175, 177], Konstantinov et al. [231], Petkov et al. [323]). 
Studium wstecznego błędu rozwiązań ciągłych równań Lapunowa znajdziemy 
w (Higham [175, 177]). Z kolei, w (Ghavimi i Laub [134]) pokazano w 
jaki sposób, stosując metodę linearyzacji , wyznaczyć przybliżenie wstecznego 
błędu dyskretnego (q) równania Lapunowa. Zestawy numerycznych danych 
przeznaczonych do badania dokładności oraz stabilności różnych algoryt
mów rozwiązywania ciągłych oraz dyskretnych równań Lapunowa omówiono 
w (Kresner et al. [247], Petkov et al. [324]) . Utrwalone jest trafne przeko
nanie, że algorytm Bartelsa- Stewarta [22] numerycznego rozwiązywania rów
nań Lapunowa charakteryzuje się najkorzystniejszymi cechami, jeśli chodzi 
o dokładność oraz stabilność wyników (Golub i Van Loan [139], Higham 
[177], Laub et al. [260]). Dyskretną wersję tego algorytmu dano w (Barraud 
[20]). Algorytm Bartelsa- Stewarta w swej podstawowej formie opiera się na 
przekształceniu macierzy równania Lapunowa do (górnej) postaci Schura. 
Znane są także wersje tego algorytmu, w których stosuje się (górną) postać 
Hessenberga (Golub et al. [138]) oraz pomocniczą faktoryzację Cholesky'ego 
(Hammarling [163]) . 

Niżej przedstawiamy pewną modyfikację algorytmu Bartelsa- Stewarta, 
dostosowującą ten algorytm do zadania wyznaczania rozwiązania dyskret
nego równania Lapunowa danego wzorem (4.9). Wstępny krok tego al
gorytmu (Suchomski [403]) polega na przekształceniu równania ( 4.9) do 
równoważnej postaci pr X + XP + 6.Pr XP + Q = On x n, w której macierz 
P = ur PU E JR.nxn jest dolną rzeczywistą macierzą Schura 

o podmacierzach Pii stopnia pierwszego lub drugiego, Q = UT QU, X = 
ur xu E JR.nXn) zaś u E JR.n X n jest odpowiednią ortogonalną macierzą 
wynikającą z zastosowanej metody rozkładu QR. Zakładając, że podział ma
cierzy Q oraz X odpowiada podziałowi macierzy P, otrzymujemy następu
jący algorytm. 
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Algorytm 4.1 (rozwiązywania równania Lapunowa; Suchomski [403]). 
Dla l = 1, 2, ... ,P 

dla k = l, l + 1, ... , p 

• podstaw 

• wyznacz X kl z równania 

A AT 
• podstaw X1k +- X kl . 

Rozwiązanie: X = U X ur. • 
Wyznaczenie podmacierzy Xkl wymaga rozwiązania równania Sylvestera zde
finiowanego dla operatora 8. Ponieważ równanie to jest stopnia co najwyżej 
drugiego, jego rozwiązanie nie jest zadaniem złożonym i sprowadza się do 
zastosowania standardowej metody eliminacji Gaussa (Demmel [84]). 

W podanych formułach opisujących wskaźniki uwarunkowania dyskret
nych równań Riccatiego oraz Lapunowa wykorzystujemy iloczyny Kronec
kera odpowiednich macierzy. Powoduje to, że nawet dla względnie małych 
wartości n otrzymujemy zadania numeryczne o dużym wymiarze. Wiedza 
o 'dokładnej' wartości danego wskaźnika uwarunkowania nie musi być jed
nak niezbędna, w praktyce nierzadko wystarczy bowiem znajomość racjonal
nego oszacowania ('rzędu') tego wskaźnika. Wszystkie numeryczne wyniki 
prezentowane w niniejszej pracy opierają się na możliwie 'dokładnych' oce
nach zdefiniowanych wskaźników - w obliczeniach stosowano procedury sys
temu MATLAB, a także algorytmy w języku FORTRAN dostępne w pakie
tach LAPACK i LINPACK (Anderson et al. [4]) oraz bibliotece SLICOT 
(Van Huffel et al. [448]). Wyznaczanie przybliżonych wartości odpowied
nich indukowanych norm opisano w (Byears [52], Gudmundsson et al. [158], 
Kagstrom i Poromaa [208, 209], Kagstrom i Westin [210], Kenney i Laub 
[217], Kenney et al. [218], Petkov et al. [324]); warto tu także wymienić 
przykładową efektywną procedurę xLACON z pakietu LAPACK (Anderson 
et al. [ 4], High am [ 1 77], High am et al. [ 180]). 
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Przykład 4.1 (uwarunkowanie dyskretnych równań Lapunowa; Suchom
ski [403]). Niech .>..(A) C Vt:,.. Rozwiązaniem dyskretnego równania La
punowa AX + XAT + ,6,.AXAT +BET= 0n xn jest gramian sterowalności 
pary macierzy (A , B). W przypadku pary (A, C) mamy do czynienia z 
równaniem ATX+ XA + ,6,.ATXA + cTc = 0n xn, którego rozwiązaniem 
jest gramian obserwowalności (Suchomski [397, 403]) . Analiza odpowiednich 
gramianów stanowi podstawę między innymi efektywnych metod upraszcza
nia (redukcji rzędu) modeli obiektów dynamicznych opisanych trójką macie
rzy (A, B, C) (por. np . Suchomski [392]). 

Przyjmijmy obiekt czasu ciągłego 

o 1 o o o 
o o 1 o o 

Gp(s) = o o o 1 o 
-50 -79 -33 -5 1 

50 15 1 o o 
Właściwości rozważanych równań Lapunowa sformułowanych dla dyskret
nych modeli tego obiektu ocenimy, porównując odpowiednie wskaźniki po
kazane na rys. 4.1 oraz 4.2. Jak widzimy, dla dostatecznie małych wartości 
okresu próbkowania ,6,. ujawnia się przewaga podejścia , w którym posługu
jemy się modelami związanymi z operatorem ó. Opinię tę potwiedzają 

wnioski wypływające z wykresów danych na rys. 4.3. Wykresy te ilus
trują funkcję t = IIX - .XIIF/IIXIIF błędu rozwiązania danego równania 
Lapunowa, przy czym X oznacza 'dokładne' rozwiązanie, zaś X jest rozwią
zaniem uzyskanym dla stosownego modelu o elementach zaburzonych addy
tywnymi błędami o gaussowskim rozkładzie z zerową wartością średnią oraz 
odchyleniem standardowym a = 10-5 . O 

Równania Lapunowa dla kanonicznej sterowalnej pary ( A, b) 

Rozważmy parę (A, b) o sterowalnej kanonicznej postaci, w której macierz 
A E llłn x n jest macierzą Frobeniusa, zaś wektor b E llłn jest wektorem jed
nostkowym: 

1 

o : I b=[.~.] 
-an-1 1 

Ciągle równanie Lapunowa AX + X AT + bbT 0nxn ma jednoznaczne 
symetryczne rozwiązanie X E llłnxn, X = xr, wtedy i tylko wtedy, gdy 
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operator q 

' ' 103 operator p ' 103 ' ' \ .... '',~,--· operator p',, 

\ ' ' ···-'--~-··· operator 8 / ~ 
operator 8 / ----

102 t. [s] 102 t. [s] 
10•4 10·3 10·2 10·1 10•4 10·3 10·2 10·1 

Rys. 4.1. Przykład 4.1. Wskaźniki uwarunkowania równań Lapunowa: a) gramian 

sterowalności, b) gramian obserwowalności. 

107~-------------

operator q 

operator 8 

·········· ·········operator p7 ················· 

104'------c----~---~--~-[s~] 
10-4 10-3 10-2 10-1 

Rys. 4.2. Przykład 4.1. Wskaźniki uwarunkowania równań Lapunowa. 
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102 ------.----'--------~ - 102 - _-----------~ 
E (b) ,t 

I\ 
I\ l 

10° \/ \,-1 
' \,. " 

\.,\I'\,' \~ 

10·2 • \ r 
V 

operator p 

(a) 

operator q 

1 •-1 

Rys. 4.3. Przykład 4.1. Funkcje błędu rozwiązań równań Lapunowa: a) gramian 
sterowalności, b) gramian obserwowalności. 

Ai + Aj -=J O, VAi, Aj E A(A) (Barnett [19], Datta [78] , Gantmacher [125], 
Petkov et al. [323]). W przypadku stabilnej macierzy A rozwiązanie takie 
(gramian sterowalności systemu x(t) = Ax(t) + bu(t); Curran [77], Sreeram 
i Agathoklis [375], Xiao et al. [476]) zawsze istnieje, a ponadto X > O. 

Lemat 4.14 ( o postaci rozwiązania ciągłego równania Lapunowa dla ste
rowalnej kanonicznej pary (A, b); Suchomski [393]). Rozwiązanie X ciągłego 

równania Lapunowa AX + X AT+ bbT = On x n dla sterowalnej kanonicznej 
pary (A, b) ma postać symetrycznej macierzy Xiao: 

(i) dla n = 2m, m ~ 1, X E JR2mx 2m 

0!1 o (-1r-1am o 
o a2 o (-l)m- lO!m+l 

-az o (-l)m-2am+l o 
X= 

o (-l)m-20!m o -O!zm-1 
(-l)m-lam o O!zm-1 o 

o (-l)m-lam+l o Cl!zm 

( ii) dla n= 2m + 1 m > O X E ]R(2m+l)x(2m+l) 
' - ' 

0!1 o o (-l)mam+l 
o a2 (-l)m-lam+l o 

-az o o (-l)m-lam+2 
X= 

(-1r-1am o o -Cl!zm 

o (-l)m-lam+l 0!2m o 
(-l)mam+l o o a2m+1 
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Wektor aa = [ a 1 • • • an ]I' E !Rn jest rozwiązaniem układu liniowych 

równań Aaaa = ba z macierzą Hurwitza: 

ao -a2 a4 o o 
o a1 -a3 o o 

Aa 
o -ao a2 o o Aa E !Rnxn 

o o o an-2 -an 
o o o -an-3 an-1 

ba = [ o ... o 1/2 f, ba E !Rn. 

Dla stabilnej macierzy A zachodzi ai > O, i E {1, ... ,n}. • 

Dyskretne równanie Lapunowa AXAT - X+ bbT = Onxn ma jedno
znaczne symetryczne rozwiązanie X E !Rnxn, X = XT, wtedy i tylko wtedy, 
gdy >-.i>-.j -/- 1, \:/>-.i, Aj E >-.(A) (Datta [78], Petkov et al. [323]). W przy
padku stabilnej macierzy A rozwiązanie takie (gramian sterowalności sys
temu qx(t) = Ax(t) + bu(t); Bitmead i Weiss [31]) zawsze istnieje, a ponadto 
X> O. 

Lemat 4.15 ( o postaci rozwiązania dyskretnego równania Lapunowa dla 
sterowalnej kanonicznej pary (A, b); Suchomski [393]). Rozwiązanie X E 

!Rnxn dyskretnego równania Lapunowa AXAT - X+ bbT = Onxn dla stero

walnej kanonicznej pary (A, b) ma postać symetrycznej macierzy Toeplitza 

/31 /32 /33 f3n 

/32 /31 /32 f3n-l 

X= /33 /32 /31 f3n-2 

f3n f3n-l f3n-2 /31 

przy czym a(J = [ /31 ... f3n ]I' E !Rn spełnia równanie A(Ja(J = b(J, gdzie: 

a1 ao o o 
a2 a1 ao o 

AfJ + 
an-1 an-2 an-3 ao 

1 an-1 an-2 a1 
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o 
o 

O 1 O 
-a5 -aoa1 -aoa2 

b13 = [ O · · · O 1 ] T , b13 E lR;.n . 

Dla stabilnej macierzy A zachodzi /31 > O. • 

1 
o 

o 
A13 E ]R;_nxn 

Uwaga 4. 7 (Suchomski [393]). Rozwiązanie równania Lapunowa AX + 
XAT +~AXAT +bbT = Onxn dla sterowalnej kanonicznej pary (A, b) - czyli 
gramian sterowalności systemu px(t) = Ax(t) + bu(t) - nie ma tak prostej 
'struktury' jak podane wyżej rozwiązania równań Lapunowa dla modeli czasu 
ciągłego oraz dyskretnego ( q). Spostrzeżenie to dobrze ilustruje pewną niedo
godność podejścia, w którym wykorzystuje się operator 8: odpowiednie rów
nania Riccatiego oraz Lapunowa mają w tym przypadku bardziej złożoną 
postać, co z reguły utrudnia wywodzenie właściwości stosownych rozwiązań 
( do tego aspektu modelowania związanego z operatorem 8 powrócimy jeszcze 
w rozdziale 5. oraz 6.). • 

4.3 Ocena odpornej stabilności 

Rozważmy zastosowanie równań Lapunowa do oceny zakresu niestrukturali
zowalnych zaburzeń nominalnego modelu obiektu, dopuszczalnych ze względu 
na stabilność zamkniętego układu sterowania takim obiektem. W tym celu 
zakładamy, że: 

8x(t) (A+ A.)x(t) + (B + B)u(t), x(t) E ]R;_n 

y(t) (C + C)x(t) 

gdzie A E ]R;_nxn, B E lR;.nxp oraz C E JR;_ąxn wyznaczają nominalny model 
danego obiektu, zaś A E JR;_nxn, B E lR;.nxp oraz C E JR;_ąxn są odchyłkami 
odpowiednich elementów od ich wartości nominalnych. Sygnał sterujący u 
uzyskuje się w oparciu o algorytm sterowania w układzie zamkniętym ze 
sprzężeniem od wyjściowego sygnału y sterowanego obiektu: 

8x(t) Ax + Bu(t) + Kx(y(t) - Cx(t)), x(t) E lR;.n 

u(t) -Kux(t) 
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przy czym macierze wzmocnień Kx E Ilłnxą oraz Ku E wxn wyznacza się 
na podstawie szczegółowych kryteriów optymalizacji obserwatora oraz re
gulatora. Temu typowemu algorytmowi sterowania odpowiada przykładowo 
rozwiązanie problemu LQG z obserwatorem w postaci filtru Kalmana. Także 
metody sterowania optymalnego ze względu na normę 1-l00 (zob. rozdział 6.) 
wiodą do rozwiązań podporządkowanych powyższemu schematowi. 

Niezależnie od zasady syntezy ( optymalizacji) sterowania przyjmujemy, 
że rozważany układ zamknięty jest nominalnie stabilny: >.(A - BKu) C Vt:,_ 
oraz >.(A - KxC) C Vt:,_. Niech x = [ xT xI f E Ilł2n oznacza wektor 
stanu zamkniętego układu sterowania, gdzie xe(t) = x(t) - x(t) jest błę
dem oceny stanu x(t) obiektu na podstawie przyjętego nominalnego modelu 
tego obiektu. Ewolucję odpowiedniego autonomicznego układu zamkniętego 
opisuje równanie óx(t) = Nx(t) , w którym N E Ilł2nx 2n jest macierzą o 
następującej blokowej postaci 

N = [ At A=- (B + B)I_!u (B + B)Ku ] 
A - BKu - KxC A - KxC + BKu . 

Układ ten będzie odpornie stabilny wt~dy_i tylko ~tedy, gdy >.(N) c Vt:,_ dla 
wszystkich dopuszczalnych . odchyłek A, B oraz C. Aby wykazać stabilność 
macierzy N dla ustalonych A, B oraz C, wystarczy udowodnić istnienie 
takich dodatnio określonych macierzy P E Ilł2nx 2n, P = pT, P > O oraz 
Q E Ilł2nx 2n, Q = QT, Q > O, dla których spełnione jest równanie Lapunowa 

f:[T p + p N + .6.NT p N = -Q . (4.10) 

Ze względu na zakładaną stabilność macierzy A - BKu oraz A - KxC na
stępujące pomocnicze równania Lapunowa: 

(A- BKuf Pu+ Pu(A- BKu) + .6.(A- BKuf Pu(A- BKu) = -In 

(A - KxCf Px + Px(A - KxC) + .6.(A - KxCf Px(A - KxC) = -In 

mają jednoznaczne, symetryczne oraz dodatnio określone rozwiązania Pu E 

Ilłnxn, Pu = PJ, Pu > O oraz Px E Ilłnxn, Px = P'[ , Px > O. Wykorzys
tanie macierzy Pu oraz Px w równaniu Lapunowa (4.10) istotnie upraszcza 
dalsze rozważania (Suchomski [394]). Załóżmy przeto, że P = P('fJ) = 

diag ('TJPu, Px), gdzie 'f) E IIł jest pewnym dodatnim skalującym współczyn
nikiem, umożliwiającym optymalizację (maksymalizację wartości) ocen norm 
dopuszczalnych zaburzeń nominalnego modelu obiektu. Zachodzi zatem 
P('fJ) > O, \/'f/ > O. Przyjmujemy podział (n+ n) x (n+ n) macierzy Q 

Q = [ Q}1 Q12 ] . 
Ql2 Q22 
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Lemat o dodatniej określoności blokowej macierzy (Albert [2], Kreindler 
i Jameson [246], Saberi et al. [348]) zastosowany do Q pozwala na sfor
mułowanie podwójnego wystarczającego warunku dodatniej określoności tej 
macierzy: Q22 > O oraz Qn'v > O, gdzie Q22"v = Qn - Q12Q2lQf2 E JR.nxn 

jest dopełnieniem Schura podmacierzy Q22 - Jak łatwo sprawdzić 

Oznaczmy przez BM(P) ={ME JR.nM xmM : IIMll2 < p} otwartą kulę o pro
mieniu p > O. Niech 770(~) E JR będzie taką wartością współczynnika 77, 
że 

V :l V Q22(B,~,77)>0. 
TJ<TJo(~) Po(~,TJ) BE13B(Po(~ ,TJ)) 

Ze wzoru opisującego podmacierz Q22 wynika, że 

1 
77o(~) = ~ IIKJ BT PuBKull2 · 

Mamy ponadto 

gdzie: 

bo(~, 77) 
b1 (~, 77) 
b2(~, 77) 

1 - ~77JJK; BT PuBKull2 

2JJKull2IJPxll2 + 2~JIKull2(JIPxll2JIA - KxCll2 + 77JJPuBKull2) 

~JIKull~(JJPxll2 + 77JJPull2) · 

Niech PBo = po(~, 77) l~-+O· Zgodnie z oczekiwaniem, tak zdefiniowana asym
ptotyczna wielkość nie zależy od współczynnika 77 i wynosi (Suchomski [394]) 

Podkreślenia wymaga także fakt, że w przypadku modelu, w którym niepew
ność nie dotyczy macierzy B, to znaczy gdy B = Onxm, wymaganie Q22 > O 
zawsze można spełnić, przyjmując dostatecznie małą wartość 77 < 770(~)-

Rozważmy drugi cząstkowy warunek odpornej stabilności - czyli żądanie, 
aby dla wszystkich dopuszczalnych odchyłek od nominalnego modelu obiektu 
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Q22v > O. Ogólną charakterystykę metody wyznaczania ocen maksymal
nych norm takich odchyłek omówimy na przykładzie zaburzenia A macie
rzy stanu nominalnego modelu. Macierz Q22v = Q22'v(A, t.i., 17) przedsta
wiamy w pustaci Q22v(A,t.i.,17) = ryln - HA(A,t.i.,17), gdzie HA(A,t.i.,17) E 

]Rnxn. Załóżmy, że zdefiniowano taką funkcję hA : JRt --+ JR.+, dla której 

hA(IIAll2, t.i., 17) majoryzuje normę macierzy HA(A, t.i., 17) . Oznacza to, że 
dla ustalonego okresu próbkowania t.i. , dowolnej dopuszczalnej odchyłki A 
oraz stosownych wartości skalującego współczynnika 17 < 110 ( t.i.) obowiązuje 
nierówność IIHA(A,t.i.,17)112 < hA(IIAll2,t.i.,17). Okazuje się, że 

h A (II A I I 2, t.i., 17) - 17 = f Aa ( t.i., 17) + f A1 ( t.i., 17) · li A li 2 + f A2 ( t.i., 17) · I I A I I~ 

gdzie: 

f Ao ( t.i., 17) 

fA1(t.i.,17) 

( 17(IIPuBKull2 + t.i.ll(A - EKuf PuEKull2)2 ) 
17 1 - t.i.ryllK[ ET PuEKull2 - l 

217(IIPull2 + t.i.llPu(A - EKu)ll2) 

+ 217(IIPuBKull2 + t.i.ll(A - EKuf PuEKull2) 
IIPxll2 + t.i.(IIPx(A - KxC)ll2 + 11IIPuBKull2) 

X 1 - t.i.ryllK[ ET PuEKull2 

(IIPxll2 + t.i.(IIPx(A - KxC)ll2 + 11IIPuEKull2))2 

1- t.i.11IIK[ETPuEKull2 

+ t.i.(IIPxll2 + 11IIPull2) · 

Ocena zakresu niestrukturalizowalnych zaburzeń A macierzy stanu nominal
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze względu na stabilność 
odpowiedniego układu zamkniętego, sprowadza się zatem do poszukiwania 
takiego, możliwie 'dużego', promienia PA (t.i., 17), dla którego przy pewnej war
tości 17 < 11o(t.i.) zachodzi hA(IIAlb,t.i.,17) < 17, VIIAll2 < PA(t.i.,17). Spełnie
nie tego warunku oznacza bowiem, że Q22''v > O, VA E BA(PA(t.i.,17)). 
Tak postępując , w pierwszej kolejności musimy określić dopuszczalny zakres 
zmienności skalującego współczynnika 17. Niech 17A(t.i.) < 11o(t.i.) oznacza taką 
liczbę, dla której 

V :3 V hA(liAll2, t.i., 17) < 17 · 
ry<r)A (i',.) PA (i',.,ry) AEBA (PA (i',.,ry)) 

Ponieważ fA 2 (t.i.,17) > O, zatem współczynnik JA0 (t.i.,17) musi być ujemny. 
N a tej podstawie otrzymujemy 
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Stąd 

-fA1(!::,.,'T/) + JJt (1:::,.,'T/) - 4fAo(1:::,.,rJ)fA2(!::,.,'T/) 

PA(!::,., 'TJ) = 2f A2 (1:::,., 'TJ) 

W dalszej kolejności należy wyznaczyć optymalną wartość 'TJA (1:::,.) skalującego 
współczynnika 'T/ 

'TJA(I:::,.) = arg max PA(l:::,.,'T/) 
0<17<r7A (6.) 

dla której promień PA(!::,., rJ) osiąga maksymalną wartość 

Wymagane przekształ(::enia są elementarne, chociaż bardzo nużące, o czym 
łatwo się przekonać, analizując wyrażenia opisujące współczynniki J Ao, J Ai 

oraz J A 2 • Aby uniknąć wydłużania wywodu, w dalszej części tego podroz
działu podano odpowiednie lematy dotyczące tylko asymptotycznych (1:::,. ----+ 
O) oszacowań dopuszczalnych odchyłek. Tak postawione zadanie można' 
rozwiązać za pomocą algebraicznych procedur sparametryzowanych wartoś
cią skalującego współczynnika 'T/ (Suchomski [394]). 

Ocena odporności w przypadku niepewności dotyczącej jednego 
elementu modelu sterowanego obiektu 

Niżej przedstawiamy lematy odnoszące się do odchyłek od nominalnego mo
delu (A, B, C) sterowanego obiektu dopuszczalnych ze względu na stabilność 
układu zamkniętego. Zakładamy przy tym, że niestrukturalizowalna niepew
ność dotyczy tylko jednego elementu tego modelu - co jest równoznaczne z 
wyróżnieniem trzech przypadków niepewnych modeli : (A+A, B, C), (A, B+ 
B, C) oraz (A, B, C + C). Uzyskane wyniki stanowią podstawę oceny od
pornej stabilności w bardziej złożonych przypadkach, w których niepewność 
obejmuje większą liczbę elementów nominalnego modelu obiektu. 

Lemat 4.16 ( o odpornej stabilności układu sterowania obiektem o modelu 
z zaburzoną macierzą A; Suchomski [394]). W przypadku niestrukturalizo
walnego zaburzenia A nominalnego modelu sterowanego obiektu obowiązują 
następujące oszacowania wskaźników odpornej stabilności układu zamknię
tego: 

( i) przedział EA = (O, rJA) wartości współczynnika skalującego 'TJ, gdzie 

1 
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(ii) optymalna wartość współczynnika skalującego 

* IIPx[l2 
'TJA = 2[[PuBKull2(2IIPxll2[[PuBKu[[2 + IIPu[[2)' 

(iii) maksymalna spektralna norma dopuszczalnej odchyłki A 

* 1 PA=----------. • 
2(2ł[Px[[2IIPuBKull2 + [IPu[l2) 

Lemat 4.17 ( o odpornej stabilności układu sterowania obiektem o modelu 
z zaburzoną macierzą B; Suchomski [394]). W przypadku niestrukturalizo
walnego zaburzenia B nominalnego modelu sterowanego obiektu obowiązują 
następujące oszacowania wskaźników odpornej stabilności układu zamknię
tego: 

( i) przedział Es = (O, 77B) wartości współczynnika skalującego 'f/, 'f/B = 'f/A, 

( ii) promień ps(77), 't/77 E Es, określa się jako Ps(77) = min {PBo, ,os(77)}, 
przy czym 

gdzie: 

f Bo (77) 

f B1 (77) 

fB2(77) 

77(77ł[PuBKull~ - 1) 

277[[Kulldl1Pxll2 + IIPull2 + IIPuBKull2(l1Pxll2 + 77j[Pull2)) 
= IIKull~([[Pxll2 - 77IIPull2)2, 

(iii) optymalny współczynnik skalujący 77"1J = arg max77 EEB ,os(77) przyjmuje 
wartość jedynego dodatniego rzeczywistego pierwiastka równania f3o + 
/3177 + /32772 + /33773 = O, w którym: 

f3o -IIPxll~ 
/31 [1Px[[~(4[1Px ll2[[PuBKu[[~ - l1Pu[[2) 

/32 IIPx[l2(2[1Px[[2ł[PuBKu[[2 + [[Pu[[2)(2[[Px[[2[[PuBKu[[2 + [[Pu[[2 

+ 4[1PuBKu[l2(([[Px[l2 + [[Pul[2)[IPuBKul[2 + [[Pull2)) 
/33 = (2ł[Px[[2[[PuBKu[[2 + [[Pu[[2)2(1 + 2[[PuBKull2)2IIPu[[2, 

( iv) maksymalna spektralna norma odchyłki B dopuszczalnej ze względu na 

stabilność układu zamkniętego P*s = Ps(771J). • 
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Uwaga 4.8 (Suchomski [394]). Spełnione są nierówności: {30 < O, 
/32 > O oraz /33 > O. Oznacza to, że 'rfB jest jedynym dodatnim rzeczywistym 
pierwiastkiem podanego równania trzeciego stopnia. Ze względu na złożoną 
postać współczynników tego równania nie przytaczmy tu jawnej postaci roz
wiązania 'r/f3 , a w konsekwencji także jawnego wyrażenia na odpowiednie 
oszacowanie PB. Stosowne informacje znaleźć można w wyżej cytowanej 
pracy. O 

Lemat 4.18 ( o odpornej stabilności układu sterowania obiektem o modelu 
z zaburzoną macierzą C; Suchomski [394]). W przypadku niestrukturalizo
walnego zaburzenia 6 nominalnego modelu sterowanego obiektu obowiązują 
następujące oszacowania wskaźników odpornej stabilności układu zamknię
tego: 

( i) przedział Ee = (O, rJc) wartości współczynnika skalującego rJ, rJc = 'r/A, 

( ii) optymalna wartość współczynnika skalującego 

( iii) maksymalna spektralna norma dopuszczalnej odchyłki 6 

Ocena odporności w przypadku niepewności dotyczącej dwóch ele
mentów modelu sterowanego obiektu 

Prostota uzyskanych ocen maksymalnych spektralnych norm dopuszczalnych 
niestrukturalizowalnych zaburzeń A oraz 6 nominalnego modelu sterowa
nego obiektu - wynikająca z faktu, że w obu tych przypadkach macierz Q22 

jest macierzą jednostkową - skłania do poszukiwania odpowiednich oszaco
wań dla bardziej złożonego przypadku, w którym wymienione odchyłki wy
stępują łącznie. Dążymy zatem do wyznaczenia takiego możliwie 'dużego' 
podzbioru przestrzeni Ilłnxn x Ilłąxn, że dla każdej pary (A, 6) należącej 
do tego podzbioru odpowiedni zamknięty układ sterowania będzie układem 
stabilnym. 

Niech hAc(IIAll2, 116112, ry) oznacza pewną funkcję, dobraną w ten spo
sób, aby majoryzować spektralną normę macierzy HAc(A, 6, ry) E Ilłnxn 
zdefiniowanej równością: Q22v = Q22v (A, 6, ry) = rJln -HAc(A, 6, ry). Dla 
odpowiednio określonych dziedzin odchyłek A oraz C (otwartych kul BA(PA) 
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oraz Bc(Pc)), a także przedziału zmienności skalującego współczynnika TJ, 
zachodzi IIHAc(A,C,TJ)ll2 < hAc(IIAlb IIClbTJ) . Dla ustalonej odchyłki 
A E BA(PA) różnicę hAc(IIAlb IICll2, TJ) - TJ przedstawić można w postaci 
następującej funkcji argumentu IICll2 (Suchomski [394]) 

gdzie: 

f ACo(IIAll2, TJ) 
- - 2 

= 9ACo (IIAll2) + 9AC1 (IIAll2) ·TJ+ 9AC2 · TJ 

f AC1 (IIAll2, TJ) 2IIPxKxl'2(TJIIPuBKull2 + IIPxll2IIAl'2) 
fAC2 IIPxKxll~ 

oraz: 

9ACo (IIAll2) IIPxll~IIAII~ 
9AC1 (IIAll2) = 2(11Pull2 + IIPxll2IIPuBKull2)IIAll2 - 1 

9AC2 IIPuBKull~ • 

Zdefiniujmy zbiór Ec(IIAll2) C IR, VA E BA(PA), dopuszczalnych wartości 
skalującego współczynnika TJ, żądając aby 

V :3 V hAc(IIAlh, IICll2, TJ) <TJ• 
77EEc(IIAll2) Pc(IIAll2,1J) CEBc(pc(IIAll2,11)) 

Ponieważ f AC2 > O, zatem zbiór ten określony jest przez warunek f ACo 
(IIAll2,TJ) < O. Ponadto 9ACo(IIAll2) 2: O, VAE BA(PA), oraz 9AC2 > O. Roz
patrując nierówność !Ac0 (IIAll2,TJ) < O, zauważamy, że promień PA, będący 
kresem górnym oszacowań norm takich odchyłek A, dla których Ec(IIAll2) =/-
0, wyznaczyć można z równania 9~c1 (IIAll2) - 4gAco(IIAll2)gAc2 = O, gdzie 

IIAll2 = PA· Zatem PA = PA· Wynika stąd, że Ec(IIAll2) jest otwartym 
przedziałem Ec(IIAll2) = (TJA(IIAll2),TJ1(11All2)), którego kresy 

± _ -gAc1 (IIAll2) ± J 9~c1 (IIAll2) - 4gAco (IIAll2)g.Ac2 
TJA(IIAll2) = ----~--------

2gAC2 

są dodatnimi pierwiastkami równania !Aca(IIAll2,TJ) = O. W przypadku, w 
którym IIAll2 = O, mamy Ec(IIAll2) = Ee, zaś dla IIAll2 • PA zachodzi 
TJ!(IIAll2) • TJA· Powyższe spostrzeżenia zilustrowano na rys. 4.4. 
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p* 
A 

Rys. 4.4. Zbiór Ec(IIAll2) dopuszczalnych wartości skalującego współczynnika 17. 

Niech A E BA(PA) będzie dowolną odchyłką. Ustalając 'f/ E Ec(JJ.AJl2), 
otrzymujemy ocenę pc(IIAll2, ry) spektralnej normy dopuszczalnej odchyłki 
6 

- -ryllPuBKuJl2 - IJPxll2JIAll2 + ✓ry(l - 2JJPull2IIAll2) 
Pc(IIAll2, ry) = llPxKxll2 

Poszukując maksimum funkcji pc(ll.AIJ2, ry) ze względu na 'f/ E Ec(IJAIJ2), 
znajdujemy optymalną wartość 'r/c(ll.All2) skalującego współczynnika 'f/, a 
następnie wyznaczamy oszacowanie Pc(ll.All2) = Pc(IIAll2, ryc(llAll2)) mak
symalnej spektralnej normy dopuszczalnej odchyłki C . 

Analogiczne rozumowanie przeprowadzić można dla dowolnej ustalonej 
odchyłki 6 E Bc(pc ), otrzymując w tęn sposób optymalną wartość 17A (IICll2) 
skalującego współczynnika 'f/, której odpowiada oszacowanie PA (IICll2) mak
symalnej spektralnej normy dopuszczalnej odchyłki A. 

Lemat 4.19 ( o odpornej stabilności układu sterowania obiektem o mo
delu z zaburzonymi macierzami A oraz C; Suchomski [394]). W przypadku 
niestrukturalizowalnego zaburzenia (A, C) nominalnego modelu sterowanego 
obiektu obowiązują następujące oszacowania wskaźników odpornej stabilności. 

Dla dowolnej odchyłki AE BA(PA) mamy: 

( i) optymalną wartość 'f/c(IIAll2) E Ec(IIAll2) skalującego współczynnika 'f/ 

* (Il.All ) = 1 - 2JIPull2IIAll2 
'f/c 2 4JJPuBKull~ ' 
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( ii) maksymalną spektralną normę dopuszczalnej odchyłki C 

Pc(ll.4112) = 1 - 2(11Pull2 + 2IIPxll2IIPuBKull2)IIAll2. 
4IIPxKxll2IIPuBKull2 

Dla dowolnej odchyłki C E Bc(pc) mamy: 
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( i) optymalną wartość rJA (IICll2) E EA (IICll2) skalującego współczynnika T) 

* (IICII ) _ IIPxll2 + 2IIPull2IIPxKxll2IIC\\2 
T/A 2 - 2IIPuBKu\\2(\\Pull2 + 2\\Px\\2\\PuBKu\l2)' 

( ii) maksymalną spektralną normę dopuszczalnej odchyłki A 

Uwaga 4.9 (Suchomski [394]). Zachodzi rJc(\\All2)l11A[[2=0 = 7/c oraz 

Pc(IIAl\2)l11ii.1[FO = Pe· Ponadto, dla \\.4\12-+ PA mamy T/c(l\.41\2)-+ rJA oraz 

Pc(\l.4\\2)-+ O. Wyróżnione funkcje rJc(ll.4\\2) oraz Pc(\\.4112), vA E BA(PA) , 
są malejącymi afinicznymi funkcjami argumentu 11.41\2- Podobnymi cechami 
charakteryzują się odpowiednie wielkości zdefiniowane dla IIC\\2- Zacho

dzi bowiem: rJA(\\Cll2)litc[[Fo = rJA oraz PA(IIC\\2)1 11 c[IFO = PA, zaś przy 

I\C\\2 -+ PQ, mamy~ rJA (IIC\\2) -+ 7/c oraz PA (\IC\\2) -+ o. Funkcje T)A (\ICl\2) 
oraz PA(IICll2), \IC E Bc(pe), są malejącymi afinicznymi funkcjami argu
mentu \\C\\2- Z powyższych rozważań wynika, że punkty (O, O), (O, PA) oraz 
(O, Pe) wyznaczają taki wypukły zbiór QAc C JR2 , że dla każdej ograni
czonej odchyłki (A, C), dla której (\\.4\\2, \\Cll2) E QAc, zamknięty układ 
sterowania pozostaje układem stabilnym. Obowiązuje przy tym nierówność 

rJA < T/c· Ponadto 

Na tej podstawie otrzymujemy oszacowanie PA < PellKx\12, z którego wy
nika, że dla IIKx 112 < 1 zachodzi PA < Pe· • 

Ocena odporności w przypadku niepewności dotyczącej wszystkich 
elementów modelu sterowanego obiektu 

Zakładając, że mamy do czynienia z przypadkiem, w którym występują 
niestrukturalizowalne odchyłki (A, B, C) wszystkich elementów nominal
nego modelu obiektu, wyznaczymy oceny maksymalnych spektralnych norm 
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takich odchyłek, dopuszczalnych ze względu na stabilność układu zamknię
tego. Niech hABe(IIAll2, II.Bll2, 110112, 'TJ) będzie funkcją majoryzującą spek
tralną normę macierzy HABe(A, B, C, 'TJ) E !Rnxn zdefiniowanej równością: 
Qn<v = Q229(A, B, 6, 'TJ) = 'TJln - HABe(A, B, 6, 'TJ). Dla odpowiednio 
określonych otwartych kul BA (PA), Be (pe) oraz B B (p BO), a także pewnego 
przedziału zmienności współczynnika T/, zachodzi zatem IIHABe(A, B, O, T/) 112 
< hABe(IIAll2, IIBll2, 110112, 'TJ). Przy ustalonych (A, O) E BA(PA) x Be(pe) 
mamy (Suchomski [394]) 

hABe(IIAll2, IIBll2, 110112, 'TJ) - 'T/ = 

f ABeo (IIAll2, 110112, 'TJ)+ f ABe1 (IIAll2, 110112, T/) · II.Bll2 + f ABe2 ('TJ) · IIBII~ =-----------------------
1 - 2IIKull2IIPxll2 · II.Bll2 

gdzie: 

f ABeo (IIAll2, 110112, 'TJ) = 9ABeo(IIAll2, 110112) + 9ABe1 (IIAll2, IICll2) · 'T/ 
2 + 9ABe2. 'TJ 

f ABe1 (IIAll2, 110112, 'TJ) = 2'TJIIKull2(IIPxll2 + IIPull2 

oraz: 

+ IIPuBKull2(IIPxll2 + "IIIPull2)) 
+ 2IIKull2IIPxll2(IIPxll2 - 'TJIIPull2)IIIIAll2 
+ 2IIKull2IIPxKxll2(IIPxll2 + 'TJIIPull2)IIOll2 

f ABe2('TJ) = IIKull2(11Pxll - "111Pull)2 

9ABeo(JJAJJ2, IJOJJ2) = (IIPxll2JJAJJ2 + JJPxKxll2JJOll2)2 
9ABe1 (IIAIJ2, IIOIJ2) = 2(11Pull2 + IIPxll2IIPuBKull2) IIAll2 

+ 2IIPxKxll2IIPuBKull2IIOll2 - 1 

9ABe2 = IIPuBKull~ · 

Należy podkreślić, że PA oraz Pe traktujemy tu jako wielkości znane. Po
nadto zakładamy efektywne wykorzystanie odpowiedniej (mniejszej) kuli za
wartej w BB(PBo). Niech zatem EB(IIAll2, 110112) C IR, V(A, O) E BA(PA) x 
Be (pe), oznacza zbiór dopuszczalnych wartości współczynnika 'TJ 

V 3 V 
11EEB(IIAIJ2,IICJJ2) PB (JIAll2 ,JICJJ2 ,11)::;PBo BEBB (PB (IIAll2 ,IICll2 ,17)) 
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Jak widać, f ABc2(TJ) ~ O, VTJ . Ponadto, w przypadku f ABc2(TJ) = O zachodzi 
!ABc1 (II.All2,IICll2,TJ) > O, V(.A,C) E BA(PA) x Bc(pc). Wynika stąd, że 
dla ustalonych dopuszczalnych II.All2 oraz IICll2 zbiór EB(II.All2, IICll2) wy
znaczyć można na podstawie prostego warunku !ABCo(II.All2, IIClbTJ) < O, 
VTJ E EB(II.All2, IICll2). Z kolei, dla takich samych dopuszczalnych odchyłek 
mamy 9ABCo (II.All2, IICll2) ~ O, a ponadto zachodzi także 9ABC2 > O. Trak
tując warunek fABCo(II.All2, IICll2,TJ) < O jako nierówność ze względu na TJ, 
widzimy, że na promienie PA oraz Pe, będące kresami górnymi oszacowań 
norm takich odchyłek A oraz C, dla których EB(II.All2, IICll2) -/- 0, nałożone 
jest ograniczenie 

2(11Pull2 + 2IIPxll2IIPuBKull2) ·PA+ 4IIPxKxll2IIPuBKull2 ·PC= l 

wynikające z równości g~BCi (II.All2, IICll2) - 49ABCo (II.All2, IICll2)9ABC2 

O, gdzie II.All2 = PA oraz IICll2 = PC· Ponadto !ABCo(II.Alb IICll2,TJ) 
hAc(II.All2, IICll2, TJ) - TJ· 

Z powyższych ustaleń wynika, że VAE BA(PA) obowiązuje równość Pe= 
Pc(IIAll2), zaś VC E Bc(pc) mamy PA= PA (IICll2). Na tej podstawie stwier
dzamy, że EB(II.All2, IICll2) jest otwartym przedziałem (TJ,4c(IIAll2, IICll2), 
TJ!c(II.Alb IICll2)) C JR, którego kresy są dodatnimi pierwiastkami równa
nia fABCo(II.All2, IICll2,TJ) = O (Suchomski [394]). 

Dla dowolnej odchyłki .A E BA(PA) przy IICll2 ---+ Pc(II.All2) obserwu
jemy, że 77!c(IIAll2, IICll2) ---+ 77c(II.All2). z kolei, VC E Bc(pc) dla 11A112 ---+ 
PA (IICll2) obserwujemy, że 77!c(IIAll2, IICll2) ---+ 17A (IICll2). Jako promień 
PB(II.All2, IICll2, 77) przyjmujemy wielkość min {PBo, ,oa(II.All2, IIClb TJ)}, gdzie 
.OB(II.All2, IICll2, 77) jest dodatnim pierwiastkiem równania (Suchomski [394]) 

f ABCo (II.All2, IICll2, 77) + f ABC1 (II.All2, IICll2, 77) ·PB+ f ABC2 (77) · .ai =O· 

Optymalną wartość 7713 (11.Alb, IICll2) współczynnika 77 otrzymamy, wyznacza
jąc minimum funkcji ,OB(II.All2, IICll2,77). Ocena PB(II.All2, IICll2) maksymal
nej spektralnej normy dopuszczalnej odchyłki B przyjmuje zatem postać 
PB(II.All2, IICll2) = PB(IIAll2, IICll2, TJ13(II.All2, IICll2)). 

Lemat 4.20 ( o optymalnej wartości współczynnika skalującego 77 w przy
padku oceny odpornej stabilności układu sterowania obiektem o modelu z 
zaburzonymi elementami (A, B, C); Suchomski [394]). Dla niestruktura
lizowalnego zaburzenia (A, B, C) nominalnego modelu sterowanego obiektu 

optymalna wartość 7713 (II.All2, IICll2) skalującego współczynnika 17, V(A, C) E 
BA(PA) x Bc(Pc), spełnia równanie 

,8o(IIAll2, IICll2) + ,81 ( IIAll2, IICll2) · 77+ ,82(IIAll2, IICll2) · 772 + ,83 (IIAll2) · 773 = o. 
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Ze szczegółowymi {bardzo złożonymi} wzorami opisującymi współczynniki tego 
równania można się zapoznać w cytowanej wyżej pracy. • 

Przykład 4.2 ( ocena zapasu stabilności układu optymalnego w sensie 
zadania LQG; Suchomski [394]). Standardowo sformułowany problem syn
tezy liniowego regulatora przy kwadratowym wskaźniku jakości oraz gaus
sowskich obiektowych zakłóceniach i szumach obserwacji (LQG) opiera się na 
założeniu, że znany jest dokładny model obiektu oraz dostępne są dokładne 
stochastyczne charakterystyki sygnałów występujących w tym modelu (An
derson i Moore [5], Lewis [272], Whittle [467]). Rozwiązaniem odpowied
niego zadania optymalizacji jest regulator dopasowany do nominalnego mo
delu sterowanego obiektu: regulator taki w przypadku bezbłędnego mode
lowania zapewnia układowi zamkniętemu nominalną stabilność oraz żądane 
właściwości dynamiczne (nominalną jakość) . W ogólności nie jest to jed
nak odporna stabilność - co oznacza, że nawet 'mała' niedokładność modelu 
obiektu może w pewnych przypadkach prowadzić do niestabilnego układu 
zamkniętego (Chen i Dong [58], Doyle [92], Soroka i Shaked [373, 374]). 

Dążąc do zapewnienia układom LQG odpornej stabilności, zapropono
wano szereg metod syntezy, w których obok nominalnego modelu uwzględnia 
się także charakterystyki niepewności opisu sterowanych obiektów: 

( i) metody, w których transmitancje sygnałowych torów układu sterowa
nia wstępnie ukształtowane według kryteriów metody LQG podlegają 
dodatkowej optymalizacji ze względu na wymagania wrażliwościowe 
(Loop Transfer Recovery, LTR; Saberi et al. [347], Stein i Athans 
[377]), 

( ii) metody, w których do syntezy sterowania LQG z niepewnym modelem 
stosuje się teorię strukturalnych wartości osobliwych (Doyle [93]), 

( iii) metody, w których norma 1-{00 stanowi podstawę definicji funkcji celu 
odpornego sterowania (Green i Limebeer [153], Zhou et al. [487]). 

Nominalny model sterowanego obiektu z czasem ciągłym zapisany zgod
nie z notacją Itó ma postać równania stanu oraz obserwacji (Chui i Chen 
[63], Jazwinski [201], Sage i Melsa [349]): 

dxo(t) Ax0 (t)dt + Bu(t)dt + dw0 (t), x0 (t) E !Rn 

dy(t) Cx0 (t)dt + dv0 (t) 

gdzie xo E !Rn oznacza wektor stanu, u E W jest sygnałem sterującym, 
y E !Rą jest sygnałem obserwacji, dw0 E !Rn jest infinitezymalnym przy
rostem procesu Wienera wo E !Rn opisanym momentami E [dwa] = On oraz 
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E [dwodw;f] = Qwdt, Qw E ffi.nXn, zaś dvo E ffi.ą oznacza infinitezymalny 
przyrost procesu Wienera v0 E ffi.ą o momentach E [dvo] = Oą i E [dvodvif] = 
Qvdt, Qv E ffi.ąxą. O procesach wo oraz va zakłada się, iż są wzajemnie 
niezależne, ponadto przyjmuje się, że Qw jest macierzą dodatnio półokreś
loną (Qw ~ O), zaś Qv - macierzą dodatnio określoną (Qv > O). Macierze 
rozważanego modelu mają zatem wymiary: A E ffi.nxn, B E ffi.nxp oraz 
CE ffi.ąxn_ 

Minimalnowariancyjne oszacowanie x0 E ffi.n procesu xo oblicza się, sto
sując filtr Kalmana- Bucy (Brown i Hwang [45], Chui i Chen [63], Kalman 
et al. [211]) 

dx0 (t) = Ax0 (t)dt + Bu(t)dt + Kx(t) [dy(t) - Cx0 (t)dt], i:o(to) 

gdzie Kx(t) = Mx(t)CTQ-;; 1 E ffi.nxą jest wzmocnieniem tego filtru, przy 
czym macierz Mx(t) E ffi.nxn stanowi rozwiązanie różniczkowego równania 
Riccatiego Mx(t) = AMx(t) + Mx(t)AT - Mx(t)CTQ-;; 1CMx(t) + Qw, w 
którym jako początkowy warunek Mx(to) E ffi.nxn przyjmuje się pewne przy
bliżenie kowariancji błędu oceny stanu xo(to)- Zakładając, że ocenę i:o(t) 
stanu x 0 (t) w chwili t wyznacza się na podstawie obserwacji prowadzo
nych w nieograniczonym przedziale czasu (-oo, t], otrzymujemy równanie 
stacjonarnego filtru Kalmana- Bucy 

dx0 (t) = Ax0 (t)dt + Bu(t)dt + Kx [dy(t) - Cx0 (t)dt], i:o(to) 

o wzmocnieniu Kx = MxCTQ-;; 1 E ffi.nxą, zależnym od rozwiązania Mx E 

ffi.nxn algebraicznego ciągłego równania Riccatiego 

AMx + MxAT - MxCTQ-;; 1CMx + Qw = Onxn. (4.11) 

Definiując funkcjonał kosztów 

J(u(·)) =i~~~ E [foT (x5(t)Qxxo(t) + uT(t)Quu(t))dt] 

w którym Qx E ffi.nxn jest symetryczną macierzą dodatnio półokreśloną 
(Qx ~ O), zaś Qu E wxp jest symetryczną macierzą dodatnio określoną 
(Qu > O), postawić można problem syntezy sterowania u*(t) minimalizu
jącego ten funkcjonał (Anderson i Moore [5], Saberi et al. [348], Whittle 
[467]). Rozwiązaniem tak sformułowanego problemu LQG jest prawo stero
wania u*(t) = -Kuxo(t), w którym Ku = Q:;;1 ET Mu E wxn jest macierzą 
sprzężenia zwrotnego, zaś macierz Mu E ffi.nxn otrzymuje się z algebraicznego 
równania Riccatiego 

( 4.12) 
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Przyjmijmy, że w dalszych rozważaniach obowiązują dwa standardowe zes
tawy założeń (Bitmead i Gevers [30], Willems i Gallier [472]). Na pierwszy 
zestaw składają się dwa założenia: para (A, Rx), gdzie Qx = R;Rx, jest 
wykrywalna oraz para (A, B) jest stabilizowalna. Z założeń tych wynika, 
że równanie (4.11) ma jednoznaczne, stabilizujące, symetryczne i dodat
nio półokreślone rozwiązanie Mu = MJ, Mu ~ O (w przypadku, w któ
rym para (A, Rx) jest obserwowalna, macierz Mu jest macierzą dodatnio 
określoną, Mu > O). Drugi zestaw założeń ma postać: para (A, Rw), gdzie 
Qw = RwR~, jest stabilizowalna, zaś para (A, C) jest wykrywalna. Z za
łożeń tego zestawu wynika, że równanie ( 4.12) ma jednoznaczne, ·stabilizu
jące, symetryczne i dodatnio półokreślone rozwiązanie Mx = MJ, Mx ~ O 
(w przypadku, w którym para (A, Rw) jest sterowalna, macierz Mx jest ma
cierzą dodatnio określoną, Mx > O). Dalej przyjmujemy zatem, że A- BKu 
oraz A - KxC są macierzami stabilnymi. 

Matematyczny rygoryzm powyższych sformułowań (niezbędny do po
prawnego zdefiniowania właściwości rozpatrywanych sygnałów) osłabiono 

wszędzie tam, gdzie notacyjne uproszczenia nie prowadzą do nieporozumień. 
Postępując w ten sposób, stochastycznym równaniom różniczkowym przy
porządkowujemy model (Anderson i Moore [5], Kushner [252], Skogestad i 
Postlethwaite [363]): 

±o(t) Axo(t) + Bu(t) + wo(t) 

y(t) Cxo(t) + vo(t) 

w którym procesy wo E !R?.n oraz v0 E !R?.ą są wzajemnie niezależnymi białymi 
szumami (dwo(t) = w0 (t)dt oraz dv0 (t) = v0 (t)dt) o zerowych wartościach 
średnich oraz macierzach kowariancyjnych E[w0 (t)wo(T)T] = Qwó(t - T) i 
E[vo(t)vo(Tf] = Qvó(t - T). 'Rzeczywisty' obiekt sterowania opisany jest 
modelem z niepewnością o addytywnym charakterze: 

x(t) (A+ A)x(t) + (B + B)u(t) + w(t) 

y(t) (C + C)x(t) + v(t) 

gdzie x E !R?.n oznacza wektor stanu, u E ]RP jest sygnałem sterującym, y E !R?.ą 
jest sygnałem obserwacji, procesy w E !R?.n oraz v E !R?.ą oznaczają zakłócenia 

obiektowe oraz obserwacji, zaś macierze A E !R?.nxn, B E !R?.nxp oraz C E !R?.ąxn 
są odchyłkami od odpowiednich elementów (A, B, C) nominalnego modelu 
obiektu. Sterowanie u = u*, wyznaczone w oparciu o ten model, podawane 
jest na rzeczywisty obiekt, co prowadzi do układu zamkniętego o schemacie 
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danym na rys . 4.5. Ewolucję stanu x(t) tego układu opisuje równanie 

x(t) = Nx(t) + N [ :f:] ] (4.13) 

w którym macierz N E IR?.2nx(n+ą) ma postać 

* · U y . Obiekt ~ 

~o J 
- Regulator LQ ~ Filtr Kalmana 

. .--

Rys. 4.5. Przykład 4.2. Schemat układu sterowania. 

Równanie (4.13) jest niejednorodnym stochastycznym równaniem różniczko
wym z wymuszeniem w postaci białego szumu. Ponieważ omawiane równanie 
jest liniowe i oddziaływanie wymuszenia ma charakter addytywny, interesu
jące nas cechy rozwiązania x są takie same jak odpowiednie właściwości 
uzyskane na podstawie rachunku Ito zastosowanego do stochastycznego rów
nania 

dx(t) = Nx(t)dt + N [ !~f:j ] (4.14) 

w którym występują infinitezymalne przyrosty odpowiednich procesów Wie
nera [ dw(t)T dv(t)T jT = [ w(t)dtT v(t)dtT ]T. Rozwiązywanie równa
nia ( 4.14) nie wymaga całkowania w sensie Itó (Arnold [9], Schuss [355], 
Sobczyk [365]), zaś do zapewnienia stabilności rozwiązania x potrzeba i 
wystarcza, aby wartości własne macierzy N należały do otwartej lewej pół
płaszczyzny płaszczyzny zespolonej - co jest równoważne żądaniu asym
ptotycznej stabilności układu modelowanego czysto deterministycznym rów
naniem różniczkowym x(t) = Nx(t). 

Numeryczny eksperyment dotyczy obiektu opisanego poniższym nomi-
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nalnym modelem zaczerpniętym z (Davison i Ferguson [79]): 

A= [ -~ -~ ~ ] , B = [-~j~ ~ ] , C = [ 3 -3~4 
O O -1 O 1/2 2 l 

-1/2] o . 

Macierze kowariancyjne Qw E ]R3x 3 i Qv E IR2 x 2 oraz macierze wagowe 
Qx E JR3 X 3 i Qu E JR2 X 2 mają postać: Qw = BET, Qv = h, Qx = crc, 
Qu = h- Rozwiązując rozważany problemu LQG, wyznaczamy macierze 
wzmocnień filtru Kalmana-Bucy Kx oraz regulatora Ku, a następnie ma
cierze Pu oraz Px. Na tej podstawie obliczamy wartości spektralnych norm: 
\[Ku[[2 = 1.14913, [JKxJJ2 = 0.41870, \\Pulb = 0.61483, J[PxJJ2 = 0.57405, 
JIPxKxll2 = 0.15970 oraz [JPuBKu[[2 = 0.40194. Mamy zatem EA = EB = 
Ee = (O, 6.18971). Optymalne wartości skalującego współczynnika TJ, wy
znaczone na podstawie lematów 4 .16 oraz 4- 18, wynoszą: TJA = 0.6634 7 
oraz TJc = 1.54743. Prowadzi to do odpowiednich oszacowań spektralnych 
norm dopuszczalnych pojedynczych odchyłek A i C: PA = 0.46455 oraz 
Pe = 3.89463. Dla odchyłki B mamy PBO = 0.75797. Optymalna wartość 
skalującego współczynnika TJ równa się w tym przypadku TJs = 0.29567, 
czemu odpowiada Ps = 0.26365 < PBO· Na rys. 4.6 zobrazowano ob
szar wyznaczony dopuszczalną niepewnością wszystkich elementów modelu 
sterowanego obiektu. Szczegółową dyskusję różnych aspektów rozważanego 
przykładu znajdziemy w (Suchomski [394]). O 

0.4 

li B 112 0.2 

o 
o 

Rys. 4.6. Przykład 4.2. Obszar odpowiadający dopuszczalnym odchyłkom 
(A,B,C). 



Zakończenie 

Praca dotyczyła problemów syntezy algorytmów odpornego sterowania w 
czasie dyskretnym. Próbując wskazać najważniejsze przyczynki, które zda
niem autora wnosi niniejsza praca, należałoby - konsekwentnie wiążąc poniż
sze sformułowania z przyjętym sposobem modelowania sterowanych obiektów 
opartym na operatorze ó - wymienić co następuje. 

(1) Opracowano analityczne formuły nastawiania korektorów Youli-Kućery 
o niskim rzędzie, służące zapewnieniu odpornej stabilności oraz odpor
nego zachowania się nominalnie stabilnych układów sterowania wy
znaczonych zgodnie z metodą rozmieszczania biegunów oraz układów 
sterowania predykcyjnego. Zdefiniowano dwie rodziny diofantycznych 
równań niezbędnych przy rozwiązywaniu zadań syntezy algorytmów 
sterowania na podstawie zasady rozmieszczania biegunów. 

(2) Podano oszacowanie wstecznego oraz względnego błędu rozwiązania 
problemu rozmieszczania biegunów dla ściśle strukturalizowalnych za
burzeń liniowego zadania wynikającego z odpowiednich równań diofan
tycznych. 

( 3) Przedstawiono numerycznie stabilną metodę oceny stopnia najwięk
szego wspólnego dzielnika wielomianów dyskretnego modelu sterowa
nego obiektu. 

(4) Opracowano metodę strojenia algorytmów predykcyjnego sterowania, 
mającą postać analitycznych formuł wywiedzionych z właściwości od
powiednio sparametryzowanych rodzin prototypowych wielomianów . 

( 5) Badając wrażliwość rozwiązań dyskretnych równań Riccatiego oraz dys
kretnych równań Lapunowa na zaburzenia odpowiednich macierzowych 
pęków, wykazano, że w przypadku nieosobliwych zadań przy dostatecz
nie małej wartości okresu próbkowania równania przyporządkowane 
standardowemu operatorowi przesunięcia q charakteryzują się istotnie 
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gorszym uwarunkowaniem w stosunku do równań wynikających z za
stosowania operatora 8. Ujawniono także istnienie klasy osobliwych 
zadań, dla których taka przewaga modeli związanych z operatorem 8 
nie występuje. 

( 6) Dla typowych struktur algorytmów optymalnego sterowania pokazano 
w jaki sposób, wykorzystując odpowiednio zdefiniowane równania La
punowa, wyznaczyć zakres niestrukturalizowalnych zaburzeń nominal
nego modelu sterowanego obiektu, dopuszczalnych ze względu na sta
bilność układu zamkniętego . 

( 7) Zbadano właściwości ]-bezstratnych stabilizujących koniugatorów. 

( 8) Sformułowano konieczne i wystarczające warunki istnienia różnych ]
bezstratnych faktoryzacji modeli (macierzy) rozproszenia, w tym także 
uogólnionych ]-bezstratnych faktoryzacji macierzy, które mają zera 
należące do 8'Dt:,.. Szczegółowo przeanalizowano właściwości czynników 
takich faktoryzacji. 

( 9) Ukazano podstawowe strukturalne cechy szerokiej klasy optymalnych 
algorytmów sterowania, które uzyskuje się, biorąc pod uwagę zalecenia 
wynikające z teorii przestrzeni 1{00 . Podano wystarczające warunki 
istnienia wymiernych rozwiązań o ściśle właściwej postaci, a także 

zwrócono uwagę na ograniczony zakres ich stosowalności. 

(1 O) Omówiono szereg algorytmów odpornego sterowania oraz estymacji 
stanu, w tym ogólną postać algorytmu wyprowadzonego z metody roz
mieszczania biegunów. 

Rozdział 6., poświęcony problemom syntezy liniowych układów optymal
nych ze względu na normę 1{00 , stanowi merytorycznie najistotniejszą część 
pracy. Łatwo wszakże zauważyć, że motyw kształtowania charakterystyk 
układów dynamicznych (sterowania oraz estymacji) w oparciu o wskazania 
formułowane z wykorzystaniem normy 1{00 wielokrotnie pojawiał się także 
w innych miejscach tej pracy. 

Problemy oraz zadania tu podjęte nie wypełniają całości obszaru zasługu
jącego na penetrację. Jeden z rozpoczętych i interesujących wątków wiąże 
się z pytaniem o możliwość zbudowania numerycznie stabilnego algorytmu 
syntezy regulatora według normy 1{00 na podstawie rozszerzonego modelu 
daneg~ obiektu. Okazuje się, że w przypadku takich modeli, badając ko
nieczne i wystarczające warunki istnienia odpowiednich ]-bezstratnych fak
toryzacji, a także definiując dodatkowe strukturalne wymagania nakładane 
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na unimodularne czynniki tych faktoryzacji , po raz kolejny przekonujemy 
się o korzyściach, jakie daje reprezentacja rozważanych równań Riccatiego 
w postaci stosownych macierzowych pęków (Suchomski [412]) . Inny prob
lem, o którym tylko wspomniano w toku prowadzonych rozważań, doty
czy algorytmów syntezy odpornych adaptacyjnych układów sterowania z 
Q-parametrami zmieniającymi się w czasie (Suchomski [411]). 

Na zakończenie warto jeszcze wymienić dwa tematy, które będąc rozwinię
ciem problematyki poruszonej w niniejszej pracy, stanowią o aktualnych fas
cynacjach jej autora. Są to problemy syntezy numerycznie odpornych al
gorytmów sterowania nieliniowymi obiektami o nieskończeniewymiarowych 
modelach oraz zagadnienia związane z adekwatnym modelowaniem w czasie 
dyskretnym niepewności charakterystyk obiektów opisanych różniczkowymi 
inkluzjami. 
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Sterowanie odporne polega na zapewnieniu układowi sterowania 
wymaganej stabilności oraz jakości w warunkach występowania 
niepewności w modelu sterowanego obiektu dynamicznego. Przedmiotem 
pracy są zagadnienia związane z syntezą liniowych algorytmów odpornego 
sterowania w czasie dyskretnym obiektami czasu ciągłego. Skupiono się 
na algorytmach wynikających z metod przestrzeni H00 • Wskazano na 
znaczenie analizy uwarunkowania zadania syntezy ( optymalizacji) 
sterowania oraz na rolę oceny numerycznych błędów proponowanych 
algorytmów. Omówiono sposoby polepszania uwarunkowania poprzez 
zastosowanie modelowania opartego na operatorze delta. 

W pracy wykazano przydatność łańcuchowych macierzy 
rozproszenia modelowanego obiektu, udowodniono szereg twierdzeń 
odnoszących się do J -bezstratnych faktoryzacji takich macierzy, a także 
omówiono strukturę algorytmów sterowania optymalnych ze względu na 
normę H00 • 

Teoretyczne rozważania zilustrowano numerycznymi przykładami 
dotyczącymi zadań odpornego sterowania oraz estymacji stanu. Przykłady 
te obejmują między innymi: metodę rozmieszczania biegunów, sterowanie 
predykcyjne, a także sterowanie optymalne ze względu na kwadratowy 
wskaźnik jakości oraz ze względu na normę H00 • 
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