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1

Wprowadzenie

W pracy rozważa się sytuacje decyzyjne, w których jest kilku
decydentów negocjujących warunki możliwej współpracy. Problem
dotyczy podziału efektów współpracy, przy czym każdy decydent
ma swój odrębny, zestaw celów, które chciałby osiągnąć i kieruje
się swoimi preferencjami. Cele te są w ogólnym przypadku kon-
fliktowe, zarówno w przypadku każdego decydenta jak i między
decydentami. Każdy decydent ma określony wektor kryteriów mie-
rzących poziomy osiągnięcia jego celów, przy czym wartości tych
kryteriów zależą od decyzji wszystkich decydentów. Sytuacje ta-
kie nazywane są sytuacjami kooperacyjnymi z wielokryterialnami
wypłatami decydentów. Zakłada się, że można zbudować model
matematyczny opisujący taką sytuację decyzyjną a w szczególno-
ści pozwalający wyznaczyć wielokryterialne wypłaty decydentów
w zależności od podejmowanych przez nich decyzji.

Praca dotyczy problemów metodologicznych związanych ze
wspomaganiem procesu decyzyjnego w takich sytuacjach przy wy-
korzystaniu modeli matematycznych. Przedstawia się podstawy
teoretyczne i metody, które mogą być wykorzystane w konstrukcji
systemów komputerowych wsparcia decyzyjnego.
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Cechą charakterystyczną rozpatrywanych w pracy problemów
w przypadku wielokryterialnych wypłat jest to, że każdy decy-
dent ma do czynienia z pewnym zbiorem tzw. niezdominowanych
rozwiązań, przy czym zbiory rozwiązań decydentów są wzajem-
nie współzależne. Zbiory niezdominowanych rozwiązań są na ogół
niemożliwe do zapisania w formie analitycznej i przedstawienia de-
cydentom w takiej formie do analizy. Możliwe jest natomiast wy-
znaczenie pewnej skończonej liczby punktów należących do tych
zbiorów przy zastosowaniu metod obliczeniowych.

W uzupełnieniu do rozwijanych w pracy podstaw teoretycz-
nych i metod wspomagania decyzji kooperacyjnych, rozpatruje się
również zagadnienia budowy i zastosowania systemów kompute-
rowych nie tylko do wspomagania analizy decyzyjnej dokonywa-
nej indywidualnie przez każdego decydenta z uwzględnieniem jego
preferencji, ale także do wspomagania procesu mediacji, w trakcie
którego generowane są propozycje mediacyjne.

Dla przypadku pojedynczego decydenta rozwinięte zostały me-
tody wielokryterialnego wspomagania decyzji. Istnieje już obec-
nie bardzo wiele prac przeglądowych i monografii poświęconych
metodom wielokryterialnego podejmowania decyzji. np. (Branke,
Deb, Miettinen, Słowiński 2008), (Wierzbicki, Makowski, Vessels
2000), (Kaliszewski 1994, 2006), (Chankong, Haimes 1983), (Co-
hon, 1985), (Galas, Nykowski, Żółkiewski 1987), (Hwang, Masud,
1979), (Sawaragi, Nakayama, Tanino 1985), (Steuer 1986), (Yu
1985), (Zeleny 1982). Proponowane w tych pracach podejścia mają
na celu umożliwienie decydentowi wyboru ze zbioru rozwiązań nie-
zdominowanych rozwiązania zgodnego z jego preferencjami, przy
zastosowaniu pewnej procedury przeglądania tego zbioru. Wyko-
rzystywane są przy tym różne metody obliczeniowe.
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Wśród stosowanych podejść na szczególną uwagę zasługują me-
tody stosujące pojęcie tzw. funkcji osiągnięcia, wykorzystujących
poziomy aspiracji czy punkty referencyjne, sprecyzowane przez de-
cydenta, por. (Wierzbicki, 1982, 1986, Wierzbicki i inni 2000).
W metodach tego typu stosowana jest interakcyjna procedura,
w trakcie której decydent może coraz lepiej poznawać zbiór rozwią-
zań niezdominowanych, wyznaczając przy pomocy systemu kom-
puterowego niektóre rozwiązania z tego zbioru. Odpowiednio do-
bierając punkty referencyjne może także kierować sposobem prze-
glądania tego zbioru i wybrać ostateczne rozwiązanie zgodnie ze
swoimi preferencjami.

W przypadku kilku decydentów zagadnienie jest bardziej zło-
żone, ponieważ istnieje wiele indywidualnych zbiorów rozwiązań
niezdominowanych i zbiory te są współzależne. Decydenci mają
zwykle różne cele, których osiągniecie jest mierzone za pomocą
kryteriów i maja różne preferencje. Rozwiązaniem całego problemu
jest wariant, który zostanie zaakceptowany przez wszystkich decy-
dentów. Decydenci mogą być w różnej tzw. pozycji przetargowej.
Każdy z nich może mieć inny wpływ na wyniki współpracy. Wspo-
maganie procesu decyzyjnego rozumiane jest w tym przypadku
jako wspomaganie decydentów w procesie analizy umożliwiającej
lepsze rozumienie ich pozycji przetargowej, a także jako wspoma-
ganie procesu negocjacji, tzn. pomoc w znalezieniu akceptowalnego
przez nich wszystkich rozwiązania.

Istnieje obecnie wiele prac poświęconym analizie procesów ne-
gocjacji a także ich formalnemu opisowi, np. prace (Barclay, Pe-
terson 1976), (Raiffa 1982), (Axelrod 1985), (Wierzbicki 1985,
1987, 1990), (Kersten, Szapiro 1986), (Kersten i inni 1988, 1991),
Sebenius (1992, 2007). Idee komputerowego wspomagania pro-
cesów negocjacji oraz przykłady zbudowanych systemów można
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znaleźć w pracach autorów: Goeltner (1987), Jarke, Jelassi, Sha-
kun (1987), Kersten (1985, 1988), Korhonen, Moskowitz, Walle-
nius, Zionts (1986), DeSanctis, Gallupe (1987), Shakun (1988),
Nunamaker, Applegate, Konsynsky (1988), Korhonen, Wallenius,
(1989), Nyhart, Samarasan (1989), Vetschera (1990), Teich, Wal-
lenius, Kuula, Zionts (1995), Ehtamo, Hamalainen (2001), Heiska-
nen, Ehtamo, Hamalainen (2001). Rozwijane są idee wspomaga-
nia negocjacji przez internet, w tym z wykorzystaniem systemów
wieloagentowych, i zbierane jest doświadczenie stosowania takich
systemów, np. (Kersten, Sunil 1999, Kersten i inni 2002, Ker-
sten, Lo 2003, Chen i inni 2005, Vetschera, Kersten, Köszegi 2006,
Vetschera 2007, Wachowicz 2006, 2008, Szapiro, Wojewnik 2007,
2008).

Monografia przedstawia specyficzne autorskie podejście do pro-
blemu negocjacji przy wielokryterialnych wypłatach decydentów.

Sytuację decyzyjną, w której znajdują się decydenci opisuje się
za pomocą gier wielokryterialnych, w szczególności wielokryterial-
nego problemu targu i wielokryterialnych gier koalicyjnych. Wy-
płaty w takich grach rozpatrywane są w przestrzeni będącej iloczy-
nem kartezjańskim przestrzeni kryteriów poszczególnych decyden-
tów. W momencie rozpoczęcia badań w latach 80-ych ubiegłego
wieku, teoria takich gier nie była jeszcze rozwinięta. Zapropono-
wano więc i przedstawia się w pracy odpowiednie sformułowania
takich gier, koncepcje ich rozwiązań i analizę właściwości. Propo-
nowane koncepcje rozwiązań charakteryzują się tym, że uwzględ-
niają preferencje każdego z decydentów.

Proponuje się konstrukcję wielorundowych procedur wspoma-
gających analizę decyzyjną wykonywaną przez decydentów jak
i proces mediacji z wykorzystaniem koncepcji rozwiązań teorii gier.
W każdej rundzie takiej procedury każdy decydent przeprowadza
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analizę wielokryterialną osiągalnych wypłat w swojej przestrzeni
kryteriów, co umożliwia mu wskazanie swoich preferencji. Informa-
cje o tych preferencjach umożliwiają z kolei wyliczenie propozycji
mediacyjnej. Propozycja mediacyjna wyznaczana jest na podsta-
wie jednej z proponowanych w pracy koncepcji rozwiązania gry
wielokryterialnej. Propozycja mediacyjna uwzględnia preferencje
wszystkich decydentów i jest przedmiotem indywidualnej analizy
przez decydentów w kolejnej rundzie.

W pracy opisano, jak taka procedura może być zaimplemen-
towana w konstrukcji komputerowego systemu wsparcia decyzyj-
nego.

Zaproponowane w pracy podejście stanowi uzupełnienie ewen-
tualnie alternatywę do podejść prezentowanych w cytowanej wyżej
literaturze.

Układ pracy jest następujący.

W rozdziale 2 przedstawia się podstawowe pojęcia i idee wielo-
kryterialnej optymalizacji. Szczególną uwagę zwrócono na metodę
punktu referencyjnego z wykorzystaniem funkcji osiągnięcia A.P.
Wierzbickiego, ponieważ metoda ta jest wykorzystywana w propo-
nowanych procedurach wspomagających analizę i proces mediacji,
przedstawionych w dalszej części pracy.

Rozdział 3 wprowadza podstawowe pojęcia dotyczące negocja-
cji i klasycznej teorii gier. Klasyczną jest nazywana teoria gier
rozwijana przy założeniu skalarnych wypłat graczy.

Kolejne rozdziały 4 - 9 zawierają oryginalne wyniki w zakre-
sie przedmiotowym monografii uzyskane w trakcie prowadzonych
badań.

Rozdział 4 zawiera ogólne sformułowanie wielokryterialnego
problemu decyzyjnego w sytuacjach kooperacyjnych. Podaje się
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definicję wielokryterialnego problemu targu. Proponuje się kilka
koncepcji rozwiązań, stanowiących uogólnienie rozwiązań znanych
z literatury. Rozwiązania te są określane z wykorzystaniem wpro-
wadzonej, oryginalnej koncepcji tzw. punktu względnej utopii.
Punkt ten uwzględnia preferencje decydentów określone w ich
przestrzeniach kryteriów. Analizuje się właściwości tych rozwią-
zań i ich relacje.

Przedstawia się następnie możliwości wykorzystania tych roz-
wiązań w interakcyjnych procedurach mediacyjnych (Rozdział 5).
Inspiracją do formułowania takich procedur były koncepcje i me-
tody negocjacji (Raiffa 1982) stosowane w praktyce, np. zakoń-
czone sukcesem rokowania izraelsko-egipskie w Camp David. Pro-
ponuje się oryginalną procedurę, w której wprowadza się i łączy
dwa sposoby wspomagania decyzyjnego: tzw. jednostronne i wie-
lostronne. Wspomaganie jednostronne pozwala każdemu z decy-
dentów biorących udział w negocjacjach na niezależną analizę pro-
blemu bez uwzględnienia aktualnych decyzji pozostałych decyden-
tów. Wspomagana jest analiza wielokryterialna wykonywana przez
każdego z decydentów metodą punktu referencyjnego z użyciem
funkcji osiągnięcia. We wspomaganiu wielostronnym uwzględnione
są aktualne decyzje wszystkich decydentów. Taki sposób wspo-
magania decyzyjnego umożliwia decydentom lepsze poznanie ich
sytuacji przetargowej, wybór propozycji rozwiązań zgodnie z ich
preferencjami, a także wspomaga znalezienie konsensusu, jako roz-
wiązania niezdominowanego, akceptowanego przez wszystkich de-
cydentów.

Powyższa procedura została wykorzystana w konstrukcji kom-
puterowego systemu wsparcia decyzyjnego MCBARG. Strukturę
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i funkcje tego systemu omawia się w rozdziale 6. System ten umoż-
liwia budowę modelu problemu decyzyjnego opisywanego jako wie-
lokryterialny problem targu i przeprowadzenie sesji negocjacyj-
nych z udziałem osób przyjmujących rolę decydentów w tym pro-
blemie. System wspomaga proces analizy wielokryterialnej doko-
nywany w każdej rundzie przez każdego decydenta oraz pełni rolę
niezależnego mediatora i ułatwia decydentom znalezienie konsen-
susu. W rozdziale tym przedstawia się także przykłady dotyczące
międzynarodowej współpracy w zakresie kwaśnych deszczów, oraz
współpracy gospodarstw rolnych, modelowane jako wielokryte-
rialny problem targu. Modele wielokryterialnego problemu targu
dla tych przykładów zostały zbudowane z wykorzystaniem edy-
tora systemu MCBARG a następnie wykorzystane w przeprowa-
dzonych eksperymentalnych sesjach negocjacji.

W Rozdziale 7 rozpatruje się sytuacje decyzyjne opisywane za
pomocą wielokryterialnych gier kooperacyjnych, uwzględniających
możliwość tworzenia przez graczy koalicji. Przedstawia się rozwi-
nięcie sformułowania klasycznych gier kooperacyjnych podanego
przez Aumana (1967), oraz koncepcji rozwiązań na przypadek wie-
lokryterialnych wypłat graczy. W przestrzeniach wielokryterial-
nych wypłat rozpatruje się różne sformułowania dominacji. Podaje
się oryginalną propozycję koncepcji rozwiązania typu nukleolus,
uwzględniającego preferencje wszystkich graczy. Przedstawia się
także idee interakcyjnej procedury wspomagającej analizę i proces
mediacji, w której zaproponowana koncepcja nukleolusa służy do
wyznaczania propozycji mediacyjnych.

Rozdział 8 przedstawia rodzinę gier opisujących współpracę
graczy zainteresowanych pozyskaniem pewnego zestawu dóbr
przez realizację wspólnego projektu. Proponuje się i analizuje pro-
cedury alokacji kosztów między graczy, wykorzystujące mechanizm
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cenowy oraz różne koncepcje rozwiązań. Przedstawia się także pro-
cedurę wspomagającą analizę problemu alokacji kosztów. Problem
alokacji kosztów rozpatruje się także w kolejnym rozdziale 9 w kla-
sie tzw. gier kooperacyjnych w postaci funkcji partycji. Gry takie
opisują rzeczywiste sytuacje, w których wypłaty każdej koalicji za-
leżą nie tylko od graczy, którzy ją tworzą, ale także od struktury
koalicji tworzonych przez graczy pozostałych. W pracy rozwijana
jest teoria takich gier. W szczególności formułuje się koncepcje
rozwiązań, takich jak rdzeń gry i zbiory stabilne. Analizuje się
właściwości tych rozwiązań.

Rozdział 10 zawiera podsumowanie najważniejszych wyników
uzyskanych w trakcie dotychczasowych badań i prezentowanych
we wcześniejszych rozdziałach oraz propozycje kierunków dalszych
badań.

Monografię kończy bibliografia zawierająca 235 pozycji litera-
tury i indeks.

Przedstawiane w pracy wyniki były prezentowane m.in. w niżej
wymienionych pracach:

- w zakresie idei wspomagania negocjacji w wielokryterialnych
sytuacjach kooperacyjnych: (Fortuna, Kruś 1984, Kruś 1985, Bro-
nisz, Kruś 1987, 1988, 1989a, 1989b, Bronisz, Kruś, Wierzbicki
1989, Kruś 1991, Kruś, Bronisz 1993, Kruś 1996, 2002b, 2004b,
Wierzbicki, Kruś, Makowski 1993),

- dotyczących systemu komputerowego MCBARG i przykładów
wielokryterialnych problemów targu: (Kruś, Bronisz, Łopuch 1990,
Kruś, Łopuch 1989, Kruś, Łopuch, Bronisz 1989, Kruś 1992a),
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- dotyczących wielokryterialnych gier koalicyjnych, gier wielo-
przedmiotowych w zastosowaniu do alokacji kosztów, gier w po-
staci funkcji partycji: (Kruś, Bronisz 1995, 1996, 1998, 2000, Kruś
2008, 2009).

Lista ważniejszych wyników

W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-
terialny problemu targu:

• koncepcje indywidualnie niezdominowanych wypłat graczy oraz
punktu względnej utopii (Definicje 4.1, 4.2),

• koncepcja uogólnionego rozwiązania Raifffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego i jego aksjomatyzacja (Twierdzenia 4.1.
i 4.2),

• koncepcja uogólnionego rozwiązania leksykograficznego i jego
aksjomatyzacja (Twierdzenie 4.3),

• koncepcja rozwiązania iteracyjnego (Twierdzenie 5.1. pokazu-
jące właściwości tego rozwiązania),

• propozycja interakcyjnej procedury wspomagającej analizę
i proces mediacji,

• zaprojektowanie i implementacja systemu komputerowego
(MCBARG) wspomagającego analizę i proces mediacji w wie-
lokryterialnym problemie targu, w tym algorytmizacja interak-
cyjnej procedury wymienionej wyżej,

• opracowanie przykładów ilustrujących wielokryterialny pro-
blem targu: współpracy gospodarstw rolnych, problemu kwa-
śnych deszczów.
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W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-
terialne gry koalicyjne bez wypłat ubocznych:

• sformułowanie założeń i koncepcji rozwiązań takiej gry (Defini-
cje 7.1 - 7.4 oraz Twierdzenia 7.1 i 7.2),

• propozycja nukleolusa uwzględniającego preferencje decyden-
tów a także zbadanie jego właściwości (Lematy 7.1 - 7.3, Twier-
dzenie 7.3),

• idea interakcyjnej procedury wspomagania negocjacji w sytu-
acjach decyzyjnych opisywanych przez wielokryterialną grę ko-
operacyjną.

W zakresie zastosowania gier koalicyjnych w problemach alokacji
kosztów:

• sformułowanie problemu alokacji kosztów z wykorzystaniem
mechanizmu cen, jako wieloprzedmiotowej gry kooperacyjnej
(Definicje 8.1-8.5),

• koncepcja rozwiązania wg idei Shapley’a i analiza właściwości
(Twierdzenie 8.1),

• koncepcja nukleolusa i analiza jego właściwości (Twierdzenie
8.3),

• idea iteracyjnej procedury wspomagającej analizę wielokryte-
rialną,

• propozycje i zbadanie właściwości rozwiązań gier kooperacyj-
nych w postaci funkcji partycji, formułowanych przy słabszej
relacji dominacji niż przyjmowane w literaturze,

• pokazanie, że nukleolus i rdzeń w takich grach mogą być wyzna-
czone jako analogiczne koncepcje rozwiązań odpowiednio sfor-
mułowanych gier w postaci funkcji charakterystycznej (Twier-
dzenia 9.2 i 9.5).





4

Wielokryterialny problem decyzyjny
w sytuacjach kooperacyjnych

W rozdziale rozpatruje się sytuacje decyzyjne, zwane sytu-
acjami kooperacyjnymi, w których kilku decydentów rozważa moż-
liwość współpracy, np. realizacji wspólnego przedsięwzięcia, i ne-
gocjuje warunki tej współpracy. Efekty tej współpracy zależą od
decyzji wszystkich decydentów, natomiast oceniane są przez każ-
dego z decydentów za pomocą jego wektora kryteriów. W ogólnym
przypadku zakładamy, że każdy z decydentów ma swój odrębny
wektor kryteriów i swoje niezależne preferencje w ocenie efektów
współpracy.

Formułuje się problem decyzyjny jako wielokryterialny problem
targu. Poszukuje się koncepcji rozwiązań, które mogą być wyko-
rzystane w procesie mediacji między decydentami. Proponuje się
odpowiednie koncepcje rozwiązań tego problemu oraz pokazuje ich
właściwości. Koncepcje te uogólniają koncepcje rozwiązań znanych
dla przypadku klasycznego problemu targu.

4.1 Ogólne sformułowanie problemu

Rozpatrujemy przypadek n decydentów uzgadniających wa-
runki możliwej współpracy. Oznaczmy ich zbiór przez N =
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{1, 2, . . . n}. Każdy decydent ma określone zmienne decyzyjne,
oznaczone przez wektor xi = (xi1, xi2, . . . xiki), tj. xi ∈ IRki

, gdzie
ki jest liczbą zmiennych decyzyjnych decydenta i ∈ N , IRki

jest
przestrzenią jego decyzji. Wektor zmiennych decyzyjnych wszyst-
kich decydentów oznaczamy przez: x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ IRK ,
K =

∑
i∈N ki, gdzie IRK jest iloczynem kartezjańskim przestrzeni

decyzji poszczególnych decydentów.

Zakłada się, że każdy decydent ma określony wektor kry-
teriów, mierzący jego wypłaty, przy pomocy których oce-
nia swoje wyniki współpracy. Oznaczmy wektor kryteriów
przez yi = (yi1, yi2, . . . yimi) ∈ IRmi

, gdzie mi jest liczbą
kryteriów decydenta i, a IRmi

jest przestrzenią jego kry-
teriów. Wektor kryteriów wszystkich decydentów oznaczamy:
y = (y1, y2, . . . yn) ∈ IRM , M =

∑
i∈N mi. IRM jest iloczynem kar-

tezjańskim przestrzeni kryteriów poszczególnych decydentów IRmi

,
gdzie i ∈ N .

Zakładamy, że dany jest model pozwalający obliczyć wypłaty
decydentów, to jest wartości ich wektorowych kryteriów, przy za-
łożonych wariantach zmiennych decyzyjnych. Formalnie, zakła-
damy, że dany jest model określający zbiór dopuszczalnych de-
cyzji X0, oraz odwzorowanie W z przestrzeni zmiennych decyzyj-
nych w przestrzeń kryteriów. Przyjmujemy, że zbiór X0 ⊂ IRK

jest domknięty i ograniczony, a odwzorowanie W : X0 → IRM cią-
głe. W tym przypadku zbiór osiągalnych wypłat S0 = W (X0) jest
zwarty. Zbiór dopuszczalnych decyzji X0 w przestrzeni IRK obej-
muje zbiory X0i decyzji wszystkich decydentów i = 1, ...n okre-
ślone odpowiednio w ich przestrzeniach decyzji IRmi

, patrz Rys.
4.1. Zbiór osiągalnych wypłat S0 = W (X0) określony jest w przes-
trzeni kryteriów wszystkich decydentów. Natomiast każdy z decy-
dentów ma dostęp do informacji tylko w swojej wielokryterialnej
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Rysunek 4.1. Przestrzenie decyzji i przestrzenie wypłat decydentów

przestrzeni wypłat, w której można określić zbiór jego osiągalnych
wypłat S0i, gdzie i = 1, 2, ..., n, będący podzbiorem zbioru S0.
Zbiór osiągalnych wypłat każdego z decydentów i zależy od zbioru
jego decyzji dopuszczalnych oraz od decyzji podjętych przez pozo-
stałych decydentów.

W przestrzeniach kryteriów wprowadzamy częściowy porządek.
Niech IRm oznacza pewną przestrzeń kryteriów. Każde z kryte-
riów może być maksymalizowane lub minimalizowane. Jednakże
dla uproszczenia notacji, bez straty ogólności przyjmujemy, że de-
cydenci maksymalizują swoje kryteria. Określamy dodatni sto-
żek:

D = {y ∈ IRk, : yi ≥ 0, dla i = 1, 2, . . . , k},

Analogicznie jak w rozdziale 2 wprowadzamy trzy pojęcia do-
minacji w przestrzeni IRm.
Element z ∈ IRm silnie dominuje element y ∈ IRm (oznaczamy
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y1 � y) , jeśli z ∈ y + int(D).
Element z dominuje y (oznaczamy: z > y), jeśli z ∈ y + D\{0},
gdzie D\{0}.
Element z słabo dominuje y (oznaczamy: z ≥ x), jeśli z ∈ y+D.

Zbiór wypłat Pareto optymalnych (niezdominowanych)
w dowolnym zbiorze Q ∈ IRk, określamy w sposób standardowy,
jako zbiór:

Q̂0 = {ŷ ∈ Q : Q ∩ (ŷ + D\{0}) = ∅}.

Zbiór wypłat słabo Pareto optymalnych (słabo niezdo-
minowanych) określony jest jako zbiór:

Q̂w = {ŷ ∈ Q : Q ∩ (ŷ + int(D)) = ∅},

Pojęcie dominacji wprowadzone zostało dla pewnej arbitralnej
przestrzeni kryteriów IRm, ponieważ w zależności od toku rozwa-
żań może ona oznaczać przestrzeń kryteriów IRmi

pojedynczego
decydenta i, lub też przestrzeń kryteriów wszystkich decydentów
IRM .

Przyjmijmy, że każdy decydent ma swój punkt rezerwacji di ∈
IRmi

. Decydent rozpatrując możliwą współpracę, nie zgadza się
na propozycje kooperacyjne, które pogarszały by chociaż jedną ze
składowych tego punktu. W zależności od rozpatrywanego pro-
blemu, decydent może przyjąć ten punkt jako aktualny punkt
status-quo, albo rozważając alternatywne przedsięwzięcia, okre-
ślić go na podstawie koncepcji BATNA (por. rozdział 3). Pojęcie
koncepcji BATNA (Best Alternative to Negotiated Agreement)
zostało zaprezentowane w pracy (Fisher, Ury 1979) i jest po-
wszechnie stosowane w procesie przygotowania stron do negocjacji.
W przypadku wyznaczania punktu rezerwacji na podstawie kon-
cepcji BATNA, wymagana jest wstępna analiza wielokryterialna
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dokonywana niezależnie przez każdego decydenta, dotycząca moż-
liwych do osiągnięcia wypłat z przedsięwzięć alternatywnych do
rozpatrywanego problemu współpracy.

4.2 Wielokryterialny problem targu

Przyjmując podany wyżej ogólny opis problemu deczyjnego
można sformułować wielokryterialny problem targu (ang. multicri-
teria bargaining problem) jako parę (S, d), w sposób analogiczny
jak klasyczny problem targu przedstawiony w sekcji 3.4. Element
d = (d1, d2, . . . , dn) ∈ S ⊂ IRM zwany jest punktem braku po-
rozumienia. Zbiór S, zwany zbiorem porozumień jest podzbio-
rem zbioru osiągalnych wypłat S ⊆ S0 ⊂ IRM , które dominują
punkt d. Zbiór porozumień określa wypłaty osiągalne przez decy-
dentów, które mogą oni uzyskać pod warunkiem porozumienia -
zgody wszystkich decydentów. W przypadku braku takiej zgody,
wypłaty decydentów określone są przez punkt d. W porównaniu
z klasycznym problemie targu punkt d i zbiór S nie są określone
w przestrzenie skalarnych wypłat decydentów, ale w przestrzeni
będącej iloczynem kartezjańskim ich wielokryterialnych wypłat.

Przykład zbioru wypłat, zbioru porozumień i punkt rezerwacji
przedstawione są na Rys. 4.2.

Dla prostoty, przyjęto na tym rysunku, że każdy z dwóch decy-
dentów ma tylko jedno kryterium, y1 i y2 odpowiednio. Natomiast
na Rys. 4.3 przedstawiono przykład problemu wielokryterialnego,
w którym decydent 1 ma dwa kryteria y11, y12, a decydent drugi
ma kryterium y21. Na rysunku tym zaznaczono również punkt ide-
alny I1 w dwukryterialnej przestrzeni wypłat decydenta 1. Punkt
ten nie jest osiągalny, leży poza zbiorem S.
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Rysunek 4.3. Przykład wielokryterialnego problemu targu

Zauważmy, że dla danego punktu rezerwacji d zbiór porozu-
mień określony jest jako zbiór osiągalnych wypłat, dominujących
ten punkt S = {y ∈ S : y ∈ d + D \ {0}}. Wynika to z faktu,
że racjonalny decydent nie zgodzi się na wypłaty gorsze niż okre-
ślone przez punkt d. Zbiór porozumień S jest określony przez re-
lacje modelu matematycznego. W ogólnym przypadku jego postać
nie jest dana (znana) explicite. Wykorzystując model można nato-
miast wyznaczać punty tego zbioru dla danych wektorów zmien-
nych decyzyjnych xi ∈ IRki

, i = 1, . . . , n.
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Wspomaganie podejmowania decyzji w wielokryterialnym pro-
blemie targu polega na umożliwieniu decydentom dokonania ana-
lizy ich sytuacji decyzyjnej. Taka analiza powinna obejmować
ocenę wypłat przy różnych założeniach dotyczących ich decyzji
i decyzji pozostałych decydentów, pomocy w określeniu preferen-
cji w przestrzeni wypłat, pomocy w znalezieniu przez decydentów
rozwiązania niezdominowanego w zbiorze porozumień, zgodnego
z ich preferencjami. Rozwiązanie to powinno spełniać zasady rze-
telności („fair play”), aby mogło być zaakceptowane jako rozwią-
zanie kooperacyjne.

Przedstawione sformułowanie jest rozszerzeniem klasycznej de-
finicji problemu targu, którą podał Nash (1950). Problem ten
w klasycznym sformułowaniu był przedmiotem badań tzw. aksjo-
matycznej teorii targu rozwijanej właśnie przez Nasha, a następ-
nie w pracach: (Raiffa 1953), (Roth 1979a,b), (Kalai, Smorodinsky
1975), (Thomson 1980) i przez wielu innych badaczy. W sformu-
łowaniu klasycznym zakładano istnienie w jawnej postaci funkcji
użyteczności poszczególnych decydentów, traktowanych jak gra-
czy, co pozwalało agregować kryteria każdego gracza do jego uży-
teczności i rozpatrywać problem w przestrzeni jednowymiarowych
użyteczności graczy. Metoda badawcza aksjomatycznej teorii targu
polega na formułowaniu różnych założeń, zwanych aksjomatami,
odnośnie zachowania się graczy w negocjacjach, a zwłaszcza ich
odczuć dotyczących sprawiedliwych zasad wyznaczania rozwiąza-
nia i własności, które rozwiązanie to powinno spełniać, a następnie
na wyszukiwaniu i analizowaniu rozwiązań spełniających te aksjo-
maty.

W niniejszej pracy problem targu formułowany jest w wielokry-
terialnej przestrzeni wypłat decydentów, bez założenia agregacji
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tych kryteriów do użyteczności decydentów. To rozszerzenie de-
finicji jest stosunkowo proste, jednakże koncepcje rozwiązań for-
mułowane w klasycznej teorii targu, jak również i ich własności
nie przenoszą się w prosty sposób na przypadek wielokryterialny.
Przy braku założenia istnienia jawnie danej funkcji użyteczności,
zakłada się jednak, że decydenci mają określone preferencje doty-
czące wypłat w ich przestrzeniach kryteriów. W praktyce przy nie-
pełnej wiedzy o sytuacji decyzyjnej, decydent może być nie w pełni
świadomy swoich preferencji. Świadomość ta wzrasta w miarę po-
znawania istoty problemu, na podstawie oceny osiągalnych wy-
płat, wpływu decyzji na te wypłaty itp. Istnieje w związku z tym
potrzeba zastosowania uczących, interakcyjnych mechanizmów po-
zwalających decydentom na analizę problemu, wyrażanie ich pre-
ferencji i poszukiwanie rozwiązań zgodnych z tymi preferencjami
w ich przestrzeniach kryteriów. Proponuje się zastosowanie w tym
celu podejść rozwijanych w ramach metod wielokryterialnego po-
dejmowania decyzji. Jednakże, aby rozwiązanie mogło być zaak-
ceptowane przez wszystkich decydentów, powinno spełniać akcep-
towalne zasady rzetelności formułowane w postaci aksjomatów opi-
sujących ich odczucia. Podejście aksjomatycznej teorii targu może
ułatwić znalezienie odpowiednich koncepcji rozwiązań. W związku
z tym jest celowe połączenie obu tych podejść.

W dalszej części pracy rozpatruje się różne klasy wielokryterial-
nych problemów targu w zależności od spełnienia następujących
warunków:

(W4.2.1) Zbiór porozumień S jest zwarty i istnieje element y ∈ S

dominujący element d.

(W4.2.2) Zbiór S ma taką własność, że dla każdego y ∈ S jeśli
z ∈ IRm : d ≤ z < y, to z ∈ S. Właściwość tę nazywamy dalej
komprechensywnością zbioru S (ang. comprehensiveness).
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(W4.2.3) Dla każdego y ∈ S, niech J(y) = {j : z ≥ y, zj >

yj, j ∈ [1, M ] dla pewnego z ∈ S}. Wtedy dla każdego y ∈ S,
istnieje z ∈ S taki, że z ≥ y, zj > yj dla każdego j ∈ J(y).

(W4.2.4) Zbiór S jest wypukły.

Oznaczmy przez B - klasę problemów targu spełniających warunki
W4.2.1 i W4.2.2, przez B∗ - klasę problemów spełniających wa-
runki W4.2.1, W4.2.2, W4.2.3, a przez B∗∗- odpowiednio wa-
runki W4.2.1, W4.2.2, W4.2.4 .

Założenia W4.2.1, W4.2.2 i W4.2.4 są typowo przyjmowane
w klasycznej teorii targu. Założenie W4.2.1 oznacza, że zbiór
S jest ograniczony, domknięty i zawiera przynajmniej jeden ele-
ment dominujący punkt braku porozumienia. Założenie W4.2.2
(znane również w literaturze jako założenie dyspozycyjności wy-
płat) stwierdza, że jeśli decydenci mogą uzyskać wypłatę y mogą
również osiągnąć każdą wypłatę gorszą od y.

Założenie W4.2.3 stanowi osłabienie założenia wypukłości
zbioru S. Zbiór J(y) określa zbiór tych współrzędnych w przes-
trzeni IRM , wzdłuż których mogą być powiększone wypłaty w po-
równaniu z punktem y w zbiorze porozumień S. Warunek stwier-
dza, że zbiór wypłat efektywnych zbioru S nie zawiera „dziur”,
dopuszcza jednak niewypukłość zbioru S. Każdy wypukły zbiór
S spełnia warunek W4.2.3. Warunek W4.2.3 zapewnia spójność
zbioru niezdominowanych wypłat w zbiorze S.

4.3 Indywidualnie niezdominowane wypłaty
decydentów i punkt względnej utopii

Rozpatrzmy problem (S, d) spełniający warunki W4.2.1,
W4.2.2. Jedną z istotnych informacji dla analizy problemu targu
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przez danego decydenta i, i ∈ [1, . . . n] jest ocena możliwych wy-
płat w przestrzeni jego kryteriów, przy założeniu, że miałby pełną
kontrolę nad decyzjami pozostałych decydentów. Punkty niezdo-
minowane odpowiadające takim wypłatom nazwiemy indywidu-
alnie niezdominowanymi (i-niezdominowanymi) danego de-
cydenta.

Definicja 4.1
Punkt yi ∈ S nazywamy indywidualnie niezdominowanym
(i-niezdominowanym) decydenta i ∈ N w problemie (S, d), jeśli

Proji(S) ∩ (Proji(yi) + D\{0}) = ∅,

gdzie: Proji(·) oznacza projekcję z przestrzeni IRM na przestrzeń
kryteriów IRki

decydenta i, tzn. Proji(y) = yi, Proji(S) = {yi :

y ∈ S}, a D jest dodatnim stożkiem w przestrzeni IRki

.

Punkt yi ∈ S nazywamy słabo indywidualnie niezdomino-
wanym (słabo i-niezdominowanym) decydenta i ∈ N w pro-
blemie (S, d), jeśli

Proji(S) ∩ (Proji(yi) + int(D)) = ∅.

�

Definicja 4.2
Punkt u ∈ IRM nazywamy punktem względnej utopii
w problemie (S, d) jeśli dla każdego decydenta i ∈ N istnieje
i-niezdominowany punkt yi ∈ S taki, że Proji(u) = Proji(yi).

Punkt u ∈ IRM nazywamy punktem słabej względnej uto-
pii w problemie (S, d) jeśli dla każdego decydenta i ∈ N ist-
nieje słabo i-niezdominowany punkt yi ∈ S taki, że Proji(u) =

Proji(yi).
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Punkt I(S, d) = (I1, . . . , In) ∈ IRM , Ii = (Ii1, . . . , Iij, . . . , Iiki) ∈
IRki

nazywamy punktem idealnym w problemie (S, d) jeżeli dla
każdego i ∈ N , Iij = max yij : y ∈ S. �

S

u
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u
1
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d

Rysunek 4.4. Punkt idealny w klasycznym problemie targu

Rysunek 4.5. Punkt idealny i punkt względniej utopii w problemie wielokryterial-
nym

Relacje między punktami i-niezdominowanymi, punktem
względnie utopijnym, oraz punktem idealnym zilustrowano na

Y11 

Y12 
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Rys. 4.4 i Rys. 4.5. Na Rys. 4.4 podano przykład klasycznego pro-
blemu targu dla dwóch decydentów, t.j. przypadek, gdy każdy de-
cydent ma tylko jedno kryterium. Na Rys. 4.5 przedstawiono przy-
kład problemu targu, w której decydent pierwszy ma dwa kryteria
y11, y12, natomiast decydent drugi ma tylko jedno kryterium y21.
Punkt idealny oznaczono przez I, a przykładowy punkt względnej
utopii przez u. Zauważmy, że w klasycznym przypadku istnieje
tylko jeden punkt względnej utopii tożsamy z punktem idealnym
dla zbioru S. W przypadku problemu wielokryterialnego mamy
do czynienia z pewnym podzbiorem wypłat Pareto optymalnych
osiągalnych przy założeniu wypłaty decydenta 2 na poziomie jego
punktu rezerwacji. Są to punkty indywidualnie niezdominowane
decydenta 1. Gracz 1 ma w tym przypadku możliwość wyboru
jednego z punktów i-niezdominowanych w zależności od swoich
preferencji. Wybór taki może być dokonywany przy użyciu metod
optymalizacji wielokryterialnej.

Załóżmy, że w ogólnym przypadku każdy decydent i ∈
N wybrał zgodnie ze swoimi preferencjami jeden z punktów
i-niezdominowanych. Punkt względnej utopii stanowi „złoże-
nie” punktów i-niezdominowanych poszczególnych decydentów.
W przypadku przedstawionym na Rys. 4.5 jest to „złożenie”
punktu i-niezdominowanego gracza pierwszego: y1

1 oraz punktu
i-niezdominowanego gracza drugiego t.j. punktu y2.

W ogólnym przypadku punkt względnej utopii różni się istotnie
od punktu idealnego określonego przez maksymalne wartości posz-
czególnych kryteriów osiągalne w zbiorze S. Rzut punktu względ-
nej utopii na przestrzeń kryteriów pojedynczego gracza jest osią-
galny w odróżnieniu od punktu idealnego, którego odpowiednio
rzut w przypadku gdy każdy gracz ma co najmniej dwa kryteria
nie jest zwykle osiągalny. Punkt idealny zawsze słabo dominuje
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punkt względnej utopii. Punkt idealny wynika z natury problemu
(modelu), natomiast punkt względnej utopii zależy także od wy-
borów (preferencji) decydentów.

Zakładamy, że kryteria decydentów są istotne. Ze względu na
możliwą różnorodność preferencji decydentów i w konsekwencji
różnorodność wyborów punktów i-niezdominowanych, istnieje pe-
wien zbiór punktów słabej względnej utopii. W dalszej części ogra-
niczamy naszą uwagę do punktów słabej względnej utopii domi-
nujących punkt braku porozumienia.

Oznaczmy przez U(S, d) zbiór wszystkich punktów słabej
względnej utopii u w grze (S, d) spełniających warunek u � d.

4.4 Propozycje rozwiązań wielokryterialnego
problemu targu

Rozpatrzmy klasę wielokryterialnych problemów targu (S, d),
oznaczoną przez B∗, które spełniają warunki W4.2.1, W4.2.2,
W4.2.3.

Analogiczne założenia były przyjęte przez Thomsona (1980) dla
klasycznego problemu targu, przy czym Thomson zakładał dodat-
kowo wypukłość zbioru S.

Definicja 4.3
Rozwiązaniem wielokryterialnego problemu targu jest funkcja f :

B∗ × IRM → IRM która przyporządkowuje każdej grze (S, d) ∈ B∗

i każdemu punktowi względnej utopii u ∈ U(S, d) pewien punkt
ze zbioru porozumień S, oznaczony przez f(S, d, u), gdzie U(S, d)

oznacza zbiór wszystkich punktów słabej względnej utopii u � d.
�
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4.4.1 Koncepcja uogólnionego rozwiązania
Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego (R-K-S)

Poszukujemy rozwiązania f(S, d, u), które powinno posiadać
określone własności, formułowane w formie następującego zestawu
aksjomatów:

A4.4.1. Słaba Pareto optymalność.
Punkt f(S, d, u) jest słabo Pareto optymalny w zbiorze S.

A4.4.2. Niezależność od dodatnich, afinicznych transformacji
kryteriów.
Niech Ty = (T1y1, . . . , Tnyn) będzie dowolną afiniczną trans-
formacją, taką że Tiyi = (aijyij + bij)j=1,...,mi , aij > 0, i ∈ N .
Wtedy f(TS, Td, Tu) = Tf(S, d, u).

A4.4.3. Anonimowość decydentów i kryteriów.
Dla każdej permutacji Π na M , niech Π∗ odpowiada permu-
tacji w IRM . Wtedy Π∗f(S, d, u) = f(Π∗(S), Π∗(d), Π∗(u)).

A4.4.4. Ograniczona monotoniczność.
Dla dowolnych (S, d), (S ′, d) oraz każdego
u ∈ U(S, d) ∩ U(S ′, d), jeśli S ⊂ S ′ to f(S, d, u) ≤ f(S ′, d, u).

Aksjomat A4.4.1 opisuje racjonalność postępowania decyden-
tów. Z aksjomatu A4.4.2 wynika, że rozwiązanie nie zależy od
wyboru afinicznej miary przyporządkowanej poszczególnym kry-
teriom. Aksjomat A4.4.3 oznacza, że rozwiązanie nie zależy od
uporządkowania decydentów i ich kryteriów, zależy tylko od po-
staci problemu i od preferencji graczy wyrażanych za pomocą pun-
ktu względnej utopii u. Aksjomat monotoniczności wymaga, aby
wszyscy decydenci odnieśli korzyści, a przynajmniej nie stracili
w przypadku powiększenia zbioru porozumień.
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Twierdzenie 4.1
W klasie problemów targu B∗ istnieje jedno i tylko jedno rozwią-
zanie, oznaczone dalej przez fR spełniające aksjomaty A4.4.1,
A4.4.2, A4.4.3, A4.4.4. Rozwiązanie to ma następującą postać:

fR(S, d, u) = d + h(S, d, u) ∗ [u − d],

gdzie (S, d) ∈ B∗, u ∈ U(S, d), a h(S, d, u) = max≥{a ∈ IR :

d + a(u − d) ∈ S}.

Dowód
Można łatwo pokazać, że funkcja fR spełnia warunki A4.4.1 –
A4.4.4. Pokażemy, że rozwiązanie fR jest jednoznaczne. Niech
(S, d) będzie dowolną grą z klasy gier B∗, i niech u będzie względ-
nym punktem utopii u ∈ U(S, d). Pokażemy, że y∗ = fR(S, d, u)

jest rozwiązaniem gry (S, d) dla punktu względnej utopii u. Niech
T będzie dodatnią transformacją odwzorowującą punkt braku po-
rozumienia d w początek układu współrzędnych 0, a punkt u

w punkt u taki, że uij = 1 for i ∈ N , j = 1, 2, . . . , mi. Niech
T (S, d) = (TS, 0). Zauważmy, że punkt y∗ = Ty∗ ma równe
współrzędne. Zdefiniujmy problem targu (S, 0), gdzie S = {y ∈
TS : dla każdej permutacji Π na N , punkt z = Π∗y również
należy do TS}. Pokażemy, że (S, 0) należy do klasy B∗. Spełnie-
nie warunku W4.2.1 jest oczywiste. Spełnienie warunku W4.2.2
wynika z faktu, że jeśli y ∈ S, d ≤ z ≤ y to dla każdej permuta-
cji Π , punkt Π∗y ∈ TS, a więc także dla każdej permutacji Π

punkt Π∗z ∈ TS. Wynika stąd, że z ∈ S. Pokażemy spełnienie
warunku W4.2.3. Jeśli y, z ∈ S oraz z ≥ y, z 	= y to dla każdej
permutacji Π punkty yΠ = Π∗y i y1Π = Π∗z należą do TS oraz
y1Π ≥ yΠ, y1Π 	= yΠ. Z warunku W4.2.3 dla T (S, d) wynika, że
dla każdej permutacji Π istnieje vΠ ∈ TS taki, że vΠ > yΠ. Niech
element v ∈ IRM będzie taki, że dla każdego i ∈ N , j = 1, . . . , m,

• 
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vij = minΠ vΠ
Π(i)j . Punkt v należy do TS, v > y, a ponieważ dla

każdej permutacji Π , Π∗v ≤ vΠ , to Π∗v ∈ TS. Wynika stąd,
że v ∈ S oraz v > y. Pokazaliśmy zatem, że (S, 0) ∈ B∗. Ła-
two zauważyć, że (S, 0) jest grą symetryczną, a ponadto S ⊂ TS,
y ∈ S, u jest punktem względnej utopii dla gry (S, 0). Z aksjo-
matów A4.4.1 i A4.4.3 wynika, że f((S, 0), u) = y∗. Z aksjo-
matu monotoniczności wynika,że f(T (S, d), u) = y∗, a z aksjomatu
A4.4.2: f((S, d), u) = T−1y∗ = y∗. ♦

Twierdzenie zostało wcześniej podane w pracy (Kruś, Bronisz
1993).

Konstrukcję tego rozwiązania zilustrowano na Rys. 4.6. Przed-
stawiono na nim problem targu dla dwóch decydentów, z których
pierwszy ma dwa kryteria oznaczone odpowiednio y11, y12 a de-
cydent drugi ma tylko jedno kryterium y21. Punkt braku poro-
zumienia d odpowiada początkowi układu współrzędnych. Przyj-
mijmy, że y1

1 jest niezdominowanym punktem decydenta pierw-
szego, wybranym zgodnie z jego preferencjami ze zbioru wszystkich
jego punktów niezdominowanych odpowiadających wypłacie decy-
denta drugiego na poziomie punktu d. Niezdominowany punkt de-
cydenta drugiego odpowiada wartości jego maksymalnej wypłaty
y2

21. Punkt względnej utopii oznaczono na tym rysunku przez Y R,
a punkt odpowiadający uogólnionemu rozwiązaniu R-K-S przez
GR. Zauważmy, że punkt ten leży na przecięciu linii łączącej punkt
braku porozumienia i punkt względnej utopii z brzegiem Pareto
zbioru porozumień S. W ogólnym przypadku punkt ten istotnie
się różni od rozwiązania wyznaczonego na podstawie punktu ide-
alnego w przestrzeni wszystkich kryteriów IR3 tych dwóch decy-
dentów.

W przypadku klasycznej gry targu, t.j. gdy każdy decydent ma
tylko jedno kryterium, istnieje tylko jeden punkt względnej utopii



4.4 Propozycje rozwiązań wielokryterialnego problemu targu 85

y 21
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y 12 punkt referencyjny
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decydenta 2

Rysunek 4.6. Konstrukcja uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego

odpowiadający punktowi idealnemu, a zatem rozwiązanie fR jest
w tym przypadku tożsame z koncepcją rozwiązania Raiffy (1953),
zaksjomatyzowanego przez Kalaia i Smorodinsky’ego (1975).

Rozpatrzmy klasę gier B. Oznaczmy przez yi ∈ S niezdo-
minowany punkt wybrany przez decydenta i, i = 1, 2, . . . n,
a przez u ∈ IRM punkt względnej utopii generowany przez punkty
y1, y2, . . . , yn. Przeprowadźmy przez punkty d, y1, y2, . . . , yn n-
wymiarową hiperpłaszczyznę Hn. Każdy punkt y ∈ Hn można
jednoznacznie przedstawić w postaci:

y = d + a1(y
1 − d) + a2(y

2 − d) + · · ·+ an(yn − d).

Oznaczmy przez A odwzorowanie z Hn w IRn określone przez
A(y) = A[d + a1(y

1 − d) + a2(y
2 − d) + · · · + an(yn − d)] =

(a1, a2, . . . , an). Rozpatrzmy na hiperpłaszczyźnie Hn, n osobowy
problem targu (A(SH), A(d)), gdzie zbiór SH = S ∩ Hn. W pro-
blemie tym każdy decydent ma tylko jedno kryterium. Pokażemy
związek między rozwiązaniem Raiffy w tak sformułowanym pro-
blemie (oznaczonym przez rn) a rozwiązaniem fR w problemie
wielokryterialnym (S, d).

• 
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Twierdzenie 4.2
W klasie wielokryterialnych problemów targu B∗ spełniona jest
właściwość:

A[fR((S, d), u)] = rn(A(SH), A(d)).

Przedstawiony w twierdzeniu zapis oznacza, że jeśli w wielokryte-
rialnym problemie targu (S, d) ograniczymy rozważania do wypłat
na hiperpłaszczyźnie określonej przez punkt braku porozumienia
d i przez wybrane przez decydentów ich słabo niezdominowane
wypłaty, to koncepcja rozwiązania fR problem (S, d) odpowiada
koncepcji rozwiązania Raiffy problemu sformułowanego na tej hi-
perpłaszczyźnie.

Dowód
Z założenia W4.2.2 wynika, że każdy słabo niezdominowany
punkt yi decydenta i, i ∈ N , ma postać: yi

j = dj dla j ∈ N ,
j 	= i. W związku z tym, każdy punkt y ∈ Hn można przedstawić
w postaci

y = d + a1(y
1 − d) + a2(y

2 − d) + · · ·+ an(yn − d),

a odwzorowanie A ma postać A(y) = (a1, a2, . . . , an). Odwzorowa-
nie A normalizuje grę targu określoną na hiperpłaszczyźnie Hn, t.j.
gra (ASH , Ad) ma punkt braku porozumienia Ad = (0, 0, . . . 0),
oraz punkt idealny I = (1, 1, . . . 1). Zachodzą następujące relacje:
rn((ASH , Ad) = max≥{a = (a1, a2, . . . , an) ∈ A(SH) : a = A(d) +

h(I −A(d) dla pewnego h ∈ IR+} = max≥{a ∈ A(SH) : a = h ∗ 1

dla pewnego h ∈ IR+} = A[max≥{y ∈ S : y = d + h(u − d)}] =

A[fR((S, d), u)].

♦

• 
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Thomson (1980) przedstawił aksjomatyzację klasycznego roz-
wiązania Raiffy dla n osobowych problemów targu. Twierdzenia
4.1 i 4.2 uogólniają wyniki Thomsona na przypadek wielokryterial-
nych problemów targu. Aksjomatyzacja uogólnionego rozwiązania
Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego została pokazana przy osłabionych
założeniach, t.j. bez wymagania wypukłości zbioru porozumień.

y21

y11
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względna
utopia

UR

GN

d

S

Rysunek 4.7. Konstrukcja uogólnionego rozwiązania Nasha

y21

y11

y12

względna
utopia

UR

GE

d

S

450

Rysunek 4.8. Konstrukcja uogólnionego rozwiązania egalitarnego

Na hiperpłaszczyźnie Hn można skonstruować inne rozwiązania
stanowiące uogólnienia propozycji określonych dla klasycznej gry

• 

• 
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targu. Przykłady przedstawiające konstrukcję uogólnionego roz-
wiązania Nasha oraz rozwiązania Egalitarnego przedstawiono na
odpowiednio na Rys. 4.7 i Rys. 4.8. Strzałki zaznaczone na tych
rysunkach oznaczają kierunki poprawy wypłat prowadzące do wy-
branego punktu i-niezdominowanego decydenta 1 w przestrzeni
jego kryteriów y11, y12 i punktu i-niezdominowanego decydenta 2.
W przypadku decydenta 2 jest to maksymalna osiągalna wypłata
na osi kryterium y21.

Rozwiązanie egalitarne określone jest jako punkt Pareto opty-
malny w zbiorze S zapewniający równe przyrosty wypłat na hiper-
płaszczyźnie Hn. Rozwiązanie to spełnia aksjomaty: słabej Pareto
optymalności, symetrii, silnej monotoniczności.

G
N

v1

v2

v1

v2

S1S
d d

G
N

Rysunek 4.9. Ilustracja aksjomatu niezależności rozwiązania Nasha od nieistotnych
opcji

Rozwiązanie kooperacyjne Nasha określone jest jako punkt
zbioru S maksymalizujący iloczyn przyrostu wypłat na hiper-
płaszczyźnie Hn. Punkt ten spełnia aksjomaty Pareto optymalno-
ści, niezależności od afinicznych przekształceń użyteczności, nie-
zależności od nieistotnych opcji, symetrii. Na Rys. 4.9 przedsta-
wia się konstrukcję rozwiązania Nasha dla dwóch różnych zbio-
rów porozumień. W drugim przypadku osiągalne wypłaty de-
cydenta 2 są istotnie ograniczone, natomiast rozwiązanie Nasha
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jest w obu przypadkach takie same. Powstaje pytanie czy jest to
uczciwe. Wady tej nie ma uogólnione rozwiązanie Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego.

W pracy (Kruś 2002b) rozpatrywano problem ewentualnych
manipulacji decydentów i ich wpływ na wynik w przestrzeni wy-
płat wyznaczany zgodnie z uogólnionym rozwiązaniem R-K-S.
Gracz, który będzie próbował oszukiwać deklarując kierunek po-
żądanej poprawy wypłaty niezgodnie ze swoimi preferencjami sam
może na tym stracić. Jego wypłata wyznaczona według niepraw-
dziwie podanych preferencji będzie gorsza niż w przypadku poda-
nia preferencji prawdziwych.

4.4.2 Koncepcja uogólnionego rozwiązania
leksykograficznego

Uogólnione rozwiązanie Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego może
w szczególnym przypadku należeć do zbioru rozwiązań słabo Pa-
reto optymalnych w zbiorze porozumień S. Oznacza to, że wypłaty
niektórych decydentów są słabo niezdominowane i że niektóre kry-
teria można poprawić bez pogorszenia innych, w tym innych kryte-
riów pozostałych decydentów. Powstaje możliwość porawy takiego
rozwiązania do rozwiązania, które jest niezdominowane w zbiorze
S. Takie poprawienie rozwiązania słabo niezdominowanego jest
możliwe z zastosowaniem porządku leksykograficzengo oraz sfor-
mułowania i rozwiązania odpowiedniego zadania optymalizacji.

Koncepcję rozwiązania leksykograficznego maxmin-u formułu-
jemy następująco:
Dla dowolnego problemu (S, d) ∈ B∗ i u ∈ U(S, d) niech LN :

IRM → IRM będzie przekształceniem liniowym takim, że

LN
i (yi) = (yi − di)/(ui − di) dla i ∈ M.
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Przekształcenie to normalizuje problem, tzn. LN(d) = (0, 0, . . . , 0)

oraz LN (u) = (1, 1, . . . , 1).

Niech 〉lex oznacza leksykograficzny porządek w IRM , tzn. dla
dowolnych y, z ∈ IRM , y〉lexz wtedy i tylko wtedy gdy istnieje i ∈
M takie, że yi > zi oraz yj = zj dla j < i. Niech P : IRM → IRM

będzie przekształceniem takim, że dla dowolnego y ∈ RM istnieje
permutacja π na M spełniająca P (y) = π∗y oraz P1(y) ≤ P2(y) ≤
· · · ≤ Pn(y). Rozwiązanie leksykograficznego maxmin-u ma postać
fL(S, d, u) = {y ∈ S : P (LN(y))〉lexP (LN(z)) dla każdego z ∈ S}.

Można pokazać, że powyższa konstrukcja daje jednoznaczne
rozwiązanie, a także podać sposób jego uzyskania.

Dla z ∈ S niech v(S, d, u, z) ∈ IRM będzie wektorem spełniają-
cym następujące warunki:

vi(S, d, u, z) = ui − di dla i ∈ J(S, d, u, z)

vi(S, d, u, z) = 0 dla i ∈ M\J(S, d, u, z).

oraz niech y(S, d, u, z) będzie punktem w S takim. że y(S, d, u, z) =

max≥{y ∈ S : y = z + av(S, d, u, z) dla a ∈ IR}. Dla danego
problemu (S, d) i danego u ∈ U(S, d) wprowadźmy następujący
nieskończony ciąg punktów w S, {yt}∞t=0 spełniający następujące
własności: y0 = d, oraz yt = y(S, d, u, yt−1) dla t = 1, 2, . . . Wtedy
istnieje liczba T taka, że yT = yT+1, T ≤ M − 1, oraz yT =

fL(S, d, u). Ponadto y1 = fR(S, d, u).

Intuicyjnie, rozwiązanie to uzyskujemy w następujący itera-
cyjny sposób: startujemy z punktu d i poruszamy się w kierunku
u − d dopóki jest to możliwe w zbiorze S. Po osiągnięciu pun-
ktu brzegowego, zerujemy te składowe w wektorze u − d dla któ-
rych niemożliwa jest poprawa uzyskanego punktu i poruszamy się
w tym kierunku dopóki jest to możliwe. Czynność tą powtarzamy,
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aż uzyskamy punkt w S którego poprawa nie jest możliwa w żad-
nym kierunku.

Wprowadźmy w miejsce aksjomatu A4.4.1 następujący aksjo-
mat:
A4.4.1∗. Pareto optymalność.

Punkt f(S, d, u) jest Pareto optymalny w zbiorze S.

Twierdzenie 4.3
Zaproponowane rozwiązanie leksykograficzne jest jednoznaczne
w klasie problemów targu B∗, ponadto podany algorytm wyznacza
to rozwiązanie w sposób jednoznaczny. Rozwiązanie spełnia aksjo-
maty A4.4.1∗, A4.4.2, A4.4.3.

Dowód.
Niech (S, d) będzie dowolnym problemem targu z klasy B∗. Niech
u ∈ U(S, d). Ponieważ zbiór S jest niepusty i zwarty, a funkcje
P i L są ciągłe, to fL(S, d, u) istnieje. Jednoznaczność wynika
z warunku W4.2.3. Jeśli y ∈ fL(S, d, u), z ∈ fL(S, d, u), y 	= z,
to istnieje z∗ ∈ fL(S, d, u) spełniające P (L(z∗))〉lexP (L(y)), co
stanowi sprzeczność. Łatwo można pokazać, że funkcja fL spełnia
aksjomaty A4.4.1∗, A4.4.2, A4.4.3. ♦

Przedstawiona propozycja jest uogólnieniem na przypadek wie-
lokryterialnych wypłat decydentów - koncepcji, którą Imai (1983)
zaproponował w przypadku klasycznego problemu targu, jako roz-
wiązanie tzw. leksykograficznego maxmin-u.

Zamieszczony niżej przykład (Rys.4.10) ilustruje konstrukcję
uogólnionego rozwiązania Imai. Podobnie jak w poprzednich ilu-
stracjach rozpatrywany jest problem targu, w którym decydent
pierwszy ma dwa kryteria: odpowiednio y11, y12, natomiast decy-
dent drugi ma tylko jedno kryterium y2. Zbiór porozumień okre-
ślony jest następująco:

• 
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Rysunek 4.10. Konstrukcja rozwiązania leksykograficznego

y2 ≤ 1,
y11 + y12 ≤ 1 oraz
y2 ≤ 2 − 0, 5 ∗ (y11 + y12).

W podanym przykładzie, fL(S, d, u) = (1/2, 1/2, 1, 5). Uzy-
skujemy tą wartość w sposób następujący: najpierw poruszamy
się w kierunku (1, 1, 1) uzyskując punkt (1/2, 1/2, 1/2), następnie
poruszamy się w kierunku (0, 0, 1) uzyskując rozwiązanie leksy-
kograficznego maxminu. Jak można zauważyć rozwiązanie Raiffy-
Kalaia-Smorodinsky’ego jest pierwszym „przybliżeniem” rozwiąza-
nia leksykograficznego maxminu w podanej konstrukcji. Rozwią-
zanie leksykograficznego maxminu fL pokrywa się z rozwiązaniem
Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego fR, jeżeli fR(S, d, u) jest punktem
Pareto-optymalnym.

Na Rys. 4.11 przedstawiono uogólnione rozwiązania Raiffy-
Kalaia-Smorodinsky’ego i rozwiązanie leksykograficzne w dwu-
wymiarowej hiperpłaszczyżnie określonej przez i-niezdominowane
punkty wybrane przez dwóch decydentów. Na pierwszym rysunku,
w przypadku wypukłego zbioru S oba rozwiązania są tożsame.
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Rysunek 4.11. Wyznaczanie rozwiązania leksykograficznego z zastosowaniem funk-
cji skalaryzującej

Na rysunku drugim pokazano jak rozwiązanie leksykograficzne
poprawia słabo Pareto optymalne rozwiązanie Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego do rozwiązania Pareto optymalnego w zbiorze S.
Na rysunku trzecim pokazano także izolinie funkcji skalaryzującej

s(v, UR) =

min
1≤i≤n

[
ai(vi − UR

i )/(UR
i − di)

]
+ an+1

n∑
i=1

ai(vi − UR
i )/(UR

i − di),

gdzie UR ∈ RM , jest punktem względnej utopii na hiperpłasz-
czyźnie Hn, ai są dodatnimi, znormalizowanymi wagami dla i =

1, . . . , n, a an+1 > 0 jest małym parametrem. Jeśli an+1 → 0+, to
maksymalizacja tej funkcji dla y ∈ S prowadzi do rozwiązania lek-
sykograficznego. W pracy (Kostreva, Ogryczak, Wierzbicki 2004)
przedstawia się, jak porządek leksykograficzny może być wykorzy-
stany do wyznaczania rozwiązań niezdominowanych w zdaniach
optymalizacji wielokryterialnej oraz relacje tego podejścia z zasto-
sowaniem odpowiednich funkcji skalaryzujących.

4.5 Właściwość ciągłości rozwiązań

Przy porównaniu uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego i rozwiązania leksykograficznego istotna jest
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właściwość ciągłości rowiązań wielokryterialnego zagarnienia
targu. Wprowadźmy dodatkowo aksjomat ciągłości.

Definicja 4.4
Rozwiązanie wielokryterialnego zagadnienia przetargowego speł-
nia warunek ciągłości, jeśli dla dowolnego ciągu problemów
przetargowych {(Sj , d)}∞j=1, (Sj, d) ∈ B zbieżnego do problemu
(S, d) ∈ B, oraz dla dowolnego ciągu punktów uj ∈ U(Sj , d) zbież-
nego do punktu u ∈ U(S, d) (w topologii Hausdorffa) zachodzi
limj→∞ f(Sj, d, uj) = f(S, d, u). �

Aksjomat ciągłości stanowi proste uogólnienie aksjomatu cią-
głości podawanego w literaturze klasycznego problemu targu.

Definicja 4.5
Mówimy, że rozwiązanie wielokryterialnego problemu targu jest
ciągłe ze względu na aspiracje decydentów, jeśli dla dowolnego
ciągu punktów referencyjnych {yrt

i }∞t=1 dla i = 1, 2, . . . n takich, że
gdy t dąży do nieskończomości yrt

i jest zbieżne do yr
i dla wszystkich

i = 1, 2, . . . , n, spełnione jest, że G(S, d, u(yrt)) jest zbieżne do
G(S, d, u(yrt)), gdzie yrt = (yr

1, y
r
2, ..., y

r
2). �

Twierdzenie 4.4
Jeśli zbiór porozumień S jest zwarty, wypukły, komprechensywny
oraz istnieje punkt y ∈ S dominujący punkt status-quo d,

wtedy

• uogólnione rozwiązanie wielokryterialne zgodne z koncepcją Ra-
iffy, Kalaia, Smorodinsky’ego,

• wielokryterialne rozwiązanie zgodne z koncepcją rozwiązania
Egalitarnego,
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są ciągłe ze względu na aspiracje decydentów w wielokryterialnym
problemie targu.

Dowód.
Rozpatrzmy najpierw koncepcję rozwiązania egalitanego i ciąg
punktów referencyjnych, yrt

i zbieżny do yr
i , określony dla wszyst-

kich i = 1, 2, . . . , n. Dla każdego t, na punktach yrt
i , i = 1, 2, . . . , n,

i punkcie status quo d można zbudować hiperpłaszczyznę Hrt

w podobny sposób, jak to przedstawiono w Twierdzeniu 4.2. Na
każdej z tych hiperpłaszczyzn rozwiązanie egalitarne Ert jest zde-
finiowane jako przecięcie linii prostej równych wypłat z brzegiem
wypłat Pareto optymalnych zbioru S. Przyjmijmy, że ten ciąg
{Ert}t nie zbiega do Er, gdzie Er jest rozwiązaniem egalitarnym
dla punktów referencyjnych yr

i , i = 1, 2, . . . , n. Oznacza to, że ten
ciąg zbiega do punktu leżącego na linii prostej łączącej punkt d

z punktem Er, ale w punkcie mniej lub bardziej odległym od d

niż punkt Er (co pokazano na następującym rysunku). Jeśli ten
ciąg zbiega do punktu niżej, to można zbudować odcinki łączące
punkt Er z punktami Ert. Odcinki te musiałyby zawierać punkty
nie należące do zbioru S. Jest to sprzeczne z założeniem wypukło-
ści zbioru S. Analogiczna sprzeczność zachodzi, jeśli ciąg {Ert}t

zbiegałby do punktu dalszego niż Er. Odcinki te można zbudować
w sposób pokazany z prawej strony rysunku. Oznacza to, że ciąg
{Ert}t zbiega w granicy do punktu Er.

Niech w przypadku uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego (R-K-S) ŷrt

i i ŷr
i oznaczają niezdominowane

punkty zbioru S odpowiadające punktom referencyjnym yrt
i

i yr
i , gdzie i oznacza numer decydenta. W przestrzeni kryteriów

decydenta i konstruujemy linię prostą łączącą punkt d z punktem
referencyjnym yrt

i . Niezdominowany punkt wypłaty decydenta i

• 
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Rysunek 4.12. Ilustracja do dowodu o właściwości ciągłości

określony jest przez przecięcie tej linii z brzegiem Pareto opty-
malnych wypłat zbioru S w przestrzeni kryteriów tego decydenta.
Ponieważ projekcja zbioru wypukłego na hiperpłaszcyznę jest
zbiorem wypukłym, podobnie jak w przypadku rozwiązania
egalitarnego, można pokazać, że ciąg {ŷrt

i }t zbiega do punktu ŷr
i .

Zatem ciąg punktów względnej utopii {U rt}t zbiega do punktu
U r. Konstruujemy linie proste łączące punkt d z punktami
U rt i oznaczmy odpowiednio punkty uogólnionego rozwiązania
R-K-S jako Grt. Każde rozwiązanie R-K-S jest określone jako
przecięcie danej linii z brzegiem Pareto optymalnych wypłat
zbioru S. Postępując w analogiczny sposób, jak w przypadku
rozwiązania egalitarnego, pokazuje się, że ciąg punktów {Grt}t

zbiega w granicy do punktu Gr. ♦

Właściwość ciągłości jest istotna z punktu widzenia systemów
wspomagania decyzji w zastosowaniu do problemów praktycznych.
Budowany model zawsze stanowi tylko przybliżenie problemu rze-
czywistego. Właściwość ciągłości zapewnia, że gdy konstrukcja
modelu jest bliższa rzeczywistości to również rozwiązanie wyzna-
czone dla tego modelu jest bliższe rozwiązaniu odpowiadającemu
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problemowi rzeczywistemu. Przy rozpatrywaniu interakcyjnych al-
gorytmów rozwiązania, spełnienie tej własności przez rozwiązanie
umożliwia pokazanie zbieżności danego algorytmu.

4.6 Podsumowanie

Przedmiotem tego rozdziału jest sformułowanie problemu decy-
zyjnego jako wielokryterialnego problemu targu. Poszukiwane są
koncepcje rozwiązań, które mogły by być użyte w procesie media-
cji między decydentami. Istotne jest, aby takie koncepcje uwzględ-
niały preferencje decydentów określone w przestrzeniach ich kryte-
riów. Wprowadzono oryginalne pojęcie „punktu względnej utopii”
reprezentującego preferencje decydentów. Wykorzystując to po-
jęcie, skonstruowano odpowiednie koncepcje rozwiązań. Stanowią
one uogólnienie rozwiązań klasycznego problemu targu na przypa-
dek wielokryterialnych wypłat decydentów. Pokazano właściwości
tych rozwiązań. Koncepcje tych rozwiązań wykorzystywane są do
konstrukcji rozwiązania iteracyjnego i procedury wspomagającej
proces mediacji w wielokryterialnym problemie targu, przedsta-
wianych w następnym rozdziale.





10

Uwagi końcowe

W pracy rozpatruje się sytuacje decyzyjne, w których decydenci
mogą odnosić korzyści w wyniku wzajemnej współpracy. Korzyści
te określane są w porównaniu z sytuacją, gdyby dany decydent nie
przystąpił do współpracy, zgodnie z koncepcją BATNA. Każdy de-
cydent podejmuje niezależne decyzje oraz ma swój niezależny wek-
tor kryteriów określający wyniki tych decyzji i swoje preferencje
wyboru. Wartości kryteriów danego decydenta zależą od decyzji
wszystkich decydentów.

Zakłada się, że dany jest model matematyczny pozwalający
wyznaczyć wartości kryteriów każdego decydenta w zależności od
decyzji wszystkich decydentów. Model nie opisuje preferencji de-
cydentów. Nie zakłada się istnienia określonych funkcji użytecz-
ności decydentów. Zaproponowano metody wspomagające analizę
decyzyjną w wielokryterialnej przestrzeni wypłat stanowiącej ilo-
czyn kartezjański przestrzeni kryteriów poszczególnych decyden-
tów oraz procedury umożliwiające znalezienie zgodnych decyzji.
Przedstawiono ogólny opis matematyczny rozważanych sytuacji
decyzyjnych i na tej podstawie sformułowano model wielokryte-
rialnego problemu targu (rozdział 4) rozpatrywany dalej w pracy,
a także sformułowano model wielokryterialnej gry kooperacyjnej,
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w której uwzględnia się wpływ możliwych koalicji na rozwiązania
i wypłaty graczy.

W przypadku wielkryterialnego problemu targu zapropono-
wano uogólnione rozwiązanie Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego (R-
K-S) oraz jego aksjomatyczną charakteryzację. Założono, że każdy
gracz ma możliwość analizy niezdominowanych wypłat w swo-
jej przestrzeni kryteriów. Na podstawie wskazanych przez gra-
czy wypłat, wybranych zgodnie z ich preferencjami, konstruuje
się tzw. punkt względnej utopii. Punkt ten uwzględniający pre-
ferencje wszystkich graczy jest podstawą konstrukcji proponowa-
nego rozwiązania. Rozwiązanie to, w przypadku jednokryterial-
nych wypłat, sprowadza się do rozwiązania R-K-S. Nie jest nato-
miast prostym rozszerzeniem klasycznego rozwiązania R-K-S kon-
struowanym z wykorzystaniem punktu idealnego w przestrzeni
wielokryterialnych wypłat. Pokazano, że w szczególnych przypad-
kach rozwiązanie to może być tylko słabo niezdominowane w zbio-
rze wypłat. Kolejna propozycja dotyczy, uogólnionego na przy-
padek wielokryterialnych wypłat, rozwiązania Imai, wykorzystu-
jącego porządek leksykograficzny. Podano idee algorytmu umożli-
wiającego poprawę słabo niezdominowanych rozwiązań R-K-S do
rozwiązań niezdominowanych. Przedstawiono również konstrukcje
umożliwiające uogólnienie na przypadek wielokryterialnych wy-
płat klasycznych rozwiązania Nasha i Rozwiązania Egalitarnego.
Przeprowadzono analizę własności tych rozwiązań.

Przedstawiane w pracach (Kruś, Bronisz 1993, Kruś 2002) sfor-
mułowania wielokryterialnego problemu targu i koncepcje rozwią-
zań były następnie przedmiotem badań innych autorów np. (Hi-
nojosa i inni 2005), (Marmol i inni 2007).

Koncepcje uogólnionych rozwiązań R-K-S oraz Imai zostały za-
stosowane w konstrukcji interakcyjnych procedur wspomagania
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analizy decyzyjnej decydentów i wyznaczania propozycji media-
cyjnych. Wielostronna analiza decyzyjna poprzedzona jest etapem
analizy jednostronnej, w trakcie której każdy decydent niezależnie
bada zbiór swoich niezdominowanych wypłat w swojej przestrzeni
kryteriów, wykorzystując podejście punktu referencyjnego. Wska-
zane przez każdego decydenta wypłaty, wybrane zgodnie z jego
preferencjami, są podstawą wyznaczenia propozycji mediacyjnej.
Propozycja ta uwzględnia preferencje wszystkich decydentów i jest
przedmiotem analizy wielostronnej. W kolejnych rundach powta-
rzane sa oba etapy analizy. Sformułowano w tym celu koncepcję
rozwiązania iteracyjnego i pokazano jego zbieżność do rozwiązania
Pareto optymalnego.

Przedstawiono koncepcje ogólnej konstrukcji komputerowych
systemów wspomagania decyzji w rozpatrywanych sytuacjach
przetargowych. Procedura wykorzystująca rozwiązanie iteracyjne
została zaimplementowana w systemie komputerowym MCBARG.
Zamieszczono dwa przykłady ilustrujące wielokryterialny problem
targu: przykład dotyczący zagadnienia kwaśnych deszczów oraz
przykład dotyczący współpracy gospodarstw rolnych. Przykłady
te zostały wprowadzone do systemu i pozwalają prześledzić jego
działanie.

W rozdziale 7 rozpatrzono sytuacje kooperacyjne opisywane
przez modele wielokryterialnych gier koalicyjnych bez wypłat
ubocznych. Podano sformułowanie matematyczne takiej gry, a na-
stępnie zbadano jej własności i sformułowano koncepcje rozwiązań
takie jak rdzeń i nukleolus gry. Zaproponowano oryginalny spo-
sób określania funkcji nadwyżki uwzględniającej preferencje gra-
czy oraz generowaną przez tę funkcję postać nukleolusa. Nucleolus
ten, w przypadku klasycznych gier targu, sprowadza się do koncep-
cji podanej przez Schmeidlera (1969), natomiast w przypadku gier
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targu sprowadza się do uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego podanego w pracy (Kruś, Bronisz 1993) i rozpa-
trywanego w pracy (Kruś 2002) oraz omówionego w rozdziale 4.
Podano również ideę iteracyjnej procedury wspomagającej ana-
lizę i wyznaczenie rozwiązania mediacyjnego. Przedstawiane pro-
blemy były wcześniej przedmiotem prac (Kruś, Bronisz 1995),
(Kruś 2008). Podane propozycje korespondują z ideą zastosowania
punktów referencyjnych do wyznaczania propozycji mediacyjnych
w grach koalicyjnych przedstawioną w pracy (Wierzbicki 2005).

W rozdziale 8 rozpatrzono problem decyzyjny, w którym pod-
mioty decyzyjne negocjują realizację wspólnego lub wspólnych
przedsięwzięć w celu pozyskania wiązki dóbr. Mogą działać in-
dywidualnie lub tworzyć koalicje. Problem dotyczy podziału po-
zyskanej wiązki dóbr i udziału w kosztach przedsięwzięć. Zapropo-
nowano model rodziny gier kooperacyjnych opisującej ten problem
alokacji kosztów z uwzględnieniem mechanizmu cenowego i wypłat
ubocznych. Zagadnienie to przedstawiono na podstawie wcześniej-
szej pracy (Kruś, Bronisz 2000). Zbadano różne koncepcje roz-
wiązań tych gier. Zaimplementowano algorytm wyznaczania róż-
nych koncepcji nukleolusa traktowanego jako podstawę do wyzna-
czania propozycji madiacyjnych. Przedstawiono przykład nume-
ryczny ilustrujący proponowane analizy. Zaproponowano również
procedurę wspomagającą analizę wielokryterialną i proces media-
cji. Problem alokacji i kosztów jest również rozpatrywany w sytu-
acji, gdy wypłata danej koalicji zależy nie tylko od graczy, którzy
ją tworzą, ale także od struktury koalicyjnej graczy pozostałych
(rozdział 9). Sytuacje taką opisano jako grę kooperacyjną w po-
staci funkcji partycji. Uzyskane wyniki dotyczą koncepcji rozwią-
zań w tych grach i ich analizy. Istotne jest w szczególności po-
kazanie koincydencji rdzenia takiej gry z rdzeniem odpowiednio
skonstruowanej gry w postaci funkcji charakterystycznej. Rdzeń
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taki określa ramy, w których decydenci mogą prowadzić negocja-
cje. Można również wtedy zastosować podejście prezentowane w
rodziale 8. Nowe zagadnienia badań w tym kierunku mogą doty-
czyć koncepcji rdzeni optymistycznych i pesymistycznych rozpa-
trywanych w pracach Koczy’ego (2007, 2008).

Uzyskane wyniki teoretyczne mogą mieć zastosowanie nie tylko
w omawianym problemie kooperacji, opisywanym jako modele
targu lub modele gier kooperacyjnych z wektorowymi wypłatami
graczy, ale także w szerszej klasie zagadnień dotyczących także
sytuacji niekooperacyjnych. Przykładowo, algorytm interakcyjnej
procedury mediacyjnej, wykorzystującej idee rozwiązania iteracyj-
nego oraz metodę punktu referencyjnego i funkcji osiągnięcia, zo-
stał zastosowany dla przypadku wielokryterialnej, niekooperacyj-
nej gry dynamicznej dotyczącej tzw. „wojny rybnej” (prace magi-
sterskie: Cichoń (1989), Kaniewski (1990)), w eksperymentalnym
systemie komputerowym. Wielokryterialne rozwiązania w grach
niekooperacyjnych były rozpatrywane między innymi w pracach
(Wierzbicki 1990, Kruś, Bronisz 1994).

Równolegle z badaniami, których wyniki przedstawia się w tej
pracy, prowadzonych z zastosowaniem analizy wielokryterialnej
i podejścia punktu referencyjnego, prowadzono prace z zastosowa-
niem idei funkcji użyteczności. Wykorzystywano koncepcje funkcji
użyteczności R. Kulikowskiego (1998, 2002, 2003) inspirowane pra-
cami Savage (1954), Tverskiego i Kahnemana (Tversky 1967, Tver-
sky, Kahneman 1981). Uzyskane wyniki (Kruś 2002a, 2004a), (Ku-
likowski, Kruś 2003) dotyczą między innymi konstrukcji systemów
komputerowych wspomagania analizy decyzyjnej, analizy wspól-
nych przedsięwzięć innowacyjnych, analizy problemu kooperacji
na przykładzie szkoły wyższej. W przypadku stosowania koncepcji
funkcji użyteczności decydentów, szczególnie istotny jest problem
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identyfikacji jej postaci na podstawie interakcji z decydentami. In-
teresujące ze względu na zastosowania w praktyce i jako przedmiot
dalszych badań są procedury budowy modelu preferencji decyden-
tów prezentowane w pracach (Greco, Mousseau, Słowiński 2008),
(Figueira, Greco, Mousseau, Słowiński 2008), oraz zastosowanie
teorii zbiorów przybliżonych (Greco, Matarazzo, Słowiński 2001,
2008).

Bieżące i planowane badania dotyczą również zastosowania
metod proponowanych w pracy do analizy motywacyjnie zgod-
nych wielokryterialnych mechanizmów rynkowych z wykorzysta-
niem systemów wieloagentowych. Zagadnienie zgodności motywa-
cji w mechanizmach rynkowych rozwijane jest w pracach E. To-
czyłowskiego (por. Toczyłowski 2003, 2009). Dotyczy ono badania
i konstrukcji takich mechanizmów rynkowych, w których harmo-
nizowane sa interesy uczestników tak, że występowałaby zgodność
ich motywacji i uczestnicy ci byliby skłonni do przekazywania nie-
zafałszowanych informacji, umożliwiających efektywne funkcjono-
wanie danego systemu. W pracy (Kruś, Skorupiński, Toczyłowski
2010) zagadnienie to jest badane jest na przykładzie problemu
producenta i jego klientów.

Przedstawiane w tej pracy metody są zgodne z ideami dotyczą-
cymi zaufania i uczciwości w systemach rozproszonych (A. Wierz-
bicki 2010), stanowiącymi kolejny interesujący kierunek dalszych
badań.
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W pracy przedstawia się podstawy teoretyczne i metody
wspomagania procesu decyzyjnego w takich sytuacjach 7. wykorzystaniem
odpowiednio zbudowanego systemu komputerowego. Rozpatrywane
sytuacje opisywane są fonnalnie jako modele wielokryterialoego problemu
targu i wielokryterialnych gier koa licyjnych . Proponowane są koncepcje
rozwiązań w tych grach uwzględniające preferencje decydentów,
li następnie wielorundowe procedury negocjacyjne wspomagające proces
znajdowania zgodnego rozwiązania. W poszczególnych rundach takiej
procedury stosowan a jest jednostron na i wielostron na analiza
wielokryteria tna możliwych wypłat, przy czym system komputerowy
generuje propozycj e mediacyjne. Przedstawia się konstrukcję

zbudowanego systemu komputerowego MCBARG, w kt6rym taka
procedura została zaimplementowana oraz przykłady prob lem6w
kooperacji.

Rozpatruje się sytuacje decyzyjne , w których występuje kilku
decydentów, negocjujących warunki współpracy, Problem dotyczy
podziału efektówwspółpracy, przy czym każdy decydentma swój odrębny,
wielokryterialny zestawcelów, którechciałby osiągnąć i kieruje się swoimi
preferencjami
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