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Wprowadzenie

W pracy rozważa się sytuacje decyzyjne, w których jest kilku
decydentów negocjujących warunki możliwej współpracy. Problem
dotyczy podziału efektów współpracy, przy czym każdy decydent
ma swój odrębny, zestaw celów, które chciałby osiągnąć i kieruje
się swoimi preferencjami. Cele te są w ogólnym przypadku kon-
fliktowe, zarówno w przypadku każdego decydenta jak i między
decydentami. Każdy decydent ma określony wektor kryteriów mie-
rzących poziomy osiągnięcia jego celów, przy czym wartości tych
kryteriów zależą od decyzji wszystkich decydentów. Sytuacje ta-
kie nazywane są sytuacjami kooperacyjnymi z wielokryterialnami
wypłatami decydentów. Zakłada się, że można zbudować model
matematyczny opisujący taką sytuację decyzyjną a w szczególno-
ści pozwalający wyznaczyć wielokryterialne wypłaty decydentów
w zależności od podejmowanych przez nich decyzji.

Praca dotyczy problemów metodologicznych związanych ze
wspomaganiem procesu decyzyjnego w takich sytuacjach przy wy-
korzystaniu modeli matematycznych. Przedstawia się podstawy
teoretyczne i metody, które mogą być wykorzystane w konstrukcji
systemów komputerowych wsparcia decyzyjnego.
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Cechą charakterystyczną rozpatrywanych w pracy problemów
w przypadku wielokryterialnych wypłat jest to, że każdy decy-
dent ma do czynienia z pewnym zbiorem tzw. niezdominowanych
rozwiązań, przy czym zbiory rozwiązań decydentów są wzajem-
nie współzależne. Zbiory niezdominowanych rozwiązań są na ogół
niemożliwe do zapisania w formie analitycznej i przedstawienia de-
cydentom w takiej formie do analizy. Możliwe jest natomiast wy-
znaczenie pewnej skończonej liczby punktów należących do tych
zbiorów przy zastosowaniu metod obliczeniowych.

W uzupełnieniu do rozwijanych w pracy podstaw teoretycz-
nych i metod wspomagania decyzji kooperacyjnych, rozpatruje się
również zagadnienia budowy i zastosowania systemów kompute-
rowych nie tylko do wspomagania analizy decyzyjnej dokonywa-
nej indywidualnie przez każdego decydenta z uwzględnieniem jego
preferencji, ale także do wspomagania procesu mediacji, w trakcie
którego generowane są propozycje mediacyjne.

Dla przypadku pojedynczego decydenta rozwinięte zostały me-
tody wielokryterialnego wspomagania decyzji. Istnieje już obec-
nie bardzo wiele prac przeglądowych i monografii poświęconych
metodom wielokryterialnego podejmowania decyzji. np. (Branke,
Deb, Miettinen, Słowiński 2008), (Wierzbicki, Makowski, Vessels
2000), (Kaliszewski 1994, 2006), (Chankong, Haimes 1983), (Co-
hon, 1985), (Galas, Nykowski, Żółkiewski 1987), (Hwang, Masud,
1979), (Sawaragi, Nakayama, Tanino 1985), (Steuer 1986), (Yu
1985), (Zeleny 1982). Proponowane w tych pracach podejścia mają
na celu umożliwienie decydentowi wyboru ze zbioru rozwiązań nie-
zdominowanych rozwiązania zgodnego z jego preferencjami, przy
zastosowaniu pewnej procedury przeglądania tego zbioru. Wyko-
rzystywane są przy tym różne metody obliczeniowe.
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Wśród stosowanych podejść na szczególną uwagę zasługują me-
tody stosujące pojęcie tzw. funkcji osiągnięcia, wykorzystujących
poziomy aspiracji czy punkty referencyjne, sprecyzowane przez de-
cydenta, por. (Wierzbicki, 1982, 1986, Wierzbicki i inni 2000).
W metodach tego typu stosowana jest interakcyjna procedura,
w trakcie której decydent może coraz lepiej poznawać zbiór rozwią-
zań niezdominowanych, wyznaczając przy pomocy systemu kom-
puterowego niektóre rozwiązania z tego zbioru. Odpowiednio do-
bierając punkty referencyjne może także kierować sposobem prze-
glądania tego zbioru i wybrać ostateczne rozwiązanie zgodnie ze
swoimi preferencjami.

W przypadku kilku decydentów zagadnienie jest bardziej zło-
żone, ponieważ istnieje wiele indywidualnych zbiorów rozwiązań
niezdominowanych i zbiory te są współzależne. Decydenci mają
zwykle różne cele, których osiągniecie jest mierzone za pomocą
kryteriów i maja różne preferencje. Rozwiązaniem całego problemu
jest wariant, który zostanie zaakceptowany przez wszystkich decy-
dentów. Decydenci mogą być w różnej tzw. pozycji przetargowej.
Każdy z nich może mieć inny wpływ na wyniki współpracy. Wspo-
maganie procesu decyzyjnego rozumiane jest w tym przypadku
jako wspomaganie decydentów w procesie analizy umożliwiającej
lepsze rozumienie ich pozycji przetargowej, a także jako wspoma-
ganie procesu negocjacji, tzn. pomoc w znalezieniu akceptowalnego
przez nich wszystkich rozwiązania.

Istnieje obecnie wiele prac poświęconym analizie procesów ne-
gocjacji a także ich formalnemu opisowi, np. prace (Barclay, Pe-
terson 1976), (Raiffa 1982), (Axelrod 1985), (Wierzbicki 1985,
1987, 1990), (Kersten, Szapiro 1986), (Kersten i inni 1988, 1991),
Sebenius (1992, 2007). Idee komputerowego wspomagania pro-
cesów negocjacji oraz przykłady zbudowanych systemów można
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znaleźć w pracach autorów: Goeltner (1987), Jarke, Jelassi, Sha-
kun (1987), Kersten (1985, 1988), Korhonen, Moskowitz, Walle-
nius, Zionts (1986), DeSanctis, Gallupe (1987), Shakun (1988),
Nunamaker, Applegate, Konsynsky (1988), Korhonen, Wallenius,
(1989), Nyhart, Samarasan (1989), Vetschera (1990), Teich, Wal-
lenius, Kuula, Zionts (1995), Ehtamo, Hamalainen (2001), Heiska-
nen, Ehtamo, Hamalainen (2001). Rozwijane są idee wspomaga-
nia negocjacji przez internet, w tym z wykorzystaniem systemów
wieloagentowych, i zbierane jest doświadczenie stosowania takich
systemów, np. (Kersten, Sunil 1999, Kersten i inni 2002, Ker-
sten, Lo 2003, Chen i inni 2005, Vetschera, Kersten, Köszegi 2006,
Vetschera 2007, Wachowicz 2006, 2008, Szapiro, Wojewnik 2007,
2008).

Monografia przedstawia specyficzne autorskie podejście do pro-
blemu negocjacji przy wielokryterialnych wypłatach decydentów.

Sytuację decyzyjną, w której znajdują się decydenci opisuje się
za pomocą gier wielokryterialnych, w szczególności wielokryterial-
nego problemu targu i wielokryterialnych gier koalicyjnych. Wy-
płaty w takich grach rozpatrywane są w przestrzeni będącej iloczy-
nem kartezjańskim przestrzeni kryteriów poszczególnych decyden-
tów. W momencie rozpoczęcia badań w latach 80-ych ubiegłego
wieku, teoria takich gier nie była jeszcze rozwinięta. Zapropono-
wano więc i przedstawia się w pracy odpowiednie sformułowania
takich gier, koncepcje ich rozwiązań i analizę właściwości. Propo-
nowane koncepcje rozwiązań charakteryzują się tym, że uwzględ-
niają preferencje każdego z decydentów.

Proponuje się konstrukcję wielorundowych procedur wspoma-
gających analizę decyzyjną wykonywaną przez decydentów jak
i proces mediacji z wykorzystaniem koncepcji rozwiązań teorii gier.
W każdej rundzie takiej procedury każdy decydent przeprowadza
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analizę wielokryterialną osiągalnych wypłat w swojej przestrzeni
kryteriów, co umożliwia mu wskazanie swoich preferencji. Informa-
cje o tych preferencjach umożliwiają z kolei wyliczenie propozycji
mediacyjnej. Propozycja mediacyjna wyznaczana jest na podsta-
wie jednej z proponowanych w pracy koncepcji rozwiązania gry
wielokryterialnej. Propozycja mediacyjna uwzględnia preferencje
wszystkich decydentów i jest przedmiotem indywidualnej analizy
przez decydentów w kolejnej rundzie.

W pracy opisano, jak taka procedura może być zaimplemen-
towana w konstrukcji komputerowego systemu wsparcia decyzyj-
nego.

Zaproponowane w pracy podejście stanowi uzupełnienie ewen-
tualnie alternatywę do podejść prezentowanych w cytowanej wyżej
literaturze.

Układ pracy jest następujący.

W rozdziale 2 przedstawia się podstawowe pojęcia i idee wielo-
kryterialnej optymalizacji. Szczególną uwagę zwrócono na metodę
punktu referencyjnego z wykorzystaniem funkcji osiągnięcia A.P.
Wierzbickiego, ponieważ metoda ta jest wykorzystywana w propo-
nowanych procedurach wspomagających analizę i proces mediacji,
przedstawionych w dalszej części pracy.

Rozdział 3 wprowadza podstawowe pojęcia dotyczące negocja-
cji i klasycznej teorii gier. Klasyczną jest nazywana teoria gier
rozwijana przy założeniu skalarnych wypłat graczy.

Kolejne rozdziały 4 - 9 zawierają oryginalne wyniki w zakre-
sie przedmiotowym monografii uzyskane w trakcie prowadzonych
badań.

Rozdział 4 zawiera ogólne sformułowanie wielokryterialnego
problemu decyzyjnego w sytuacjach kooperacyjnych. Podaje się
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definicję wielokryterialnego problemu targu. Proponuje się kilka
koncepcji rozwiązań, stanowiących uogólnienie rozwiązań znanych
z literatury. Rozwiązania te są określane z wykorzystaniem wpro-
wadzonej, oryginalnej koncepcji tzw. punktu względnej utopii.
Punkt ten uwzględnia preferencje decydentów określone w ich
przestrzeniach kryteriów. Analizuje się właściwości tych rozwią-
zań i ich relacje.

Przedstawia się następnie możliwości wykorzystania tych roz-
wiązań w interakcyjnych procedurach mediacyjnych (Rozdział 5).
Inspiracją do formułowania takich procedur były koncepcje i me-
tody negocjacji (Raiffa 1982) stosowane w praktyce, np. zakoń-
czone sukcesem rokowania izraelsko-egipskie w Camp David. Pro-
ponuje się oryginalną procedurę, w której wprowadza się i łączy
dwa sposoby wspomagania decyzyjnego: tzw. jednostronne i wie-
lostronne. Wspomaganie jednostronne pozwala każdemu z decy-
dentów biorących udział w negocjacjach na niezależną analizę pro-
blemu bez uwzględnienia aktualnych decyzji pozostałych decyden-
tów. Wspomagana jest analiza wielokryterialna wykonywana przez
każdego z decydentów metodą punktu referencyjnego z użyciem
funkcji osiągnięcia. We wspomaganiu wielostronnym uwzględnione
są aktualne decyzje wszystkich decydentów. Taki sposób wspo-
magania decyzyjnego umożliwia decydentom lepsze poznanie ich
sytuacji przetargowej, wybór propozycji rozwiązań zgodnie z ich
preferencjami, a także wspomaga znalezienie konsensusu, jako roz-
wiązania niezdominowanego, akceptowanego przez wszystkich de-
cydentów.

Powyższa procedura została wykorzystana w konstrukcji kom-
puterowego systemu wsparcia decyzyjnego MCBARG. Strukturę
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i funkcje tego systemu omawia się w rozdziale 6. System ten umoż-
liwia budowę modelu problemu decyzyjnego opisywanego jako wie-
lokryterialny problem targu i przeprowadzenie sesji negocjacyj-
nych z udziałem osób przyjmujących rolę decydentów w tym pro-
blemie. System wspomaga proces analizy wielokryterialnej doko-
nywany w każdej rundzie przez każdego decydenta oraz pełni rolę
niezależnego mediatora i ułatwia decydentom znalezienie konsen-
susu. W rozdziale tym przedstawia się także przykłady dotyczące
międzynarodowej współpracy w zakresie kwaśnych deszczów, oraz
współpracy gospodarstw rolnych, modelowane jako wielokryte-
rialny problem targu. Modele wielokryterialnego problemu targu
dla tych przykładów zostały zbudowane z wykorzystaniem edy-
tora systemu MCBARG a następnie wykorzystane w przeprowa-
dzonych eksperymentalnych sesjach negocjacji.

W Rozdziale 7 rozpatruje się sytuacje decyzyjne opisywane za
pomocą wielokryterialnych gier kooperacyjnych, uwzględniających
możliwość tworzenia przez graczy koalicji. Przedstawia się rozwi-
nięcie sformułowania klasycznych gier kooperacyjnych podanego
przez Aumana (1967), oraz koncepcji rozwiązań na przypadek wie-
lokryterialnych wypłat graczy. W przestrzeniach wielokryterial-
nych wypłat rozpatruje się różne sformułowania dominacji. Podaje
się oryginalną propozycję koncepcji rozwiązania typu nukleolus,
uwzględniającego preferencje wszystkich graczy. Przedstawia się
także idee interakcyjnej procedury wspomagającej analizę i proces
mediacji, w której zaproponowana koncepcja nukleolusa służy do
wyznaczania propozycji mediacyjnych.

Rozdział 8 przedstawia rodzinę gier opisujących współpracę
graczy zainteresowanych pozyskaniem pewnego zestawu dóbr
przez realizację wspólnego projektu. Proponuje się i analizuje pro-
cedury alokacji kosztów między graczy, wykorzystujące mechanizm
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cenowy oraz różne koncepcje rozwiązań. Przedstawia się także pro-
cedurę wspomagającą analizę problemu alokacji kosztów. Problem
alokacji kosztów rozpatruje się także w kolejnym rozdziale 9 w kla-
sie tzw. gier kooperacyjnych w postaci funkcji partycji. Gry takie
opisują rzeczywiste sytuacje, w których wypłaty każdej koalicji za-
leżą nie tylko od graczy, którzy ją tworzą, ale także od struktury
koalicji tworzonych przez graczy pozostałych. W pracy rozwijana
jest teoria takich gier. W szczególności formułuje się koncepcje
rozwiązań, takich jak rdzeń gry i zbiory stabilne. Analizuje się
właściwości tych rozwiązań.

Rozdział 10 zawiera podsumowanie najważniejszych wyników
uzyskanych w trakcie dotychczasowych badań i prezentowanych
we wcześniejszych rozdziałach oraz propozycje kierunków dalszych
badań.

Monografię kończy bibliografia zawierająca 235 pozycji litera-
tury i indeks.

Przedstawiane w pracy wyniki były prezentowane m.in. w niżej
wymienionych pracach:

- w zakresie idei wspomagania negocjacji w wielokryterialnych
sytuacjach kooperacyjnych: (Fortuna, Kruś 1984, Kruś 1985, Bro-
nisz, Kruś 1987, 1988, 1989a, 1989b, Bronisz, Kruś, Wierzbicki
1989, Kruś 1991, Kruś, Bronisz 1993, Kruś 1996, 2002b, 2004b,
Wierzbicki, Kruś, Makowski 1993),

- dotyczących systemu komputerowego MCBARG i przykładów
wielokryterialnych problemów targu: (Kruś, Bronisz, Łopuch 1990,
Kruś, Łopuch 1989, Kruś, Łopuch, Bronisz 1989, Kruś 1992a),
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- dotyczących wielokryterialnych gier koalicyjnych, gier wielo-
przedmiotowych w zastosowaniu do alokacji kosztów, gier w po-
staci funkcji partycji: (Kruś, Bronisz 1995, 1996, 1998, 2000, Kruś
2008, 2009).

Lista ważniejszych wyników

W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-
terialny problemu targu:

• koncepcje indywidualnie niezdominowanych wypłat graczy oraz
punktu względnej utopii (Definicje 4.1, 4.2),

• koncepcja uogólnionego rozwiązania Raifffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego i jego aksjomatyzacja (Twierdzenia 4.1.
i 4.2),

• koncepcja uogólnionego rozwiązania leksykograficznego i jego
aksjomatyzacja (Twierdzenie 4.3),

• koncepcja rozwiązania iteracyjnego (Twierdzenie 5.1. pokazu-
jące właściwości tego rozwiązania),

• propozycja interakcyjnej procedury wspomagającej analizę
i proces mediacji,

• zaprojektowanie i implementacja systemu komputerowego
(MCBARG) wspomagającego analizę i proces mediacji w wie-
lokryterialnym problemie targu, w tym algorytmizacja interak-
cyjnej procedury wymienionej wyżej,

• opracowanie przykładów ilustrujących wielokryterialny pro-
blem targu: współpracy gospodarstw rolnych, problemu kwa-
śnych deszczów.
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W zakresie sytuacji kooperacyjnych modelowanych jako wielokry-
terialne gry koalicyjne bez wypłat ubocznych:

• sformułowanie założeń i koncepcji rozwiązań takiej gry (Defini-
cje 7.1 - 7.4 oraz Twierdzenia 7.1 i 7.2),

• propozycja nukleolusa uwzględniającego preferencje decyden-
tów a także zbadanie jego właściwości (Lematy 7.1 - 7.3, Twier-
dzenie 7.3),

• idea interakcyjnej procedury wspomagania negocjacji w sytu-
acjach decyzyjnych opisywanych przez wielokryterialną grę ko-
operacyjną.

W zakresie zastosowania gier koalicyjnych w problemach alokacji
kosztów:

• sformułowanie problemu alokacji kosztów z wykorzystaniem
mechanizmu cen, jako wieloprzedmiotowej gry kooperacyjnej
(Definicje 8.1-8.5),

• koncepcja rozwiązania wg idei Shapley’a i analiza właściwości
(Twierdzenie 8.1),

• koncepcja nukleolusa i analiza jego właściwości (Twierdzenie
8.3),

• idea iteracyjnej procedury wspomagającej analizę wielokryte-
rialną,

• propozycje i zbadanie właściwości rozwiązań gier kooperacyj-
nych w postaci funkcji partycji, formułowanych przy słabszej
relacji dominacji niż przyjmowane w literaturze,

• pokazanie, że nukleolus i rdzeń w takich grach mogą być wyzna-
czone jako analogiczne koncepcje rozwiązań odpowiednio sfor-
mułowanych gier w postaci funkcji charakterystycznej (Twier-
dzenia 9.2 i 9.5).





7

Wielokryterialne gry kooperacyjne

Rozpatruje się klasę gier kooperacyjnych bez wypłat ubocz-
nych w przypadku wielokryterialnych wypłat graczy. Formułuje
się i analizuje koncepcje rozwiązań tych gier, które mogą być przy-
datne w zagadnieniach wspomagania decyzji w negocjacjach.

Klasyczna teoria gier kooperacyjnych była intensywnie rozwi-
jana w szczególności w przypadku gier z wypłatami ubocznymi -
np. prace: Shapley (1953), Schmeidler (1969), Aumann, Maschler
(1964), a także bez wypłat ubocznych - Aumann (1961), Peleg
(1963), Stearns (1964), Kalai (1975). Teoria ta była rozwijana
przy ogólnym założeniu, że wypłaty graczy są mierzone przez daną
skalarną funkcję użyteczności. W zadaniach praktycznych decy-
zje podejmowane są zwykle przy uwzględnieniu wielu kryteriów,
a funkcje użyteczności nie są dane jawnie. Prace dotyczące gier
kooperacyjnych w przypadku wielokryterialnych wypłat są rzad-
kie. Należy wymienić artykuł: Bergstressen, Yu (1977), w którym
wykorzystuje się struktury dominacji wprowadzone przez Yu do
określenia i analizy gier kooperacyjnych z wypłatami ubocznymi.

W niniejszym rozdziale rozwija się teorię wielokryterialnych gier
kooperacyjnych bez wypłat ubocznych, przy czym nie zakłada się
istnienia jawnie danych funkcji użyteczności graczy. Proponowana
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idea polega na zastosowaniu podejścia analogicznego do stosowa-
nego w przypadku zadań wielokryterialnego wspomagania decy-
zji w przypadku jednego decydenta (por. prace Wierzbicki 1982,
1986). Rozwiązań poszukuje się w pewnej interakcyjnej procedu-
rze, w której decydent może generować pewną liczbę rozwiązań,
analizować je i wybierać zgodnie ze swoimi preferencjami. W tej
pracy poszukuje się rozwiązań, które spełniając określone warunki,
mogły by być wykorzystane w takiej procedurze w przypadku
gry kooperacyjnej bez wypłat ubocznych. Proponowane koncepcje
rozwiązań mogą być rozpatrywane jako rozwinięcie na przypadek
wielokryterialny koncepcji zaproponowanych przez Kalaia (1975)
w przypadku jednokryterialnych wypłat graczy.

7.1 Problem decyzyjny

7.1.1 Decyzje i wypłaty

Rozpatrzmy sytuacje decyzyjne pewnej liczby graczy, którzy
mogą tworzyć koalicje. Każdy gracz ma kilka kryteriów, za pomocą
których ocenia swoje wypłaty, przy czym każdy gracz może mieć
inny wektor kryteriów. Wypłaty koalicji zależą od tworzących tę
koalicję graczy. Problem decyzyjny dotyczy struktury tworzonych
koalicji oraz określenia wypłat graczy.

Niech N = 1, 2, ..., n będzie skończonym zbiorem graczy, a ℵ
zbiorem wszystkich niepustych podzbiorów zbioru N . Dla każdej
koalicji C ∈ ℵ :
EC = ×iεCEi jest daną przestrzenią decyzji graczy w koalicji C,
gdzie Ei jest euklidesową przestrzenią decyzji gracza i,
Y C = ×iεCYi jest daną przestrzenią wielokryterialnych wypłat
graczy w koalicji C, gdzie Yi jest mi wymiarową przestrzenią
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euklidesową gracza i,
W : EC → Y C jest funkcją wektorową definiującą wypłaty graczy.

Dla uproszczenia notacji przyjmujemy, że każdy gracz stara się
maksymalizować swoje wszystkie kryteria. Kryteria każdego gra-
cza mogą być w ogólnym przypadku różne i różna może być ich
liczba. Przyjmujemy, że dla każdego wektora y = (yi)i∈N ∈ Y N ,
wektor yC = (yi)i∈C ∈ Y C oznacza wypłaty graczy w koalicji C,
gdzie yi = (yi1, yi2, . . . yimi

)εYi ⊆ IRmi .

Współpraca graczy tworzących różne koalicje może być okre-
ślona przez kolekcję zbiorów V C

Cεℵ, gdzie każdy V C ⊂ Y C jest
zbiorem osiągalnych wielokryterialnych wypłat graczy w koalicji
C.

Przyjęto konwencję, że dla z, y ∈ IRm , dla każdego m :
z ≥ y oznacza zi ≥ yi dla i = 1, 2, . . . , m,
z > y oznacza , zi ≥ yi, z 	= y dla i = 1, 2 . . . , m,
z � y oznacza zi > yi dla i = 1, 2 . . . , m.

Wektor z ∈ IRm jest słabo Pareto optymalny w zbiorze
Y0 ⊂ R

m jeśli z ∈ Y0 i nie istnieje y ∈ Y0 taki, że y � z,
Wektor z ∈ IRm jest Pareto optymalny w zbiorze Y0 ⊂ Rm jeśli
z ∈ Y0 i nie istnieje y ∈ Y0 taki, że y ≥ z.

7.1.2 Wielokryterialna gra kooperacyjna

Definicja 7.1
Wielokryterialna n-osobowa gra kooperacyjna bez wypłat
ubocznych (n-osobowa gra MCC) jest opisana przez kolekcję
V = {V C}Cεℵ zbiorów V C spełniających warunki:

1. V C jest domkniętym niepustym zbiorem w przestrzeni Y C ,
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2. V C jest ograniczony z góry, tzn. istnieje yCεY C taki, że
V C ⊂ {zCεY C , zC ≤ yC},

3. dla każdego yCεV C , zCεV C , jeżeli zC < yC, to zCεV C ,

4. dla każdych dwóch koalicji C, T εℵ, takich, że
C ∩ T = ∅, to spełniony jest warunek V C × V T ⊂ V C∪T .

�

Sformułowanie gry MCC jest ściśle związane ze sformułowa-
niem klasycznej gry kooperacyjnej, którą podał Aumanna (1967)
dla skalarnych wypłat graczy.
Zbiór V C reprezentuje wszystkie wypłaty osiągalne samodzielnie
przez koalicję C. Zgodnie z warunkami 1 i 2 zakłada się, że ten
zbiór jest niepusty, domknięty i ograniczony.
Warunek 3 (komprehensywność) oznacza, że jeśli koalicja może
osiągnąć wypłatę y, może także osiągnąć wypłaty z < y, tzn może
uzyskać każdą wypłatę o mniejszych współrzędnych.
Warunek 4 zapewnia superaddytywność gry. Każda wypłata, któ-
rej współrzędne mogą być uzyskane przez każdą z dwóch rozłącz-
nych koalicji działających niezależnie, może być także osiągnięta
gdy będą działać wspólnie.

7.2 Koncepcje rozwiązań gier kooperacyjnych

Niech Ω oznacza klasę gier spełniających powyższe warunki.

Przez koncepcję rozwiązania rozumie się pewną funkcję F ,
która każdej grze V εΩ przypisuje zbiór wypłat F (V ) ⊂ V N .

Definicja 7.2
Rdzeń (ang. core) gry V jest to zbiór:
core(V ) = {yεV N : dla każdej koalicji C nie istnieje zCεV C
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taki, że zi > yi dla każdego iεC}.

Słaby rdzeń (ang. week core) gry V jest to zbiór:
wcore(V ) = {yεV N : dla każdej koalicji C nie istnieje zCεV C

taki, że zi � yi dla każdego iεC}.
�

Wypłata należy do rdzenia gry, jeżeli dla każdej koalicji nie ist-
nieje wypłata poprawiająca co najmniej jedno kryterium każdego
z graczy. Wypłata należy do słabego rdzenia gry, jeżeli dla każ-
dej koalicji nie istnieje wypłata poprawiająca wszystkie kryteria
graczy. Zachodzi oczywiście warunek: wcore(V ) ⊂ core(V ).

Definicja 7.3
Funkcja lC : Y N × Ω → IR nazywana jest funkcją nadwyżki
(ang. excess function) dla koalicji C, jeśli spełnia warunki:

1. Jeżeli y, zεY N spełniają warunek yi = zi dla każdego iεC, to
dla każdej gry V spełnione jest lC(y, V ) = lC(z, V ).

2. Jeżeli y, zεY N spełniają warunek yi > zi dla każdego iεC, to
dla każdej gry V spełnione jest lC(y, V ) < lC(z, V ).

3. Dla każdej gry V , jeżeli
yCεbd(V C) = {vCεV C : nie istnieje zCεV C takie, że yi >> vi

dla każdego iεC}, to lC(y, V ) = 0, gdzie bd(V C) oznacza brzeg
zbioru V C .

4. lC(y, V ) jest ciągła ze względu na y i V .

Funkcja lC : Y N × Ω → IR nazywana jest funkcją słabej
nadwyżki (ang. week excess function) dla koalicji C, jeśli spełnia
warunki 1,3,4 oraz warunek
2a. Jeżeli y, zεY N spełniają warunek yi � zi dla każdego iεC, to
dla każdej gry V spełnione jest lC(y, V ) < lC(z, V ). �
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Uwagi dotyczące funkcji nadwyżki

• Funkcja nadwyżki lC(y, V ) odzwierciedla postawę koalicji C

względem wypłaty y.

• Warunek 1 oznacza, że funkcja nadwyżki danej koalicji C za-
leży tylko od graczy, którzy tworzą tę koalicje. Nie zależy od
pozostałych graczy ze zbioru N .

• Warunek 2 zapewnia, że jeśli co najmniej jedno kryterium pew-
nych graczy wzrośnie, to wartość funkcji nadwyżki, utworzonej
przez nich koalicji, zmaleje. W przypadku warunku 2a, mamy,
że jeśli wzrosną wszystkie kryteria pewnych graczy to wartość
funkcji nadwyżki, utworzonej przez nich koalicji, zmaleje.

• Warunek 3 dzieli wypłaty na dwie kategorie: osiągalne dla każ-
dej koalicji C, gdy lC(y, V ) ≥ 0 i nieosiągalne - gdy lC(y, V ) <

0.

• Z warunków 2 i 4 wynika, że jeśli y, zεY N spełniają waru-
nek yi ≥ zi dla każdego iεC, to dla każdej gry V : lC(y, V ) ≤
lC(z, V ).

Proponowane warunki są uogólnieniem warunków nakładanych
na funkcję nadwyżki dla klasycznych gier kooperacyjnych bez wy-
płat ubocznych (por. Kalai 1975).

Definicja 7.4
Wypłata yεV jest indywidualnie racjonalna jeśli należy do
zbioru
IR(V ) = {yεV N : dla każdego i ∈ N nie istnieje zεV {i} taki, że
zi > yi }.
Wypłata yεV jest (indywidualnie słabo racjonalna) jeśli na-

leży do zbioru
wIR(V ) = {yεV N : dla każdego i ∈ N nie istnieje zεV {i} taki, że
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zi � yi}.
Wypłata yεV spełnia warunek grupowej racjonalności jeżeli na-
leży do zbioru GR(V ) = {yεV N : nie istnieje zεV N spełniający wa-
runek zi > yi dla każdego i ∈ N }.
Wypłata yεV spełnia warunek (słabej racjonalności grupo-

wej) jeżeli należy do zbioru wGR(V ) = {yεV N : nie istnieje zεV N

spełniający warunek zi � yi dla każdego i ∈ N }.

�

Indywidualna racjonalność oznacza, że żaden gracz nie zgodzi
się na wypłatę gorszą od tej, którą może uzyskać działając indywi-
dualnie. Grupowa racjonalność oznacza, że gracze maksymalizując
swoje wypłaty, dzielą między siebie wszystkie korzyści wynikające
ze współpracy.

Twierdzenie 7.1
Dla każdej kolekcji funkcji słabej nadwyżki {lC}Cεℵ, dla każdej gry
V εΩ

wcore(V ) = {yεwGR(V ) : lC(y, V ) ≤ 0, dla każdego Cεℵ\{N}}.
Dla każdej kolekcji funkcji nadwyżki {lC}Cεℵ, dla każdej gry V εΩ

core(V ) = {yεGR(V ) : lC(y, V ) ≤ 0, dla każdego Cεℵ\{N}}.

Dowód
Niech V będzie wielokryterialną grą bez wypłat ubocznych
V εΩ, a {lC}Cεℵ będzie daną kolekcją funkcji nadwyżki (funkcji
słabej nadwyżki). Teza twierdzenia wynika wprost z Definicji
7.2, określającej rdzeń i słaby rdzeń, z Definicji 7.4, określającej
grupową racjonalność i słabą grupową racjonalność, a także z
własności 2 i 3 (2a i 3 w przypadku słabej nadwyżki) podanych
w Definicji 7.3. ♦

• 



150 7 Wielokryterialne gry kooperacyjne

Definicja 7.5
Niech Θ(y) oznacza wektor w IR|ℵ|−1 otrzymany w wyniku upo-
rządkowania wartości funkcji nadwyżki lC(y, V ) wszystkich koalicji
C w ℵ, C 	= N zgodnie z nierosnącym porządkiem. Niech odpo-
wiednio wΘ(y) oznacza wektor w tej przestrzeni otrzymany z upo-
rządkowania wartości słabych funkcji nadwyżki.

Nukleolus jest określony jako zbiór:
N(V ) = {yεIR(v) : Θ(y) ≤lex Θ(z) dla każdego zεIR(V )}
Słaby nukleolus jest określony jako zbiór:
wN(V ) = {yεwIR(v) : wΘ(y) ≤lex wΘ(z) dla każdego
zεwIR(V )}.

�

Dla dowolnych wektorów y, zεIRM , y ≤lex z oznacza, że z = y,
lub istnieje liczba całkowita k, 1 ≤ k ≤ m, taka, że yi = zi dla
1 ≤ i < k i yk < zk.
Wyłączamy lC(y, N) ponieważ lC(y, N) = 0 dla każdego yεIR(V )

w przypadku funkcji nadwyżki i odpowiednio dla yεwIR(V ) w
przypadku funkcji słabej nadwyżki.

Twierdzenie 7.2
Dla każdej kolekcji funkcji nadwyżki {lC}Cεℵ, dla każdej gry V ,
nukleolus N(V ) jest niepusty i jeśli rdzeń jest niepusty, to
N(V ) ⊂ core(V )

Dla każdej kolekcji funkcji słabej nadwyżki {lC}Cεℵ, dla każdej gry

V , słaby nukleolus wN(V ) jest niepusty i jeśli słaby rdzeń jest
niepusty, to
wN(V ) ⊂ wcore(V ).

Dowód
Niech V będzie wielokryterialną grą bez wypłat ubocznych V εΩ,

• 
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a {lC}Cεℵ będzie daną kolekcją funkcji nadwyżki (funkcji słabej
nadwyżki). Niech m = R|ℵ|−1 , a Θ(y) = (Θ1(y), Θ2(y), ..., Θm(y))

będzie określone zgodnie z Definicją 7.5. Zgodnie z własnością 4
Definicji 7.3, funkcje lC(y, V ) są ciągłe ze względu na zmienną
y, a więc także funkcje Θ, i = 1, 2, ..., m będą ciągłe (funkcje te
mogą być określone odpowiednio jako minima i maksima skończo-
nej liczby ciągłych funkcji lC(y, V ) ). Niech
A1 = {y ∈ IR(V ) : C1(y) ≤ Θ1(z) dla każdego z ∈ IR(V ), a
Ai+1 = {y ∈ A1 : Θi+1(y) ≤ Θi+1(z) dla każdego z ∈ A1

dla i = 1, 2, ..., m− 1.

Ponieważ funkcje Θi są ciągłe a zbiór IR(V ) jest zwarty, to
zbiory Ai, i = 1, 2, ..., m są zwarte i niepuste. Z definicji nukleolusa
mamy N(V ) = Am, a zatem nukleolus jest niepusty.

Niech gra ma niepusty rdzeń, niech y ∈ core(V ), a z ∈ N(V ).

Wtedy y ∈ GR(V ), a maksymalna składowa wektora funkcji Θ

spełnia warunek Θi(z) ≤ Θi(y). Z Twierdzenia 7.1 wynika, że
Θi(z) ≤ Θi(y) ≤ 0, a więc z ∈ core(V ).

W analogiczny sposób pokazuje się tezę drugiej części twierdzenia.

♦

7.3 Koncepcja nukleolusa uwzględniającego
preferencje graczy

W tej sekcji wprowadza się funkcję nadwyżki i nukleolus, które
mogą być wykorzystane w systemie wspomagającym analizę de-
cyzyjną. Każdy gracz ocenia swoje wypłaty w przestrzeni swoich
kryteriów, poszukuje wypłaty najlepszej zgodnie ze swoimi prefe-
rencjami. Zakładamy, że preferencje każdego gracza określane są
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na podstawie dwóch punktów; punktu referencyjnego i punktu re-
zerwacji. Punkt referencyjny określony jest przez pożądane przez
gracza poziomy aspiracji dla poszczególnych kryteriów. Punkt re-
zerwacji przyjmiemy na podstawie preferowanej wypłaty gracza
działającego niezależnie. W przypadku graczy działających wspól-
nie, rozpatrujemy wypłaty przestrzeni wszystkich graczy będą-
cej iloczynem kartezjańskim przestrzeni graczy indywidualnych.
Można wówczas określić punkt referencyjny wszystkich graczy:
y = (y

1
, y

2
, . . . , y

n
) ∈ wIR(V ), y

i
∈ V {i} i

oraz odpowiednio punkt rezerwacji:
ȳ = (ȳ1, ȳ2, . . . , ȳn) ∈ Y N , ȳ � y,
gdzie y określa preferowane wypłaty graczy działających niezależ-
nie, a ȳ - preferowane wypłaty graczy zgodnie z ich aspiracjami.
Niech w(y, ȳ) ∈ Y N oznacza preferowany znormalizowany kieru-
nek poprawy generowany zgodnie z aspiracjami wszystkich graczy,
a wC(y, ȳ) ∈ Y C - preferowany kierunek poprawy graczy w koalicji
C.

Zgodnie z podejściem punktu referencyjnego (Wierzbicki 1982,
1986), zakłada się, że punkty y i ȳ wskazane przez graczy, okre-
ślają pożądany przez nich kierunek poprawy wypłat. Kierunek
poprawy, oznaczony jako w(y, ȳ) ∈ Y N , przy założeniu normali-
zacji pomiędzy graczami, może być przedstawiony następująco:

w(y, ȳ) = (w1(y, ȳ), w2(y, ȳ), ..., wn(y, ȳ)),

gdzie

wi(y, ȳ) ∈ Yi = IRm
i , wi(y, ȳ) = (wi1(y, ȳ), .., wik(y, ȳ))

dla i ∈ N , a
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wij(y, y) =
yij − y

ij
mi∑
j=1

(
yij − y

ij

) .

Można łatwo sprawdzić, że spełniony jest warunek normalizacji,
polegający na tym, że dla każdego gracza i ∈ N ,

mi∑
i=1

w(y, ȳ) = 1.

W proponowanym podejściu, szukamy koncepcji rozwiązania
gry, która będzie zależała od preferencji graczy. Przyjmujemy, że
preferencje graczy są wyrażone przez punkty y i ȳ. Normalizacja
wektorów kierunków poprawy umożliwia zachowanie anonimowo-
ści graczy w poszukiwanej koncepcji rozwiązania.

Oznaczmy przez wC(y, ȳ) zestawienie kierunków poprawy gra-
czy tworzących koalicję C, tzn. wC(y, ȳ) = (wi(y, ȳ))i∈C ∈ Y C

Proponuje się następujący sposób mierzenia nadwyżki koalicji
C, dla danych punktów y i ȳ:

hC(y, V, y, ȳ) = sup{t ∈ IR : yC + t · tC(y, ȳ) ◦wC(y, ȳ)/|C| ∈ V C},
gdzie

tC(y, ȳ) = (ti(y, ȳ))i∈C ,

ti(y, ȳ) = sup{t ∈ IR : (y
i
+ t · wi(y, ȳ)) ∈ P {i}(V N)},

P C : Y N → Y C jest projekcją Y N na Y C , tzn.

P C(V N) = {yC : y ∈ V N},

t(y, ȳ) ◦ w(y, ȳ) = (t1 · w1(y, ȳ), ..., tn · wn(y, ȳ)) ∈ Y N ,

tC(y, ȳ) ◦ wC(y, ȳ) = (ti · wi(y, ȳ))i∈C ∈ Y C ,

|C| oznacza liczbę graczy w koalicji C.
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Lemat 7.1
Dla danych punktów y i ȳ , funkcja hC(y, V, y, ȳ) jest funkcją słabej
nadwyżki gry MCC.

Dowód lematu wynika wprost z definicji funkcji hC(y, V, y, ȳ).

Definicja 7.6
Wypłata u(y, ȳ) jest nazwana wypłatą utopijną względem da-
nych punktów y i ȳ jeżeli dla każdego i ∈ N :
ui(y, ȳ) = sup{yi ∈ P {i}(V N) : yi = y

i
+ t · (ȳi − y

i
) dla pewnego

t ∈ IR}. �

Inaczej mówiąc, wypłata u(y, ȳ) gracza i w koalicji N jest taka, że

(y
1
, y

2
, ...y

i−1
, ui(y, ȳ), y

i+1
, ..., y

n
) ∈ wGR(V ),

a to znaczy, że wypłata ui opisuje niezdominowane wartości kry-
teriów gracza i, które on mógłby uzyskać w pełnej koalicji, przy
założeniu, że wypłaty pozostałych graczy j ∈ N , j 	= i będą na po-
ziomie y

j
. Została nazwana utopijną, ponieważ w warunkach rze-

czywistych pozostali gracze współpracujący w koalicji nie zgodzą
się, aby ten jeden gracz przejął wszystkie korzyści ze współpracy.

Lemat 7.2
Wartości funkcji nadwyżki hC(y, V, y, ȳ) zależą od y i od kierunku
generowanego przez ȳ, a nie zależą od wartości |ȳ − y|.

Dowód
Można sprawdzić, że spełnione są następujące równości:

u(y, ȳ) = y + t(y, ȳ) ◦ w(y, ȳ),

hC(y, V, y, ȳ) = hC(y, V, y, u(y, ȳ)),

• 

• 
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dla każdego z ∈ Y N spełniającego z = y + t ·w(y, ȳ) i dla pewnego
t ∈ IR, t > 0,

hC(y, V, y, ȳ) = hC(y, V, y, z).

♦

Lemat 7.3
Funkcja słabej nadwyżki hC(y, V, y, ȳ) nie zależy od dodatnich, afi-
nicznych przekształceń kryteriów, tzn. dla każdej koalicji C ∈ N
i arbitralnej transformacji T = (T1, T2, ..., Tn) : Y C → Y C, ta-
kiej, że Tijy = (aij · yij + bij), gdzie liczby aij , bij > 0 dla
i ∈ N, j = 1, 2, ..., mi,

hC(Ty, TV, Ty, T ȳ) = ThC(y, V, y, ȳ)

dla ustalonych wartości y, ȳ.

Dowód
Niech T będzie afiniczną dodatnią transformacją kryteriów i T C =

(Ti)i∈C : Y C → Y C .
Zauważmy, że dla dowolnego i ∈ N i j takiego, że 1 ≤ j ≤ ki

mamy

wij(Ty, T ȳ) =
aij(ȳij − y

ij
)

mi∑
j=1

aij(ȳij − y
ij
)

oraz
ti(y, ȳ)

mi∑
j=1

aij(ȳij − y
ij
)

=
ti(Ty, T ȳ)

mi∑
j=1

aij(ȳij − y
ij
)
.

Otrzymujemy

Tijyij + t · ti(Ty, T ȳ)

|C| · wij(Ty, T ȳ) =

• 
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aij + bij + t ·
ti(y, ȳ) ·

mi∑
j=1

aij(ȳij − y
ij
)

mi∑
j=1

|C| · (ȳij − y
ij
)

·
aij(ȳij − y

ij
)

mi∑
j=1

aij(ȳij − y
ij
)

=

aij(yij + t · ti(y, ȳ)

|C| ·
(ȳij − y

ij
)

mi∑
j=1

aij(ȳij − y
ij
)
) + bij =

Tij(yij + t · ti(y, ȳ)

|C| · wij(y, ȳ).

Wynika z tego, że dla każdej koalicji C, każdego y ∈ Y N i t > 0

T CyC + t · tC(Ty, T ȳ)

|C| ◦ wC(Ty, T ȳ) =

T C(yC + t · tC(y, ȳ)

|C| ◦ wC(y, ȳ).

♦

Twierdzenie 7.3
Dla danych punktów y i ȳ, słaby nukleolus wN(V, y, ȳ) genero-
wany przez funkcję hC jest niezależny od dodatnich, afinicznych
przekształceń kryteriów, tzn.

wN(TV, Ty, T ȳ) = T [wN(V, y, ȳ)],

gdzie T jest dodatnim przekształceniem afinicznym.

Dowód twierdzenia wynika bezpośrednio z Lematu 7.3 i z defi-
nicji nukleolusa.

• 



7.3 Koncepcja nukleolusa uwzględniającego preferencje graczy 157

Można łatwo sprawdzić, że nucleolus generowany przez funkcję
hC(y, V, y, ȳ) jest uogólnieniem nukleolusa z przypadku jednokry-
terialnych gier kooperacyjnych z wypłatami ubocznymi, oryginal-
nie zdefiniowanych przez Schmeidlera (1969), na przypadek gier
wielokryterialnych.

Niech gra V = {V C}Cεℵ będzie taka, że wszystkie podkoalicje
zawierające więcej niż jednego i mniej niż n graczy będą trywialne,
tzn. że jeżeli |C| 	= 1 i C 	= N to

V C = ×i∈CV {i}.

Niech (S, d) będzie n-osobowym wielokryterialnym proble-
mem targu (problem MCB) zdefiniowanym tak jak w roz-
dziale 4. Jeżeli koncepcja uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego przedstawionego w rozdziale 4 i zaproponowana
wcześniej w pracy (Kruś, Bronisz 1993) dla problemu MCB, jest
Pareto optymalna w zbiorze V N , a d = y to można pokazać, że

wN(V, y, ȳ) = fR(V N , y, u(y, ȳ)).

Rozwiązanie to jest także uogólnieniem (patrz punkt 4.4) roz-
wiązania Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego, oryginalnie zdefiniowa-
nego dla problemu targu dwóch graczy z jednokryterialnymi wy-
płatami (tzn. jeżeli mi = 1 dla każdego i ∈ N) przez Raiffę (1953)
i rozpatrywanego później w pracach (Kalai, Smorodinsky 1975),
(Thomson 1980). W przypadku jednokryterialnych wypłat graczy,
jeżeli podkoalicje są trywialne, proponowany nucleolus pokrywa się
z oryginalnym rozwiązaniem Imai (1983) problemu targu. Rozwią-
zanie Imai leksykograficznie poprawia rozwiązanie Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego, jeżeli nie jest ono Pareto optymalne.
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7.4 Iteracyjna procedura wspomagania decyzji

Proponuje się iteracyjną procedurę umożliwiającą graczom ana-
lizę możliwych wielokryterialnych wypłat w koalicyjnej grze ko-
operacyjnej i ułatwiającą znalezienie zgodnego rozwiązania. Pro-
cedura obejmuje dwie fazy. W pierwszej fazie każdy gracz anali-
zuje swoje osiągalne wypłaty, przy założeniu braku współpracy z
innymi. Wyniki tej analizy traktowane są jako wstępne do analizy
prowadzonej w drugiej fazie, w której uwzględnia się współpracę
graczy i różne koalicje, które mogą być przez nich tworzone.

W pierwszej fazie, każdy gracz niezależnie dokonuje wielokryte-
rialnej analizy swoich możliwych wypłat z zastosowanie podejścia
punktu referencyjnego Wierzbickiego (1982, 1986). Każdy gracz
poszukuje niezdominowanej wypłaty, zgodnej ze swoimi preferen-
cjami w zbiorze V {i}. Jest to wypłata, którą zgodnie z ideą BATNA
może uzyskać niezależnie od innych graczy, bez zakładania współ-
pracy. W kolejnych iteracjach gracz i proponuje punkty referen-
cyjne ȳi ∈ Rmi , gdzie Rmi jest przestrzenią kryteriów tego gracza.
System komputerowy dla każdego proponowanego punktu referen-
cyjnego wyznacza wypłatę niezdominowaną w zbiorze V {i} zgodnie
z tym proponowanym punktem. Generując kolejne wypłaty i prze-
glądając je, gracz może znaleźć wypłatę zgodną z jego preferan-
cjami. Faza ta kończy się, gdy wszyscy gracze i = 1, 2, ..., n mogą
wskazać swoje preferowane wypłaty. Wypłaty te oznaczone jako
y = (y1, y2, ..., yi, ..., yn) są zapamiętane przez system. Stanowią
punkt rezerwacji (status-quo), startowy w drugiej fazie analizy.

W drugiej fazie uwzględnia się możliwość współpracy graczy
i tworzenia różnych koalicji. Analiza wykonywana jest z zastoso-
waniem modelu wielokryterialnej gry kooperacyjnej bez wypłat
ubocznych, zdefiniowanej w punkcie 7.1. Analiza wykonywana jest
w pewnej liczbie rund. Każda runda składa się z dwóch etapów.
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W pierwszym etapie, wspomagania analizy jednostronnej,
każdy gracz i niezależnie analizuje swoje możliwe wypłaty w
przestrzeni swoich kryteriów, w zbiorach V C dla różnych koali-
cji C ∈ ℵ. Może to wykonać wykorzystując podejście punktu
referencyjnego, analogicznie jak w przypadku wielokryterialnego
zagadnienia targu. Stosując to podejście, gracz może wygenero-
wać pewną liczbę punktów Pareto optymalnych w tych zbiorach,
zakładając wypłaty pozostałych graczy na poziomie status-quo i
podając swoje punkty referencyjne. Gracz i może także poszuki-
wać możliwej wypłaty kooperacyjnej, zakładając nieznane prefe-
rencje innych graczy, ustalając ich punkty referencyjne y∗j, j ∈ N ,
j 	= i i oczywiście swoje punkty referencyjne y∗i. System, dla tych
danych punktów referencyjnych i punktu y określonego w pierw-
szej fazie procedury, wyznacza nukleolus wN(V ) jako możliwe roz-
wiązanie kooperacyjne. Wygenerowane w ten sposób wypłaty są
Pareto optymalne w zbiorze V N . Gracz może analizować różne
warianty rozwiązań, zakładając różne punkty referencyjne swoje
i innych graczy. Analizując te warianty, może lepiej poznać na-
turę gry, swoją sytuację grową i znaleźć preferowany wariant wy-
płaty. Kończąc analizę jednostronną każdy gracz powinien wskazać
preferowany wariant. Wariant ten oznaczony jest jako ȳi. Analiza
taka dokonywane jest niezależnie przez wszystkich graczy. Ten etap
rundy jest kończony, gdy wszyscy gracze wskażą swoje preferowane
wypłaty ȳi, i = 1, .., n.

W drugim etapie rundy system określa punkt ȳ na podsta-
wie preferowanych wypłat wskazanych przez graczy. Punkt ten
wraz z punktem rezerwacji y określa względny punkt utopijny i
kierunek poprawy uwzględniający preferencje wszystkich graczy.
System wyznacza znormalizowany kierunek poprawy w, funkcję
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nadwyżki hC(y, V, y, ȳ) dla wszystkich koalicji C ∈ ℵ oraz nukle-
olus wN(V, y, ȳ) generowany przez tę funkcję. Zauważmy, że nukle-
olus ten uwzględnia rzeczywiste preferencje wszystkich graczy. Wy-
znaczany jest zgodnie ze znormalizowanym kierunkiem poprawy
określonym na podstawie ich preferowanych wypłat wskazanych
w pierwszej części rundy. Zakłada się, że każdy z graczy może ogra-
niczyć poprawę wypłat wszystkich graczy, w zakładanym, ale tym
samym stopniu dla wszystkich. Taki ograniczony wektor wypłat
przedstawiany jest wszystkim graczom jako tymczasowa propo-
zycja mediacyjna. Jeśli któryś z graczy zdecyduje się ograniczyć
przyrost wypłat w danej rundzie, to wyznaczony wektor wypłat
nie będzie Pareto optymalny w zbiorze V N , ale gracze mogą po-
wtórzyć analizę i skorygować swoje kierunki poprawy w rundzie
następnej.

W kolejnej rundzie powtarzany jest etap analizy jednostronnej
z uwzględnieniem tymczasowej propozycji mediacyjnej wyznaczo-
nej w rundzie poprzedniej, jako punktu rezerwacji dla wszystkich
graczy. Po jego zakończeniu wyznaczana jest kolejna propozycja
mediacyjna na podstawie nukleolusa uwzględniającego preferencje
graczy wskazane na końcu analizy jednostronnej. Ciąg kolejnych
propozycji mediacyjnych jest progresywny i zbiega do nukleolusa
uwzględniającego preferencje graczy w ostatniej przeprowadzonej
rundzie.

Proponowana procedura ma charakter poznawczy. Każdy gracz
może ja przerwać w dowolnym momencie, a także podejmując de-
cyzje nie musi się zgodzić na wyznaczoną propozycję mediacyjną.
Generowane w trakcie procedury informacje pokazują jednak każ-
demu z graczy jakie są jego możliwe wypłaty i korzyści w przy-
padku współpracy w zależności od jego preferencji. Generowane są
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także propozycje mediacyjne uwzględniające preferencje zarówno
jego jak i preferencje przyjmowane przez graczy pozostałych.

7.5 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono rozwinięcie teorii wielokryterialnych
gier kooperacyjnych bez wypłat ubocznych. Ważniejsze uzyskane
wyniki obejmują:
- sformułowanie założeń i koncepcji rozwiązań wielokryterialnych
gier koalicyjnych, takich jak rdzeń gry i nukleolus, stanowiących
uogólnienie koncepcji klasycznych,
- podanie nowej propozycji funkcji nadwyżki i generowanego przez
tę funkcję nukleolusa uwzględniających preferencje graczy.

Przeprowadzono analizę własności tej koncepcji rozwiązania
i pokazano, że:
- proponowany nukleolus jest niezależny od afinicznych przekształ-
ceń kryteriów graczy,
- proponowany nukleolus stanowi uogólnienie nukleolusa klasycz-
nych gier kooperacyjnych bez wypłat ubocznych zaproponowanego
przez Schmeidlera (1969),
- podana koncepcja rozwiązania jest uogólnieniem koncepcji roz-
wiązania wielokryterialnego problemu targu zaproponowanego
w pracy (Kruś, Bronisz, 1993) i klasycznego problemu targu (Ra-
iffa, 1953 - Kalai, Smorodinsky 1975) na przypadek gier koopera-
cyjnych bez wypłat ubocznych.

Zaproponowano ideę zastosowania proponowanej koncepcji roz-
wiązania do wspomagania analizy wielokryterialnej w sytuacjach
decyzyjnych opisywanych przez gry koalicyjne.
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Uwagi końcowe

W pracy rozpatruje się sytuacje decyzyjne, w których decydenci
mogą odnosić korzyści w wyniku wzajemnej współpracy. Korzyści
te określane są w porównaniu z sytuacją, gdyby dany decydent nie
przystąpił do współpracy, zgodnie z koncepcją BATNA. Każdy de-
cydent podejmuje niezależne decyzje oraz ma swój niezależny wek-
tor kryteriów określający wyniki tych decyzji i swoje preferencje
wyboru. Wartości kryteriów danego decydenta zależą od decyzji
wszystkich decydentów.

Zakłada się, że dany jest model matematyczny pozwalający
wyznaczyć wartości kryteriów każdego decydenta w zależności od
decyzji wszystkich decydentów. Model nie opisuje preferencji de-
cydentów. Nie zakłada się istnienia określonych funkcji użytecz-
ności decydentów. Zaproponowano metody wspomagające analizę
decyzyjną w wielokryterialnej przestrzeni wypłat stanowiącej ilo-
czyn kartezjański przestrzeni kryteriów poszczególnych decyden-
tów oraz procedury umożliwiające znalezienie zgodnych decyzji.
Przedstawiono ogólny opis matematyczny rozważanych sytuacji
decyzyjnych i na tej podstawie sformułowano model wielokryte-
rialnego problemu targu (rozdział 4) rozpatrywany dalej w pracy,
a także sformułowano model wielokryterialnej gry kooperacyjnej,
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w której uwzględnia się wpływ możliwych koalicji na rozwiązania
i wypłaty graczy.

W przypadku wielkryterialnego problemu targu zapropono-
wano uogólnione rozwiązanie Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego (R-
K-S) oraz jego aksjomatyczną charakteryzację. Założono, że każdy
gracz ma możliwość analizy niezdominowanych wypłat w swo-
jej przestrzeni kryteriów. Na podstawie wskazanych przez gra-
czy wypłat, wybranych zgodnie z ich preferencjami, konstruuje
się tzw. punkt względnej utopii. Punkt ten uwzględniający pre-
ferencje wszystkich graczy jest podstawą konstrukcji proponowa-
nego rozwiązania. Rozwiązanie to, w przypadku jednokryterial-
nych wypłat, sprowadza się do rozwiązania R-K-S. Nie jest nato-
miast prostym rozszerzeniem klasycznego rozwiązania R-K-S kon-
struowanym z wykorzystaniem punktu idealnego w przestrzeni
wielokryterialnych wypłat. Pokazano, że w szczególnych przypad-
kach rozwiązanie to może być tylko słabo niezdominowane w zbio-
rze wypłat. Kolejna propozycja dotyczy, uogólnionego na przy-
padek wielokryterialnych wypłat, rozwiązania Imai, wykorzystu-
jącego porządek leksykograficzny. Podano idee algorytmu umożli-
wiającego poprawę słabo niezdominowanych rozwiązań R-K-S do
rozwiązań niezdominowanych. Przedstawiono również konstrukcje
umożliwiające uogólnienie na przypadek wielokryterialnych wy-
płat klasycznych rozwiązania Nasha i Rozwiązania Egalitarnego.
Przeprowadzono analizę własności tych rozwiązań.

Przedstawiane w pracach (Kruś, Bronisz 1993, Kruś 2002) sfor-
mułowania wielokryterialnego problemu targu i koncepcje rozwią-
zań były następnie przedmiotem badań innych autorów np. (Hi-
nojosa i inni 2005), (Marmol i inni 2007).

Koncepcje uogólnionych rozwiązań R-K-S oraz Imai zostały za-
stosowane w konstrukcji interakcyjnych procedur wspomagania
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analizy decyzyjnej decydentów i wyznaczania propozycji media-
cyjnych. Wielostronna analiza decyzyjna poprzedzona jest etapem
analizy jednostronnej, w trakcie której każdy decydent niezależnie
bada zbiór swoich niezdominowanych wypłat w swojej przestrzeni
kryteriów, wykorzystując podejście punktu referencyjnego. Wska-
zane przez każdego decydenta wypłaty, wybrane zgodnie z jego
preferencjami, są podstawą wyznaczenia propozycji mediacyjnej.
Propozycja ta uwzględnia preferencje wszystkich decydentów i jest
przedmiotem analizy wielostronnej. W kolejnych rundach powta-
rzane sa oba etapy analizy. Sformułowano w tym celu koncepcję
rozwiązania iteracyjnego i pokazano jego zbieżność do rozwiązania
Pareto optymalnego.

Przedstawiono koncepcje ogólnej konstrukcji komputerowych
systemów wspomagania decyzji w rozpatrywanych sytuacjach
przetargowych. Procedura wykorzystująca rozwiązanie iteracyjne
została zaimplementowana w systemie komputerowym MCBARG.
Zamieszczono dwa przykłady ilustrujące wielokryterialny problem
targu: przykład dotyczący zagadnienia kwaśnych deszczów oraz
przykład dotyczący współpracy gospodarstw rolnych. Przykłady
te zostały wprowadzone do systemu i pozwalają prześledzić jego
działanie.

W rozdziale 7 rozpatrzono sytuacje kooperacyjne opisywane
przez modele wielokryterialnych gier koalicyjnych bez wypłat
ubocznych. Podano sformułowanie matematyczne takiej gry, a na-
stępnie zbadano jej własności i sformułowano koncepcje rozwiązań
takie jak rdzeń i nukleolus gry. Zaproponowano oryginalny spo-
sób określania funkcji nadwyżki uwzględniającej preferencje gra-
czy oraz generowaną przez tę funkcję postać nukleolusa. Nucleolus
ten, w przypadku klasycznych gier targu, sprowadza się do koncep-
cji podanej przez Schmeidlera (1969), natomiast w przypadku gier
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targu sprowadza się do uogólnionego rozwiązania Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego podanego w pracy (Kruś, Bronisz 1993) i rozpa-
trywanego w pracy (Kruś 2002) oraz omówionego w rozdziale 4.
Podano również ideę iteracyjnej procedury wspomagającej ana-
lizę i wyznaczenie rozwiązania mediacyjnego. Przedstawiane pro-
blemy były wcześniej przedmiotem prac (Kruś, Bronisz 1995),
(Kruś 2008). Podane propozycje korespondują z ideą zastosowania
punktów referencyjnych do wyznaczania propozycji mediacyjnych
w grach koalicyjnych przedstawioną w pracy (Wierzbicki 2005).

W rozdziale 8 rozpatrzono problem decyzyjny, w którym pod-
mioty decyzyjne negocjują realizację wspólnego lub wspólnych
przedsięwzięć w celu pozyskania wiązki dóbr. Mogą działać in-
dywidualnie lub tworzyć koalicje. Problem dotyczy podziału po-
zyskanej wiązki dóbr i udziału w kosztach przedsięwzięć. Zapropo-
nowano model rodziny gier kooperacyjnych opisującej ten problem
alokacji kosztów z uwzględnieniem mechanizmu cenowego i wypłat
ubocznych. Zagadnienie to przedstawiono na podstawie wcześniej-
szej pracy (Kruś, Bronisz 2000). Zbadano różne koncepcje roz-
wiązań tych gier. Zaimplementowano algorytm wyznaczania róż-
nych koncepcji nukleolusa traktowanego jako podstawę do wyzna-
czania propozycji madiacyjnych. Przedstawiono przykład nume-
ryczny ilustrujący proponowane analizy. Zaproponowano również
procedurę wspomagającą analizę wielokryterialną i proces media-
cji. Problem alokacji i kosztów jest również rozpatrywany w sytu-
acji, gdy wypłata danej koalicji zależy nie tylko od graczy, którzy
ją tworzą, ale także od struktury koalicyjnej graczy pozostałych
(rozdział 9). Sytuacje taką opisano jako grę kooperacyjną w po-
staci funkcji partycji. Uzyskane wyniki dotyczą koncepcji rozwią-
zań w tych grach i ich analizy. Istotne jest w szczególności po-
kazanie koincydencji rdzenia takiej gry z rdzeniem odpowiednio
skonstruowanej gry w postaci funkcji charakterystycznej. Rdzeń
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taki określa ramy, w których decydenci mogą prowadzić negocja-
cje. Można również wtedy zastosować podejście prezentowane w
rodziale 8. Nowe zagadnienia badań w tym kierunku mogą doty-
czyć koncepcji rdzeni optymistycznych i pesymistycznych rozpa-
trywanych w pracach Koczy’ego (2007, 2008).

Uzyskane wyniki teoretyczne mogą mieć zastosowanie nie tylko
w omawianym problemie kooperacji, opisywanym jako modele
targu lub modele gier kooperacyjnych z wektorowymi wypłatami
graczy, ale także w szerszej klasie zagadnień dotyczących także
sytuacji niekooperacyjnych. Przykładowo, algorytm interakcyjnej
procedury mediacyjnej, wykorzystującej idee rozwiązania iteracyj-
nego oraz metodę punktu referencyjnego i funkcji osiągnięcia, zo-
stał zastosowany dla przypadku wielokryterialnej, niekooperacyj-
nej gry dynamicznej dotyczącej tzw. „wojny rybnej” (prace magi-
sterskie: Cichoń (1989), Kaniewski (1990)), w eksperymentalnym
systemie komputerowym. Wielokryterialne rozwiązania w grach
niekooperacyjnych były rozpatrywane między innymi w pracach
(Wierzbicki 1990, Kruś, Bronisz 1994).

Równolegle z badaniami, których wyniki przedstawia się w tej
pracy, prowadzonych z zastosowaniem analizy wielokryterialnej
i podejścia punktu referencyjnego, prowadzono prace z zastosowa-
niem idei funkcji użyteczności. Wykorzystywano koncepcje funkcji
użyteczności R. Kulikowskiego (1998, 2002, 2003) inspirowane pra-
cami Savage (1954), Tverskiego i Kahnemana (Tversky 1967, Tver-
sky, Kahneman 1981). Uzyskane wyniki (Kruś 2002a, 2004a), (Ku-
likowski, Kruś 2003) dotyczą między innymi konstrukcji systemów
komputerowych wspomagania analizy decyzyjnej, analizy wspól-
nych przedsięwzięć innowacyjnych, analizy problemu kooperacji
na przykładzie szkoły wyższej. W przypadku stosowania koncepcji
funkcji użyteczności decydentów, szczególnie istotny jest problem
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identyfikacji jej postaci na podstawie interakcji z decydentami. In-
teresujące ze względu na zastosowania w praktyce i jako przedmiot
dalszych badań są procedury budowy modelu preferencji decyden-
tów prezentowane w pracach (Greco, Mousseau, Słowiński 2008),
(Figueira, Greco, Mousseau, Słowiński 2008), oraz zastosowanie
teorii zbiorów przybliżonych (Greco, Matarazzo, Słowiński 2001,
2008).

Bieżące i planowane badania dotyczą również zastosowania
metod proponowanych w pracy do analizy motywacyjnie zgod-
nych wielokryterialnych mechanizmów rynkowych z wykorzysta-
niem systemów wieloagentowych. Zagadnienie zgodności motywa-
cji w mechanizmach rynkowych rozwijane jest w pracach E. To-
czyłowskiego (por. Toczyłowski 2003, 2009). Dotyczy ono badania
i konstrukcji takich mechanizmów rynkowych, w których harmo-
nizowane sa interesy uczestników tak, że występowałaby zgodność
ich motywacji i uczestnicy ci byliby skłonni do przekazywania nie-
zafałszowanych informacji, umożliwiających efektywne funkcjono-
wanie danego systemu. W pracy (Kruś, Skorupiński, Toczyłowski
2010) zagadnienie to jest badane jest na przykładzie problemu
producenta i jego klientów.

Przedstawiane w tej pracy metody są zgodne z ideami dotyczą-
cymi zaufania i uczciwości w systemach rozproszonych (A. Wierz-
bicki 2010), stanowiącymi kolejny interesujący kierunek dalszych
badań.
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W pracy przedstawia się podstawy teoretyczne i metody
wspomagania procesu decyzyjnego w takich sytuacjach 7. wykorzystaniem
odpowiednio zbudowanego systemu komputerowego. Rozpatrywane
sytuacje opisywane są fonnalnie jako modele wielokryterialoego problemu
targu i wielokryterialnych gier koa licyjnych . Proponowane są koncepcje
rozwiązań w tych grach uwzględniające preferencje decydentów,
li następnie wielorundowe procedury negocjacyjne wspomagające proces
znajdowania zgodnego rozwiązania. W poszczególnych rundach takiej
procedury stosowan a jest jednostron na i wielostron na analiza
wielokryteria tna możliwych wypłat, przy czym system komputerowy
generuje propozycj e mediacyjne. Przedstawia się konstrukcję

zbudowanego systemu komputerowego MCBARG, w kt6rym taka
procedura została zaimplementowana oraz przykłady prob lem6w
kooperacji.

Rozpatruje się sytuacje decyzyjne , w których występuje kilku
decydentów, negocjujących warunki współpracy, Problem dotyczy
podziału efektówwspółpracy, przy czym każdy decydentma swój odrębny,
wielokryterialny zestawcelów, którechciałby osiągnąć i kieruje się swoimi
preferencjami
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