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Analiza systemów przestrzennych: wybrane zagadnienia 
 

 

IV. Badanie jednorodności zbioru danych 
w analizie przestrzennej 

 
Jerzy Hołubiec, Grażyna Petriczek 

 
IV.1. Wprowadzenie 
 
Algorytm podziału zbioru na jednorodne, rozłączne grupy zastosowano do 
analizy struktur na poziomie powiatów. W niniejszej pracy algorytm ten 
został zastosowany do analizy następujących konkretnych zadań, związa-
nych ze zbiorami powiatów: a) podział powiatów Województwa Mazowiec-
kiego na grupy jednorodne (w sensie ilościowym) ze względu na wybrane 
cechy opisujące rozwój społeczno-ekonomiczny tych powiatów, b) porów-
nanie podziałów powiatów par województw: Mazowieckiego i Śląskiego, 
Mazowieckiego i Łódzkiego, Mazowieckiego i Świętokrzyskiego, oraz Ma-
zowieckiego i Pomorskiego. Dodajmy, że wymienione województwa należa-
ły do różnych klas jednorodności przy podziale zbioru województw. 
 
Do testowania hipotezy o jednorodności zbioru danych wykorzystuje się 
statystykę U o rozkładzie χ2. Metoda polega na iteracyjnym podziale niejed-
norodnego zbioru na dwie jednorodne części. Jeżeli liczba tych podziałów 
(iteracji) wzrasta, to mogą pojawić się statystycznie niestabilne (nieistotne) 
granice między sąsiednimi podzbiorami. Agregacja takich podzbiorów oparta 
jest na badaniu odpowiednio skonstruowanej hipotezy dotyczącej stabilności 
granic między dwoma podzbiorami. Tak więc, algorytm podziału zbioru da-
nych składa się z dwóch etapów: 
 

♦ Podział zbioru na jednorodne, rozłączne podzbiory - pierwotny 
podział zbioru 

♦ Badanie stabilności granic między tymi podzbiorami. 
 

IV.2. Algorytm podziału zbioru na rozłączne jednorodne podzbiory 
 
Omawiany w pracy model jednorodności zbioru danych oparty jest na zasa-
dzie równoważności zmiennych losowych o jednakowych rozkładach. 
Przedstawiamy w zarysie jego istotę. 
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Niech S={s1, s2,    ,sn} będzie analizowanym zbiorem danych. Załóżmy, że 
każdemu elementowi Ss∈  opowiada zmienna losowa ξS o dystrybuancie 
FS(x). Oznaczmy zbiór zmiennych losowych ξS przez ES, natomiast zbiór 
wartości x zmiennych losowych przez R ( Rx∈ ). 
 
Definicja 1.  Zmienne losowe 

1sξ , 
2sξ  nazywamy zmiennymi losowymi 

równoważnymi jeżeli dla dowolnych dwóch elementów Ss,s 21 ∈  zachodzi: 

Rxegolndowodla0)x(F)x(F
21 ss ∈=− . (IV.1) 

 
Oznacza to, że zbiór zmiennych losowych ES można rozbić na klasy równo-
ważności, tzn. na grupy zmiennych równoważnych. 
 
W ten sposób zbiór S może być przedstawiony w postaci sumy mnogościo-
wej rozłącznych podzbiorów 
 1k,S...........SSS k21 ≥∪∪∪= .   (IV.2) 
 
Jeżeli k=1, to zbiór S jest zbiorem jednorodnym. Jeżeli k>1 , to zbiór S jest 
niejednorodny i zależność (IV.2) odzwierciedla tą niejednorodność. W opar-
ciu o pojęcie równoważności zmiennych losowych możemy podać następu-
jącą definicję jednorodności: 

Definicja 2.  Zbiór zmiennych losowych SS EE 1 ⊂  jest zbiorem jedno-
rodnym, jeżeli spełniony jest warunek: 

 
Rxoraz

Ss,sodegkażdla0)x(F)x(F 1ss

∈
∈′′′=− ′′′

 .  (IV.3) 

Tak więc, jeżeli dla zbioru 1SE  spełniony jest warunek (IV.3) i zbiór ten 
pokrywa się z całą przestrzenią, to cała przestrzeń (zbiór) ES jest zbiorem 
jednorodnym. 
 
Poprzez zaprzeczenie warunkowi jednorodności, (IV.3), otrzymujemy defi-
nicję niejednorodności, czyli: 

Definicja 3. Jeżeli w zbiorze SS EE 1 ⊂  istnieje para 1Ss,s ∈′′′ , dla której  

Rxwiekjakiegokoldla0)x(F)x(F ss ∈≠− ′′′   (IV.4) 

to zbiór jest zbiorem niejednorodnym. 

W powyższych definicjach nie nakłada się żadnych warunków na postać 
rozkładu badanej zmiennej losowej. 
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W celu skonstruowania kryteriów dla testowania hipotez o jednorodności, 
przyjmuje się dodatkowo, że zmienne losowe sξ  są niezależne i mają roz-

kłady normalne z funkcją gęstości w postaci: 
 

( )
( ) ( )( )s

1
s

T
s2

1
s

2

1 mxmxexp)x(f 2
1

k
−Σ−−Σ= −−

π
     (IV.5) 

gdzie: 

sm  - wektor wierszowy, którego elementami są wartości oczekiwa-

ne zmiennej losowej ξS  

sΣ    - macierz kowariancji o wymiarach [k x k] 

sΣ   - wyznacznik macierzy kowariancji 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

γγγ

γγγ
γγγ

=Σ

kk2k1k

k22221

k11211

s

......

...............

......

......

 

( )sjsiij ,C ξξ=γ   - kowariancja zmiennych losowych 

( )siii V ξ=γ        - wariancja zmiennej losowej. 

 
Jeśli założymy, że rozpatrywane zmienne losowe mają jednakowe macierze 
kowariancji, to wówczas warunek jednorodności (IV.3) jest równoważny 
równości wartości oczekiwanych i ma postać (hipoteza H0): 
 

ss

ss0

:warunkiempod

Ss,swszystkichdlamm:H

′′′

′′′

Σ=Σ

∈′′′=
     (IV.6) 

 

Analogicznie, warunek niejednorodności przybiera postać: (hipoteza H1): 
 

ss

ss1

:warunkiempod

Ss,sparyjednejconajmniejdlamm:H

′′′

′′′

Σ=Σ

∈′′′≠

(IV.6.1) 

I I -
✓ -

I I 
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Łatwo zauważyć, że jeżeli ES jest zbiorem jednorodnym, to dla dowolnej 

pary zbiorów 21 SS E,E  zachodzi: 
 

SS,Swszystkichdla0mm 21
Ss

sn
1

Ss
sn

1

2
2

1
1

∈=− ∑∑
∈∈

 

 
gdzie:  n1 – liczba elementów zbioru S1 
  n2 – liczba elementów zbioru S2. 
 
Definiując na zbiorze wszystkich rozbić zbioru S na dwa podzbiory, S1, S2 
funkcję: 
 

( ) ∑∑
∈∈

−=δ
2

2
1

1 Ss
sn

1

Ss
sn

1
21 mmS,S          (IV.7) 

 
otrzymujemy wskaźnik jednorodności k-wymiarowego zbioru zmiennych. 
 
Stosując wskaźnik (IV.7), hipotezę zerową o jednorodności można sformu-
łować następująco: 
 

H0:   ( ) 0S,S 21 =δ         (IV.8) 
 dla dowolnej pary (S1,S2) należącej do zbioru  
 wszystkich rozbić zbioru S na dwa podzbiory. 
 
Założenia potrzebne do wprowadzenia kryterium (IV.8) w praktyce mogą 
być przyjęte bez większych przeszkód. 
 
Niech n będzie liczbą obserwacji, zaś k – liczbą rozpatrywanych cech cha-
rakteryzujących analizowane zjawisko. Wtedy rezultat jednej obserwacji (o 
numerze s) zmiennych losowych 

jsξ  można zapisać w postaci: 

 
Xs = {xs1 , xs2 ,        ,xsj ,       ,xsk }, gdzie: s – numer obserwacji, s=1,.........,n. 
 
 
Zbiór wszystkich obserwacji k-wymiarowej zmiennej losowej jest macierzą 
o wymiarach [n x k], o postaci: 
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n

2

1

x,x,x

x,,x,x

x,,x,x

x

x

x

.      (IV.9) 

 
Dane przedstawione w macierzy (IV.9) rozpatruje się jak realizację k-
wymiarowych zmiennych losowych sξ  o rozkładzie normalnym, ze średni-

mi ms i jednakowymi diagonalnymi macierzami kowariancji. 
 
Kryterium badania hipotezy zerowej H0 sprawdza się przez porównanie 
dwóch próbek. Pociąga to za sobą rozbicie macierzy (IV.9) na dwie różne, 
rozłączne części zawierające, odpowiednio, n1 i n2 wierszy. 
 

Statystycznej oceny k-wymiarowego rozbicia dostarcza zmienna losowa ξ
~

 
o postaci: 
 

∑∑
∈∈

ξ−ξ=ξ
2

2
1

1 Ss
sn

1

Ss
sn

1~
   (IV.10.1) 

gdzie:  [ ]k21
~

,........,
~

,
~~

ξξξ=ξ  

 ∑∑
∈∈

ξ−ξ=ξ
2

2
1

1 Ss
sjn

1

Ss
sjn

1
j

~
.   (IV.10.2) 

 
Każda ze składowych, występujących w zależności (IV.10.1) jest zmienną 
losową z odpowiednimi parametrami rozkładu: wartościami oczekiwanymi 

)m,m( jj′  oraz wariancjami )n/~,n/~( 2
2
j1

2
j σσ . 

 
Konstrukcję funkcji kryterialnej do weryfikacji hipotezy zerowej przepro-
wadza się wykorzystując metodę największej wiarygodności. 
 
Jeżeli zakłada się słuszność hipotezy H0, to zgodnie z warunkiem (IV.6) 
musi zachodzić równość 0mm jj =−′  i funkcja wiarygodności przybiera 

postać: 
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( )
( ) ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∑∏

=

−

=π

k

1j
2
j

2
j

2
1

k

1j

2
j

2

1

c

x~
expcm,xL

2
1

k
 (IV.11) 

 

gdzie:  2
jc  - wariancja zmiennej losowej ξ

~
, przedstawiona za pomocą 

zależności: 

    
( )

21

21
2
j2

j nn

nn~
c

+σ
= ,   (IV.12a) 

  2
j

~σ  - wartość z próby wariancji zmiennej losowej j
~
ξ , 

jx~  - wartość z próby j-tej składowej zmiennej losowej ξ
~

 okre-

ślona następująco: 

   ∑∑
∈∈

−=
2

2
1

1 Ss
sjn

1

Ss
sjn

1
j xxx~ .   (IV.12b) 

 

Wartość z próby wariancji 2
j

~σ  wyznacza się z zależności: 

⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+
−+

−+
=σ ∑ ∑ ∑ ∑

∈ ∈ ∈ ∈1 2 1 2Ss Ss

2

Ss Ss
sjsj

2
sj

2
sj

21

2
j xx

2n1n

1
xx

1nn

1~ (IV.12c) 

 
Z postaci funkcji (IV.11) wynika, że jej przebieg zależy od wykładnika po-

tęgowego ∑
=

k

1j
2
j

2
j

c

x~
 i zachodzi: 

ηη ≤≥ ∑
=

k

j j

j
pr c

x
dlaLmxL

1
2

2
*

~
)();(  

gdzie:      η - pewna zadana wartość 

Podstawiając (IV.12a)-(IV.12c) do wykładnika otrzymujemy funkcję kryte-
rialną o postaci: 
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( )
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2

Ss
sjnn

12
sj

k

1j

2

1Ss 2Ss
sjsj

21

xx

x1nx2n
2n1n)2n1n(

12n1n

S,SU

21

,   (IV.13) 

gdzie: 21 SSS ∪= . 
 
Z postaci (IV.13) wynika, że przy spełnieniu hipotezy zerowej statystyka 

U(S1,S2) ma rozkład 2χ  o k stopniach swobody. Zgodnie z zasadą najwięk-
szej wiarygodności oraz właściwościami funkcji L( , ) hipoteza zerowa o 
jednorodności dwóch próbek może być przyjęta jeżeli zachodzi: 
 

 ( ) 2
k,21 S,SU αχ≤      (W1) 

dla dowolnej pary ( )21 S,S  należącej do zbioru wszystkich rozbić zbioru S 

gdzie: α - oznacza przyjęty poziom istotności 
k – oznacza liczbę stopni swobody i równe jest liczbie rozpatrywa-

nych cech. 
 
Jeżeli warunek (W1) nie jest spełniony, to hipotezę H0 należy odrzucić: zbiór 
S nie jest zbiorem jednorodnym i może być rozbity na dwa rozłączne pod-
zbiory, S1 i S2. 
 
Wyznaczanie statystyk o postaci (IV.13) dla wszystkich par (S1, S2) oraz 
sprawdzanie nierówności (W1) jest skomplikowane, zwłaszcza gdy n jest 
duże. 
 
Dlatego też w proponowanej w metodzie przyjmuje się dwa założenia uła-
twiające badanie jednorodności zbioru: 

1) obserwacje {X1 ,X2 ,.....,.Xn} są uszeregowane względem najbardziej 
istotnej cechy w porządku rosnącym tzn. od wartości najmniejszej do naj-
większej. 

2) nie można zmieniać zadanego tym porządkiem rozkładu elementów ob-
serwacji względem k cech. 
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Powyższe założenia nie powodują ani utraty pierwotnej informacji, ani też 
nie mają wpływu na samą ideę metody. 
 
Przy przyjętych powyżej założeniach weryfikację hipotezy H0 wystarczy 
przeprowadzić tylko dla takich par (S1, S2), w których do zbioru S1 należy p 
pierwszych elementów zbioru {X1,X2,.....,.Xn }, natomiast do zbioru S2: n – p 
pozostałych elementów, gdzie p=1,2,.......,n-1. 
 
Wówczas statystyka (IV.13) przyjmuje następującą postać: 

( )

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

= = =

= = +=

⎟⎟
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⎠

⎞

⎜⎜
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⎜
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⎛
−

⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
−

=−
k

1j

n

1i

2n

1i
ijn

12
ij

k

1j

2
p

1i

n

1pi
ij

xx

xlijx)pn(
p)pn(n

1n

pn,pU       (IV.14) 

     dla p=1,2,........,n-1, 
 

gdzie: n – liczba obserwacji 
 k – liczba obserwowanych cech. 
 
Zgodnie z wcześniejszymi rozważaniami, hipotezę H0 o jednorodności 
przyjmujemy, jeżeli spełniona jest nierówność: 
 

  ( ) 2
k,pn,pU αχ≤−  dla p=1,2,..........,n-1.         (W2) 

 
Jeżeli chociaż dla jednego pl (jednego wiersza) nierówność (W2) nie jest 
spełniona, to hipotezę H0 odrzucamy: zbiór nie jest jednorodny. 
 
W takim przypadku przyjmujemy hipotezę alternatywną: 

  H1:  
( )
( ) 2

k,

21

pn,pU

0S,S

αχ>−

≠δ
          (W3) 

i zbiór S należy podzielić na podzbiory jednorodne. 
 
Podział (rozbicie) niejednorodnego zbioru danych na jednorodne, rozłączne 
podzbiory jest oparty na przyjęciu hipotezy alternatywnej postaci (W3). 
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Zgodnie z metodą największej wiarygodności przyjęcie hipotezy H1 (o nie-
jednorodności) wymaga osiągnięcia przez funkcję L(,) maksymalnej warto-
ści, co z kolei jest równoważne minimalizacji wykładnika potęgowego wy-
stępującego w postaci tej funkcji. Po odpowiednim przekształceniu problem 
minimalizacji wykładnika sprowadza się do problemu maksymalizacji staty-
styki o postaci: 
 

( )pn,pUmax
p

− .                (W4) 

 
Z warunku (W4) wynika, że funkcja wiarygodności osiąga maksimum przy 
takim rozbiciu niejednorodnego zbioru danych na dwie części, przy którym 
statystyka U(p,n-p) ma maksymalną wartość. 
 
Warunki (kryteria) (W3) i (W4) stanowią teoretyczną podstawę metody po-
działu niejednorodnego zbioru na dwa rozłączne, jednorodne podzbiory. 
 
Ogólnie, zatem, algorytm podziału na grupy jednorodne można przedstawić 
następująco: 
 

1) dla uszeregowanego względem najbardziej charakterystycznych cech 
zbioru danych X={Xi}, i=1,....,n, obliczamy statystyki: 
 

U(1,n-1), U(2,n-2), ..........., U(p,n-p), ......., U(n-1,1). 
 

2) wybieramy największą wartość statystyki U; niech to będzie, powiedzmy, 
U(l1 ,n-l1) – odpowiadającą wierszowi o numerze l1 w macierzy danych. 
 

3) dzielimy zbiór S na dwa podzbiory, S1, S2, zawierające, odpowiednio, l1 
pierwszych elementów i n-l1 pozostałych elementów. 
 

4) dla każdego z otrzymanych podzbiorów testujemy następnie hipotezę H0 o 
jego jednorodności; jeżeli którykolwiek z nich nie jest zbiorem jednorod-
nym, to dzielimy go na dwie części, zgodnie z największą wartością staty-
styki U. 
 

5) proces ten powtarzamy dopóty, dopóki wszystkie otrzymane w wyniku 
kolejnych podziałów podzbiory nie będą spełniały hipotezy jednorodności 
H0. 
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W ten sposób w skończonej liczbie iteracji otrzymuje się podział zbioru S na 
rozłączne, jednorodne podzbiory. Należy zauważyć, że liczba iteracji nie 
zależy od liczby rozpatrywanych cech. 
 
Otrzymane w wyniku kolejnych podziałów podzbiory (grupy) spełniają pod-
stawowe warunki ilościowego grupowania – tzn. zasadę równoważności 
elementów w grupie i rozłączności grup. 
 
Zasada równoważności elementów wynika z łączenia w jedną grupę obser-
wacji na podstawie kryterium (W2). Natomiast rozłączność jednorodnych 
grup elementów wynika ze sformułowania zadania podziału zbioru według 
kryterium maksymalnej rozłączności między grupami – kryterium (W4) 
maksymalnej wartości statystyki U. 
 
 
IV.3. Agregacja grup: hipoteza o niestabilności granic 
 
Opisana metoda podziału zbioru polegała na iteracyjnym rozbijaniu niejed-
norodnego zbioru na dwie części. Jeżeli liczba tych rozbić (liczba iteracji) 
wzrasta, to proces kolejnych podziałów może doprowadzić do pojawienia się 
statystycznie niestabilnych (nieistotnych) granic między sąsiednimi, jedno-
rodnymi podzbiorami. Znalezienie takich międzygrupowych granic i ich 
usunięcie z otrzymanego wcześniej podziału prowadzi w wyniku do otrzy-
mania istotnego podziału zbioru populacji na jednorodne podzbiory. 
 
Ogólnie biorąc, statystyczną stabilność granic między podzbiorami (grupa-
mi) populacji można badać porównując średnie wielowymiarowe. Jeżeli 
wielowymiarowe średnie dwóch porównywalnych grup są statystycznie 
równoważne, to można założyć, że istnieje statystycznie niestabilna granica i 
grupy, które ona rozdziela, można połączyć w jedną grupę, bez naruszenia 
jednorodności. 
 
Jeżeli jednak, w wyniku porównania, otrzymuje się istotną różnicę między 
wielowymiarowymi średnimi, to granica miedzy dwoma jednorodnymi pod-
zbiorami istnieje i łączenie podzbiorów nie ma sensu. 
 
Poniżej podamy metodę badania stabilności granic między grupami opartą 
na weryfikacji odpowiednio sformułowanej hipotezy. 
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Załóżmy, że w toku pierwotnego grupowania populacja (zbiór obiektów) 
została rozbita na M grup jednorodnych. Niech mi oznacza wielowymiarową 
średnią i-tego podzbioru (grupy). Przy przyjętych założeniach, hipoteza ze-

rowa o tym, że granica między zbiorami iSE  i 1iSE +  jest statystycznie 
niestabilna, zapisana jest w postaci relacji: 
 
 H0:   mi – mi+1 = {0,0,..........,0}.        (W5) 
 
Zaś hipoteza alternatywna ma postać: 
 

H1:   mi – mi+1 ≠ {0,0,..........,0}.         (W6) 
 
Przyjęcie hipotezy H0 oznacza, że granica między dwoma zbiorami jest sta-
tystycznie niestabilna i zbiory te można połączyć. 
 
Odrzucenie hipotezy zerowej (W5) powoduje przyjęcie jej alternatywy (W6) 
i uznanie istotności granic między grupami tzn. istnienia stabilnych granic. 
 
Badanie granic przeprowadza się kolejno dla wszystkich podzbiorów i bądź 
to łączy się sąsiednie podzbiory w jedną grupę (hipoteza H0), bądź tez uznaje 
się istnienie istotnych granic między tymi podzbiorami (H1). 
 
Statystyczne kryterium do weryfikacji hipotez (W5) – (W6) konstruuje się 
analogicznie jak dla podziału zbioru na jednorodne podzbiory. A więc za-
kłada się, że elementy rozpatrywanych dwóch podzbiorów stanowią realiza-
cje k-wymiarowych zmiennych losowych. O zmiennych zakłada się, że mają 
rozkład normalny i są niezależne. 
 
Definiując analogicznie jak w podrozdziale IV.2 funkcję: 
 

( ) ∑∑
+

+ ∈∈
+ −=δ

1i
1i

i
i Ss

sn
1

Ss
sn

1
1ii mmS,S    (IV.16) 

gdzie: 
 1ii S,S +   - dwa sąsiednie zbiory 

 1ii n,n +  - liczebność tych zbiorów 
 

hipotezę zerową H0 postaci (W5) o istnieniu statystycznie niestabilnej grani-
cy między dwoma zbiorami można sformułować następująco: 
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H0:  ( ) 0S,S 1ii =δ +    (IV.17) 
 

Funkcję kryterialną do badania hipotezy (H0) konstruuje się, wykorzystując 
metodę największej wiarygodności. W tym celu określa się k – wymiarową 

zmienną losową ξ
~

 o postaci: 

∑∑
+

+ ∈∈
ξ−ξ=ξ
1i

1i
i

i Ss
sn

1

Ss
sn

1~
   (IV.18.1) 

gdzie:  [ ]k21
~

,........,
~

,
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ξξξ=ξ  
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+
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1i

1i
i

i Ss
sjn

1

Ss
sjn

1
j

~
.   (IV.18.2) 

 
Każda ze składowych występujących w zależności (IV.18.2) jest zmienną 
losową z odpowiednimi parametrami rozkładu: wartościami oczekiwanymi 

)m,m( 1ii +  oraz wariancjami )n/~,n/~( 1i
2
ji

2
j +σσ . Wartość z próby j-tej 

składowej zmiennej losowej j
~
ξ  ma postać: 

∑∑
+

+ ∈∈
−=

1i
1i

i
i Ss

sjn
1

Ss
sjn

1
j xxx~    (IV.18.3) 

gdzie: 
xsj – wartości zmiennej losowej, będące elementami tablicy obser-
wacji. 
 

Jeżeli zakłada się słuszność hipotezy zerowej (W5) (mi –mi+1=0), to odpo-
wiednia funkcja wiarygodności przybiera postać: 

( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∑∏

=

−

=π

k

1j
2
j

2
j

2
1

k

1j

2
j

2

1

c

x~
expcm:xL

2
1

k
    (IV.19.1) 

 

gdzie:  2
jc  - wariancja zmiennej losowej ξ

~
, przedstawiona za pomocą 

zależności: 
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Z kolei wartość z próby wariancji 2
j

~σ  wyznacza się z zależności: 
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Jak wiadomo, przebieg funkcji wiarygodności zależy od wykładnika potę-
gowego. Wykorzystując zależności (IV.18.3), (IV.19.2), (IV.19.3) otrzymu-
jemy statystykę o postaci (dla każdej kolejnej pary podzbiorów): 
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gdzie: 1ii SSS +∪=   i=1,..........,M 
 M – liczba grup 

k – liczba rozpatrywanych cech 
ni, ni+1 – liczba elementów, odpowiednio, zbiorów Si, Si+1 

sjx  - wartości zmiennej losowej sjξ , będące elementami tablicy ob-

serwacji. 
 
Można udowodnić, że przy wyżej przedstawionych założeniach badanie 
hipotezy H0 sprowadza się do badania następującej nierówności: 
 

( ) 2
k,1ii S,SU α+ χ≤  i=1,2, .....,K.       (IV.21) 

 

Jeśli nierówność (IV.21) jest spełniona, to można przyjąć, że granica między 
zbiorami Si oraz Si+1 jest niestabilna. Łączymy wówczas te podzbiory i testu-
jemy hipotezę o stabilności granic między podzbiorami ( 1ii SSS +∪= ) 
oraz Si+2, itd. 
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Jeżeli natomiast ( ) 2
k,1ii S,SU α+ χ> , to granicę między zbiorami Si oraz 

Si+1 utrzymuje się i przechodzimy do testowania hipotezy o stabilności gra-
nic między podzbiorami Si+1 oraz Si+2. Badanie przeprowadza się kolejno 
między wszystkimi sąsiednimi podzbiorami, na jakie został podzielone 
pierwotny zbiór S. 
 
 
IV.4. Zastosowanie algorytmu do badania struktur przestrzennych 
 
Algorytm podziału zbioru na jednorodne, rozłączne grupy zastosowano do 
analizy struktur powiatowych. W pracy przedstawiono następujące analizy: 
a) podział powiatów województwa mazowieckiego na grupy jednorodne (w 
sensie ilościowym) ze względu na wybrane cechy opisujące rozwój społecz-
no-ekonomiczny tych powiatów, b) analiza struktur przestrzennych jednostek 
administracyjnych na poziomie powiatów oraz weryfikacja hipotezy o (ogra-
niczonej) analogii struktur na poziomie wojewódzkim i powiatowym. 
 
IV.4.1 Analiza jednorodności powiatów województwa mazowieckiego 
 
Omówiony algorytm zastosowano do analizy struktur powiatowych woje-
wództwa mazowieckiego. Zadanie polegało na podziale 42 powiatów woje-
wództwa (w tym 5 powiatów grodzkich: Ostrołęka, Płock, Radom, Siedlce i 
Warszawa) na grupy jednorodne ze względu na wybrane cechy opisujące 
rozwój społeczno-ekonomiczny tych powiatów. 

Rozważono następujące zestawy danych (dla roku 2003): 

a) Kryterium a). Dane dotyczące podstawowych (ogólnych) informacji o 
powiatach, zawierające 10 cech: •ludność, • powierzchnia, • zatrudnie-
nie, • bezrobocie (liczba bezrobotnych), •zasoby mieszkaniowe, • do-
chody ogółem budżetów powiatów, • dochody własne budżetów powia-
tów, • wydatki budżetów powiatów, • nakłady inwestycyjne w przedsię-
biorstwach, • baza noclegowa (miejsca noclegowe). Dochody własne 
budżetów powiatów składają się między innymi z podatków od nieru-
chomości, wpływów z podatku dochodowego od osób fizycznych i 
prawnych, dochodów z najmu i dzierżawy. 

b) Kryterium b). Dane dotyczące poziomu życia w powiatach, obejmujące 
12 cech: • ludność, struktura zatrudnienia - • zatrudnienie w rolnictwie, 
• zatrudnienie w przemyśle, • zatrudnienie w budownictwie, • zatrud-
nienie w usługach, • bezrobocie, • zasoby mieszkaniowe, • przeciętne 
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wynagrodzenie miesięczne brutto, • zużycie wody z wodociągów, • zu-
życie gazu, • zużycie energii elektrycznej, • liczba łóżek w szpitalach. 

c) Kryterium c). Dane dotyczące rolniczego i leśnego użytkowania grun-
tów, obejmujące 4 cechy: • powierzchnia ogólna, • grunty orne, • „użyt-
ki zielone”, • lasy i grunty leśne. „Użytki zielone” obejmują sady, łąki i 
pastwiska. 
 

Wartość rozkładu χ2
α,k dla 4 cech (stopni swobody) i poziomu istotności 

α=0.05 wynosi 9.488, dla 10 cech (przy tym samym poziomie istotności) 
wynosi 18.307, a dla 12 cech wynosi 21.026. 
 
Dla przypadków a) i b) jako cechę wiodącą względem, której uszeregowano 
dane (rosnąco) przyjęto liczbę ludności, natomiast dla przypadku c): wiel-
kość powierzchni ogólnej. 
 
Dla kryterium a) po 13 iteracjach otrzymano 14 grup powiatów. Analiza 
stabilności granic wykazała, że w dwóch przypadkach granice między są-
siednimi podzbiorami są niestabilne i można je połączyć. W efekcie otrzy-
mano podział na 12 jednorodnych grup powiatów. Dla kryterium b) tj. dla 12 
cech, po 9 iteracjach otrzymano 10 jednorodnych grup powiatów o stabil-
nych granicach między podzbiorami. 
 
Wyniki analizy przedstawiają, odpowiednio, Rys. IV.1 i IV.2. Na obu tych 
rysunkach cyframi arabskimi oznaczono odpowiednie grupy jednorodne. 
 
Analiza wyników otrzymanych dla wymienionych 10 i 12 cech prowadzi, 
m.in., do następujących wniosków: 
♦ Warszawa, jako powiat, stanowi samodzielną grupę, zarówno ze wzglę-

du na cechy charakteryzujące ogólny rozwój powiatu, jak i na cechy opi-
sujące poziom życia w powiecie. 

♦ Miasta o statusie powiatu niekoniecznie są w tej samej grupie, co powiat 
ziemski, w którym są położone. 

♦ Przy rozpatrywaniu cech charakteryzujących ogólny rozwój powiatu 
otrzymano większą liczbę jednorodnych grup powiatów aniżeli w przy-
padku cech opisujących poziom życia w powiecie 

♦ Dla obu przypadków, a) i b), takie powiaty jak: 
miasto Warszawa 
wołomiński, miasto Radom 
piaseczyński, miasto Płock, miński, pruszkowski, radomski 



Jerzy Hołubiec, Grażyna Petriczek 

 74

siedlecki, sochaczewski, ostrołęcki, płoński 
ciechanowski, legionowski, warszawski, płocki 

należą do tych samych grup powiatów; co może oznaczać, że powiaty w 
tych grupach mają podobny zarówno ogólny poziom rozwoju jak i 
ogólnie rozumiany poziom życia 

 

 
 

Rys. IV.1. Podział powiatów województwa mazowieckiego (kryterium a): 
cechy opisujące ogólny rozwój. 

 Źródło: Opracowanie własne. 
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Rys. IV.2. Podział powiatów województwa mazowieckiego (przykład b): 

cechy opisujące poziom życia  
 Źródło: Opracowanie własne. 
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Dla przypadku c) po 12 iteracjach otrzymano 13 grup powiatów. Analiza 
stabilności granic wykazała, że w trzech przypadkach granice między są-
siednimi podzbiorami są niestabilne i można je połączyć. W wyniku tego 
otrzymano podział na 10 jednorodnych, stabilnych grup (Rys. IV.3 na na-
stępnej stronie). 
 
W przypadku charakterystyk dotyczących rolniczego i leśnego użytkowania 
gruntów Warszawa jako powiat należy do wspólnej grupy z powiatami: le-
gionowskim, szydłowieckim i piaseczyńskim, co może stanowić pewnego 
rodzaju niespodziankę 
 
Przedstawione wyżej podziały powiatów pozwalają na wyodrębnienie jedno-
rodnych grup powiatów zarówno ze względu na ich rozwój i poziom życia, 
jak i strukturę użytkowania gruntów. 
 
Podsumowanie otrzymanych wyników dla poszczególnych przypadków 
zamieszczono w Tabeli IV.1 na końcu tego rozdziału. Jest to o tyle istotne, 
że dalsza analiza odnosi różne województwa właśnie do mazowieckiego. 
 
 
IV.4.2 Analiza porównawcza podziałów powiatów wybranych województw 
 
Przeanalizowano powiaty należące do różnych klas jednorodności woje-
wództw. Dla wszystkich analizowanych struktur (zarówno województw jak i 
powiatów) rozpatrzono cechy charakteryzujące ogólny rozwój powiatu, a 
więc: • ludność, • powierzchnia ogólna, • zatrudnienie, • bezrobocie (liczba 
bezrobotnych), •zasoby mieszkaniowe, • dochody ogółem budżetów powia-
tów, • wydatki budżetów powiatów, • nakłady inwestycyjne w przedsiębior-
stwach, • baza noclegowa (miejsca noclegowe). 
 
Wybór wymienionych cech związany był z dostępnością jednolitych zesta-
wów danych dla wszystkich powiatów w rozpatrywanych województwach. 
 

Analiza podziału zbioru wszystkich 16 województw na grupy jednorodne ze 
względu na rozpatrywane cechy pozwoliła na wyodrębnienie 4 jednorodnych 
grup województw, tak, jak to pokazano na Rys. IV.4. Na rysunku tym licz-
bami rzymskimi oznaczono odpowiednie grupy jednorodne województw 
Polski. 
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Rys.IV.3. Podział powiatów województwa mazowieckiego (przykład c): 

cechy opisujące rolnicze i leśne użytkowanie gruntów 
 Źródło: Opracowanie własne. 
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Rys. IV.4. Podział województw na jednorodne grupy 
Źródło: opracowanie własne 

 
 
W następnym etapie analizy porównano powiaty województwa mazowiec-
kiego z powiatami województw: a) śląskiego, b) łódzkiego, c) świętokrzy-
skiego, d) pomorskiego.  
 
Jak wynika z analizy podziału województw (Rys. IV.4), województwa ma-
zowieckie i śląskie należą do tej samej grupy jednorodności, natomiast wo-
jewództwa łódzkie, świętokrzyskie oraz pomorskie znajdują się w oddziel-
nych grupach jednorodności. 
 
Dla wszystkich rozpatrywanych poniżej przypadków podziału powiatów z 
dwóch porównywanych województw zdefiniowano zbiory wspólne jako 
zbiory, do których należą powiaty z obu rozpatrywanych województw. 
 

WARMIŃSKO
MAZURSKIE 

I 
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Dalej, we wszystkich rozpatrywanych przypadkach porównań (grup) powia-
tów w parach województw przyjęto następujące oznaczenia: 

• cyframi rzymskimi wyróżniono powiaty tworzące zbiory wspólne - są to 
zbiory, do których należą powiaty z obu rozpatrywanych województw 

• cyframi arabskimi w nawiasach oznaczono grupy powiatów jednorod-
nych (dla danego województwa) nie należące do wspólnych zbiorów - 
tworzą one osobne zbiory dla każdego z rozpatrywanych województw 

 
Dla przedstawionych zmiennych, użytych w tej analizie, 42 powiaty woje-
wództwa mazowieckiego zostały podzielone na 11 jednorodnych grup. 
 
 
Województwo mazowieckie i śląskie: 
 
Województwo śląskie składa się z 36 powiatów, w tym aż 20 miast ma statut 
powiatu. W wyniku zastosowania algorytmu otrzymano 8 jednorodnych 
grup powiatów. 
 
Łączny zbiór powiatów województw mazowieckiego i śląskiego składa się z 
78 powiatów. Oba województwa należą do tej samej grupy jednorodności ze 
względu na rozpatrywane cechy. W wyniku podziału zbioru powiatów obu 
województw wyodrębniono 15 jednorodnych zbiorów. Podział łączny po-
wiatów mazowieckich i śląskich pokazano na Rys. IV.5 i IV.6. 
 
Otrzymane wyniki można podsumować następująco: 

♦ Wśród 15 jednorodnych grup powiatów istnieje 10 zbiorów wspólnych 
zawierających powiaty z obu województw. Do zbiorów tych należą 33 
powiaty województwa mazowieckiego (79% ogólnej liczby powiatów 
tego województwa) oraz 29 powiatów województwa śląskiego (81% 
ogólnej liczby powiatów województwa śląskiego). 

♦ Województwo mazowieckie ma 2 odrębne jednorodne zbiory, do któ-
rych należą odpowiednio: do pierwszego: 3 powiaty, zaś do drugiego: 5 
powiatów. 

♦ Województwo śląskie ma jeden osobny zbiór zawierający 6 powiatów. 

♦ Katowice i Warszawa stanowią dwa osobne zbiory. 
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Rys. IV.5. Podział powiatów województw mazowieckiego i śląskiego. Wo-
jewództwo mazowieckie (ta sama klasa jednorodności województw) 

 Źródło: opracowanie własne 
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Rys. IV.6. Podział powiatów województw mazowieckiego i śląskiego. Wo-

jewództwo śląskie (ta sama klasa jednorodności województw) 
 Źródło: opracowanie własne 
 
 
Województwo mazowieckie i łódzkie: 
 
Województwo łódzkie zawiera 24 powiaty, w tym 3 miasta na prawach po-
wiatu. W efekcie podziału wyodrębniono 6 jednorodnych grup powiatów. 
 
Łączny zbiór powiatów województw mazowieckiego i łódzkiego składa się z 
66 powiatów. Oba rozpatrywane województwa należą do różnych grup jed-
norodności ze względu na rozpatrywane cechy. 

1. Gliwice, IX 
2. Bytom, IX 
3. Chorzów, VII 
4. Katowice 
5. Piekary Śląskie, II 
6. Ruda Śląska, (3) 
7. Rybnik, VIII 
8. Siemianowice Śl., 

III 
9. Sosnowiec, X 
10.  Świętochłowice, I 
11.  Zabrze, IX 
12.  Żory, II 
13.  Bielsko-Biała, IX 
14.  Jastrzębie Zdrój, VI 
15.  Mysłowice, V 
16. Tychy, VIII 
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W efekcie zastosowania algorytmu wyodrębniono 14 jednorodnych grup 
powiatów. Grupy te przedstawiono na Rys. IV.7 i IV.8. 
 

 
Rys. IV.7. Podział powiatów województw mazowieckiego i łódzkiego. Wo-

jewództwo łódzkie (różne klasy jednorodności województw) 
 Źródło: opracowanie własne 
 
Podsumowując otrzymane wyniki można stwierdzić, że: 

♦ Wśród 14 jednorodnych grup powiatów można wyodrębnić tylko 5 grup 
wspólnych zawierających powiaty z obu województw. Należy do nich 
22 powiaty województwa mazowieckiego (52% powiatów mazowiec-
kich) i 16 powiatów województwa łódzkiego (67% powiatów łódzkich). 

♦ Pozostałe powiaty obu województw stanowią odrębne grupy jednorod-
ności: pozostałe powiaty województwa mazowieckiego tworzą cztery 
odrębne grup jednorodności zawierające, odpowiednio: (1) 3 powiaty, 
(2) 8 powiatów, (3) 6 powiatów, (4) 2 powiaty, zaś pozostałe powiaty 
województwa łódzkiego należą do trzech odrębnych grup jednorodności 
zawierających: (5) 2 powiaty, (6) 2 powiaty, i (7) 3 powiaty. 

♦ Łódź i Warszawa stanowią dwa osobne zbiory. 

1. Łódzki Wschodni 

2. Zduńsko - Wolski 

3. Pabianicki - IV 
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Rys. IV.8. Podział powiatów województw mazowieckiego i łódzkiego. Wo-

jewództwo mazowieckie (różne klasy jednorodności województw) 
 Źródło: opracowanie własne 
 
 

Województwo mazowieckie i świętokrzyskie: 
 
W tym przypadku rozważono województwo świętokrzyskie, które nie należy 
do żadnej wspólnej grupy jednorodności z omawianymi wcześniej woje-
wództwami. Województwo świętokrzyskie składa się z 14 powiatów, w tym 
tylko jedno miasto na prawach powiatu. Analiza jednorodności pozwala 
podzielić te powiaty na 4 grupy jednorodne. 



Jerzy Hołubiec, Grażyna Petriczek 

 84

 
Łączny zbiór powiatów województw mazowieckiego i świętokrzyskiego 
składa się z 56 powiatów. W wyniku podziału można wyodrębnić 14 jedno-
rodnych grup powiatów o składzie pokazanym na Rys. IV. 9 i IV.10. 
 

 
Rys. IV.9. Podział powiatów województw mazowieckiego i świętokrzyskie-

go. Województwo świętokrzyskie (różne klasy jednorodności) 
 Źródło: opracowanie własne 

 
Otrzymane wyniki można podsumować w następujący sposób: 

♦ Spośród 14 jednorodnych grup powiatów można wyodrębnić 5 zbiorów 
wspólnych zawierających powiaty z obu województw. Do tych wspól-
nych zbiorów należy 38% powiatów województwa mazowieckiego (16 
powiatów) oraz 57% powiatów województwa świętokrzyskiego (8 po-
wiatów). 

♦ Warszawa stanowi odrębny zbiór. 

♦ Kielce oraz Radom należą do tej samej grupy jednorodności. 

♦ Pozostała część powiatów z obu województw stanowi odrębne grupy 
jednorodności, i tak pozostałe powiaty województwa mazowieckiego na-
leżą do pięciu odrębnych grup jednorodności zawierających, odpowied-
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nio: (1) 3 powiaty, (2) 6 powiatów, (3) 3 powiaty, (4) 7 powiatów, (5) 6 
powiatów, natomiast pozostała część powiatów województwa święto-
krzyskiego należy do trzech odrębnych grup jednorodności zawierają-
cych odpowiednio: (6) 2 powiaty, (7) 2 powiaty, (8) 2 powiaty. 

 

 
Rys. IV.10. Podział powiatów województw mazowieckiego i świętokrzy-

skiego. Województwo mazowieckie (różne klasy jednorodności) 
 Źródło: opracowanie własne 
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Województwo mazowieckie i pomorskie: 
 
Województwo pomorskie, podobnie jak świętokrzyskie, nie należy do żad-
nej wspólnej grupy jednorodności z omawianymi wcześniej województwa-
mi. Województwo to składa się z 20 powiatów, w tym 4 grodzkie. Analiza 
jednorodności pozwala podzielić te powiaty na 5 grup jednorodności. 
 
Łączny zbiór powiatów województw mazowieckiego i pomorskiego składa 
się z 62 powiatów. W efekcie zastosowania algorytmu wyodrębniono 12 
jednorodnych grup powiatów, przedstawionych na Rys. IV.11 i IV.12. 
 

 
Rys. IV.11. Podział powiatów województw mazowieckiego i pomorskiego. 

Województwo pomorskie (różne klasy jednorodności województw) 
 Źródło: opracowanie własne 
 
Podsumowanie otrzymanych wyników ma następującą postać: 

♦ Wśród 12 jednorodnych grup powiatów można wyodrębnić cztery grupy 
wspólne, zawierające powiaty z obu województw. Należy do nich 19 
powiatów województwa mazowieckiego (45% powiatów mazowieckich) 
i 13 powiatów województwa pomorskiego (65% powiatów pomorskich). 

♦ Warszawa stanowi odrębny zbiór. 

41h 
Słupsk 
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♦ Gdynia, Gdańsk stanowią osobny zbiór. 

♦ Pozostałe powiaty obu województw stanowią odrębne grupy jednorod-
ności, i tak: pozostałe powiaty mazowieckie należą do czterech odręb-
nych grup, zawierających, odpowiednio: (1) 6 powiatów, (2) 6 powia-
tów, (3) 5 powiatów, (4) 5 powiatów, natomiast pozostałe powiaty wo-
jewództwa pomorskiego należą do trzech odrębnych grup jednorodności 
zawierających, odpowiednio: (5) 1 powiat, (6) 2 powiaty, (7) 4 powiaty. 

 

 
Rys. IV.12. Podział powiatów województw Mazowieckiego i Pomorskiego. 

Województwo Mazowieckie (różne klasy jednorodności województw) 
 Źródło: opracowanie własne 
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Z analizy wyników otrzymanych dla wszystkich rozpatrywanych w pracy 
województw można wnioskować, że  

♦ powiaty należące do województw z tej samej grupy jednorodności 
mają najwięcej zbiorów wspólnych, co oznacza że procentowy udział 
powiatów (z tych województw) we wspólnych jednorodnych zbiorach 
jest duży i mają podobny rozwój społeczno-ekonomiczny. 

♦ powiaty należące do województw z różnych grup jednorodności mają 
małą liczbę zbiorów wspólnych, co oznacza że procentowy udział po-
wiatów (z tych województw) we wspólnych jednorodnych zbiorach 
jest mniejszy; powiaty z tych województw różnią się rozwojem spo-
łeczno-ekonomicznym. 

Podsumowanie otrzymanych wyników przedstawiono w Tabeli IV.2. 
 
 
IV.5. Uwagi końcowe 
 
Otrzymane wyniki są zaledwie ilustracją możliwości prowadzenia badań 
przy pomocy zaproponowanego algorytmu w ramach szerszej metodyki, 
obejmującej (1) wstępną analizę danych, ze szczególnym uwzględnieniem 
wskazania zmiennych wiodących w strukturze oraz ustalania merytorycznie 
uzasadnionych zestawów zmiennych, (2) podział na grupy jednorodne we-
dług proponowanego algorytmu, (3) badanie wrażliwości wyników ze 
względu na przyjęte założenia, w tym wybór zmiennej wiodącej, (4) alterna-
tywne podziały otrzymywane przy pomocy innych algorytmów, w tym 
zwłaszcza zaawansowanej analizy skupień, (5) ocenę jakościową otrzyma-
nych podziałów i grup z punktu widzenia celów rozwoju społeczno-
gospodarczego oraz „modeli rozwoju”. 
 
Celem przeprowadzonej przykładowej analizy było zbadanie zachowania się 
grup obiektów i sprawdzenie czy zachodzi analogia (w sensie przynależności 
do jednorodnych klas) przy dekompozycji wybranych struktur na mniejsze 
jednostki. 
 
Wybór cech opisujących rozważane struktury wynikał z dostępności jednoli-
tych zestawów danych dla tych struktur. Oczywiście w przyszłości należało-
by zastanowić się nad wyborem odpowiednich cech opisujących różne 
aspekty rozwoju regionalnego. Ponadto słuszne wydaje się także uwzględ-
nienie jako cechy opisującej powiaty – kategorii porównywalnych (odpo-
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wiednie cechy przeliczane na mieszkańca) oraz porównanie wyników 
otrzymanych dla wartości bezwzględnych cech oraz kategorii względnych. 
 
Z wcześniej przeprowadzonych badań wynika, że zmiana liczby cech (doda-
nie lub odjęcie) nie wpływa znacząco na liczbę zbiorów jednorodnych; 
zmianie ulega tylko „zawartość” tych zbiorów. 
 
Przedstawiony algorytm może stanowić część komputerowej procedury słu-
żącej wymienionym wyżej zadaniom. 
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Lp 

powiat Kryterium a: 
12 zbiorów 

jednorodnych  

Kryterium b: 10 
zbiorów jednorod-

nych  

Kryterium c: 10 
zbiorów jedno-

rodnych 
1 Białobrzeski 1 1 4 
2 Ciechanowski 8 7 7 
3 Garwoliński 9 7 8 
4 Gostyniński 3 3 4 
5 Grodziski 5 5 2 
6 Grójecki 9 7 9 
7 Kozienicki 4 3 6 
8 Legionowski 8 7 3 
9 Lipski 2 1 5 
10 Łosicki 1 1 5 
11 Makowski 3 2 7 
12 Miński 10 8 7 
13 Mławski 4 4 8 
14 Nowodworski 5 5 4 
15 Ostrołęcki 7 6 10 
16 Ostrołęka m. 3 3 1 
17 Ostrowski 5 5 8 
18 Otwocki 9 8 4 
19 Piaseczyński 10 8 3 
20 Płock m. 10 8 2 
21 Płocki 8 7 9 
22 Płoński 7 6 9 
23 Pruszkowski 10 8 2 
24 Przasnyski  3 3 8 
25 Przysuski 3 2 5 
26 Pułtuski 3 3 5 
27 Radom m. 11 9 2 
28 Radomski  10 8 9 
29 Siedlce . 6 5 1 
30 Siedlecki 7 6 9 
31 Sierpecki 3 3 5 
32 Sochaczewski  7 6 5 
33 Sokołowski 3 3 7 
34 Szydłowiecki 2 2 3 
35 m.st. Warszawa 12 10 3 
36 Warszawski 8 7 4 
37 Węgrowski 4 3 8 
38 Wołomiński 11 9 6 
39 Wyszkowski 4 4 6 
40 Zwoleński 1 1 4 
41 Żuromiński 2 2 5 
42 Żyrardowski 5 5 4 

Tabela IV.1. Podsumowanie wyników dotyczących analizy jednorodności powiatów 
mazowieckich ze względu na trzy różne kryteria (zestawy cech). 
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