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2. Problemy optymalizacji 
i algorytmy ich rozwiązywania 
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2.5 

O PEWNYM ZADANI U PROGRAMOWANI A CAl:.KOWI TOLI CZBOWEGO 

Z ILORAZOWĄ FUNKCJĄ CELU 

Marek Libura 

Inslyt.ul Badań SystemowyĆh PAN 

ul. Newelska 6 

01-447 Warszawa 

W pracy przedslawiono zadanie programowania binarnego z 

liniowymi ograniczeniami i !'unkcją celu będącą ilorazem 

!'unkcji liniowych. Zadania lego lypu występują w różnego ro

dzaju zaslosowaniach programowania dyskretnego . Model, klóry 

lu opiszemy, pojawia się w zaslosowaniach medycznych przy 

planowaniu naświetlań w lak zwanej brachyradiolerapii . W pra

cy zagadnienie to jesl najpierw przedstawione opisowo, a nas

lępnie s!'ormułowane jesl odpowiedni e zadanie programowania 

dyskrelnego. Dyskulowany jest związek lego zadani a z 

paramelrycznym programowaniem dyskretnym i opisana jesl 

metoda ileracyjna, klórej użyt.o do rozwiązania przykładowych 

praktycznych zadań. 

i.Wprowadzenie 

Zadania programowania ilorazowego wyslępują w różnego ro

dzaju zastosowaniach praklycznych Cpalrz np. Schaible C1981)). 

Przedstawiony w pracy model dolyczy zastosowań medycznych 

związanych z planowaniem naświellań w lak zwanej brachy

radiolerapii. Zagadnienie to zostało przedstawione na Semi

narium Zakładu Programowania Matematycznego IBS PAN przez 

dra Andrzeja Niemierkę z Centrum Onkologii w Warszawie. 

Opisowe s!'ormułowanie problemu jest następujące: 

W~• dane są trzy zbiory punktów X.T.K ponumerowanych licz

bami !'laluralnymi. Ze względu na interpretację medyczną bę

dziemy nazywali zbiór X zbiorem możliwych lokalizacji 
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źródeł. zbiór T - zbiorem punktów niszc zonych. zbiór K -

zbiorem punktów chronionyc h. W praktycznyc h zastosowaniac h 

moc zbioru X n i e przekracza 100, natomiast, zbiory T i K 

liczą odpowiednio po kilkanaście i kilka elementów. W każdym 

punk c ie X może być umieszczone jedno źródło p r omieniowania. 

Wszystkie umieszczane źródła są identyczne. Fakt,, czy w 

punkcie i EX znajduje się źródło, czy nie, jest opisywany 

przez zmienną binarną x,, przy czym 

X. = { 1 
' o 

jeśli w punkcie i jes~ umieszczone źródło 

w przeciwnym przypadku 

Umieszczenie źródła w punkcie i E X powoduje dotarcie d o 

każdego z punktów j E T u K w jednos tce czasu dawki pr o mie

niowania w .. , przy czym 
'J 

w . . 
'J 

C 

dist,Ci,j ) 2 

gdzie d~st,Ci,j) oznac za odległ ość między punktami i,j, 

a c j e s t, pewną stałą. 

(1) 

Dawk i promieniowani a docierające od poszczegól nyc h źr ódeł 

sumują si ę, jeśl i wi ęc x = ex,., ... ,xT,) • gdzie n = IXI, 
jest, wek t orem opisującym uk ł ad źródeł , t ·o łączna d awk a 

promieniowania d/x) docier ająca do j od wszystkich źródeł 

jest, r ówna 

d. 
J 

n 

lwi.j xi. 

i...=t. 

Problem jest, teraz Cormułowany następująco: 

(2) 

Mając do dyspozycji M źródeł. należy je rozmieścić 

(niekoniecznie wszystkie) . w punktach X w taki sposób, 

aby dawki w punktach T były jak największe i wyższe od 

zadanego poziomu, dawki w punktach K były jak naj

mniejsze, a rozkład dawek w p~nktach T był możliwie 

równomierny. 

Takie nieCormalne postawienie problemu opisuje t,ylko jego 

istotę i w zależności od pr zyjętej Cormalizacji może pro

wadzić do różnych zadań optymalizacyjnych . W następnym pun-
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kcie przedstawimy rormalizację prowadzącą do jednokr~erio

wego zadania z ilorazową runkcją celu. 

2.Srormułowanie zadania programowania ilorazowego. 

Problem opisany w popr zednim punkcie jesŁ w zasadzie pro

blemem wielokr~eriowym, w którym można wyróżnić Łrzy grupy 

wielkości mogących występować w roli kr~eriów. Są Ło po

ziomy dawek w punktach T, pozi omy dawek w punktach K oraz 

wskażnik reprezentujący nierównomierność dawek w punk Łach T . 

Opisane dalej srormułowani e sprowadza problem do zadania jed

nokr~eriowego poprzez wprowadzenie warunków równomierności 

dawki w. punktach T do układu ograniczeń i wyrażenie dwóch 

pierwszych grup kr~eriów poprzez ilorazową runkcję celu. 

Zderiniujmy dla danego x minimalną da'wkę w punktach T 

ŁCx:> min d.C >O 
j E T J 

i maksymalną dawkę w punktach K 

kCx:> = max d.Ck) 
j e K J 

Zadanie jesŁ Łeraz rormuło'wane następująco: 

(3) 

(4) 

Należy znależć wektor x opisujący układ źr ódeł, dla które-

go iloraz ŁCx)/k(x) jesŁ największy. Ponadto liczba uż~ych 

żródeł nie może przekraczać M i musi być spełniony warunek 

równomierności dawki.., p unktach T. 

Wprowadzenie kr~erium ilorazowego wydaje się dobrze uza 

sadnione praktycznie. Pozwala ono na uniknięcie pewnej paŁo

logii rozwiązań , na którą naŁknięŁo się przy próbach zasto

sowania jako runcji celu różnicy runkcji kCx)-ŁCx), a Łakże 

lepiej oddaje isŁoŁę problemu. W przyjętym srormułowaniu wa

runek równomierności da'wki w punktach T jesŁ zapisywany jako 

wymaganie, aby iloraz maksymalnej i minimalnej dawki w Łych 

punktach nie przekroczył zadanej wielkości ŁrakŁowanej jako 

parametr zadania. 

Pełne srormułowanie problemu jako zadania programowania ma

ŁemaŁycznego jesŁ Łeraz następujące : 
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t. 
rea:> max 

k 

n 

t. ~ l w . . X. ~ a t. dla j ET (!5) 
SJ ' i.=1 

n 

k 2: l w .. ; Xi dla j E K (6) 

(W) i.=1 
n 

lx„ ~ M (7) 

i.=1 

t. 2: t. 
mi.n 

. k 2: o (8) 

X. = o albo 1 dla i 1 •... .- n CQ) 

' 

Zadanie C•O jest. zadaniem programowania mieszanego z n 

zmiennymi binarnymi x .•...• x 
' n 

i dwoma zmiennymi ciągłymi t. 

oraz k. 'Zauważmy. że w każdym rozwiązaniu opt.ymalnym t.ego 

zadani a pr zynaj mniej jedno ogr-ani czeni e spośród ogr ani czeń 

C!5) jest. Clewost.r-onnie) napięt.e i przynajmniej jedno ograni

czenie spośród ograniczeń (6) jest. napięt.e. a zat.em t. jest. 

równe minimalnej dawce w punkt.ach zbioru T, a k - maksymal

nej dawce w punkt.ach zbioru K. Par-amet.r- a wyst.ępujący po 

prawej st.renie nierówności (!5) określa maksymalną nierówno-

mierność rozkładu dawek w punkt.ach T. a st.ała dodat.nia t. . m,n 
jest. równa minimalnej wart.ości dawki, kt.ór-a musi być 

osiągnięt.a w punkt.ach zbioru T. 

Tak post.awione zadanie C•) jest. zadaniem dyskr-et.nym z pa

ramet.ryzacją prawej st.r-ony ograniczeń. Pełnym rozwiązaniem 

t.akiego zadania byłoby podanie przebiegu• f'unkcji r(a) dla 

całegą' int.eresującego przedziału [1. a""""l paramet.r-u a oraz 

odpowiednich wekt.orów x dla każdej wart.ości a z t.ego prze

działu. 

Funkcja r(a) jest. f'unkcją schodkową. Typowy przebieg t.akiej 

f'unkcji jest. pokazany na rys.1. 
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,,- (c<. ) 

-r(oo) -- - -

I ,-..-

1 O..rno.,- ex. 

Rys . 1. 

Liczba punktów, w których następuje skok wartości funkcji 

r , jest skończona, co wynika ze skończonej liczby różnych 

wektorów x . Dla c, < a .,,,,n' gdzie a,,,,,,2: 1 , zadanie (*) jest 

sprzeczne. Wyznaczenie pełnego przebiegu r(c,) jest trudne do 

uzyskania przy pomocy istniejącego oprogramowania . Dlatego w 

przeprowadzonych obliczeniach zrezygnowano z obliczania peł

nego parametrycznego rozwiązania zadania (łf) i zadowolono 

się poszukiwaniem rozwiązań dla zadanej z góry wartości c,~ , 

odpowiadającej akceptowanej nierównomierności dawek w zbio

rze T. W dalszej części pracy będziemy przyjmować,że para

metr c, jest ustalony. 

3. Rozwiązanie zadania programowania il.or azowego. 

Li tera tura dotycząca rozwiązywania zadań programowani a 

ilorazowego jest bardzo obszerna (patrz np. Schiable (1981)). 

Metody rozwiązywania zadań z ilorazową funkcją celu można 

podzielić na trzy grupy: 

1° Rozwiązywanie zadań po dokonaniu transformacji do zadania 

równoważnego bez kryterium ilorazowego. 

2° Rozwiązywanie zadania z ilorazową funkcją celu jako szcze

gólnego zadania programowania nieliniowego. 

3° Rozwiązywanie zadania parametrycznego związanego ·z pro

blemem ilorazowym. 
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Nieco dokładniej omówimy trzecie podejście. ponieważ zosta

ło ono zastosowane do zadania z punktu 2. 

Rozważmy parę zadań CP) i C'¾._) w następującej postaci 

CP) max fC x) /gC x) 
XE S 

zC>-.) = max C fCx) - >-.gCx) ) 
XE S 

C10) 

C11) 

gdzie Sjest zbiorem rozwiązań dopuszczalnych, gCx) > O dla 

x e S oraz istnieje x e S. dla którego fCx) ~ O. 

Zadanie CP) jest pierwotnym zadaniem programowania ilorazo

wego , natomiast zadanie C'¾._) - związanym z nim zadaniem pa

rametrycznym. Zauważmy, że jeśli funkcje fCx) i gCx) są afi

niczne, to('¾._) jest zadaniem z afiniczną funkcją celu. 

Oznaczmy rozwiązanie optymalne zadania CP) symbolem x", to 

znaczy 

i niech 

Zachodzą 

CO.>-.) C 

.. 
X arg max f(x)/gCx) 

XE S 

następujące znane związki między zadani ami CP) 

patrz np . Jagannathan (1966), Dinkelbach (1967) 

z(>-.) > o .. >,, < >--" 
zC>-.) o .. >,, >--" 
zC>-.) < o - >,, > >--" 

C12) 

(13) 

oraz 

) : 

(14) 

a ponadto rozwiązanie optymalne zadania C'¾._) jest równocze

śnie rozwiązaniem optymalnym zadania CP). 

Rozwiązanie zadania CP) może więc być sprowadzone do rozwią

zania równania 

zC>-.) = O (15) 

i wyznaczenia dla >-. spełniającego to równanie, rozwiązania 

zadania paramet rycznego C'¾._). 

W rozważanym przypadku zadania C•) funkcje f i g są afi

niczne i łatwo zauważyć, że z(A) jest odcinkowo-lini~wą wy

pułą i ściśle malejącą funkcją dla A ~ O. Typowy przebieg 

funkcji z jest pokazany na rys .2. C linia ciągła gruba). 
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Rys.2. 

Na rys.2. naszkicowano również linią przerywaną przebieg 

runkcji zCA) będącej odpowiednikiem runkcji zCA) dla ciągłej 

relaksacji zadania C~), to znaczy - w przypadku rozważanego 

zadania C•) - dla sytuacji, gdy warunki binarności zmiennych 

C9) są zastąpione warunkami 

0 !> X. !> 1 dla i= 1, .. . ,n (16) 

Z raktu ,ze mamy do czynienia z relaksacją zadania C~) wy-

nika, ::!:e zCD ~ zCA) oraz ~~A, gdzie~ jest rozwiąza-

niem równania zCA) = O. Do rozwiązania tego równania może 

być użyta ta sama metoda, co w przypadku równania zCA) = O, 

z tym, że nakład obliczeń jest tu zwykle znacznie mniejszy, 

bowiem nie mamy tu do czynienia z zadaniem programowania 

dyskretnego. 

W prowadzonych próbach do rozwiązywania powyższych równań 

była zastosowana metoda iteracyjna zaproponowana przez Din

kelbacha, która w tym konkretnym przypadku jest realizcją 

klasycznej metody Newtona. 

Schemat postępowania jest następujący 

1° Wybierz A= Ai Cna przykład Ai = ~ ). 
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2° Rozwiąż zadanie C~) , lo znaczy problem 

zO,) = max < l-;>..k- I przy ograniczeniach C5) .. C9) > (17) 

Niech [, k będą warlościami zmiennych l, k w rozwią

zaniu zadania C~). 

3° · Jeśli zC;>,.) = O, wówczas STOP; w przeciwnym · przypadku 

podslaw ;>,. = l/k i idż do kroku 2°. 

Zadanie C17) jesl zadaniem programowania mieszanego z linio

wą runkcją celu, liniowymi ograniczeniami, z dwoma zmiennymi 

ciągłymi i n zmiennymi binarnymi. Do rozwi,ązywania lego 

zadania slosowano pakiel programowania liniowego LINDO. Jako 

począlkową warlość ;>,. przyjmowano warlość ~ olrzymywaną z 

rozwiązania ciągłej relaksacji zadania Cw). Również lu slo

sowano podaną wyżej procedurę ileracyjną biorąc jako warlość 

począlkową ;>,. 1 . 

Doświadczenia obliczeniowe z omawianymi zadaniami są do

lychczas zbyt małe na wyciąganie bardziej ogólnych wniosków, 

lym niemniej wydaje się , że slosując powyższe podejście bę

dzie można rozwiązY"fać pr ;1-klyczne zadania w akceplowalnym 

czasie. Uzyskiwanie warlośc: ;>,. wymagało kilku C 2 do 4) ile

racj i, z klórych pierwsza pochłaniała na PC/AT ki l kadziesiąl 

sekund , a naslępne były królsze ze względu na lo, że slarlo

wano z rozwiąznia dopuszczalnego i dokonywano reoplymaliza

cji dla zadania ze zmienionym jednym współczynnikiem w 

funkcji cel u . Liczba ilera cji dla zadania dyskrelnego była 

równi eż niewielka, z lym, że każda lrwała od kilku do kil

k uńaslu minul. W l ym przypa dku ni e było żadnych zysków z re

o plymalizacji, poni aważ · slosowany pakiel laki mi możliwościa

mi n i e dysponuje. 

4 .Zakończenie. 

Omawiane w pracy z adanie jest. paramet.ryczną wersją zada

nia dwukryLeriowego w naslępującej post.aci 

t.cx:> hex:> 
maxe---. ---) 

kCx) kCx) 

przy ograniczeniach C7),C8),C9) (18) 

gdzie hCx) 
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W niektórych zbliżonych zastosowaniach niezbędne jest wpro

wadzenie dodatkowego kryterium, które należy minimalizować, a 

którego wartość q dla danego x spełniającego ograniczenia 

zadania jest równa minimalnej liczbie linii prostych pokry

wających punkty zbioru X = < i e X : x. = 1 >. Wynika to z 
~ ' 

faktu, że w niektórych przypadkach żródła aktywne są wpro-

wadzane do ciała pacjenta za pomocą specjalnych igieł. Po

nieważ z wbiciem każdej igły wiąże się uszkodzenie zdrowych 

tkanek, wprowadzenie powyższego trzeciego kryterium zmierza 

do minimalizacji tych uszkodzeń. Wyznaczenie wartości q wią

że się z rozwiązaniem zadania pomocniczego z zakresu geo

metrii obliczeniowej, które w ogólnym przypadku jest trudne i 

znacznie komplikuje całe zagadnienie. 
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