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METODY FIZYKI KWANTOWEJ W WYCENIE OPCJI
NA AKCJE

Marcin Wroblewski

Studia Doktoranckie IBS PAN,

e-mail: wrobel @ e-wrobel.pl

Streszczenie. Przedmiotem pracy jest wycena opcji oparta 0 numeryczne rozwia-
zanie réwnania Blacka-Scholesa. Wykorzystujac operator energii potencjalnej cza-
stki w polu swobodnym réwnanie Blacka-Scholesa zastapiono réwnowaznym réw-
naniem Schrodingera. Metode réznic skonczonych wykorzystano jako metode dys-
kretyzacji tego réwnania. Metode charakterystyk wykorzystano jako algorytm obli-
czeniowy. Przedstawiono i omdéwiono wyniki obliczen numerycznych.

Stowa kluczowe: réwnanie Blacka-Scholesa, réwnanie Schrodingera, metoda cha-
rakterystyk, wycena opcji

1 WSTEP

Celem pracy jest wykazanie, ze mozliwa jest transformacja rownania Bla-
cka-Scholesa do réwnania Schrodingera i tym samym modelowanie wy-
ceny opcji na akcje z uzyciem metod mechaniki kwantowej. Takie podej-
Scie pozwoli na sprawdzenie czy zagadnienie wyceny opcji na akcje moze
korespondowac ze znanym i udokumentowanym kwantowym zjawiskiem
fizycznym.

Metody rozwiazywania probleméw fizyki kwantowej moga byc sto-
sowane wtedy gdy analizowane réwnania spetniaja szereg wymagan narzu-
conych przez formalizm matematyczny. Proponowane podejScie polega na
czgSciowym okresleniu parametréw réwnania Blacka-Scholesa na podsta-
wie dostgpnych danych do§wiadczalnych, jak tez z wykorzystaniem metod
fizyki kwantowe;j.

Model Blacka-Scholesa uzywany jest do przewidywania ceny opcji w
funkcji czasu. Dany jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym czastko-
wym [1]

oV (S, 1) N 025202V (S, 1) N TsaV(S, T)

- 5 532 55 —rV(S,7)=0, (1)
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gdzie: V (S, 7) jest cena instrumentu pochodnego [2] zalezng od ceny S
instrumentu bazowego oraz ewolucji czasowej 7, gdzie 7 € [0.7],T > 0.
Ponadto: r — roczna stopa procentowa, 1 € R , o — odchylenie stan-
dardowe, 0 € R,on > 0, S — cena instrumentu bazowego (akcji), S =
S(r),S :[0,T] — R.Zaktadamy, ze parametry r oraz ¢ powyzszego
réwnania sa state i wigksze od 0, a cena S jest nieujemna liczba rzeczywi-
sta.

Réwnanie Blacka-Scholesa [1]jest matematycznym modelem rynku fina-
nsowego, ktory powstat jako wyidealizowany model rzeczywistych ryn-
kéw finansowych. Najwigksza zaleta modelu byta umiejetnosc przewidy-
waniu cen opcji europejskich. Opcja europejska jest kontraktem, dajacym
swojemu posiadaczowi prawo (ale nie obowiazek) kupienia (lub sprze-
dania) akcji w czasie zwanym terminem realizacji. Kupno lub sprzedaz
odbywa si¢ po wczesniej ustalonej cenie, tzw. cenie realizacji. Giléwnym
zatozeniem modelu Blacka-Scholesa jest to, ze ceny akcji opisywane sa
procesami stochastycznymi Wienera [2], oraz ze na rynku finansowym
znajdujacym si¢ w réwnowadze nie ma mozliwosci generowania pewnego
zysku z zerowego kapitatu. Oznacza to, ze jezeli istnieje pewna strategia
inwestycyjna, ktéra moze przyniesc zysk, to jest ona obarczona ryzykiem
poniesienia strat.

Do tej pory stosowano wiele metod rozwigzania rownania (1). Jedna z
metod jest opisana w pracy [3]. Opiera si¢ ona na numerycznym rozwia-
zywaniu rownania Blacka-Scholesa z wykorzystaniem metody elementu
skonczonego.

Zupetie inne podejscie zostato zaproponowane w pracy [4]. Polega
ono na rozwiazaniu réwnania Blacka-Scholesa przy zatozeniu braku arbi-
trazu [5] na rynku, a nastgpnie poréwnano otrzymane wyniki obliczen z
danymi eksperymentalnymi, wykazujac, ze na rynku obecny jest arbitraz.
Praca [6] jest proba przedstawienia rownania Blacka-Scholesa w posta-
ci réwnania Schrodingera opisujacego czastke swobodng znajdujaca si¢ w
zewngtrznym potencjale generowanym przez babel arbitrazowy.

Réwnania rézniczkowe czastkowe najczesciej rozwigzywane s numery-
cznie z wykorzystaniem metody elementu skonczonego [7]. Celem pracy
jest wykazanie analogii migdzy réwnaniem Blacka-Scholesa a réwnaniem
Schrodingera, ktére jest podstawowym réwnaniem opisujacym zjawiska
fizyki kwantowej, do ktérego rozwiazania stosuje si¢ czgsto prostsze me-
tody numeryczne takie jak metody réznic skonczonych [8] oraz poszukuje
si¢ rozwigzania z uzyciem funkcji bazowych.
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W pracy sprowadzono rownanie Blacka-Scholesa do postaci rownania
Schrodingera opisujacego czastke swobodna znajdujaca si¢ w uogolnio-
nym potencjale charakteryzujacym rynek akcji, oraz wyznaczono parame-
try rozwigzania w oparciu o dane doS§wiadczalne. Pozwoli to wykorzy-
stac metody matematyczne fizyki kwantowej do poszukiwania rozwiaza-
nia r6wnania Blacka-Scholesa.

1.1 NOTACJA

W poruszanych zagadnieniach bedziemy stosowac pojecia analizy funkcjo-
nalnej. Jednym z podstawowym pojec jest pojecie przestrzeni Hilberta
[9]. Jest to rzeczywista lub zespolona przestrzen liniowa V' z okreSlo-
nym iloczynem skalarnym, ktéry bedziemy oznaczac symbolicznie przez
< z|ly >, x,y € V. Przestrzen Hilberta jest zupetna, (czyli taka, w ktdrej
kazdy ciag Cauchy’ego ma granicg nalezaca do tej przestrzeni) w normie

réwnej | |z| |, = /< x|z >y, z € V.

1.2 ILOCZYN SKALARNY

Iloczyn skalarny jest dzialaniem, ktére dwom wektorom z przestrzeni li-
niowej V' przyporzadkowuje element ciata K. W dalszej czg¢Sci bedziemy
mieli do czynienia z przestrzeniami wektorowymi nad cialem liczb zespo-
lonych C', dlatego definicja iloczynu skalarnego begdzie dostosowana do
tego przypadku. Niech v,w € V beda wektorami nalezacymi do prze-
strzeni V, to ich iloczyn skalarny bgdziemy oznaczac jako < vjw >€ C.
W ponizszych rozwazaniach, symbolem * oznaczamy sprz¢zenie zespolo-
ne. Wymagamy, aby zostaty spetnione nastgpujace warunki:

<wvflv>2>0o0raz <vjv >=0<=> v =0,
<vlw>=<wlv>", )

< vt vy w>=<v|w >+ < vow >
3)

oraz

<vlw, +wy >=<v|w > + <vlwy>Vv,weV, )

<vlew>= c<v|w> oraz < cwlw>= ¢ <v|lw >
Yo,we Veed, (®))
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[loczyn skalarny w przestrzeni n-wymiarowej mozna zdefiniowac w naste-
pujacy sposob:

n
<vlw >=> viw, (6)
i=1

gdzie v;, w; - sa wspolrzednymi w pewnej bazie przestrzeni V.

1.3 POJECIE BAZY

Pojecie bazy jest jednym z najbardziej podstawowych pojec algebry linio-
wej [10] 1 jest definiowane jako minimalny zbiér wektoréw taki, ze kaz-
dy wektor przestrzeni V' jest kombinacja liniowa wektoréw tego zbioru.
W przestrzeni funkcji zespolonych i catkowalnych w pewnym obszarze
2 C nC, iloczyn skalarny < v|w > mozna zdefiniowac jako:

<vw>= /Qv*wda?,Vv,weV, (7

Baze przestrzeni liniowej wybieramy taka, aby wszystkie jej wektory
bazowe byly do siebie ortogonalne. Dodatkowo, jesli wektory bazowe bg-
da unormowane, wtedy taka baza nazywa si¢ baza ortonormalng. Wektory
v,w € V nazywamy ortogonalnymi jezeli:

<vlw>=0Vv,w €V, (8)
Wektor v € V' [1] nazywamy unormowanym, jezeli:
<vlv>=1, &)
W dalszej czgsci pracy bedziemy wykorzystywac oznaczenie:
dij el eilej >, Ve;, e; €V, (10)
Symbol 9;; nazywa si¢ delta Kroneckera [13] i przyjmuje wartosc 1 gdy
i=71ub0, gdy 7 # j.

1.4 ZAWARTOSC PRACY

W rozdziale 2 przedstawiono elementarne pojgcia i metody mechaniki
kwantowej, ktére umozliwiaja zastosowanie metod fizyki kwantowej w
poruszanych zagadnieniach ekonomicznych. W rozdziale 3 przeksztatco-
no rownanie Blacka-Scholesa do postaci réwnania Schrodingera, w tym
w sekcji 3.1 wprowadzono pojecie potencjatu uogélnionego. W rozdziale
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4 rozwiazano numerycznie rownanie Schrodingera dla potencjatu uogél-
nionego z wykorzystaniem metod charakterystyk (pakiet Mathematica).
W rozdziale § zaprezentowano i przedyskutowano wyniki eksperymentéw
numerycznych.

W poruszanych zagadnieniach bedziemy stosowac pojecia analizy funk-
cjonalnej. Jednym z podstawowym pojec jest pojecie przestrzeni Hilber-
ta [9]. Jest to rzeczywista lub zespolona przestrzen liniowa V' z okreSlo-
nym iloczynem skalarnym, ktéry bgdziemy oznacza¢ symbolicznie przez
< z|ly >, x,y € V. Przestrzen Hilberta jest zupetna, (czyli taka, w ktdrej
kazdy ciag Cauchyego ma granic¢ nalezaca do tej przestrzeni) w normie

rownej
x| |, = <zl >y, v e V.
2 WYBRANE ELEMENTY MECHANIKI KWANTOWE]

Réwnanie Schrodingera [1] ma nastgpujaca postaé:

HW (xn,t) = mM, (11)
ot
gdzie © € (—o0, +00) jest zmienng przestrzenna, nt € (n0,7)n,T >0
— zmienng czasowa, i = \/—1, i = J- - jest stala Diraca (jest to tzw.
zredukowana stata Planck’a: h = 6,63 1072'.Js), H jest hamiltonianem,
a m jest masa badanej czastki. H jest operatorem hermitowskim, czyli sa-
mosprzgzonym operatorem energii badanego uktadu fizycznego. Funkcja
W (zn,t) jest funkcja zespolona i reprezentuje stan kwantowy [12], ktdry
oznacza zestaw parametréw przyjmujacych tylko pewne ustalone wartosci,
ktére opisujg obiekt kwantowy. Kwadrat funkcji falowej ¥ (z, t) jest inte-
rpretowany jako gestoSc prawdopodobienstwa znalezienia czastki w bada-
nym obszarze przestrzeni. Znaczenie to [13] zostalo nadane w 1926r przez
niemieckiego fizyka Max’a Born’a.
Funkcje falowe musza spetniac nastgpujace warunki [14]:

1. Z probabilistycznej interpretacji funkcji falowej wynika, ze prawdopo-
dobienstwo znalezienia czastki w czasie ¢ i obszarze [, gdzie x € I’
dane jest przez: P = [ | (x,t) |*d,

2. Prawdopodobienstwo znalezienia czastki w calej przestrzeni nV jest
réwne jeden, czyli: [,y [¢ (z,t) Pde =1,

3. Stanom fizycznym odpowiadaja tylko takie funkcje falowe, ktére sa
calkowalne z kwadratem, ) € L*(nV/),
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4. Z obserwacji fizycznych (eksperyment) wynika, ze funkcje falowe zni-
kaja na brzegach, czyli ¢ (o0, t) = 0,
5. Funkcja falowa jest ciagta i odpowiada tylko jedynemu stanowi czastki.

Operatory odpowiadajace mierzalnym wielko§ciom mechanicznym mu-
sza byc liniowe i hermitowskie (samosprzezone) [15]. Warunek liniowosci
operatora H opisano ponizej:

H (auy + buy) = aHuy + bf[ug, (12)

gdzie uii uy € C' sa zespolonymi ortonormalnymi funkcjami falowymi
spetniajacymi (1) zas$ a, b € R. Operator B jest sprzgzony do operatora A:

< AU1|U2 >=< BU1|U2 >*,\V/U1,U2 eV, (13)

Réwnaniu (12) odpowiada rownowazna postac catkowa:

AV/(Aul)*qua? = /W/ul*f?ugdx, (14)

Operator A jest samosprzezony wtedy, gdy:
< Aul "UQ >=< A*U1’ U >, Vul,uQ eV. (15)

Operator energii uktadu fizycznego jest sumg operatora energii kinetycznej
T oraz energii potencjalnej U:

H=T+TU, (16)
gdzie T = —%6%22 = % , P jest operatorem pedu badanej czastki i jest
dany rOwnaniem:

0
p = —ih— 17
p ? 83: Y ( )

Jezeli operatory T'i U sa hermitowskie to operator H takze musi byc her-
mitowski:

H=H=(T+U)=T1T"+U", (18)
Z réwnan (2) i (5) wynika:

Koo O (z,t)
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Rozwiazania réwnania ( 19)poszukujemy stosujac metod¢ Fouriera [16]
rozdzielania zmiennych, czyli zaktadamy, ze funkcja ¥ (a7, t) jest réwna
iloczynowi funkcji (nt) zaleznej tylko od czasu t oraz funkcji ¢n(x) zalez-
nej tylko od wspéirzednej przestrzennej x:

W (wn, ) = n(t)yn(x), (20)
Po podstawieniu (20) do (19) otrzymujemy:
R o - on
WO (g D) =i g), o

Nastepnie po podzieleniu (21) przez ¢n(x)n(t) otrzymujemy:

; (—g i + U)ng(a) _ ih%50
n(z) n(t)

Poniewaz lewa strona rdwnania (22) zalezy tylko od wspétrzednych prze-
strzennych x, natomiast prawa tylko od czasu t, zatem wyrazenia te musza
byc rowne pewnej statej, ktora tutaj oznaczamy przez E. Otrzymujemy dwa
niezalezne réwnania. Pierwsze z nich opisuje zaleznosc czasowa 7(t):

=const = F, (22)

;. 9n0mt)
(23)
n(t)
Calkujac obustronnie (23) po czasie otrzymujemy:
il
/ ! ot = [ Bt 24)
Rozwigzaniem réwnania (24) jest:

(nt)n = Ce™ ! (25)

gdzie C jest stala catkowania. Funkcje ¢n(z) otrzymujemy rozwiazujac
rownanie (26):

n* o? ~
—————+U =F 26
(=5 -557 + Unin(z) = Byn(z), (26)

gdzie E jest wartoscia wlasng hamiltonianu H. R
Réwnanie (26) jest rOwnaniem na tzw. warto$ci wlasne operatora , a
E' jest wartos$cia wtasng operatora H i opisuje energi¢ uktadu opisanego

funkcja falowa ¢n(x). Dla uproszczenia obliczen zaktadamy, ze h = 1.
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Funkcja (nt) czyli czg$é zalezna od czasu jest stosunkowo tatwa do
wyznaczenia z rownania (25), przy czym stala C wyznaczamy z warun-
kéw poczatkowych (eksperyment), natomiast wyznaczenie czgsci ¢ (nx)
zaleznej od wspotrzednych przestrzennych x jest trudniejsze do wyznacze-
nia ze wzgledu na nieznany potencjat U. Metody rozwiagzania réwnania
(26) sa rozwijane zaréwno przez chemikow kwantowych jak tez fizykow
molekularnych 1 w wigkszoSci przypadkéw bazuja na zaawansowanych
metodach numerycznych.

3 Przeksztalcenie rownania Blacka-Scholesa do postaci rownania
Schrodingera

W rozdziale 3 dokonamy préby powiazania réwnania Blacka-Scholesa z
rownaniem Schrodingera. W tym celu w réwnaniu (1) wprowadzimy nowe
zmienne:

y=In S, oraz t = —it (rotacja Wicka) 27

Uzasadnieniem powyzszego podstawienia jest to, ze cena S jest nieujemna
liczba rzeczywista i mozna wyznaczyc dla niej logarytm naturalny. Stosu-
jac rotacj¢ Wicka [17] w réwnaniu (27) zamieniamy zmienna czasowa T
na urojong zmienna czasowq t. Po zgrupowaniu w réwnaniu (1) cztonéw
niezaleznych od czasu i przeniesieniu ich na lewg strong, oraz po przenie-
sieniu czlonu zaleznego od czasu na prawa strong, otrzymujemy:
028?92 0 ov (S, 7
<TWTS$ - 7") visn = -0 g

Wprowadzenie nowej zmiennej y oraz t powoduje, ze dotychczasowe ope-
ratory rézniczkowania przyjmuja postac:

2 2
0 10 #_ 18 00
oS S0y 052 S2 0y?

0 0
== —ig (30)
Podstawiajac (30) do (28) otrzymujemy:
0'2 82 8 av (y7 t)
Réwnanie (31) mozemy takze zapisac w bardziej ogdlnej postaci:
A OV (y,t
psV (1) = 2V 11 (32)

ot 7’
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gdzie symbolem Hp_ g oznaczamy hamiltonian réwnania Blacka-Scholesa
sprowadzonego do rownania Schrodingera. Korzystajac z analogii do réw-
nania Schroédingera, mozemy napisac, ze:

Hp_g=Tp_s+Usp_s, (33)

gdzie Ts s jest operatorem energii kinetycznej czastki opisywanej rowna-
niem (32) i jest postaci:

. % 9
Tp g = —— 34
Up_s = r (z% — 1) , jest operatorem energii potencjalnej czastki opi-

sywanej rownaniem (32). Z réwnania (31) wynika, ze rownanie Blacka-
Scholesa zostato sprowadzone do rownania Schrodingera czastki swobod-
nej znajdujacej si¢ w polu o potencjale:

n 0
UB_S:’/’<——1> . (35)
dy
Wstawiajac (35) do (32) zapisujemy réwnanie (32) w bardziej ogdlnej po-
staci:
o’ 9? IV (y,t)
_ |Vt =i—22 2, 36
(-G o+ Unes ) V (001 =i 2 6o

Stosowanie aparatu matematycznego mechaniki kwantowe;j jest mozliwe
tylko wtedy, gdy sprawdzimy, ze potencjat Up_g wystgpujacy w réwnaniu
(36) jest hermitowski. W tym celu sprawdzono czy:

. 0 *
<Up-sflg >= / l?" <@ - 1) f] gdy = (37)
af* .
/Tﬁf gdy—r/f g dy,
Y
7 wtasciwosci delty Kroneckera opisanej w (10) wynika, ze catka [ f*g dy

wystepujaca w drugiej czesci powyzszego rownania jest rowna 0. Catkujac
(37) przez czgsci otrzymujemy:

. of* 0
<Op-sflg>=r [ Lgay=r [fg -/ f*%dx] - 69

/f* (—r(%) g dy,
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Zréwnania (38) wynika, ze operatorem sprzgzonym do operatora Up_g =
r (% — 1) zadanego rownaniem (37) jest operator:

Up g =—r—. (39)

Z réwnan (37) oraz (39) wynika, ze potencjat Up_s zadany réwnaniem
(35) nie spetnia zalozen wynikajacych z hermitowskosci. Oznacza to, ze
mimo, tego, ze rownanie Blacka-Scholesa zostato formalnie sprowadzone
do réwnania Schrédingera, to wystgpujacy w nim operator energii poten-
cjalnej nie opisuje zadnego fizycznego zjawiska. Dalsze rozwazania bgda
polegaly na numerycznym rozwigzaniu rownania Schrddingera z nieher-
mitowskim potencjalem Up_g. Réwnanie Schrodingera z niehermitow-
skim potencjatem jest rOwnaniem rézniczkowym czastkowym, dla ktérego
nalezy sprawdzic istnienie rozwiazania. Rozwigzania réwnania (32) bg-
dziemy poszukiwac w wyniku obliczen numerycznych przeprowadzonych
pakietem Mathematica. R

Nastepnie sprobujemy tak zmodyfikowac potencjat Up_g, aby byl on
hermitowski i rozwiazanie réwnania Schrodingera dla tego potencjatu opi-
sujacego fizyczne zjawisko bylto zbiezne do rozwigzania réwnania Schrodin-
gera z niehermitowskim potencjatem (33).

3.1 Potencjal uogoélniony

Poréwnujac operator energii kinetycznej Tz operatorem Ts_g, oraz za-
ktadajac, ze ¢ ma wymiar masy, stwierdzamy, ze rownanie (32) opisuje
czastke o masie mpg_g:

mp_s = (%)2 (40)

Rozwiazania réwnania (32) poszukujemy analogicznie jak w przypadku
rozwigzania réwnania (26) czyli zaktadamy, ze rozwigzaniem jest funkcja
nV (yn,t) bedaca iloczynem funkcji 5(t) zaleznej od czasu t oraz funkcji
0(y)zaleznej od y.

nV (yn,t) = B(t)0(y). (41)
Z (41)1 (34) wynika, ze:
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Po rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:

o2 92 3 ,
SR L Un_ ] BHmn
(- - %% 9(; s1) 0 :Zg% n=const=Fk  (43)

Funkcja 3(t)n moze byc wyznaczona z ponizszego réwnania:

wn = k. (44)
n B(t)
Po obustronnym scatkowaniu réwnania (48) po df otrzymujemy:
Mdm = [ nkdt = B(t)n = Cne™** (45)
n B(t) ’

gdzie C jest stala catkowania. Réwnanie na funkcj¢ 0(y)n zaleznag od
zmiennej y dane jest ponizej:

02 82 R

(— — 55 T Us-sn ) n6(y)n =knoy)m. (46)
Y

Powyzsze rownanie zostanie rozwigzane numerycznie, dla zadanych para-

metréw o, r, ktére zostang okreslone na podstawie opracowania [18] oraz

dla k£ wyznaczonego na podstawie danych do§wiadczalnych.

4 Rozwiazanie numeryczne rownania Blacka-Scholes’a

Obliczen dokonano za pomoca pakietu Mathematica z wykorzystaniem
metody charakterystyk [19]. Pierwszym krokiem jest wyznaczenie statej
k na podstawie kalibracji rownania (45) do danych gietdowych. W tym
celu dokonano analizy opcji FPEOM12, dla ktérych instrumentem bazo-
wym sa akcje PEKAO. W réwnaniu (45) zastapiono czas urojony t, czasem
rzeczywistym 7, gdyz dane gieldowe prezentowane sa w funkcji czasu rze-
czywistego:

B(tynn = Cne™™ = B(rn)n = Cne". (47)

Na podstawie danych gietdowych wyznaczono zaleznosc 3(7n) dla opcji
FPEOM12:

Na Rys. 1 przedstawiono zmiennosc ceny opcji FPEOM12 w funkcji
czasu dla przedzialu czasowego od 20.09.2011r do 17.05.2012r. Statg k



164 Marcin Wroblewski
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Rys. 1. Zmiennosc ceny opcji FPEOM12 w funkcji czasu.

wyznaczono metoda najmniejszych kwadratéw na podstawie dopasowa-
nia funkcji (45) do danych przedstawionych na Rys. 1. Jej wartoSc wyzna-
czono réwna 0.0002. Nastgpnym krokiem jest numeryczne wyznaczenie
rozwiazania rownania (46) przy zadanych parametrach r=0.045, o = 0.22
oraz k = 0.0002.

Najpierw zostang okres§lone warunki brzegowe réwnania (46). Zostana
one wyznaczone na podstawie analizy danych gietdowych dla opcji FPE-
OM12. Na Rys. 2 przedstawiono zaleznoS$c ceny opcji FPEOM12 w funk-
cji logarytmu naturalnego ceny akcji PEKAO, czyli zaleznosc 6(y).

Dla poréwnania przedstawiono takze wykres zaleznosci ceny opcji FPE-
OM12 w funkcji ceny akcji PEKAO.

Na podstawie danych doSwiadczalnych réwnanie (46) zostato rozwia-
zane dla nastgpujacych warunkéw brzegowych:

6(4.82) = 124.19¢ (48)

Na Rys. 4 przedstawiono numeryczne rozwigzanie rOwnania (46).

Rozwiazanie réwnania (46) pokazane na Rys. 4 jest analogiczne do roz-
wiazania rownania Schrodingera dla czastki swobodnej znajdujacej si¢ w
polu o statym potencjale [20]. Zaktadajac, ze:

0
dy

Kolejnym krokiem jest rozwigzanie rwnania (46) dla hermitowskiego po-
tencjatu Up_g = —r. Nalezy zauwazyc, ze uproszczenie to pociaga za so-

Us_s=r(— — 1)~ —r. (49)
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oy, LN Zaleinost 6(y) dla FPEOM12
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Rys. 2. Zaleznosc 0(y) dla FPEOM12.

Warto$¢ FPEOM12 w funkeji ceny akji
Pl [PLN, PEKAO
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Rys. 3. Zaleznosc ceny opcji FPEOM12 w funkcji ceny akcji PEKAO.

ba fakt, ze Tﬁn W) < ¢ y). Na podstawie danych gietdowych sprawdzono,
Y

ze pochodna ﬁa(;(_y) jestrzedu 0(y) co sugeruje, ze zatozenie (49) moze byc
zbyt duzym uproszczeniem. Rozwiazanie to przedstawiono na Rys. 5 dla
potencjatu Up_g = —r oraz dla parametréw r=0.045, o0 = 0.22, k=0.0002

oraz warunkéw brzegowych 6 (74.82) n = 124.19 oraz 0n(??) = 159:
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Rys. 4. Numeryczne rozwigzanie réwnania (46) dla parametréw r=0.045, o = 0.22 , k=0.0002
oraz warunkéw brzegowych 6 (n4.82) n = 124.19 oraz 6n(??) = 159.

Rys. 5. Rozwiazanie réwnania (34)

5 Wnhnioski

Na podstawie rozwiazania przedstawionego na Rys. 4 i 5 mozna powie-

dziec, ze rozwigzanie rOwnania (46) przy statych parametrach r, o oraz k,

jest zbiezne z rozwigzaniem réwnania Schrodingera dla czastki swobodnej
. 2 . . . .

0 masie mp_g = (Clr) . Zakladajac, ze r oraz k ma wymiar energii, a o

masy, to interpretacja fizyczna réwnania Blacka-Scholesa, jest czastka o
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energii k£ znajdujaca si¢ w polu o stalym potencjale Up_s = —r. Kwa-
drat funkcji 6(y) interpretujemy analogicznie jak w przypadku mechaniki
kwantowej 1 oznacza on gestoSc prawdopodobienstwa wystapienia opcji
przy zadanym parametrze k i y. Parametr y jest parametrem analogicznym
do potozenia czastki w przestrzeni. Potencjal Up_g jest uSrednionym po-
tencjalem pochodzacym od wszystkich cztonkéw rynku finansowego, tak
wigc opisuje gietde jako Zrédio potencjatu, z ktérym oddziatuje badana
opcja.
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