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MODELOWANIE DYSKRETNE I OPTYMALIZACJA W ANALIZIE PORTFELOWEJ 

Warunki (85) spełnia równość: 

n 

nz0 - LZ; = O, 
i=l 

lub równoważne jej dwie nierówności: 

i=l 

n 

nz0 - Lzi ~ O. 
i=I 

(86) 

(87) 

W pracy Słomińskiego i Bertocchi (1997) przedstawiono różno
rodne aspekty modelowania instrumentów syntetycznych z użyciem 
zmiennych binarnych. 

5. Portfele o długim horyzoncie inwestycji -
portfele funduszy emerytalnych 

Długookresowe portfele celowe, to portfele inwestycyjne takich 
inwestorów, jak fundusze powiernicze, fundusze ubezpieczeniowe 
życia, zdrowia i mienia, fundusze emerytalne i plany emerytalne, a 
także fundusze gwarancyjne dla banków i innych podmiotów rynku 
finansowego. Instytucje te mają wyraźnie określony ustawowo lub 
statutowo cel inwestowania. Horyzont inwestowania jest w tych przy
padkach bardzo długi, a praktycznie nieograniczony. Przy wszelkich 
różnorodnościach tych funduszy ich wspólnym wyróżnikiem jest ko
nieczność bilansowania wpływów z inwestowanego kapitału z zobo
wiązaniami płatniczymi, w których czynnik losowy odgrywa istotną 
rolę. 
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Teoria portfela inwestycyjnego dużo uwagi posw1ęca proble

matyce portfeli celowych. Istnieje bogata literatura na temat praktycz

nych doświadczeń tego rodzaju inwestycji dla krajów o rozwiniętych 

rynkach kapitałowych. Poznawcze ujęcie tej problematyki w ramach 

obecnej monografii usprawiedliwione jest m.in. wagą i znaczeniem 
jakie ta tematyka nabiera w związku z oczekiwanymi w naszym kraju 

reformami systemu ubezpieczeń społecznych i systemu emerytalnego. 

Rynek papierów dłużnych jest zdominowany przez inwestorów 

instytucjonalnych. Są to wspomniane fundusze emerytalne i ubezpie

czycielskie. Dla tych funduszy, które charakteryzuje długi horyzont 

inwestowania i ostre wymagania w odniesieniu do ryzyka inwestycji, 

bezpieczne papiery wierzycielskie są szczególnie atrakcyjne, Słomiń

ski (1997a, b). 

Do czasu wprowadzenia uregulowań ustawowych dla tworzenia 

funduszy emerytalnych, proponowane są na naszym rynku krajowym, 

przez różne instytucje finansowe, plany emerytalne. Plan emerytalny 

jest dobrowolną umową, w której pracodawca lub inny ubezpieczy

ciel, zobowiązuje się wypłacać świadczenia emerytalne pracownikom 

- ubezpieczeniobiorcom, po ich odejściu z pracy (po określonym 

okresie oszczędzania). Fundusze gromadzone w ramach pracownicze

go planu emerytalnego są zarządzane, z reguły, przez instytucję finan

sową, z którą pracodawca zawiera umowę. 

W dalszym ciągu tego rozdziału skupiamy się na zagadnieniu 

konstrukcji portfela dopasowanego - portfela, który powinien zapew

nić taki strumień wpływów, aby można było wypełnić harmonogram 

przyjętych zobowiązań płatniczych. Jedną z metod realizacji portfela 

dopasowanego jest metoda nazywana ogólnie dedykacją portfela. 

Przedstawimy kilka modeli konstruowania optymalnych portfeli de

dykowanych, uwzględniających ograniczenia całkowitoliczbowości 

dla części zmiennych decyzyjnych. Modele te mogą być pomocne dla 

zarządzających portfelami inwestycyjnymi funduszy emerytalnych. 
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Zwracamy uwagę na fakt, że inna - dobrze znana - metoda kon
struowania portfela, który powinien służyć wypełnieniu zobowiązań 
płatniczych - metoda immunizacji (patrz: część I), polega na dopaso
wywaniu trwałości, krzywizny i ewentualnie dalszych parametrów 
wtórnych strumienia wpływów do identycznych parametrów strumie
nia zobowiązań. Wiadomo przy tym, że jeżeli immunizacja uwzględ
nia coraz wyższe pochodne funkcji wartości wpływów i zobowiązań, 
to immunizacja staje się równoważna dedykacji. 

5.1. Zagadnienie portfela dopasowanego 

Pozostaniemy w obszarze portfeli deterministycznych, co ozna
cza założenie iż strumień wpływów, strumień zobowiązań i charakter 
zmian stóp procentowych są znane w interesującym nas przedziale 
czasu. Niech L będzie wektorem zobowiązań płatniczych, którego 
składowe L 1, t = l ,2, ... ,T, przedstawiają wartości zobowiązań w okre
ślonych momentach czasu i niech będzie dany portfel, dla którego W 
jest wektorem wpływów o składowych W1, dla tych samych momen
tów czasu, t = l,2, ... ,T. O stopach procentowych będziemy zakładać, 
że w każdym momencie czasu t znana jest odsunięta stopa dochodu 
dla okresu czasu [ t, t+ l]. 

Zagadnienie portfela dopasowanego formułujemy następująco. 
Dla znanego strumienia zobowiązań, znanego strumienia wpływów i 
przy ustalonych założeniach co do rynkowych stóp procentowych, 
należy skonstruować portfel inwestycyjny, tak aby było wyelimino
wane ryzyko niewypełnienia zobowiązań płatniczych. 

Podstawowymi instrumentami portfela o gwarantowanym stru
mieniu wpływów są wolne od opcji obligacje skarbowe. Podkreślmy, 
że mówimy o gwarantowanym strumieniu (w ustalonym czasie pojawi 
się ustalony co do wartości wpływ), którego wartość bieżąca jest gwa
rantowana z dokładnością do założeń o zachowaniu się funkcji stóp 
procentowych. Obligacje opcyjne są wykluczone, dlatego że opcja 
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przedterminowego wykupu/sprzedaży wprowadza niepewność co do 
faktu istnienia strumienia, poczynając od pewnego przyszłego mo

mentu czasu (np. decyzja o wykupie obligacji przez emitenta będzie 

podjęta w przyszłości i przy niekorzystnym dla inwestora układzie 

stóp procentowych strumień może zostać obcięty całkowicie). Do
puszczenie do portfela obligacji różnych od obligacji skarbowych, jak 
i innych instrumentów finansowych, jest możliwe pod warunkiem 

wszechstronnego rozważenia ryzyka z tym związanego. 

5.2. Portfele dedykowane. Strategie pasywne 

Z uwag poczynionych wyżej należy wnosić, że bezpieczeństwo 

zainwestowanych funduszy i terminowe wywiązywanie się z podję

tych zobowiązań płatniczych to fundamenty, na których opierają 

swoją działalność fundusze emerytalne. Jednym ze sposobów realiza
cji tak rozumianego celu jest utworzenie portfela nazywanego portfe

lem dedykowanym i następnie odpowiednie zarządzanie jego akty

wam1. 

Dedykacja jest to procedura konstruowania portfela złożonego z 
papierów dłużnych o najwyższej wiarygodności, w celu wypełnienia 
harmonogramu zobowiązań płatniczych wobec wierzycieli. Można 

mówić o portfelu dedykowanym do wypełnienia jednorazowego zo

bowiązania lub o portfelu dedykowanym do wypełnienia wielokrot

nych, regularnie powtarzalnych zobowiązań o dokładnie ustalonym 
horyzoncie czasowym lub o horyzoncie bliżej nie sprecyzowanym. 

Harmonogram zobowiązań płatniczych można traktować jako obiekt 

zewnętrzny względem portfela. Harmonogramy przygotowują wyspe

cjalizowane służby dla potrzeb różnych funduszy, w tym funduszy 

emerytalnych. Mając harmonogram zobowiązań, który dopuszcza 

pewne marginesy błędu, należy utworzyć portfel umożliwiający spro

stanie zobowiązaniom przy scenariuszach przewidujących szerokie 

przedziały zmian stóp procentowych. 
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Celowość optymalizacji portfela dedykowanego nasuwa się sa

ma przez się: wśród możliwych konstrukcji portfela, który spełnia 

warunki sponsora funduszu, _ będzie szukany portfel o minimalnym 

koszcie poniesionym na jego utworzenie. Należy podkreślić, że utwo

rzony portfel wymaga okresowych działań takich jak wymiana istnie
jących instrumentów lub zakup nowych. Te działania nie mogą naru

szać bezpieczeństwa funduszu, kryterium minimalizacji kosztów tych 
działań jest również kryterium wiodącym. 

W najprostszej postaci wymagania dla portfela dedykowanego 
można ująć w kilku punktach: 

1. Uniwersum instrumentów traktowanych jako dopuszczalne dla 

portfela jest starannie sprecyzowane i poddane stosownym ograni

czeniom. Dla przykładu, jedną z reguł jest nie kupowanie obligacji 

opcyjnych, nie mówiąc o obligacjach z ryzykiem niewypłacalności. 

Obowiązuje zróżnicowanie sektorów, z których pochodzą papiery 
dłużne (papiery skarbowe, obligacje instytucji o najwyższym po

ziomie w profesjonalnych rankingach itp.). Chociaż należy zazna

czyć, że obserwuje się także zmienne trendy w tym zakresie i nie
które fundusze, szczególnie zakładowe fundusze emerytalne (plany 

emerytalne), tworzą portfele złożone z obligacji i wyselekcjonowa

nych akcji, a także z innych instrumentów traktowanych jako 

,,bezpieczne", w tym instrumentów pochodnych. 

2. Do szacowania dochodów z reinwestycji bieżących wpływów i 
nadwyżek pozostałych po zrealizowaniu zobowiązań, w określo

nym terminie, przyjmuje się tzw. bezpieczną stopę zwrotu. Wybór 

bezpiecznej stopy reinwestycji (w skrajnie zachowawczym postę

powaniu przyjmuje się stopę równą zeru) to kluczowy problem 
właściciela funduszu (portfela) i jego menedżera. Doświadczenia 

funduszy emerytalnych i dedykowanych dla nich portfeli pokazują, 

że w warunkach stabilnego otoczenia można zapewnić bezpieczne 
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reinwestycje, przy których zwykle wpływy przewyższają poziom 

uznany za gramczny. 

3. W każdym terminie wypłat przewidzianych harmonogramem 
portfel gwarantuje niezbędną sumę pieniędzy do wypełnienia zo

bowiązań wobec wierzycieli. Możliwa jest nadwyżka kapitału bę
dącego w dyspozycji nad wysokością zobowiązania, którą inwe

stuje się do następnego terminu płatności, zakładając stopę dys

konta równą przyjętej stopie „bezpiecznej". 

4. Portfel należy utworzyć przy najmniejszych kosztach. Koszty 

można zmniejszać m.in. kupując okrągłe pakiety papierów, gdyż są 

one tańsze od pakietów ułamkowych, tak w kupnie, jak i w sprze
daży. 

Portfel dedykowany jest wolny od najpowszechniejszych po
staci ryzyka i zapewnia wywiązanie się z przyjętych zobowiązań. Po

wstaje pytanie czym płacimy za te własności, w porównaniu na przy

kład do portfela immunizowanego, Christensen, Sorensen (1994), Pe

rold (1984), Platt (1986). Odpowiedź jest prosta - portfel dedykowany 

jest znacznie droższy od porfela zimmunizowanego, i to jest cena na

szego bezpieczeństwa. Nie powinno więc dziwić dążenie do zmini

malizowania kosztów dedykacji, co znajduje wyraz w sformułowaniu 

zadania optymalizacji. 

Formalne wypełnienie postawionych wymagań przedstawimy w 

postaci liniowych modeli programowania mieszanego. Jak to już 

wielokrotnie podkreślano, całkowitoliczbowość jest naturalną cechą 

inwestycji na rynku papierów dłużnych, wynikającą z obrotu instru

mentami o dużych nominałach, skokowo denominowanych, oferowa

nych w pakietach o dużej wartości, co zapewnia większą płynność na 

rynku, i z potrzeby spełnienia wielu innych wymagań, które omówio

no szczegółowo w Rozdziale 4. Prezentację zaczniemy od najprost

szego modelu jednookresowego portfela dedykowanego. 
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5.2.1. Jednookresowy portfel dedykowany 

Zdefiniujmy współczynniki i zmienne: 
U - uniwersum instrumentów branych pod uwagę dla portfela, 

IV] =I, 
L1 - wartość zobowiązania w momencie t; t = 1,2, ... , T, 

Cit - wpływ z obligacji typu i do momentu czasu t; t = 1,2, ... , T, 
Pi - cena obligacji (pakietu obligacji) typu i, i E U, 
x - wektor o składowych całkowitoliczbowych, 
Xi - składowa wektora x - liczba kupionych obligacji (pakietów) 

typu i, i E U, 
9\1 - zbiór wszystkich I-wymiarowych wektorów x. 

Zadanie optymalizacji przyjmuje postać: 

przy ograniczeniach: 

L Cuxi ~ LI' Vt, 
iEU 

X; ~ O oraz całkowite, V i. 

(Dl) 

Przyjmujemy, że zobowiązania są pokrywane z wpływów z ku
ponów i z zapadających obligacji - nie przewiduje się sprzedaży obli
gacji w międzyczasie. Dzięki takiemu założeniu eliminujemy ryzyko 
zmiany stóp rynkowych. Jeżeli portfel zawiera tylko obligacje skar

bowe i obligacje nieskarbowe o najwyższym rankingu, to portfel 

można uważać za wolny od ryzyka. 
Model (Dl) sygnalizuje problematykę. Realne fundusze emery

talne muszą uwzględniać systematycznie powtarzane okresy reguło-

323 



WSPOMAGANIE DECYZJI INWESTYCYJNYCH 

wania zobowiązań płatniczych. Dlatego celowym jest uwzględnienie 
ogólniejszej postaci tego modelu. Uogólnienie polega na wprowadze
niu wielookresowości i na dopuszczeniu reinwestowania środków 
powstających między kolejnymi wypłatami (kupony, wygasające ob
ligacje) i nadwyżek, które mogą pozostać po zrealizowaniu wypłaty. 
Nadal nie jest jednak brana pod uwagę możliwość sprzedaży obliga
cji, co eliminuje ryzyko strat na zainwestowanym kapitale. 

Przy rozważaniu inwestycji międzyokresowych istotną rolę od
grywa założenie dotyczące bezpiecznej stopy zwrotu Yb. Zasadą jest 
podejście konserwatywne, polegające na przyjęciu wartości Yb mniej
szej od zaobserwowanego minimum wieloletniego. W skrajnych 
przypadkach przyjmuje się Yb= O. Rozważymy wielookresowy model 
z reinwestycjami. 

5.2.2. Wielookresowy portfel dedykowany 

Rozszerzymy oznaczenia przyjęte dla modelu (Dl): 
r - indeks terminu zobowiązania płatniczego należący do pod

zbioru terminów płatniczych T1 c T, 
ll r - długość odcinka czasu między terminem płatniczym r - 1 i 

rET1, 
s-r - nadwyżka pieniądza w momencie r, 
rb - stopa dochodu dla reinwestycji (jednakowa dla wszystkich 

okresów czasu), 
Fi'r - wartość wpływu z obligacji za okres [ r -1, r], inwestowane

go w momencie r E T1 . 

Wartość wpływów z określonej obligacji w okresie między ko
lejnymi wypłatami, ustalona dla terminu najbliższego zobowiązania, 
wynosi: 

F;'C = L ciil + rbr-t (88) 
tE['C-I,'t] 
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Następny krok polega na zbilansowaniu wpływów z zobowiąza
niami dla każdego terminu przewidzianego harmonogramem. W każ

dym terminie płatności następuje realizacja zobowiązań, a ewentualna 

reszta zostaje zainwestowana na okres czasu do następnego terminu 

płatności, z uwzględnieniem bezpiecznej stopy zwrotu 

(89) 

Stosując symbole 9\1 i x, podobnie jak wyżej, 1 przyJmuJąc 
oczywistą nierówność s r ~ O, otrzymamy zadanie optymalnego wielo

okresowego portfela dedykowanego: 

MINIMALIZUJ L ~Xi 

Xe9t1 iEU 

przy ograniczeniach: 

LF;1:+s1:_J1+rbt1:=L1:+s1:, \/-rEJ; (D2) 
iEU 

s, ~ O, \/'t Er;, s_1 = O, 

Zadania (Dl) i (D2) zostały sformułowane przy minimalnej 

liczbie ograniczeń. Zadania rzeczywiste muszą uwzględnić szereg 

dodatkowych warunków, których przykłady były omawiane w roz

dziale 4. Zadanie programowania mieszanego (D2) można wzbogacić 

dalszymi warunkami, które wprowadzą nowe zmienne dyskretne. 

Przykłady takich warunków, to: 

1. Skokowa denominacja bonów skarbowych i obligacji. 

2. Dolny próg wartości inwestycji. 
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3. Obrót pakietami instrumentów. Obrót pełnymi pakietami instru

mentów zapewnia wię_kszą płynność i zmniejsza koszty manipula

cyjne. Obrót pakietami ułamkowymi, chociaż dopuszczalny na 
giełdach, jest obciążony dodatkowymi kosztami transakcji. (Często 

spotykanym ograniczeniem na wartość minimalną pakietu jest 
2 OOO 000$ - wartości nominalnej, przy kwancie zmiany nominału 

wynoszącym 1 OOO 000$. 

4. Warunki dywersyfikacji sektorowej dla instrumentów tworzących 

portfel. 
Portfele funduszy emerytalnych i niektóre inne fundusze wie

rzycielskie są tworzone przy założeniu bardzo wysokich gwarancji 

wypłacalności. Niemniej niektóre z tych portfeli biorą pod uwagę_ 

możliwość głębokiej restrukturyzacji lub likwidacji. Taka możliwość 
jest zwykle obwarowana procedurą kolejności wypłaty zobowiązań 

wierzycielom i wysokości, do jakiej będą one realizowane w przypad

ku braku pełnego pokrycia w posiadanych środkach. Typowa proce

dura może polegać na pełnej spłacie klientów o najwyższym prioryte

cie i częściowych wypłat, do wyczerpania środków, dla pozostałych 

wierzycieli. 

5.3. Portfel dedykowany z elementami strategii 
aktywnej 

Wskażemy na jedną z możliwości bardziej aktywnego zarządza

nia portfelem funduszu emerytalnego. Polega ona na stałym monito

rowaniu rynku obligacji w celu wyławiania tych, które spełniają kry

teria minimalnego ryzyka niewypłacalności emitenta, nie naruszają 

warunków dedykacji, a przy tym poprawiają wskaźnik jakości portfe

la. Postępowanie polega więc na wymianie obligacji droższych na 

obligacje tańsze, przy zachowaniu ograniczeń. 
Zdefiniujmy dodatkowe parametry i zmienne: 

r(i) - cena kupna obligacji i, iE U' C U, 
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P\i) - cena, którą otrzymamy za sprzedaż obligacji i, 
Wit - wpływ z obligacji i w czasie t, 
xK(i) liczba kupionych obligacji typu i, 

x\i) - liczba sprzedanych obligacji typu i, 
s1 - zmienna ustalająca wysokość inwestycji krótkoterminowej, 

rb - bezpieczna stopa zwrotu dla reinwestycji (jednakowa dla 
wszystkich okresów czasu). 

Dla modelu (D2) zadanie wymiany obligacji przyjmie postać: 

MAKSr~UJ ( ;~'pS (i)x5 (i) - ;~'PKxK (i)) 
przy ograniczeniach: 

iEU' iEU' 

xK(i), x8 (i)~O, orazcałkowite, 'iii, (D3) 

Przedstawione modele (Dl-D3) mogą być wzbogacone o różne 
dodatkowe warunki, takie jak na przykład: możliwość zaciągania po

życzek krótkoterminowych, uwzględnienie kapitału początkowego w 

postaci portfela papierów wartościowych lub gotówki itp. 
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