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4. Zadania programowania liniowego
mieszanego

Zadania programowania liniowego mieszanego stanowia pod-
stawowa klas¢ zadah programowania matematycznego, do ktdrej
sprowadzaja si¢ problemy optymalizacyjne przedstawione w Czgsci
II. Og6lny zapis zadania programowania liniowego mieszanego rézni
si¢ od zapisu programowania liniowego ciaglego jedynie wprowadze-
niem warunkéw catkowitoliczbowos$ci na niektore zmienne zadania i
ma posta¢ nastgpujaca:

min (albo max) 2 X,

i=1
> ax~b, j=l..,m (PLM)
i=1

L<x,su, i=l,.,n
x,€Z daielc{l,..,n},

gdzie, jak poprzednio, symbol ~ oznacza jeden z symboli <, = albo
>. Zmienne x; dla i € I nosza nazwg zmiennych catkowitoliczbowych
zadania, pozostate nazywane sg zmiennymi ciqglymi.

W przypadku, gdy 7={l,...,n}, mamy do czynienia z wspo-
mnianym juz wczeéniej zadaniem programowania catkowitoliczbo-
wego liniowego. Zmienne x, € Z, dla ktérych /, =0 oraz u, =1, no-
sza nazwg zmiennych binarnych.

Pojawienie si¢ warunkéw catkowitoliczbowos$ci zmienia w spo-
sOb zasadniczy trudno$ci obliczeniowe zwiazane z rozwiazywaniem
zadania. Mimo istotnego postgpu w konstrukcji algorytméw dla zadan
programowania liniowego mieszanego zdarza sig, ze nawet zadania ze
stosunkowo niewielka liczba zmiennych catkowitoliczbowych wyma-
gaja bardzo duzego naktadu obliczen, lub nie udaje sig ich rozwiazy-
waé w akceptowalnym czasie. Ponadto trudno$¢ rozwiazywania ta-
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obliczen. W niektdrych sytuacjach wartos¢ m wynika w sposob natu-
ralny z warunkéw zadania, co ilustruje ponizszy przykiad.

Przyklad 4. Zalozmy, ze majac do dyspozycji n réznych akcji chee-
my skonstruowaé portfel zawierajacy nie mniej niz k,, ale nie wigeej
niz k, réinych akcji, gdzie k, oraz k, 2k, sa danymi liczbami. Do-
datkowo, w przypadku, gdy akcje danego typu sa wiaczane do port-
fela, wymagane jest, aby ich udzial w portfelu nie byl mniejszy niz
1%. Zal6zmy ponadto, ze pozostate wymagania dotyczace konstrukcji
portfela sa takie, jak w Przykladzie 2 i zajmijmy si¢ wytacznie ukfa-
dem ograniczen zadania. Pierwotny ukfad ograniczen tego zadania ma
postac

> Fx,=r (25)

gdzie, jak poprzednio, x;, ma interpretacj¢ udzialu akcji i w portfelu.
Dla zapisania warunkdéw dywersyfikacji i warunkéw minimal-
nego udziatu akcji w portfelu wprowadzmy dla kazdej zmiennej x,,
i=1,.,n, zmienna wskaznikowa z,€{0,1}, spelniajaca warunek
z,=1¢>x,>0. Wymaga to dofaczenia do ukladu warunkoéw (25)
pary ograniczen (23), (24) dla kazdego i=1,...,n. Zauwazmy, ze kaz-
da ze zmiennych x,, i=1,...,n, spelnia warunek x, <1, a zatem jako
wspolng warto§¢ M mozna przyja¢ M =1. Ponadto warunek mini-
malnego udziatu akcji w portfelu w sposéb naturalny narzuca wspdlna
dla wszystkich zmiennych x; warto$¢ m=0,01. Zatem uklad ograni-
czen, tworzacych zmienne wskaznikowe dla i =1,...,n, ma postaé
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4.1.3. Tworzenie zmiennych wskaznikowych dla ograniczen

W wielu sytuacjach przy modelowaniu réznorodnych warunkéw,
logicznych potrzebne jest uzycie dodatkowych zmiennych binamych,
pozwalajacych rozrozni¢ sytuacjg, w ktorej dane ograniczenie zacho-
dzi, od sytuacji, w ktorej ono nie zachodzi. Zmienne takie nosza na-
zwe¢ zmiennych wskaznikowych dla ograniczen.

Podamy tu sposoby tworzenia zmiennych wskaznikowych dla
ograniczefi liniowych o postaci a’'x<b, a"x2b, a’x=b, gdzie
aeR", be R, a x jest n-clementowym wektorem zmiennych zada-
nia. Nalezy jednak podkresli¢, ze metoda tworzenia zmiennych
wskaznikowych nie zalezy od tego, czy mamy do czynienia z ograni-
czeniem liniowym, czy nieliniowym,

Rozwazmy ograniczenie

a’x<h (29)

1 zal6zmy, ze chcemy utworzyC zmienna binarng, spehniajaca naste-
pujace warunki:
a'x<bhb—8=1, (30)

a’x>hb—->8§=0. (31)

Sytuacja jest tu bardzo podobna do tej, ktéra dotyczyla tworze-
nia zmiennych wskaznikowych dla innych zmiennych zadania i zo-
stala opisana w poprzednim punkcie. Na to, by poméc modelowacé
warunki (30), (31) w postaci dodatkowych ograniczen liniowych, po-
trzebna jest znajomoS¢ trzech liczb, M, m oraz £ > 0, takich ze:

i. M jestoszacowaniem od goéry wartosci wyrazenia a’ x ~b;

ii. m jest oszacowaniem od dotu warto$ci wyrazenia a’x - b;
iii. € spetnia nast¢pujaca implikacje:
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a'x~(M+e)8 <b-¢
a’x—(m-¢€)8,2b+¢
a'x+MS<M+b
a'x+md=m+b

3, +8,-98<1

d,,0,,6 €{0,1}.

(50)

State M i m sa rOwne, jak poprzednio, odpowiednio ograniczeniom
od géry i od dotu na wartoéci wyrazenia a’x — b, natomiast € jest
dobrane w taki sposob, aby byty spelnione implikacje

jesli a"x<b, to a'x<b-¢
oraz
jesli a"x>b, to a’'x=>b+¢.

W kolejnych punktach podamy przyktady zastosowania przed-
stawionej wyzej metody tworzenia zmiennych wskaznikowych.

4.1.4. Modelowanie warunkdéw logicznych z uzyciem binarnych
zmiennych decyzyjnych i zmiennych wskaznikowych

Przy formutowaniu problemu optymalizacyjnego w postaci za-
dania programowania matematycznego czesto zachodzi potrzeba mo-
delowania roznego rodzaju warunkéw logicznych, ktore formalnie
mozna zapisaé w jezyku rachunku zdan. Rozwazmy bardzo uprosz-
czony przykitad takiej sytuacji.

Przyklad S. Zat6zmy, ze chcemy modelowaé nastgpujacy wa-
runek:

(W) Jesli do portfela akcji wlaczamy co najmniej dwie sposrod czte-
rech spotek 4,, 4,, 4,, A,, to rbwniez musimy wprowadzi¢ do
portfela co najmniej jedna ze spotek 4, 4.

W powyzszym warunku mamy dwa zdania:
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jest definiowany jako zbidér tych zmiennych zadania, z ktorych co
najwyzej jedna jest rézna od zera.

Zbiory SOS typu 1 sa uzywane w sytuacji, gdy chcemy mode-
lowa¢ warunki typu: ,,nalezy wybraé jeden wariant spo$rod danego
zbioru wariantow decyzji”. Zatézmy, Ze rozwazamy n mozliwych
wariantow decyzji ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 do ».
Niech §,, i=1,...,n, bedzie zmienng przyporzadkowana wariantowi
i . Chcemy, by przyjeciu i -tego wariantu decyzji odpowiadat waru-
nek 0,=1. Wymaganie: ,,wybieramy jeden spo$rod n wariantdw
decyzji” moze by¢ modelowane poprzez natozenie warunkéw binar-
nosci na zmienne J,, tzn.

8, ={01}, i=1..,n
i dotaczenie ograniczenia

3, +...+0,=1. (58)

Jesli jednak przyjmiemy, ze zmienne §,, i=1,...,n, tworza zbiér SOS
typu 1, to warunek binarnosci zmiennych nie jest konieczny, bowiem
wowczas ograniczenie (58) i warunki nieujemnosci zmiennych 3, 20,
i=1,.,n, gwarantuja catkowitoliczbowo$¢ zmiennych &,. Takie
sformulowanie moze prowadzi¢ do skrocenia czasu rozwiazywania
zadania.

Zbiory SOS typu 1 sa rowniez wygodnym narzgdziem do mo-
delowania sytuacji, gdy chcemy uzy¢ zmiennej dyskretnej w, przyj-
mujacej wartosci ze zbioru {w,,w,,...,w,}. Wartoéci te moga by¢ w
praktycznym problemie, na przykltad, rozwazanymi poziomami inwe-
stycji, wartosciami blokéw emisji akcji, itp. Zmienna w moze by¢
utworzona poprzez zadeklarowanie zmiennych ciaglych §,20,
i=1,...,n, nalezacych do zbioru SOS typu 1, oraz wiaczenie do zada-
nia dwoch ograniczen

w—wd, —w,d, —..- w9, =0,
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i , dla ktérej nastepuje opisany wyzej ,,podzial” zadania (P) na zada-
nia (P') i (P'). Konkretne realizacje zawieraja duza liczbe szczego-
towych rozwiazan opisanych wyzej krokow, ktérych celem jest uzy-
skanie sprawnej obliczeniowo procedury (patrz np. Using... (1994),
Zorychta, Ogryczak (1981)). Ze wzgledu na to, ze w przypadku zadan
(PLM) trudno jest poda¢ zestaw parametrow, ktory gwarantowatby
najwigksza efektywnos$¢ rownoczesnie dla wszystkich mozliwych
zadaf, czg$¢ z tych parametréw moze by¢ w pakietach obliczenio-
wych dobierana przez uzytkownika (patrz np. Zorychta, Ogryczak
(1981)).

4.2.2. Opis pakietu CPLEX 3.0

Pakiet CPLEX 3.0 (patrz Zorychta, Ogryczak (1981)) jest zna-
nym komercyjnym pakietem obliczeniowym shuzacym do rozwiazy-
wania zadan programowania liniowego mieszanego w postaci

max (lub min) 2 C.X,

i=1

S oax~b, j=l..m (85)
i=1

[, <x <u, i=1..,n

x,€Z dla ielc{l..,n},

gdzie ~ jest jednym z symboli 2, <, =.

Danymi zadania sa wspolczynniki funkcji celu ¢, i=1,..,n,
wspotczynniki ograniczen a,;, i=1,..,n, j=1,..,m, wspélczynniki
prawych stron ograniczen b,, j=1,..,m, oraz ograniczenia dolne i
gorne zmiennych zadania [, u,, i=1,...,n. Wielko$ci te moga by¢
dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Dodatkowo ograniczenia zmien-
nych moga przyjmowaé wartoéci +oo, —oo. WielkoSciami wyzna-
czanymi przez pakiet s zmienne zadania x,, i=1,...,n. Zmienne x,,
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iel, sa zmiennymi calkowitoliczbowymi, pozostale zmienne nosza
nazwe zmiennych ciagtych.

W zaleznosci od postaci zadania (85), do jego rozwiagzania moga
by¢ uzyte rézne programy przewidziane w pakiecie. Jesli zadanie jest
zadaniem programowania lintowego ciaglego, to znaczy [ =, wOw-
czas dostgpne sa dwie grupy algorytmow: algorytmy oparte na meto-
dzie simplex (patrz np. Nemhauser i in. (1989), Using ... (1994), Zo-
rychta, Ogryczak (1981)) (OPTIMIZE, TRANOPT, NETOPT) oraz
tak zwany algorytm barierowy (BAROPT) (patrz Nemhauser i in.
(1989)). Algorytmy OPTIMIZE i TRANOPT sg realizacjami odpo-
wiednio metody prymalnej 1 dualnej simplex, natomiast algorytm
NETOPT jest specjalizowana wersja metody simplex dla zadan o
strukturze sieciowe] (patrz Nembhauser i in. (1989), Using ... (1994)).
Wybodr algorytmu jest dokonywany przez uzytkownika.

W przypadku, gdy zadanie zawiera zmienne catkowitoliczbowe,
tzn. [ # &, wowczas zadanie jest rozwigzywane algorytmem, beda-
cym implementacja metody pe iatu i oszacowan, w ktdérym relaksa-
cje ciagte zadan rozwiagzywane sa algorytmem simplex.

1. Wprowadzanie zadania

Zadanie moze by¢ wprowadzone do pakietu na jeden z dwoch
sposobow: w trybie interaktywnym albo przez wezytanie odpowiednio
przygotowanego pliku z danymi zadania. Tryb interaktywny jest
przewidziany dla niewielkich zadan lub do dokonywania zmian we
wprowadzonym juz zadaniu. Polega on na wpisywaniu zadania bez-
posrednio z klawiatury z zachowaniem ustalonego formatu danych
wejsciowych. Wigksze zadania sa wprowadzone poprzez wcezytanie
wczesniej przygotowanego pliku tekstowego zapisanego w odpo-
wiednim formacie. W pakiecie przewidziane sg dwa podstawowe for-
maty pliku wejSciowego. Pierwszym jest tak zwany format MPS
(patrz np. Using ... (1994)), bedacy tradycyjnie uzywanym standardem
zapisu danych dla zadan programowania liniowego. Drugim jest for-
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mat LP, w ktérym zapis zadania jest zblizony do naturalnego zapisu
algebraicznego (85). Po wprowadzeniu zadania moze ono byé¢ wy-
Swietlane na ekranie lub modyfikowane. W pakiecie dostepne sa licz-
ne komendy, pozwalajace na weryfikacje lub zmiany dowolnych
fragmentéw zapisu zadania, dodawanie i usuwanie ograniczen,
zmiennych, itp.

W pakiecie nie formutuje si¢ zadnych ograniczen na wielko$é
wprowadzanego lub rozwiazywanego zadania.

2. Rozwiagzywanie zadania i analiza rozwigzania

Zadanie, ktore zostalo poprawnie wprowadzone do pamigci,
moze by¢ nastgpnie rozwigzywane poprzez wybor jednego z wymie-
nionych wyzej algorytméw. Uzytkownik moze rowniez ustawiac licz-
ne parametry tych algorytméw, decydujace o ich numerycznej efek-
tywnoscl. Przebieg rozwiazywania zadania jest wyswietlany na ekra-
nie i zapamigtywany w pliku wyj$ciowym przeznaczonym na raport z
dziatania pakietu. Moze to by¢ standardowy plik cplex.log, lub wska-
zany przez uzytkownika plik, przeznaczony dla konkretnego zadania.
Proces rozwigzywania moze by¢ przerywany, a nastgpnie wznawiany
przez uzytkownika. Po uzyskaniu rozwiazania optymalnego wys$wie-
tlana jest informacja o wartosci optymalnej zadania, czasie rozwiazy-
wania 1 liczbie iteracji simpleksowych, a w przypadku zadan ze
zmiennymi catkowitoliczbowymi, dodatkowo informacja o liczbie
wierzchotkow w drzewie rozwiazan metody podziatu 1 oszacowan.

Uzyskane rozwigzanie moze by¢ nastgpnie wyswietlone lub za-
pisane we wskazanym pliku. Istnieja tez mozliwosci zapamigtania
dodatkowych informacji o uzyskanym rozwiazaniu, pozwalajace na
szybsze rozwiazanie zadania w przypadku jego modyfikacji.

W przypadku zadan programowania liniowego ciagltego pakiet
umozliwia réwniez typowa analiz¢ pooptymalizacyjna uzyskanego
rozwiazania. Podawane sg nastgpujace wielkosci: tzw. koszty zredu-
kowane dla zmiennych, koszty dualne dla ograniczen oraz zakresy
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zmian pojedynczych wspoélczynnikow wektora funkeji celu i wektora
prawych stron ograniczen, ktore nie wymagaja zmiany bazy optymal-
nej.

5. Dodatek. Przyklady obliczen

W niniejszym punkcie przedstawione sa dane i wyniki obliczen
z uzyciem pakietu CPLEX 3.0 dla przyktadowych zadan konstrukeji
optymalnych portfeli, ktére byty rozwazane w poprzednich punktach.

Tabela 1. Stopy zwrotu z akcji

miesiac/numer akcji 1 2 3 4 5
1 11.594 1.515 ~-1.579 -9.360 -0.408
2 22.078 5.299 9.947 7.578 0.000
3 -8.511 -8.000 9.446 -16.327 0.694
4 -3.488 0.395 5.164 -8.571 ~-3.862
5 -9.639 -9.764 -3.571 -18.243 -10.949
6 -12.000 6.195 -0.943 -11.570 -8.197
7 ~10.606 -0.417 -7.619 -8.441 -6.786
8 -1.695 -6.276 11.856 -8.220 -13.725
9 -12.069 -9.091 ~3.286 -10.227 -2.2173
10 27.451 15.000 11.186 -3.797 2.791
11 -21.538 -4.465 6.550 -4.021 -8.140
12 -19.608 -6.132 8.750 12.676 -5.063
13 48.780 27.156 4.215 12.500 35.200
14 19.672 -2.372 7.355 15.271 12.121
15 1.370 15.190 13.889 18.000 -0.901
16 4.054 15.751 17.073 -0.847 18.548
17 -15.584 -9.810 1.042 23.884 -10.958
18 3.0717 4.270 20.833 4.196 14.912
19 -4.478 -6.485 -7.543 -4.027 -5.058
20 4,688 11.679 3.263 -6.333 4,918
21 -11.940 -7.285 3.189 -18.939 -3.125
22 ~1.695 -3.214 ~-7.506 ~2.856 27.742
23 15.517 0.369 ~-3.580 5.882 16.026
24 5.970 -1.866 ~7.250 -0.926 -2.762

Tabela 1 zawiera zaczerpnigte z Finance ... (1994) wartosci stop
zwrotu dla pigciu spotek i dwudziestu czterech chwil obserwacji, od-
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