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Badania operacyjne i systemowe: środowisko naturalne, przestrzeń, optymalizacja 
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studziński 

 
MODEL HANDLU POZWOLENIAMI NA EMISJĘ CO2 

Z UWZGLĘDNIENIEM CEN ZAKUPU 
 

Jarosław Stańczak 
Instytut Badań Systemowych PAN, 01-447 Warszawa, ul Newelska 6 
 

Algorytmy ewolucyjne są bardzo uniwersalnym narzędziem optymali-
zacyjnym. W tej pracy użyto ich do symulacji i optymalizacji działania rynku 
handlu pozwoleniami na emisję CO2, przez kraje, będące sygnatariuszami pro-
tokołu z Kioto. Opisano też nową, rozszerzoną metodę opisu działania tego 
rynku, w którym uwzględniono wpływ cen zakupu pozwoleń na decyzje kupna 
oraz możliwość negocjacji tych cen przez kontrahentów. Dodatkowo wprowa-
dzono do modelu pewną ceną minimalną pozwolenia, która ma zapobiegać sy-
tuacji w której cena pozwolenia, będąca pochodną kosztów redukcji emisji, 
może spaść do zera. A zgodnie z modelem tradycyjnym taka sytuacja może 
wystąpić w przypadku sprzedaży pozwoleń przez kraj, którego emisja jest po-
niżej limitu narzuconego przez protokół z Kioto.  
 
1. Wprowadzenie 
 
Występująca od wielu lat tendencja do ocieplania się klimatu skłoniła bada-

czy do zajęcia się tym tematem. Wielu badaczy obarcza winą za to zjawisko emisję 
gazów powstającą w wyniku spalania paliw kopalnych, a w szczególności emisję 
CO2. W związku z tym postanowiono zmniejszać tę emisję, a jedną z przyjętych 
metod jest ograniczanie emisji przez przydzielenie limitów emisji krajom oraz 
ewentualny handel tymi emisjami, o ile niektóre kraje nie będą mogły wykorzystać 
swoich limitów, a inne będą chciały powiększyć emisję poza przyznany im limit. 
Alternatywą dla kupowania pozwoleń od innych krajów jest oczywiście ogranicza-
nie własnej emisji przez wdrażanie nowocześniejszych technologii i użycia innych 
sposobów pozyskiwania energii niż spalanie paliw. Większość państw na ziemi 
zobowiązała się przestrzegać nałożonych limitów podpisując konwencję zwaną 
protokołem z Kioto.  

 
W tej pracy rozpatrywany jest problem handlu pozwoleniami na emisję z 

uwzględnieniem negocjowanych cen zakupu/sprzedaży i ich wpływu na otrzymane 
rozwiązania. W tym celu skonstruowano nowy model takiego rynku, w którym 
uwzględniony jest wpływ cen zakupu pozwoleń na funkcję celu zadania, a przez to 
na decyzje o zakupie bądź nie pozwoleń. Do symulacji rynku pozwoleń zastosowa-
no algorytm ewolucyjny (AE). 

 
2. Opis problemu 
 
Aby w pełni zrozumieć jak tego typu zobowiązania wpłyną na gospodarkę 

światową oraz jakimi prawami będzie się rządził taki rynek, badacze z różnych 
krajów starają się budować modele takiego rynku i znaleźć optymalne rozwiązania, 
pozwalające przewidzieć ceny pozwoleń, oraz koszty ograniczania emisji dla róż-
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nych krajów (Bartoszczuk, 2007; Ermoliev i in., 2000). Istotną sprawą jest też zbu-
dowanie modelu samego przeprowadzania transakcji oraz rozwiązanie wielu innych 
problemów, związanych np. z wiarygodnością raportowanych przez kraje poziomów 
emisji itp. (Bartoszczuk, 2004; Bartoszczuk i Horabik, 2007; Godal, 2000; Klaassen 
i in., 2001). 

 
Standardowy model handlu pozwoleniami na emisję CO2 nie określa cen, po 

której zachodzą same transakcje. Teoretyczne wartości cen są określane przez mo-
del, jako pochodne kosztów redukcji dla danego poziomu emisji, ale jednocześnie 
nie są one uwzględniane w stosowanej funkcji celu problemu, dzięki której staramy 
się znaleźć punkt cen równowagi i wynikające z niego koszty redukcji emisji oraz 
zakupu pozwoleń. W rozpatrywanych modelach nie ma też mowy o ewentualnym 
negocjowaniu cen lub dodatkowych kosztach zawarcia transakcji np. typu prowizji 
lub podobnych. Model ten zakłada właściwie przymus przeprowadzenia odpowied-
nich transakcji po cenach teoretycznych, w zasadzie nie wiadomo jakich, gdyż pro-
blem rozpatrywany jest statycznie jako bilans zakupów, a rozwiązanie optymalne 
znajduje się w punkcie równowagi cen (Ermoliev i in., 2000), czyli w punkcie prze-
cięcia się krzywych kosztu redukcji emisji. Wobec czego znane są jedynie ceny 
końcowe, bez wnikania w to w jaki sposób rynek do nich doszedł. Takie postawie-
nie problemu jest wobec tego dość odległe od realiów rzeczywistego rynku. W 
związku z tym opracowany został nieco bardziej skomplikowany model tego rynku, 
w którym uzupełniono brakujące elementy o możliwość negocjacji cen i wpływ 
rzeczywistych wartości cen, po których zawierane są transakcje, na postać otrzy-
mywanych rozwiązań. Dodatkowo cały rynek rozpatrywany jest dynamicznie, jako 
szereg transakcji zachodzących w różnych chwilach czasowych, wobec czego dla 
każdej transakcji można policzyć wartości cen teoretycznych i na ich podstawie 
prowadzić negocjacje i ustalać cenę po której zachodzi transakcja.  

 
3. Nowy model rynku 
 
Idea handlu pozwoleniami opiera się na założeniu, że pewne kraje mają nad-

wyżkę niewykorzystanych pozwoleń na emisję. Mogą je wobec tego odsprzedać 
krajom, które chciałyby emitować więcej niż im na to pozwalają limity narzucone 
przez protokół z Kioto.  

 
Sytuacja taka jest opłacalna wtedy, jeśli cena sprzedawanych pozwoleń na 

emisję będzie niższa niż cena redukcji emisji w danym kraju. Może się zdarzyć, że 
krajowi sprzedającemu będzie się opłacało jednocześnie redukować emisję własny-
mi środkami, jeśli koszt redukcji jest niższy niż możliwa do uzyskania cena za po-
zwolenia, a uzyskane w ten sposób niewykorzystane pozwolenia sprzedawać. Sytu-
ację tę ilustrują Rys. 1 i 2. 

 
Standardowo ceny (tzw. shadow price) są definiowane jako pochodne kosz-

tów w danym punkcie. Jednakże w rzeczywistym świecie najczęściej nie są dokład-
nie znane koszty redukcji i funkcje według których się one zmieniają. Poza tym 
nawet gdyby te wartości były znane dokładnie, to również nie mogłyby być dokład-
nie przyjmowane jako jedyny składnik ceny pozwolenia. Na cenę kupowanego do-
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bra wpływ ma najczęściej dużo więcej czynników natury ekonomicznej, politycznej 
i innych. Dlatego też w opisywanym rozwiązaniu przyjęto założenie według którego 
transakcja dochodzi do skutku, jeśli wynegocjowana cena pozwolenia jest niższa od 
jednostkowego kosztu redukcji strony kupującej, a wyższa od jednostkowego kosztu 
redukcji strony sprzedającej. Oczywiście dość trudno jest zamodelować sam proces 
negocjacji, dlatego też cena transakcji jest losowana z odpowiedniego przedziału 
cenowego, z maksimum prawdopodobieństwa wylosowania ceny średniej. 

 
Rys. 1. Koszty redukcji emisji CO2 bez handlu (Qi) oraz z handlem (Qk) dla kraju 
kupującego, Ki – ograniczenie emisji wynikające z protokołu w Kioto, Fk – emisja 

uzyskana przy założeniu handlu, F0 – emisja początkowa 

 
 
 

Rys. 2. Koszty redukcji emisji CO2 bez handlu wynoszą 0 oraz z handlem (Qk) dla 
kraju sprzedającego, Ki – ograniczenie emisji wynikające z protokołu w Kioto, Fk – 

emisja uzyskana przy założeniu handlu, F0 – emisja początkowa 
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W zaproponowanym modelu dokonano pewnych istotnych zmian w stosunku 
do wersji podstawowej (w opisywanym modelu nie są brane pod uwagę niepewno-
ści emisji). Najistotniejszą jest zmiana funkcji celu. W modelu tradycyjnym funkcja 
celu wygląda następująco: 

∑
=

=
n

i
ii

x
xcF

i 1

)(min     (1) 

przy ograniczeniach: iii yKx +≤         (2) 

gdzie ci(xi) – koszty redukcji emisji do wartości xi dla kraju i, yi – liczba zakupio-
nych zezwoleń, Ki – limit na emisję wynikający z protokołu podpisanego w Kioto, xi 
– bieżąca emisja.  

 
Czyli minimalizujemy koszty redukcji emisji do założonego poziomu, pamię-

tając o ty, żeby nie przekroczyć limitu narzuconego przez protokół z Kioto, ewentu-
alnie powiększonego o liczbę zakupionych pozwoleń na emisję. 

 
W nowym modelu funkcja celu ma postać: 
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przy ograniczeniach: jiiji yKx +≤         (4) 

gdzie T – liczba przeprowadzonych transakcji kupna-sprzedaży pozwoleń, cji(xji) – 
koszty redukcji emisji do wartości xji po j transakcjach, yji – liczba zakupio-
nych/sprzedanych zezwoleń po j transakcjach, Ki – limit na emisję wynikający z 
protokołu podpisanego w Kioto, xji – bieżąca emisja, sji – liczba sprzeda-
nych/kupionych transakcji przez kraj i w transakcji j, πji – cena po jakiej sprzeda-
no/kupiono pozwolenia. 

 
Czyli występuje w nim maksymalizacja różnicy, między tym, co byłoby wy-

dane na redukcję emisji bez handlu pozwoleniami, a tym co wydawane jest z 
uwzględnieniem handlu po każdej transakcji, czyli optymalizacja przeprowadzana 
jest na potrzeby każdej transakcji. Umożliwia to uwzględnienie w rozliczeniach 
kosztu zakupu i sprzedaży pozwoleń ich ceny która ma znaczny wpływ na opłacal-
ność transakcji i decyzję, czy warto kupić/sprzedać, czy też warto inwestować wła-
sne środki na ograniczenie emisji. 

 
Dzięki nowej funkcji celu staramy się znaleźć rozwiązanie maksymalizujące 

różnicę pomiędzy kosztami bez handlu a kosztami z handlem pozwoleniami, czyli 
innymi słowy staramy się zmaksymalizować zysk na handlu pozwoleniami. W po-
przedniej funkcji celu minimalizowano koszty redukcji emisji, bez jakiegokolwiek 
uwzględniania cen zakupu i sum przeznaczanych na ten cel, a koszty te mogą być 
znaczne i porównywalne z tymi, które wydawane są na samodzielną redukcję CO2. 

 
Model zakłada również nieco zmodyfikowaną metodę ustalania cen pozwo-

leń. Modyfikacja polega na tym, że ustala się pewną cenę minimalną, poniżej której 
cena pozwolenia nie spada. Przeciwdziała to sytuacji, w której kraj mający emisję 
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poniżej wartości ustalonej protokołem z Kioto ma, według modelu tradycyjnego, 
zerowe ceny kosztów redukcji emisji i w zasadzie, zgodnie z poprzednim modelem, 
powinien pozwolenia rozdawać za darmo (taka sytuacja ma miejsce w testowanych 
przykładach dla krajów byłego ZSRR, ilustruje to Rys. 2). Wobec tego cena (tzw. 
shadow price) nie jest prostą pochodną kosztu redukcji, ale pochodną z pewną war-
tością minimalną. Właściwa cena, po jakiej następuje zakup pozwolenia, oraz ich 
liczba, podlegają negocjacjom i właściwie nie mogą być znane przed komputerową 
symulacją działania rynku, dlatego też w przedstawianych dalej wynikach symulacji 
komputerowych liczba sprzedawanych pozwoleń jest losowana z pewnego przedzia-
łu wartości. Podobnie cena pozwoleń jest losowana jako wartość z przedziału po-
między ceną maksymalną (shadow price) kupującego a ceną minimalną (zmodyfi-
kowaną shadow price) sprzedającego, wykorzystany do tego celu jest odpowiednio 
zmodyfikowany rozkład normalny, z wartością oczekiwaną równą średniej cen teo-
retycznych kontrahentów. 

 
4. Algorytm ewolucyjny użyty w symulacjach komputerowych 
 
Do rozwiązania problemu użyto specjalizowanego algorytmu ewolucyjnego z 

odpowiednim zakodowaniem problemu i zestawem operatorów. Pojedynczy osobnik 
zawiera informacje o wszystkich krajach biorących udział w rynku, jest więc kom-
pletnym rozwiązaniem problemu. Stosuje się też podejście, w którym każdy kraj jest 
oddzielnym osobnikiem (Alkemade i in., 2006; Clemens i Riechmann, 2006), lecz 
wtedy otrzymujemy jako wynik symulacji tylko jedno rozwiązanie, a wielkość po-
pulacji jest ograniczona do liczby krajów biorących udział w handlu. Jest to nieko-
rzystne z uwagi na wyeliminowanie zrównoleglenia obliczeń, czyli głównej zalety 
obliczeń ewolucyjnych, gdzie najczęściej rozwiązania optymalnego poszukuje rów-
nolegle wiele osobników z populacji, a nie tylko jeden zestaw. Dlatego też takie 
podejście do obliczeń ewolucyjnych nie było tu używane. 

 
W związku z przyjętą reprezentacją problemu cała populacja osobników za-

wiera wobec tyle rozwiązań problemu, ile jest w niej osobników, rozwiązania te nie 
muszą być jednak różne. Informacje opisujące pojedynczy kraj w rozwiązaniu to: 

• cena teoretyczna własnego pozwolenia (shadow price); 
• rzeczywista cena aktualnie sprzedanego/kupionego pozwolenia; 
• wartość zakupionych i sprzedanych pozwoleń; 
• liczba aktualnie zakupionych/sprzedanych pozwoleń; 
• sumaryczna liczba zakupionych/sprzedanych pozwoleń; 
• emisja bieżąca; 
• emisja poprzednia (przed bieżącą transakcją); 
• wartość bieżącej i poprzedniej funkcji celu. 

 
Są one zawarte w każdym osobniku jako odpowiednio liczby całkowite lub 

zmiennoprzecinkowe. Do modyfikacji rozwiązań służą następujące dedykowane do 
problemu operatory genetyczne: 
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• konkurs – wylosowany kraj wystawia pewną liczbę pozwoleń na sprzedaż, 
a pozostałe kraje składają oferty kupna, wybierana jest najlepsza i tak do-
chodzi do modyfikacji rozwiązania; 

• sprzedaż – wylosowane kraje przeprowadzają między sobą transakcje bila-
teralne, wymieniając warunki transakcji, jeśli są one opłacalne dla obu 
stron, transakcja jest wykonywana. 

 
Z tym, że właściwe zmienne sterujące problemem to liczba aktualnie zaku-

pionych/sprzedanych pozwoleń i wynegocjowana cena transakcji, pozostałe zapa-
miętane w osobniku dane są potrzebne do przeprowadzenia bilansu środków i wyli-
czenia funkcji celu. 

 
Ceny transakcji i liczby pozwoleń są losowane. Dla liczby pozwoleń jest to 

liczba naturalna z zakresu {1,..,5}, cena pozwolenia jest zaś losowana jako wartość 
pomiędzy ceną oferty kupna, a oferty sprzedaży. 

 
Symulacja rynku przy pomocy algorytmu ewolucyjnego przeprowadzana jest 

etapami, tj. pozwolenia sprzedawane są w niewielkich pakietach, po negocjowanej 
cenie, dlatego też zawsze można dokładnie poznać cenę, po której zakupiono po-
zwolenia. Umożliwia to prowadzenie dokładnego bilansu wydatków/zysków i ich 
optymalizację działania w każdym kroku. 

 
5. Wyniki symulacji komputerowych 
 
Symulacje komputerowe przeprowadzono na standardowym zestawie da-

nych, pochodzących m.in. z pracy Horabik (2005). Przedstawiają one dane dotyczą-
ce następujących grup krajów: USA, EU, Japonia, Kanada, kraje byłego ZSRR 
(WNP). Są to dane dość orientacyjne, m.in. zakładają obecność USA w rynku, choć 
USA nie podpisały na razie protokołu z Kioto. Jednak aby rynek zaczął praktycznie 
działać trudno jest pomijać kraj o najwyższej emisji CO2. Stąd najczęściej bierze się 
pod uwagę w symulacjach hipotetyczną obecność USA na tym rynku. Natomiast 
faktyczny brak udziału USA w tym handlu powoduje, że rzeczywiste ceny pozwoleń 
utrzymują się na dużo niższym poziomie niż te z symulacji, gdyż jest zdecydowanie 
mniejszy popyt na pozwolenia niż gdyby USA uczestniczyły w rynku. 

 
Zakłada się, że koszty zależą kwadratowo od wielkości redukcji emisji (5). 
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gdzie a – parametr funkcji kosztu, F0 – emisja początkowa, F – emisja bieżąca. 
 
Natomiast koszty pozwoleń mają wartość pochodnej funkcji kosztu dla od-

powiedniego poziomu emisji: 
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gdzie min – minimalna wartość ceny, wprowadzona dla urealnienia warunków wyli-
czania cen, a pozostałe symbole mają znaczenie takie samo jak we wzorze (5). 

 
W Tabeli nr 1 zawarte są odpowiednie współczynniki do funkcji kosztów (5), 

mające również pewną interpretację fizyczną. 
 
Tabela 1. Dane wykorzystane do obliczeń – współczynniki funkcji kosztów 

Kraj Emisja począt-
kowa (F0) 
MtC/rok 

Parametr funkcji kosztu 
(a) 

MUSD/(MtC/rok)2 

Limit 
Kioto (Ki) 
MtC/rok 

USA 1820,3 0,2755 1251 
EU 1038,0 0,9065 860 
Japonia 350,0 2,4665 258 
Kanada 312,7 1,1080 215 
WNP 898,6 0,7845 1314 

 
W przypadku podejścia tradycyjnego (z założeniem idealnego rynku) otrzy-

mujemy wynik przedstawiony w Tabeli 2. 
 

Tabela 2. Wyniki otrzymane przy założeniu rynku idealnego 
Kraj Emisja 

końcowa 
MtC/rok 

Cena koń-
cowa 

USD/tC 

Liczba zak. 
pozwoleń 

Mt/rok 

Koszt pozwoleń 
MUSD/rok 

Koszt red. 
emisji 

MUSD/rok 
USA 1562 143 310 11974,3 18523,7 
EU 959 143 100 15790,6 5515,1 
Japonia 321 143 63 29987,6 2074,3 
Kanada 248 143 33 16077,6 4638,2 
WNP 808 143 -506 -73830,3 6439,5 

 
W przypadku zastosowania nowego modelu wynik symulacji nie jest już po-

jedynczym zestawem danych, ale może być zestawem scenariuszy, gdyż warunki 
jego otrzymania nie są deterministyczne. Wynika to nie tylko z losowego charakteru 
obliczeń ewolucyjnych (zestaw wyników dla zadania tradycyjnego również otrzy-
many był przy użyciu algorytmu ewolucyjnego, wobec czego mogą też być niewiel-
kie różnice w rozwiązaniach dla wielu symulacji), ale i z zastosowanego modelu 
negocjacji w którym cena, po której zawierana jest transakcja, jest losowana z prze-
działu, w którym jest ona opłacalna dla kontrahentów. Ma to modelować wpływ 
negocjacji na cały proces handlu. Tak więc wyniki przedstawione zostaną w tabe-
lach obrazujących największą i najmniejszą uzyskaną wartość funkcji celu obliczeń 
(dla 10 przeprowadzonych symulacji), czyli największy i najmniejszy zysk krajów 
biorących udział w handlu, w stosunku do sytuacji, gdyby tego handlu nie było. 

 
Wyniki zamieszczone w Tabelach 2, 3, 4 pokazują, że jawne wprowadzenie 

ceny pozwolenia do modelu powoduje, że kupowane są w nieco mniejszych ilo-
ściach (4 kolumna Tabel 2 i 3) oraz, że nieco bardziej opłaca się inwestować we 
własne technologie redukcji emisji niż w zakup pozwoleń (6 kolumna Tabel 2 i 3). 
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Tabela 3. Wyniki otrzymane przy wykorzystaniu nowego modelu dla najmniejszego 
zysku z handlu pozwoleniami (90942,2MUSD/rok) 

Kraj Emisja 
końcowa 
MtC/rok 

Cena końco-
wa USD/tC 

Liczba zak. 
pozwoleń 

Mt/rok 

Koszt pozwoleń 
MUSD/rok 

Koszt red. emisji 
MUSD/rok 

USA 1492,0 180,9 241 3966,9 29693,0 
EU 959,0 143,2 99 1822,4 5657,5 
Japonia 326,0 118,4 68 2105,4 1420,7 
Kanada 264,0 108,0 49 777,9 2627,8 
WNP 857,0 65,3 -457 -8672,6 1357,6 
 
Tabela 4. Wyniki otrzymane przy wykorzystaniu nowego modelu dla największego 

zysku z handlu pozwoleniami (93580,5MUSD/rok) 
Kraj Emisja 

końcowa 
MtC/rok 

Cena końco-
wa USD/tC 

Liczba zak. 
pozwoleń 

Mt/rok 

Koszt pozwoleń 
MUSD/rok 

Koszt red. emisji 
MUSD/rok 

USA 1470,0 193,0 219 3439,4 33806,6 
EU 957,0 146,9 97 1410,3 5947,5 
Japonia 334,0 78,92 76 301,9 631,4 
Kanada 282,0 68,0 67 536,9 1044,3 
WNP 855,0 68,4 -459 -5688,4 1491,3 

 
Należy zauważyć, że w nowym modelu nie ma już końcowej ceny równowa-

gi dla całego rynku, tak jak w podejściu tradycyjnym (Tabela 2, kolumna 3). Wyni-
ka to z tego, że ceny negocjowane są indywidualnie pomiędzy kontrahentami i zale-
żą od ich warunków opłacalności przeprowadzenia transakcji oraz „umiejętności” 
negocjacyjnych, wobec czego nie powstaje punkt równowagi cen całego rynku, a 
jedynie bilateralne punkty równowagi, w których transakcje kupna sprzedaży po-
między dowolnymi stronami stają się już nieopłacalne i nie może dojść do żadnej 
nowej transakcji. Należy także pamiętać, że teoretyczna cena kosztów redukcji emi-
sji jest jedynie jednym z czynników kosztu całej transakcji w nowym modelu rynku 
i wobec tego wartości zamieszczone w kolumnie 3 Tabeli 4 nie mogą być sobie 
równe w punkcie równowagi rynku. 

 
Oczywiście sumaryczne koszty redukcji w metodzie 2 (40756,6 MUSD/rok – 

Tabela 2 lub 42921,1 MUSD/rok – Tabela 3) rosną w stosunku do kosztów metody 
1 (37190,8 MUSD/rok), co jest zrozumiałe z uwagi na wprowadzenie wyższych 
kosztów zakupu pozwoleń. Natomiast analiza wyników zamieszczonych w Tabelach 
3 i 4 umożliwia wnioskowanie na temat możliwych wahań kosztów pozwoleń w 
zależności od stanowiska i możliwości negocjatorów cen. Widoczne są możliwości 
poczynienia znacznych oszczędności przy umiejętnym negocjowaniu cen. 

 
6. Podsumowanie 
 
Algorytmy ewolucyjne są doskonałym narzędziem do analizy zjawisk eko-

nomicznych. Można, używając ich, wziąć pod uwagę pod uwagę znacznie więcej 
parametrów, niż przy użyciu typowych metod analizy, m.in. odchodząc od niereali-
stycznego założenia rynku idealnego w handlu pozwoleniami na emisję. Zbadanie 
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wpływu, zdecydowanie bliższych rzeczywistym, cen zakupu i ewentualne zasymu-
lowanie wpływu negocjacji cen na koszty ich zakupu staje się dość łatwym zada-
niem, dzięki użyciu specjalizowanego algorytmu ewolucyjnego i rozszerzonego 
modelu zjawiska zaproponowanego w tej pracy. 
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