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Badania operacyjne i systemowe: środowisko naturalne, przestrzeń, optymalizacja 
Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studziński 

 
WSPOMAGANIE OPRACOWANIA STRATEGII REDUKCJI EMISJI  

ZANIECZYSZCZEŃ GAZOWYCH 
 

Andrzej Kałuszko 
Instytut Badań Systemowych PAN 
ul. Newelska 6, 01-447 Warszawa 

 
Praca opisuje problem opracowania długoterminowej polityki redukcji 

zanieczyszczeń gazowych w przypadku, gdy dostępne środki na redukcję są 
ograniczone. Zadanie polega na takim rozdziale środków, by osiągnięty efekt, 
w postaci redukcji emisji był maksymalny w zadanym czasie. Redukcja emisji 
w źródle następuje przez wprowadzenie do tego źródła jednej z dostępnych 
technologii redukcji emisji, charakteryzujących się kosztami inwestycyjnymi i 
kosztami operacyjnymi (eksploatacyjnymi). Do rozwiązania zadania zapropo-
nowano metodę programowania dynamicznego. 

 
1. Wstęp 
 
W pracy rozpatruje się problem stworzenia efektywnej strategii redukcji emi-

sji dla zbioru zakładów produkcyjnych (źródeł), emitujących zanieczyszczenia ga-
zowe. Każdy z zakładów jest scharakteryzowany przez wielkość produkcji i wielkość 
emisji zanieczyszczeń do atmosfery. Wprowadzamy następujące oznaczenia: 

N – liczba rozpatrywanych zakładów, 
Pi – wielkość produkcji i-tego zakładu, i = 1, 2, …, N, 
Ei – wielkość emisji zanieczyszczeń i-tego zakładu. 

Produkcja Pi i emisja Ei są powiązane przez współczynnik Ai w następujący 
sposób: 

Ei = Ai * Pi  (1) 
 
Wielkość emisji ze źródła nie jest związana wyłącznie z wielkością produkcji, 

ale także z jej charakterem. Emisja w każdym źródle może zostać zmniejszona przez 
zastosowanie jednej z M technologii redukcji emisji. Dla uproszczenia wywodu, brak 
zmian uznajemy za jedną z technologii („nic nie rób”). Do zakładu można wprowa-
dzić tylko jedną technologię, co jest związane z ponoszeniem kosztów inwestycyj-
nych i kosztów operacyjnych (eksploatacyjnych). Wprowadzamy następujące ozna-
czenia jednostkowych (liczonych na jednostkę produkcji) kosztów związanych z 
zastosowaniem technologii j w zakładzie i: 

1
ijf  - koszty inwestycyjne,  
2

ijf  - koszty operacyjne. 

 
Koszty inwestycyjne dla źródła i i technologii j są opisane przez 1

iji fP ⋅ , a koszty 

operacyjne przez 2
iji fP ⋅ . 
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Każda technologia redukcji emisji jest scharakteryzowana przez jej efek-

tywność ej , tj. stopień w jakim redukuje emisję. Zakładamy, że efektywność każdej 
dostępnej technologii jest jednakowa dla każdego zakładu, w którym jest stosowana. 
Można zatem napisać: 

)1(0
ji

j
i eEE −⋅=  (2) 

lub 
)1( jii

j
i eAPE −⋅⋅=  (3) 

gdzie 0
iE  jest wielkością początkowej emisji ze źródła i (bez redukcji emisji), j

iE  

jest wielkością emisji ze źródła i po wprowadzeniu technologii j redukcji emisji. 
 

2. Opis zadania 
 
Rozważmy następujące zadanie. W zadanym okresie T, złożonym z pewnej 

liczby jednakowych przedziałów (np. rocznych) mamy do dyspozycji fundusze prze-
znaczone na redukcję emisji w rozpatrywanych N źródłach. Fundusze mają tę samą 
wartość w każdym przedziale i są przeznaczone na pokrycie kosztów inwestycyjnych 
i operacyjnych wprowadzenia technologii redukcji emisji w źródłach. Stosujemy 
następujące oznaczenia: 
t = 1, 2, …, T – numer przedziału czasowego, 
Ct – fundusze do dyspozycji w przedziale t, przy czym C1 = C2 = … = CT. 

 
Zadanie polega na takim rozdysponowaniu dostępnych funduszy, tzn. przy-

dziale technologii redukcji do źródeł emisji, by sumaryczna emisja z N źródeł w 
okresie T była maksymalnie zredukowana. 

 
W dalszym ciągu wprowadzimy dwie zmienne binarne, zdefiniowane nastę-

pująco: 

1. }1,0{∈ijtx  

1=ijtx , jeśli w przedziale t jest eksploatowana technologia j w źródle i, 

0=ijtx , w przypadku przeciwnym. 

2. }1,0{∈ijty  

1=ijty , jeśli w przedziale t są ponoszone koszty inwestycyjne, związane z 

wprowadzeniem technologii j w źródle i, 
0=ijty , w przypadku przeciwnym. 

 

Na podstawie definicji, zmienne ijtx  i ijty  muszą spełniać ograniczenie 

1≤+ ijtijt yx , dla i = 1, 2, …, N, j = 1, 2,, …, M, t = 1, 2, …, T (4) 

(nie jest możliwe jednoczesne inwestowanie i eksploatacja). 
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Koszty inwestycyjne dla źródła i w całym okresie T są podane przez wzór: 

∑∑
==

⋅⋅
M

j
iijtijt

T

t

Pfy
1

1

1   (5) 
gdzie 1

ijtf  - część kosztów inwestycyjnych, związanych z wprowadzeniem technolo-

gii j do źródła i, przypadająca na przedział t. 
 

Koszty inwestycyjne, związane technologią j w źródle i w przedziale t są dane 
przez wzór: 

∑
=

⋅⋅
M

j
iijtijt Pfy

1

1  (6) 

Koszty operacyjne technologii j dla źródła i w przedziale t są dane jako: 

∑
=

⋅⋅
M

j
iijtijt Pfx

1

2  (7) 

gdzie 22
ijijt ff = . 

Koszty operacyjne dla wszystkich źródeł w przedziale t podaje wzór: 

∑∑
==

⋅⋅
M

j
iijtijt

N

i

Pfx
1

2

1

 (8) 

Koszty inwestycyjne dla wszystkich źródeł w przedziale t podaje wzór: 

∑∑
==

⋅⋅
M

j
iijtijt

N

i

Pfy
1

1

1

 (9) 

 
Suma kosztów operacyjnych i kosztów inwestycyjnych dla wszystkich źródeł 

w przedziale t musi być nie większa od ograniczenia Ct. 

∑∑
==

=≤⋅⋅+⋅
M

j
tiijtijtijtijt

N

i

TtCPfyfx
1

12

1

,...,2,1)(   (10) 

 
Można teraz zapisać omawiane zadanie jako maksymalizację następującej 

funkcji F zmiennych ijtx . 

∑∑∑
===

⋅⋅⋅=
M

j
jiiijt

N

i

T

t

eAPxF
111

 (11) 

przy ograniczeniach (10). 
 
3. Zastosowanie programowania dynamicznego 
 
Opisane powyżej zadanie, nawet dla niewielkiej liczby źródeł i technologii, 

charakteryzuje się dużą liczbą zmiennych binarnych 
ijtx  i 

ijty  oraz zmiennych cią-
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głych 1
ijtf  i dlatego jego analityczne rozwiązanie jest bardzo trudne. Pozostają meto-

dy przybliżone. W dalszym ciągu zostanie przedstawione zastosowanie programo-
wania dynamicznego do rozwiązania postawionego zadania. 

 
Na potrzeby zastosowania programowania dynamicznego dostępne zasoby 

dyskretyzujemy stosownie do użytego schematu. Dyskretyzacja zasobów względem 
osi czasu jest naturalna, ponieważ tak są zdefiniowane zasoby. Dyskretyzacja zaso-
bów względem osi wartości jest arbitralna i dostosowana do możliwości obliczenio-
wych. 

 
W dalszym ciągu proponujemy cztery możliwe schematy rozwiązania zadania 

przy użyciu programowania dynamicznego. 
 
Schemat nr 1. 

Zakładamy, że dysponujemy tylko jednym rodzajem zasobu, który może być 
przeznaczony zarówno na inwestycje jak i na eksploatację w dowolnym przedziale 
czasowym. Na Rys. 1 zaznaczono jednostkę tego zasobu. 

 
Rys. 1. Jednostka zasobu (zaciemnione pole) w schemacie nr 1. 

 
Przy takim zdefiniowaniu zasobu mamy do czynienia z zadaniem programo-

wania dynamicznego dla jednego rodzaju zasobu. Zgodnie ze schematem programo-
wania dynamicznego w kolejnych krokach przydzielamy odpowiednie wielkości 
zasobu do kolejnych źródeł i wybieramy dla danego źródła najlepszą technologię dla 
danego poziomu zasobów.  
 

Funkcja celu F może przyjąć dla zadanych liczby technologii i liczby prze-
działów czasu ograniczoną liczbę wartości, zgodnie z tym, co pokazują Rys. 2 i 3. 
Eksploatacja technologii j w źródle i od przedziału t* wymaga pokrycia kosztów 
inwestycji i eksploatacji w przedziale [T – t*]. 
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Rys. 2. Wykres zmienności funkcji F dla różnych technologii redukcji emisji. 
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Rys. 3. Sumaryczny wykres zmienności funkcji F. 

 
Wadą schematu nr 1 jest to, że uzyskane rozwiązanie może być niedopusz-

czalne z powodu przekroczenia ograniczenia zużycia zasobów w którymś z przedzia-
łów: z powodu zbyt wysokich kosztów inwestycyjnych (Rys. 4) lub kosztów eksplo-
atacyjnych (Rys. 5).  
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Rys. 4. Możliwy rozkład czasowy kosztów inwestycyjnych i eksploatacyjnych 

– schemat nr 1. 
 

 
Rys. 5. Możliwy rozkład czasowy kosztów inwestycyjnych i eksploatacyjnych – 

schemat nr 1. 

 

Schemat nr 2. 
Zastosowanie tego schematu obliczeniowego może mieć miejsce w sytuacji, 

gdy schemat nr 1 da rozwiązanie takie jak pokazane na Rys. 5, gdzie koszty eksplo-
atacyjne są zbyt wysokie. W tym przypadku zakładamy, że mamy dwa rodzaje zaso-

c, 

Zró<llo 1 - ehplootat:j:ł 

t roo1o 2 • eksp/oot.1cj., 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

c, 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 211 
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bów: jeden zdefiniowany tak jak w schemacie nr 1, drugi związany z zasobami na 
eksploatację. Takie założenie powoduje, że rozwiązujemy zadanie programowania 
dynamicznego dla dwóch rodzajów zasobów, co znacznie powiększa złożoność obli-
czeniową schematu w porównaniu do schematu nr 1. Pozwala to jednak na uniknię-
cie takich rozwiązań, jak pokazane na Rys. 5. Schemat nr 2, podobnie jak schemat nr 
1 nie gwarantuje uzyskania rozwiązania dopuszczalnego.  

 
Schemat nr 3. 

Zakładamy, że dysponujemy tylko jednym, nowym rodzajem zasobu, utwo-
rzonego sztucznie. Jest on zdefiniowany w ten sposób, że dotyczy jednakowej warto-
ści zasobu pierwotnego dla całego rozpatrywanego okresu T. Na Rys. 6 zaznaczono 
jednostkę nowego zasobu. 

 
Rys. 6. Jednostka zasobu (zaciemnione pola) w schemacie nr 3. 

 
Przy takim zdefiniowaniu zasobu zadanie pierwotne jest sprowadzone do jed-

nowymiarowego zadania programowania dynamicznego. Zgodnie z zasadą progra-
mowania dynamicznego, w kolejnych krokach przydzielamy odpowiednie wielkości 
zasobu do kolejnych zmiennych (w tym przypadku źródeł emisji). Po przydzieleniu 
zasobu do zmiennej wybieramy najkorzystniejszy (maksymalnie redukujący emisję z 
tego źródła) wariant inwestowania, tzn. technologię i moment rozpoczęcia jej działa-
nia.  

 
Wadą tego schematu jest to, że uzyskane rozwiązanie może być niskiej jako-

ści z powodu niepełnego wykorzystania zasobów. Taki przykład jest pokazany na 
Rys. 7. Powodem tego jest sztywny przydział porcji zasobów do każdego ze źródeł 
osobno. 
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Rys. 7. Rozkład czasowy kosztów inwestycyjnych i eksploatacyjnych dla 

dwóch przykładowych źródeł – schemat nr 3. 
Schemat nr 4. 

Schemat nr 4 jest ulepszoną wersją schematu nr 3, w którym odstępujemy od 
sztywnego rozdziału zasobów na źródła. Przy przydziale zasobów do kolejnego źró-
dła uwzględniamy zasoby niewykorzystane przez poprzednio rozpatrywane źródła. 
Powoduje to pełniejsze wykorzystanie zasobów i tym samym uzyskanie lepszego 
rozwiązania. Dla przypadku pokazanego na Rys. 7 zmiana polega na przydziale do-
datkowych zasobów niewykorzystanych przez źródło nr 1 i źródło nr 2 do źródła nr 3 
(Rys. 8). W schemacie nr 4 poprawa rozwiązania jest uzyskiwana kosztem wydłuże-
nia czasu obliczeń.  

 
Rys. 8. Rozkład czasowy kosztów inwestycyjnych i eksploatacyjnych dla 

trzech przykładowych źródeł – schemat nr 4. 

c, 

c, 

Zród/o f • eks11/o,u.1cj.l 

Ż,ód/o 2 • eksp/o.1c.1cj.1 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

••• ~~~ .... 
'' " ••••••••• •••••• •••••• ••• " ' 

•••••• ••••••••• ••••••••• ••••• '' ' ••••••••• 

Żró<l/o J • eksploaf3cj..1 
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Numer schema-
tu 

Czy zawsze wyznacza rozwiązanie do-
puszczalne? 

Złożoność obliczeniowa 

1 NIE duża 
2 NIE bardzo duża 
3 TAK mała 
4 TAK średnia 

Tabela 1. Porównanie schematów obliczeniowych. 
 
W Tabeli 1 przedstawiono porównanie opisanych powyżej schematów obli-

czeniowych. Dwa ostatnie zapewniają uzyskanie rozwiązania dopuszczalnego, dwa 
pierwsze nie. Na podstawie charakterystyk czterech schematów obliczeniowych 
można zaproponować następującą procedurę obliczeniową. Obliczenia rozpoczyna-
my od schematu nr 1. W przypadku, gdy uzyskane rozwiązanie jest dopuszczalne, 
kończymy obliczenia. W przypadku przeciwnym stosujemy schemat nr 2. W przy-
padku uzyskania rozwiązania dopuszczalnego, kończymy obliczenia, podobnie jak 
przy poprzednim schemacie. Jeżeli otrzymane rozwiązanie nie jest dopuszczalne, 
traktujemy je jako oszacowanie rozwiązań wyliczonych przez schematy nr 3 i nr 4. 
W dalszym ciągu używamy schematu nr 3. W przypadku, gdy otrzymane rozwiąza-
nie jest zadowalające, tzn. funkcja celu jest gorsza od oszacowania w stopniu przez 
nas akceptowanym, kończymy obliczenia. W przypadku otrzymania rozwiązania 
odbiegającego od wartości akceptowanej, posługujemy się schematem nr 4. 

 
4. Przykład obliczeniowy 
 

Liczba źródeł N = 5 

Liczba technologii „niezerowych” M = 3, o efektywnościach 0.3, 0.5, 0.7 

Horyzont czasowy T = 20 

Ograniczenie zasobów Ct = 10 jednostek 

 

Nr 
źródła 

Emisja 
Technologia 1 Technologia 2 Technologia 3 

Koszty 
inwest. 

Koszty 
operac. 

Koszty 
inwest. 

Koszty 
operac. 

Koszty 
inwest. 

Koszty 
operac. 

1 1.0 10 1 15 3 20 5 

2 1.2 10 2 20 4 30 6 

3 0.8 20 1 30 4 50 6 

4 1.3 5 2 10 5 15 6 

5 0.9 15 3 20 4 30 5 

Tabela 2. Dane o źródłach i technologiach. 
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Numer sche-
matu 

Wartość funkcji Rozwiązanie dopuszczalne? 

1 25.77 NIE 

3 20.63 TAK 

4 23.20 TAK 

Tabela 3. Porównanie wyników schematów obliczeniowych. 

 
Opisana wcześniej metoda rozwiązania zadania została sprawdzona na przy-

kładzie obliczeniowym opisanym powyżej. Schemat nr 1 daje rozwiązanie niedo-
puszczalne, co powoduje konieczność użycia schematu nr 3, który daje rozwiązanie 
dopuszczalne, ale dość niskiej jakości - gorsze o ok. 20% od rozwiązania nr 1. Po-
prawę przynosi zastosowanie schematu nr 4 - uzyskane rozwiązanie jest gorsze o ok. 
10% od rozwiązania nr 1. Taki wynik oznacza, że metoda daje rozwiązanie dopusz-
czalne, o którym wiadomo, że jest gorsze od najlepszego co najwyżej o 10%.  

 
Opisana metoda może znaleźć zastosowanie w przypadku poszukiwania roz-

wiązań dwóch ważnych zadań praktycznych: zadania redukcji koncentracji SO2 w 
zadanym obszarze oraz zadania redukcji emisji CO2. Obydwa zanieczyszczenia ga-
zowe są w Polsce emitowane głównie przez wielkie zakłady energetyczne, które 
mają w tej chwili jednego właściciela – Skarb Państwa, co umożliwia wypracowanie 
jednolitej polityki wprowadzania nowych technologii do źródeł emisji. 
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