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OSZACOWANIE BŁĘDU W OBLICZENIACH Z ROZMYTYMI DANYMI 

 
Marian Chudy 

Wojskowa Akademia Techniczna, Wydział Cybernetyki, 
00-908 Warszawa, ul. Kaliskiego 2 

 
W pracy rozpatrzono model obliczeń, w którym na wejście układu obli-

czającego podawane są dane mające charakter danych rozmytych. Układ obli-
czający nie zawiera reguł rozmytych. Istotą problemu jest oszacowanie wielko-
ści błędu jaki powstaje na wyjściu układu obliczającego, przetwarzającego da-
ne wejściowe o takim charakterze. 

 
1. Wprowadzenie 

 
W literaturze spotykamy wiele rozważań dotyczących działania układów ste-

rowania zawierających formuły rozmyte, na których wejście podawane są dane roz-
myte. Bogaty, teoretyczny opis tych zagadnień znajdujemy np. w pracach: Kacprzyk 
(2001), Piegut (1999). Inżynierskie podejście do problemu zawiera praca Szymczaka 
i Kwiatkowskiego (1997). 

 
Z praktycznego punktu widzenia wydaje interesujące postawie następującego 

pytania: jak oszacować błąd na wyjściu układu nie zawierającego formuł rozmytych. 
gdy na wejście tego układu podawane są dane rozmyte. Dla udzielenia odpowiedzi 
na to pytanie musimy wprowadzić pewne pojęcia pomocnicze. 
 

Dany jest zbiór D zawarty w pewnej przestrzeni X, zwany zbiorem danych 
zadania. Niech Y będzie przestrzenią metryczną z metryką ρ. Przestrzeń Y zawiera 
elementy, które nazwiemy wynikami i które otrzymujemy podając dane wejściowe 
pewnemu układowi obliczającemu (algorytmowi). 

 
Układ obliczający (algorytm, zadanie) S można zatem zdefiniować następują-

co: 
        S: D →Y        (1.1) 
Wprowadzimy następujący operator: 
        I: D →  Z       (1.2) 
gdzie Z - zadana przestrzeń. 
 

Operator I nazywać będziemy operatorem informacji, natomiast jego wartość 
I(x) nazwiemy informacją o danej x. 
 

Dla potrzeb dalszych rozważań wprowadzimy jeszcze dwa określenia. 
 
Określenie1.1. Średnicą zbioru A⊂Y nazywamy wielkość 
          ),(sup)( 21

, 21

yyAd
Ayy
ρ

∈
= .      (1.3) 
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W przypadku gdy metryka ρ zadana jest przez normę otrzymamy 
          

21
, 21

sup)( yyAd
Ayy

−=
∈

 .      (1.4) 

 
Określenie 1.2. Promieniem zbioru A⊂Y nazywamy wielkość 
          ),(supinf)( 1

1

yyAr
AyYy
ρ

∈∈
= .      (1.5) 

W przypadku gdy metryka ρ zadana jest przez normę otrzymamy 
          

1
1

supinf)( yyAr
AyYy

−=
∈∈

.      (1.6) 

Zachodzi zależność 
           )(2)()( ArAdAr ≤≤ .      (1.7)  

 
Powyższe obiekty w wersji ograniczonej do przestrzeni unormowanej są opi-

sane w pracy Chudy (2006). 
 
2. Model danych i model obliczeń 

 
Przyjmiemy, że dane, którymi dysponujemy są nieprecyzyjne, a możliwym do 

zaakceptowania ich modelem są zbiory rozmyte. Nawiązując do wprowadzonych 
pojęć zauważmy, że funkcja przynależności zbioru rozmytego może być dobrym 
przykładem operatora informacji I. 
 

Oznaczmy przez F(D) rodzinę zbiorów rozmytych określonych na zbiorze 
D⊂X. Przyjmiemy, że dane rozmyte będą miały postać zbiorów rozmytych A∈F(D)  
o funkcjach przynależności  
         DxdlaxorazDxdlax AA ∉=∈≥ 0)(0)( μμ .  (2.1) 

 
Wartość funkcji IA(x) = μA(x) jest informacją o danej x w kontekście naszej 

nieprecyzyjnej wiedzy o danej wymaganej do obliczeń przedstawionej w postaci 
zbioru rozmytego A. Na przykład: jeśli nasza możliwość oszacowania wielkości 
danej do obliczeń ogranicza się do podania liczby rozmytej A = „ około 3”, to war-
tość funkcji μA(x) oznacza stopień spełnienia przez liczbę nierozmytą x własności 
bycia właściwą daną do obliczeń, która to dana jest pewnym elementem zbioru D i 
należy do dziedziny funkcji μA(x). Zauważmy, że dla wielu postaci funkcji μA(x) 
informacja o wielu elementach zbioru D jest taka sama i łatwo potrafimy wyznaczyć 
zbiory tych elementów x’∈D, o których informacja jest taka sama jak o elemencie 
x∈D. Powstaje ważne pytanie: jak należy rozumieć i realizować podanie na wejście 
układu obliczającego danej w postaci  rozmytego zbioru A ? 
 

Założymy, że układ obliczający działa w oparciu o formułę (1.1) i dziedziną 
odwzorowania S jest zbiór nierozmyty D, co oznacza, że dla danych x∈D układ 
wyznacza wartości S(x)∈Y. 
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Jeśli użytkownik dysponuje daną, która ma postać zbioru rozmytego A o 
funkcji przynależności μA(x), to istnieje potrzeba zastosowania pewnej operacji defu-
zyfikacji tej danej. Przyjmiemy w naszych rozważaniach, że nie znając dokładnej 

danej Dx∈ , ale posiadając daną rozmytą A, podamy na wejście układu obliczają-
cego S pewien element x’∈D taki, że μA(x’)>0. Otrzymamy w ten sposób wielkość 
S(x’), być może różną od właściwej wielkości )(xS . Ta różnica będzie zależała 

przede wszystkim od postaci funkcji μA(x). 
 
 

3. Oszacowanie błędu 
 

Przyjmując taką postać defuzyfikacji danych powinniśmy rozważyć kwestię 
wielkości błędu jaki popełniamy stosując ten model obliczeń. 
 

Niech dana rozmyta A ma funkcję przynależności μA(x) = IA(x). Wprowadzi-
my dwie pomocnicze wielkości: 
         { })()()(:')( ' xxIxIXxxV AAAA μ==∈=   dla x ∈ D   (3.1) 

 
czyli zbiór tych elementów zbioru D, o których informacja jest taka sama jak o ele-
mencie x ∈ D; zbiór VA(x) nie jest zbiorem pustym, gdyż zawiera element x, 
oraz 

        { })(:)()( '' xVxYxSxU AA ∈∈=   dla x ∈ D    (3.2) 

czyli zbiór wyników działania odwzorowania S dla danych nierozmytych x’∈D, o 
których informacja jest taka sama jak o danej x.  
 

Zastosujmy teraz dla zadanego zbioru rozmytego A o funkcji przynależności 
μA(x) oraz zadanego odwzorowania S: D→Y zasadę rozszerzania Zadeha. Zasada ta 
jest dobrze opisana w pracach Grzegorzewskiego (2006) i Piegata (1999). Otrzyma-
my wówczas rozmyty zbiór S{A}, którego funkcja przynależności ma postać: 

 

        
{ } { }

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
=

−

−

=∈

0)(0

0)()(sup
)(

1

1

)(: ''

ySgdy

ySgdyx
y

A
xSyxxAS

μ
μ .  (3.3) 

 
Jest to funkcja przynależności, której dziedzina składa się z punktów y∈{y’∈Y: 
y’=S(x), x∈D}.  
 

Zdefiniujmy teraz algorytm α: 
        DxxVxpewnegodlaxSxI AA ∈∈= )()())(( ''α    (3.4) 

określający wartości odwzorowania S dla wszystkich elementów zbioru D, po opera-
cji defuzyfikacji w wyżej opisanym sensie. Zauważmy, że dla wszystkich punktów 
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x’’∈VA(x) wartość odwzorowania jest taka sama i wynosi S(x’). Błędem algorytmu α 
nazwiemy wielkość 
         ))()),(((sup)( xSxIe A

Dx
αρα

∈
=  gdy Y to przestrzeń metryczna  (3.5) 

lub 
      )())((sup)( xSxIe A

Dx
−=

∈
αα       (3.6) 

gdy metryka ρ jest wyznaczona przez normę. 

 
Korzystając z Twierdzenia 1.2, zamieszczonego w pracy Chudy (2006), moż-

na wyznaczyć następujące oszacowanie błędu algorytmu α 

          ))((sup)( xUre A
Dx∈

≥α       (3.7) 

gdzie r(UA(x)) to promień zbioru UA(x) dla zadanego zbioru rozmytego A oraz funk-
cji przynależności (3.3) generowanej przez odwzorowanie S i funkcję przynależności 
μA(x). 
 

Z przyjętego sposobu defuzyfikacji danych, wyrażenia (3.4) oraz Twierdzenia 
1.4 z pracy Chudy (2006) wynika, że można wyznaczyć również ograniczenie górne 
błędu. Mamy zatem 

         ))((sup2)())((sup xUrexUr A
Dx

A
Dx ∈∈

≤≤ α .     (3.8) 

 
Przykład 
 
Zbiór danych jest przedziałem domkniętym w zbiorze liczb rzeczywistych D = [1,5] 
⊂ R. Układ obliczający działa w oparciu o formułę S(x) = ax, x∈R, a>0. 

Dana rozmyta jest liczbą rozmytą A = ”około 3” o trapezowej funkcji przynależności 
zadanej wektorem (a1,a2,a3,a4) = (1,2,4,5). Funkcja przynależności (3.3) liczby roz-
mytej S{A}, uzyskana po zastosowaniu zasady rozszerzania z wykorzystaniem od-
wzorowania S(x) = ax ma postać trapezową o parametrach (aa1,aa2,aa3,aa4) = 
(a1,a2,a4,a5) i równych (2,4,8,10) dla a = 2. 

Zbiory UA(x) mają postać 

          
{ } [ ]
[ ] [ ]
{ } [ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−−
∈
∈−

=
5,4)4(4,

4,28,4

2,1)6(,

)(

xdlaxaax

xdla

xdlaxaax

xU A
                             (3.9) 

stąd 
          4))((sup =

∈
xUr A

Dx

.                   (3.10) 
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4. Wnioski 

 
1. Opisane rozważania potwierdzają intuicyjne przypuszczenie, że nieprecyzyjne 

dane wprowadzone do nierozmytego  układu obliczającego prowadzą do niepre-
cyzyjnych wyników. 

2. Dla przyjętego sposobu defuzyfikacji danych i przyjętego algorytmu obliczeń 
(3.4) możliwe jest uzyskanie oszacowania dolnego i górnego błędu obliczeń. 

3. Wielkość błędu silnie zależy od postaci funkcji przynależności opisującej dane 
rozmyte. Ma ona wpływ na wielkość promienia zbioru UA(x). 

4.Uzyskane wyniki potwierdzają, że dla niektórych przypadków dokładnie zdefinio-
wanych modeli obliczeń można uzyskać analityczne oszacowania wielkości błę-
du w sytuacji korzystania z nieprecyzyjnych danych. 
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