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Olgierd Hryniewicz, Andrzej Straszak, Jan Studziński 

 
PORZĄDKOWANIE I GRUPOWANIE OBIEKTÓW JAKO ZAGADNIENIE 

ESTYMACJI STATYSTYCZNEJ 
 

Leszek Klukowski 
Instytut Badań Systemowych PAN, Newelska 6, 01-447 Warszawa 

Leszek.Klukowski@ibspan.waw.pl 
 

W pracy przedstawiono metody estymacji relacji: porządku, tolerancji i rów-
noważności, na podstawie porównań parami z błędami losowymi, przy wyko-
rzystaniu koncepcji nearest adjoining order (NAO), sformułowanej przez Sla-
tera (1961), zob. też David (1988). Przedstawione wyniki stanowią zwięzłą 
syntezę prac autora, Klukowski (1990, 1994, 2000, 2002, 2007a,b,c). 

 
1. Wstęp 
 
Porządkowanie i grupowanie obiektów na podstawie porównań parami z błę-

dami losowymi ma na celu określenie relacji: ∗ porządku, ∗ tolerancji lub ∗ równo-
ważności w zbiorze skończonym. Konieczność określenia tych relacji zachodzi w 
badaniach wykonywanych w wielu dziedzinach, m.in. w ekonomii, socjologii, me-
dycynie. Do wyznaczania tych relacji stworzono wiele metod i algorytmów wycho-
dząc z różnych koncepcji metodologicznych. Wiele spośród tych metod opiera się 
na koncepcjach heurystycznych, co sprawia, że niewiele wiadomo o własnościach 
wyników. Z kolei metody umożliwiające określenie własności wyników wymagają 
zwykle mocnych założeń o danych wejściowych (porównań parami); nie zawsze 
można zweryfikować słuszność tych założeń. Pożądaną cechą metod estymacji rela-
cji, z punktu widzenia potrzeb praktyki, jest koniunkcja słabych założeń odnośnie 
danych wejściowych i korzystnych właściwości wyników.  

 
W przypadku, gdy opis danych wejściowych, służących do wyznaczenia re-

lacji, ma postać probabilistyczną, określenie relacji stanowi przedmiot badań staty-
styki matematycznej; może mieć postać zagadnienia estymacji statystycznej. Ważną 
klasą estymatorów dla takich problemów są estymatory określające „najbliższy 
sąsiedni porządek” (ang. nearest adjoining order - NAO), oparte na porównaniach 
par elementów rozważanego zbioru, zakłóconych błędami losowymi. Koncepcja ta 
została wprowadzona przez Slatera w 1961 r. i była rozwijana przez wielu autorów. 
Koncepcja estymatorów NAO jest zgodna z ogólną ideą estymacji statystycznej - 
polega na wyznaczeniu relacji o takiej postaci, która wykazuje najmniejsze różnice 
(lub największe podobieństwo), zgodnie z przyjętym kryterium, w stosunku do pró-
by. Próbą są w tym przypadku wyniki porównań parami. Nie jest to zwykle próba 
prosta, ponieważ porównania poszczególnych par mogą nie być niezależne stocha-
stycznie. 

 
Celem niniejszej pracy jest przedstawienie konstrukcji estymatorów opartych 

na koncepcji NAO oraz ich podstawowych własności, w przypadku wymienionych 
powyżej rodzajów relacji.  
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2. Koncepcja i ogólna postać estymatorów 
 
Idea konstrukcji estymatorów NAO jest następująca. Każda z rozważanych 

relacji ma postać rodziny podzbiorów χχ *)(*)(
1 ...,, f

n
f , n>1 (indeks f – określa rodzaj 

relacji: p – odpowiada relacji porządku, t – tolerancji, e - równoważności) skończo-
nego zbioru X={x1, ..., xm) (m≥3); w przypadku relacji porządku rodzina ta jest cią-
giem (indeks podzbioru określa rangę zawartych w nim elementów). Dla każdej pary 
(xi, xj)∈X × X dane są wyniki porównań ),( xxg jikl  (k=1, ..., N; N≥1, indeks l  - 

oznacza rodzaj porównania: binarne lub wielowartościowe), określających relację w 
parze elementów (xi, xj), z możliwością błędu losowego. Porównanie może być do-
konane przy użyciu testu statystycznego, sieci neuronowej, przez eksperta, itp. Przy-
kładowo, w przypadku relacji równoważności porównanie binarne ),( xxg jikl  

stwierdza przynależność pary (xi, xj) do wspólnego podzbioru ( ),( xxg jikl =0) lub 

brak przynależności ( ),( xxg jikl =1). Porównanie wielowartościowe może wyrażać, 

w przypadku relacji porządku, odległość między elementami xi oraz  xj, np. różnicę 

rang (miejsc w uporządkowaniu). Relację χχ *)(*)(
1 ...,, f

n
f  można scharakteryzować 

za pomocą pewnej funkcji ),( xxT jil , o postaci analogicznej do porównań 

),( xxg jikl ; różnica ),( xxT jil - ),( xxg jikl  wyraża wówczas losowy błąd k-tego po-

równania pary (xi, xj) (zero oznacza porównanie bezbłędne).  
 
Przyjmuje się nie ograniczające założenia nt. stochastycznych własności błę-

dów porównań. W przypadku porównań binarnych zakłada się, że prawdopodobień-
stwo bezbłędnego wyniku jest większe niż błędnego. W przypadku porównań wie-
lowartościowych zakłada się, że funkcja prawdopodobieństwa jest jednomodalna z 
medianą i modą w zerze oraz, że w przypadku porównań wielokrotnych (N>1) mają 
one własność stochastycznej niezależności: 

 

P[( ),( xxg jikl = ),( xxT jil )∩( ),( xxg srνl = ),( xxT srl )]= 

P[( ),( xxg jikl = ),( xxT jil ] P[( ),( xxg jiνl = ),( xxT srl ],  (xi, xj, xr, xs∈ X;  k≠ν).(1) 
 

Spełnienie powyższych założeń można weryfikować za pomocą testów staty-

stycznych. Wyznaczenie wyniku estymacji, tj. oceny χχ ˆ...,,ˆ )(
ˆ

)(
1

f
n

f , polega na okre-

śleniu takiej jej postaci, która wykazuje najniższy poziom niezgodności z porówna-
niami ),( xxg jikl . Poziom niezgodności można wyrazić, dla (dowolnej) relacji 

χχ r...,,1  oraz ustalonego k (1≤k≤N), w postaci: 

),(),(
),(

xxgxxt ji
xx

kji
ji

∑ −
×∈ XX

ll , 

przy czym ),( xxt jil  – funkcja charakteryzująca postać relacji χχ r...,,1 , analo-

giczna do funkcji ),( xxT jil  (charakteryzującej relację χχ *)(*)(
1 ...,, f

n
f ). 
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Wynik estymacji otrzymuje się, w przypadku N=1, jako rozwiązanie zadania 
programowania dyskretnego o postaci: 

),(),(min
),(

1
)(

)(
xxgxxt ji

Rxx
ji

F mji

∑ −
∈⋅ ll

ι

X

,           (2) 

gdzie: F )(
X
⋅  – zbiór rozwiązań dopuszczalnych, tj. wszystkich relacji danego rodzaju 

w zbiorze X, 
Rm – zbiór par indeksów o postaci Rm={<i, j> ⏐ 1≤i, j≤m; j>i}, 

),()( xxt ji
ι
l – funkcja charakteryzująca ι-ty element zbioru F )(

X
⋅ , 

),(1 xxg jil  – wynik porównania pary (xi, xj). 

 
W przypadku porównań wielokrotnych (N>1), wyznaczenie wyniku estymacji 

jest dokonywane w podobny sposób, przy czym ulegają modyfikacji wyrażenia  
⏐ ),()( xxt ji

ι
l - ),(1 xxg jil ⏐; są one zastępowane pewnymi ich funkcjami, np.: 

∑
=

N

k
N

1

1 ⏐ ),()( xxt ji
ι
l - ),( xxg jikl ⏐ (uśrednienie różnic bezwzględnych), 

⏐ ),()( xxt ji
ι
l - ),(, xxg jimel ⏐  (różnice bezwzględne z zastosowaniem mediany),  

gdzie: )(, ⋅g mel  - mediana z wyników porównań )(1 ⋅gl , ..., )(⋅g Nl , N – nieparzyste. 
 

W niniejszej pracy przedstawiono estymatory oparte na uśrednianiu różnic 
bezwzględnych; zastosowanie mediany prowadzi do estymatora analogicznego do 
przypadku pojedynczego porównania każdej pary (N=1), przy czym rozkłady błędów 

)(⋅T l - )(, ⋅g mel  są różne od rozkładów błędów )(⋅T l - )(⋅g kl  (zob. Klukowski, 2007a). 

 
3. Estymacja relacji porządku 
 
Relacja słabego porządku R(p) w zbiorze X ma postać: 
R(p) = I ∪ P                                      (3) 

gdzie: I - relacja równoważności, 
P – relacja mocnej preferencji (przechodnia, antysymetryczna). 

 

Relacja R(p) generuje ciąg podzbiorów χχ *)(*)(
1 ...,, p

n
p , spełniających warunki: 

U
n

i

p
i

1

*)(

=
χ = X, =∩ χχ *)(*)( p

s
p

r {0}   (r≠s);                                (4) 

jeśli para (xi, xj)∈ )1(*)( nqp
q ≤≤χ , to elementy xi oraz xj są równoważne, jeśli 

xi∈ χ *)( p
r oraz xj∈ χ *)( p

s , przy czym r<s, to element xi jest preferowany w stosunku do 

elementu xj, a różnica rang wynosi: r-s. 
 

3.1. Estymacja relacji porządku dla porównań wskazujących kierunek prefe-
rencji 

 
Relację R(p) można scharakteryzować jednoznacznie przy użyciu funkcji 
T1: X × X → D, D = {-1, 0, 1}, przy czym: 
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   ⎧ 0  jeśli istnieje q takie, że (xi, xj)∈ ;*)(χ p
q  

T1(xi, xj)  = ⎨-1  jeśli xi∈ χ *)( p
r oraz xj∈ χ *)( p

s ,  r<s ;         (5) 

   ⎩ 1  jeśli xi∈ χ *)( p
r oraz xj∈ χ *)( p

s ,  r>s .  
 

Zakłada się, że porównania mają postać g1k : X × X→D, D={-1, 0, 1}: 

⎧ 0  jeśli istnieje q takie, że (xi, xj)∈ ;*)(χ p
q  

g1k(xi, xj) = ⎨-1  jeśli xi∈ χ *)( p
r oraz xj∈ χ *)( p

s ,  r<s ;                    (6) 

  ⎩ 1  jeśli xi∈ χ *)( p
r oraz xj∈ χ *)( p

s ,  r>s .  
 

Zakłada się ponadto, że wyniki porównań są obarczone błędami losowymi, a 
funkcja prawdopodobieństwa błędów spełnia warunki: 

P(g1k(xi, xj)≠T1(xi, xj)) ≤ δ(k),       (k=1, ..., N),      δ(k)≤δ,      δ ∈(0, ½)        (7) 

oraz są stochastycznie niezależne, tzn. spełniają zależność (1). 
 

W celu określenia postaci i własności estymatora relacji (w przypadku uśred-
niania porównań), niezbędne są definicje następujących zmiennych losowych: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>∈<=

>∈<=−
=

),...,,(,oraz1),(jesli1

),...,,(,oraz0),(jesli0
)...,,(

)()(
11

)()(
11)()(

1
)(

χχ

χχ
χχ

p
r

p
jik

p
r

p
jikp

r
pp

kij
Ijixxg

Ijixxg
U         (8) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>∈<≥

>∈<−=
=

),...,,(,oraz0),(jesli1

),...,,(,oraz1),(jesli0
)...,,(

)()(
111

)()(
111)()(

1
)(

χχ

χχ
χχ

p
r

p
jik

p
r

p
jikp

r
pp

kij

Pjixxg

Pjixxg
V

 (9) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>∈<≤

>∈<=
=

,)...,,(,oraz0),(jesli1

),...,,(,oraz1),(jesli0
)...,,(

)()(
121

)()(
121)()(

1
)(

χχ

χχ
χχ

p
r

p
jik

p
r

p
jikp

r
pp

kij

Pjixxg

Pjixxg
Z

 (10) 
przy czym: 

},1,),(,{)...,,( )()()(
1 ijrqxxjiI p

qji
p

r
p >≤≤∈><= χχχ ,       (11) 

},,,,{)...,,( )()()()(
11 ijsrxxjiP

p
sj

p
ri

p
r

p ><∈∈><= χχχχ ,       (12) 

},,,{)...,,( )()()()(
12 ijsrxxjiP

p
sj

p
ri

p
r

p >>∈∈><= χχχχ ,       (13) 

oraz: 

),...,(),...,( )()(
1

1

)(1)()(
1

)(
, χχχχ p

r
pN

k

p
kijN

p
r

pp
Nij UU ∑=

=
,          (14) 

),...,(),...,( )()(
1

1

)(1)()(
1

)(
, χχχχ p

r
pN

k

p
kijN

p
r

pp
Nij VV ∑=

=
,         (15) 

),...,(),...,( )()(
1

1

)(1)()(
1

)(
, χχχχ p

r
pN

k

p
kijN

p
r

pp
Nij ZZ ∑=

=
,         (16) 

I 
I 
I 
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)....,,()...,,(

)...,,()...,,(

)()(
1

)...,,(

)(
,

)()(
1

)...,,(

)(
,

)()(
1

)...,,(

)(
,

)()(
1

)(

)()(
12

)()(
11

)()(
1

χχχχ

χχχχ

χχχχ

χχ

p
r

p

P

p
Nij

p
r

p

P

p
Nij

p
r

p

I

p
Nij

p
r

pp
N

p
r

pp
r

p

p
r

p

ZV

UW

∑+∑

+∑=
      (17) 

 

Symbole odpowiadające relacji χχ *)(*)(
1 ...,, p

n
p  będą oznaczane: I*, P*

1 , P*
2 , U

p
Nij
*)(

, , 

V
p
Nij
*)(

, , Z
p
Nij
*)(

, , W
p

N
*)( , natomiast odpowiadające dowolnej innej relacji χχ ~...,,~ )(

~
)(

1
p

n
p  

będą oznaczane: ,
~
I P

~
1 , P

~
2 , U

p

Nij

~ )(

,
, V

p

Nij

~ )(

,
, Z

p

Nij

~ )(

,
, W

p

N

~ )(
. 

 
Podstawę do konstrukcji estymatora relacji preferencji stanowi następujące 

 
Twierdzenie 1. 

Zmienne losowe W
p

N
*)(  oraz W

p

N

~ )(
 spełniają nierówności: 

0)~( )(*)( <−WWE p
N

p
N ,                                  (18) 

})(2exp{1)~( 2
2
1)(*)( δ−−−≥< NWWP p

N
p

N .                    (19) 

Dowód zob. Klukowski (1994, pkt 5). 
 

Nierówność (19) otrzymuje się na podstawie nierówności Hoeffdinga (zob. 
Hoeffding 1963). Twierdzenie 1 orzeka, że: wartość oczekiwana zmiennej losowej 

W
p

N
*)( , odpowiadającej relacji χχ *)(*)(

1 ...,, p
n

p , jest mniejsza niż wartość oczekiwana 

zmiennej W
p

N

~ )(
, odpowiadającej dowolnej innej relacji χχ ~...,,~ )(

~
)(

1
p

n
p , a ponadto 

prawdopodobieństwo zdarzenia }~{
)(*)(

WW
p

N

p
N <  dąży wykładniczo do jedności, gdy 

N→∞. Zasadne jest zatem przyjęcie estymatora χχ ˆ...,,ˆ )(
ˆ

)(
1

p
n

p  w postaci minimalizu-

jącej wartość zmiennej losowej )...,,( )()(
1

)( χχ p
r

pp
NW , dla danych porównań g1k(xi, xj) 

(k=1, ..., N; <i, j>∈Rm). Ocenę relacji otrzymuje się w wyniku rozwiązania zadania 
optymalizacji dyskretnej o postaci: 

}),(),({min
,

1
)(

1
1)(

xxgxxt ji
Rji

kji

N

kF m
p

∑ −∑
>∈< =

ι

X

,                   (20) 

gdzie: F p)(
X  - zbiór rozwiązań dopuszczalnych (wszystkich relacji porządku w zbio-

rze X), 

t )(
1
ι (xi, xj) – funkcja określająca ι-ty element zbioru F p)(

X . 

 
Liczba rozwiązań zadania (20) może przekraczać jeden; postać jednoznaczną 

można wówczas wybrać losowo lub wprowadzając dodatkowe kryterium, np. wybie-
rając relację minimalizującą wyrażenie 

),(),(
)ˆ...,,ˆ()ˆ...,,ˆ(,

11
1)(

ˆ
)(

12
)(

ˆ
)(

11

xxgxxt ji
PPji

kji

N

kp
n

pp
n

p
∑ −∑

∪>∈< =χχχχ
. 
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3.2. Estymacja relacji porządku dla porównań oceniających różnice rang  
 

W przypadku porównań wskazujących różnicę rang (miejsc w uporządkowa-
niu) funkcja określająca postać relacji wyraża się zależnością T2 : Χ × Χ →D, D={-
(n-1), ..., 0, ..., n-1}, przy czym: 
 

T2(xi, xj) = dij   ⇔  xi∈ χ *)( p
r ,   xj∈ χ *)( p

s ,   dij = r – s.        (21) 
 

Wyniki porównań g2k(xi, xj) mają postać analogiczną, tj. g2k : Χ × Χ → D, 
D={-(m-1), ..., m-1}; wynik g2k(xi, xj)=cijk stanowi ocenę różnicy rang T2(xi, xj), w k-
tym porównaniu, zakłóconą błędem losowym. Zbiór D zawiera liczby całkowite z 
zakresu: -(m-1), ..., m-1, ponieważ nie zakłada się znajomości liczby podzbiorów n. 
 

Przyjmuje się następujące założenia nt. rozkładów błędów porównań: 
 

- niezależność w k-tym i l-tym porównaniu, k≠l (spełnienie warunku (1)); 
- jednomodalność funkcji prawdopodobieństwa błędów porównań T2(xi, xj)-g2k(xi, xj), 
z modą i medianą w zerze, tzn.: 
 

∑
≤0l

P(T2(xi, xj)–g2k(xi, xj)=l )>1/2,                       (22) 

∑
≥0l

P(T2(xi, xj)–g2k(xi, xj)=l )>1/2,                      (23) 

P(T2(xi, xj)–g2k(xi, xj)=l) ≥ P(T2(xi, xj)–g2k(xi, xj)=l+1); l≥0,        (24) 
P(T2(xi, xj)–g2k(xi, xj)=l) ≥ P(T(xi, xj)–g2k(xi, xj)=l-1); l≤0,       (25) 

 
przy czym funkcje prawdopodobieństwa błędów porównań spełniają warunki: 
 

)()( lp
ijkα =P(T2(xi, xj)–g2k(xi, xj) = l; T2(xi, xj) = 0)   (-(m-1)≤l≤(m-1)),      (26) 

)()( lp
ijkβ =P(T2(xi, xj) – g2k(xi, xj) = l; T2(xi, xj) < 0)   (-2(m-1)≤l≤2(m-1)),   (27) 

)()( lp
ijkγ =P(T2(xi, xj) – g2k(xi, xj) = l; T2(xi, xj) > 0)   (-2(m-1)≤l≤2(m-1)),

 (28) 

1)()(
1

)1(
=∑

−

−−=
lp

ijk

m

ml
α , 1)()(

)1(2

)1(2
=∑

−

−−=
lp

ijk

m

ml
β , 1)()(

)1(2

)1(2
=∑

−

−−=
lp

ijk

m

ml
γ . 

 
Nie postulujemy zerowej wartości oczekiwanej błędów porównań. Dla 

uproszczenia zakładamy, że rozkłady błędów T2(xi, xj)-g2k(xi, xj) ((xi, xj)∈X × X) są 
identyczne dla wszystkich k, 1≤k≤N (porównania g21(xi, xj), …, g2N(xi, xj) są niezależ-
nymi zmiennymi losowymi o identycznych rozkładach). 
 

W celu określenia postaci i własności proponowanego estymatora, niezbędne 
są definicje następujących zmiennych losowych: 
 

)...,,( )()(
1

)( χχ p
r

pp
kijU =⎥ g2k(xi, xj)⎥ ;    t2(xi, xj)=0,                   (29) 
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)...,,( )()(
1

)( χχ p
r

pp
kijV =⎥ t2(xi, xj)-g2k(xi, xj)⎥ ;  t2(xi, xj)<0,  (30) 

)...,,( )()(
1

)( χχ p
r

pp
kijZ =⎥ t2(xi, xj)-g2k(xi, xj)⎥ ;    t2(xi, xj)>0,  (31) 

)(⋅W (p)
k = ∑

⋅>∈< )(, Iji
)()( ⋅U p

kij + ∑
⋅>∈< )(, 1Pji

)()( ⋅V p
kij + ∑

⋅>∈< )(, 2Pji
)()( ⋅Z p

kij ,  (32) 

)()(
, ⋅U
p
Nij = ∑ ⋅

=

N

k

p
kijN

1

)(1 )(U ,                (33) 

)()(
, ⋅V
p
Nij = ∑ ⋅

=

N

k

p
kijN

1

)(1 )(V ,                (34) 

)()(
, ⋅Z
p
Nij = ∑ ⋅

=

N

k

p
kijN

1

)(1 )(Z ,                (35) 

)(⋅W
(p)
N = ∑

⋅>∈< )(, Iji
)()(

, ⋅U
p
Nij + ∑

⋅>∈< )(, 1Pji
)(, ⋅V

(p)
Nij + ∑

⋅>∈< )(, 2Pji
)()(

, ⋅Z
p
Nij            (36) 

(I, P1, P2 - zbiory indeksów zdefiniowane zależnościami (10) – (12)). 
 

W rozważanym w tym punkcie problemie również zastosowana będzie kon-

wencja oznaczeń odnosząca się do relacji χχ *)(*)(
1 ...,, p

n
p  oraz χχ ~...,,~ )(

~
)(

1
p

n
p . 

 
Podstawę do konstrukcji estymatora relacji preferencji stanowi następujące 

 
Twierdzenie 2. 

Zmienne losowe W
)( p

N  oraz W
~ )( p

N
 spełniają nierówności: 

)~()(
)()(

WW
p

N

p
N EE < ,                                (37) 

)~(
)()(

WW
p

N

p
NP < ≥1-

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

∑ −−−∑
− ≠ =

))1(2(

))),(),(~),(),(((
2exp

2

2

),(),(
2222

12

m

xxgxxtxxgxxTE
N xxtxxT

jikjijikji

N

kjiji

ϑ

.                          (38) 
gdzie: ϑ  -liczebność )}.,(~),({ 22 xxtxxT jiji ≠  

Dowód: Klukowski (2007a, pkt 4). 
 

Interpretacja nierówności (37)–(38) jest analogiczna do interpretacji nierów-
ności z Twierdzenia 1. Zadanie optymalizacyjne, pozwalające uzyskać oce-

nę χχ ˆ...,,ˆ )(
ˆ

)(
1

p
n

p ,  ma postać: 

min
)(F p

X

{ ∑ ∑ −
⋅>∈< =)(, 1

22 ),(),(
Rji

N

k
jikji

m

xxgxxt }.         (39) 

Rozwiązanie zadania (39) również może być wielokrotne.  
 
Prawa strona nierówności (38) odpowiada określonej postaci relacji 

χχ ~...,,~ )(
~

)(
1

p
n

p . Wyznaczenie jej wartości wymaga znajomości rozkładów błędów 

I I 
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porównań T2(⋅)-g2k(⋅); w przypadku nieznajomości - można je estymować lub osza-
cować. Estymacja rozkładów wymaga odpowiedniej liczności porównań N. Oszaco-
wania prawej strony (38) można otrzymać przyjmując dodatkowe założenia, np.: 

)),(),(()),(),(( 20 220 2 lxxgxxTPlxxgxxTP jil jijil ji =∑ −==∑ − >< , 

)),(),(2 2
lxxgxxT jiji =− = )1),(),(2 2

+=− lxxgxxT jiji   (l≥1), 

)),(),(2 2
lxxgxxT jiji =− = )1),(),(2 2

−=− lxxgxxT jiji   (l≤-1).  

 
4. Estymacja relacji tolerancji 

 
Relacja tolerancji R(t) w zbiorze X={x1, ..., xm} (m≥3) ma postać rodziny pod-

zbiorów χχ *)(*)(
1 ...,, t

n
t  (1<n<m), spełniającej warunki: 

 

U
n

q

t
q

1

*)(

=
χ = X, χ *)(t

q ≠{0}, ∃ q, s  (q≠s): χ *)(t
q ∩ χ *)(t

s ≠{0}.                (40) 

Rodzina χχ *)(*)(
1 ...,, t

n
t zawiera co najmniej dwa podzbiory o niepustej koniunkcji. 

 
4.1. Binarne porównania parami 
 
W celu zapewnienia jednoznaczności opisu relacji tolerancji przy użyciu 

funkcji binarnej, zakłada się, że każdy podzbiór χ )*(t
q ⊂X zawiera element xi, należą-

cy wyłącznie do niego, tj.: xi∈ χ )*(t
q  oraz xi χ∉ *)(t

s , s≠q. W przypadku porównań 

binarnych funkcja charakteryzująca relację tolerancji ma postać 

DT →× XX:3 , D={0, 1}, przy czym: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∩∈

=

=

.przypadkuprzeciwnymw1

;),(że

takie,)sięwykluczanie(,istnieją jesli0

),( *)(*)(
3 χχ t

s
t

qjiji xx

sqsq

xxT        (41) 

 

Porównania parami mają postać Dg k →× XX:3 , D={0, 1}, przy czym: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∩

−

=

.przypadkuprzeciwnymw1

);się  wykluczanie( koniunkcjiwsięznajduje

),(para żewskazuje,porównaniategowynikjesli0

),( )()(
3 sq

xxk

xxg t
s

t
q

ji

jik χχ  (42) 

 

Zakłada się, że błędy −),(3 xxT ji ),(3 xxg jik  są stochastycznie niezależne 

(warunek (1)), a ich funkcje prawdopodobieństwa spełniają warunki: 

 δ )(
33 )),(),(( k

jikji xxgxxTP ≤≠ , δδ ≤)(k , δ∈(0, ½).      (43) 
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Funkcja ),(3 xxt ji , charakteryzująca dowolną postać relacji χ )(
1
t , ..., χ )(t

r , 

wyraża się zależnością Dt →× XX:3 , D={0, 1}, przy czym: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∩∈=

=
przypadku.przeciwnymw1

;),(warunekespelniajac)sięwykluczanie(,istnieją jesli0
),(

)()(

3

χχ t
s

t
qji

ji
xxsqsq

xxt    (44) 

 
Podstawą do konstrukcji i określenia własności estymatora rozważanej relacji 

są zmienne losowe )...,,( )()(
1

)( χχ t
r

tt
ijkU  oraz )...,,( )()(

1
)( χχ t

r
tt

ijkV  o postaci: 

),(),()...,,( 33
)()(

1
)( xxgxxtU jikji

t
r

tt
ijk −=χχ ;   <i, j>∈ χ )(

1
)( ( ttI , ..., ))(χ t

r ,       (45) 

),(),()...,,( 33
)()(

1
)( xxgxxtV jikji

t
r

tt
ijk −=χχ ;   <i, j>∈ χ )(

1
)( ( ttJ , ..., ))(χ t

r ,            (46) 

gdzie: 

χ )(
1

)( ( ttI , ..., ))(χ t
r ={<i, j>⏐ χχ )()()( , t

s
t

qji x,xsq ∩∈∃ , j>i nie wyklucza się q=s}, 

        (47) 

χ )(
1

)( ( ttJ , ..., ))(χ t
r = Rm χ )(

1
)( ( ttI− , ..., ))(χ t

r .         (48) 

 

Symbole odpowiadające relacji χχ *)(*)(
1 ...,, t

n
t  będą oznaczane: U t

ijk
*)( , V t

ijk
*)( , 

I(t)*, J(t)*, a odpowiadające dowolnej innej relacji χχ ~...,,~ )()(
1

t
r

t  – będą oznaczane 

U
t

ijk
~ )( , V

t
ijk

~ )( , I
t~ )( , J

t~ )( . 

 
Podobnie jak w przypadku relacji porządku definiuje się zmienne: 

)...,,( )()(
1

)( χχ t
r

tt
kW , W t

k
*)( , W

t
k

~ )(  i )...,,( )()(
1

)( χχ t
r

tt
NW , W

t
N

*)( , W
t

N

~ )(
 o postaci: 

)...,,( )()(
1

)( χχ t
r

tt
kW = )...,,( )()(

1
)(

)...,,(, )()(
1

)(

χχ
χχ

t
r

tt
ijk

Iji
U

t
r

tt
∑

>∈<
+ 

)...,,( )()(
1

)(

)...,,(, )()(
1

)(

χχ
χχ

t
r

tt
ijk

Jji
V

t
r

tt
∑

>∈<
,            (49) 

W t
k

*)( = U t
ijk

Iji t

*)(

, *)(
∑
>∈<

+ V t
ijk

Jji t

*)(

, *)(
∑
>∈<

,           (50) 

W
t

k
~ )( = U

t
ijk

Iji t

~ )(

~, )(
∑
>∈<

+ V
t

ijk
Jji t

~ )(

~, )(
∑
>∈<

,           (51) 

)...,,( )()(
1

)( χχ t
r

tt
NW = )...,,( )()(

1
)(

1

1 χχ t
r

tt
k

N

k
N W∑

=
,         (52) 

W
t

N
*)( = W t

k

N

k
N

*)(

1

1 ∑
=

,             (53) 

W
t

N

~ )(
= W

t
k

N

k
N

~ )(

1

1 ∑
=

.             (54) 

 

Własności zmiennych losowych W
t

N
*)( oraz W

t

N

~ )(
 określa poniższe 
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Twierdzenie 3. 

Zmienne losowe W
t

N
*)( oraz W

t

N

~ )(
 spełniają nierówności: 

)~
(

)(*)(

WWE
t

N

t

N
− < 0,             (55) 

WP
t

N(
*)( < )~ )(

W
t

N
≥1-exp{-2N )( 2

2
1 δ− }.          (56) 

 
Dowód analogiczny do dowodu Twierdzenia 1, z punktu 3. 
 
Interpretacja nierówności (55), (56) jest analogiczna do przypadku relacji po-

rządku. Zadanie optymalizacyjne będące podstawą do wyznaczenia estymatora ma 
postać: 

),(),(min
,

3
)(

3
1)(

xxgxxt ji
Rji

kji

N

kF m
t

∑ −∑
>∈< =

ι

X

,          (57) 

gdzie: F )(t
X  - zbiór rozwiązań dopuszczalnych (relacji tolerancji w zbiorze X), 

),()(
3 xxt ji
ι  - funkcja charakteryzująca ι-ty element zbioru F )(t

X . 

 
Rozwiązanie zadania (57) również może być wielokrotne.    
 
4.2. Porównania określające liczbę wspólnych cech pary elementów 

 
Podany poniżej estymator jest przeznaczony dla przypadku, gdy każde z po-

równań określa liczebność koniunkcji podzbiorów, do której należy para elementów. 
Przynależność elementu do podzbioru można traktować jako posiadanie określonej 
cechy – przynależność do koniunkcji podzbiorów jest równoznaczna z posiadaniem 
określonego zestawu wspólnych cech przez parę elementów. 
 

Relację R(t) można scharakteryzować, w obecnym przypadku, przy użyciu 
funkcji T4 : X × X → D, D={0, 1, ..., n}, zdefiniowanej w następujący sposób: 

T4(xi, xj) = #(Ω*
i ∩Ω*

j ),            (58) 

gdzie: Ω*
i  - zbiór o postaci Ω*

i ={s⏐xi∈ χ*
s }, 

#(Ξ) – liczba elementów zbioru Ξ. 
 

Alternatywnie relację R(t) można scharakteryzować, przy wykorzystaniu funk-
cji T5 : X × X → D, o postaci: 

T 5(xi, xj) = #(Ψ*
i ∩Ψ*

j ),            (59) 

gdzie: Ψ*
i  - zbiór zdefiniowany zależnością Ψ*

i ={1, ..., n}-Ω*
i . 

 
Funkcja T4(xi, xj) określa liczbę wspólnych cech (podobieństwo) pary elemen-

tów, a funkcja T5(xi, xj) liczbę cech nie posiadanych przez parę (xi, xj), wśród cech 
występujących w zbiorze X (obie funkcje łącznie pozwalają określić niepodobień-
stwo). Każda z tych funkcji może być podstawą do estymacji relacji tolerancji, jak 
również obie łącznie. 
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Porównania parami odpowiadające funkcjom T4(⋅) oraz T5(⋅) mają postać: 

),(4 xxg jik = d ijk4 ,   d ijk4 ∈D,            (60) 

),(5 xxg jik = d ijk5 ,  d ijk5 ∈D,          (61) 

gdzie: d ijkl  ( l =4, 5) jest oceną wartości funkcji ),( xxT jil , zakłóconą błędem loso-

wym, otrzymaną w k-tym porównaniu. 
 

Funkcje prawdopodobieństwa błędów porównań można zapisać w postaci: 

P( ),( xxT jil ),( xxg jik− l =l))= )(lijkα l    ((xi, xi)∈ X × X;   l =4, 5; -n≤l≤n). (62) 

 
Przyjmuje się następujące założenia o błędach porównań: 

- niezależność (tj. spełnienie warunku (1)); 
- jednomodalność funkcji prawdopodobieństwa (moda i mediana w zerze): 

2
1

0
)( >∑

≤l
ijk lα l ,  2

1

0
)( >∑

≥l
ijk lα l ,         (63) 

)(lijkα l ≥ )1( +lijkα l ,  l≥0, ⎫    

      ⎬         (64) 
)(lijkα l ≥ )1( −lijkα l ,  l<0; ⎭     

- nieskorelowanie obu rodzajów porównań, tj. ),(4 xxg jik  oraz ),(5 xxg jiν , tzn. ze-

rowa kowariancja Cov( ),(4 xxg jik , ),(5 xxg srν )=0 (( xx ji , ), ( xx sr , )∈X × X) (ist-

nienie korelacji oznacza, że zawartość informacyjna obu porównań jest podobna). 
 

W celu uproszczenia rozważań przyjmuje się, że rozkłady błędów porównań 
danej pary (xi, xj) są identyczne dla wszystkich k (1≤k≤N). 
 

Zdefiniujmy dla dowolnej relacji tolerancji χχ )()(
1 ...,, t

r
t  w zbiorze X, funkcje: 

t4(⋅), t5(⋅) – analogiczne do funkcji T4(⋅), T5(⋅): 
t4(xi, xj) = #(Ωi ∩Ωj),               (65) 
t5(xi, xj) = #(Ψi ∩Ψj),                (66) 

gdzie: Ωi ={s⏐xi ∈ χ )(t
s } oraz Ψi ={1, ..., r}-Ωi .         (67) 

 
Własności proponowanych estymatorów opierają się na własnościach zmien-

nych losowych: U )(t
ijkl

( χχ )()(
1 ...,, t

r
t ), W )(t

kl ( χχ )()(
1 ...,, t

r
t ), U

)(
,

t
Nijl

)...,,( )()(
1 χχ t

r
t , 

W
)(

,
t
Nl ( χχ )()(

1 ...,, t
r

t ) ( l =4, 5) zdefiniowanych w następujący sposób: 
 

U )(t
ijkl

( χχ )()(
1 ...,, t

r
t )=⏐ tl (xi, xj) ),( xxg jik− l ⏐,          (68) 

W )(t
kl ( χχ )()(

1 ...,, t
r

t )= ∑
>∈< Rji

t
r

tt
ijk

m,

)()(
1

)( )...,,( χχU l ,         (69) 

U
)(
,

t
Nijl

( χχ )()(
1 ...,, t

r
t )= U )(

1

1 t
ijk

N

k
N l∑

=
( χχ )()(

1 ...,, t
r

t ),         (70) 
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W
)(

,
t
Nl

( χχ )()(
1 ...,, t

r
t )= W )(

1

1 t
k

N

k
N l∑

=
( χχ )()(

1 ...,, t
r

t ).        (71) 

 
W celu uproszczenia zapisu będzie stosowana konwencja z poprzedniego 

punktu, tj. symbole odpowiadające relacji χχ *)(*)(
1 ...,, t

n
t  będą oznaczane: U *)(t

ijkl , 

U
*)(
,

t
Nijl

, W
*)(

,
t
Nl , a odpowiadające dowolnej innej relacji χχ ~...,,~ )()(

1
t

r
t  - będą oznaczane: 

U
~ )(t

ijkl
, U

~ )(

,

t

Nijl
, W

~ )(

,

t

Nl
. 

 

Własności zmiennych losowych W
*)(

,
t
Nl

 oraz W
~ )(

,

t

Nl
 są analogiczne do przy-

padku relacji porządku; określa je 
 
Twierdzenie 4. 

Zmienne losowe W
*)(

,
t
Nl

 oraz W
~ )(

,

t

Nl
 spełniają nierówności: 

)~()(
)(

,

*)(

, WW
t

N

t

N
EE ll

< ,             (72) 

,
))1(2(

))),(),(~),(),(((2
exp

1)~(

2

),(~),(

2

1

,

*
,

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

∑ −−−∑−

−≥<

≠ =

m

xxgxxtxxgxxTEN

P

xxtxxT
jikjijikji

N

k

NN

jiji

ϑ
ll

llll

ll WW

 

                (73) 
gdzie: ϑ  - liczność zbioru )},(~),(),{( xxtxxTxx jijiji ll ≠ . 

Dowód zob. Klukowski (2007b, pkt 3). 
 

Interpretacja nierówności (72), (73) jest analogiczna do nierówności z twier-
dzeń 1 – 3. Zadania optymalizacyjne do wyznaczenia oceny relacji mają postać: 

]),(),(min[ )()(

,1)(
xxgxxt ji

t
kji

Rji

N

kF m
t

ll −∑∑
>∈<=

ι

X

  ( l =4 lub 5),        (74) 

+−∑∑
>∈<=

),(),((min[ )(
4

)(
4

,1)(
xxgxxt ji

t
kji

Rji

N

kF m
t

ι

X

),(),( )(
5

)(
5 xxgxxt ji

t
kji −ι )],       (75) 

gdzie: 

F t )(
X  – zbiór rozwiązań dopuszczalnych (wszystkich relacji tolerancji w zbiorze X); 

)()( ⋅t ι
l - funkcja charakteryzująca ι -ty element zbioru F t )(

X . 

 
Oba zadania mogą mieć rozwiązania wielokrotne. Zadanie (75) znajduje za-

stosowanie w przypadku dysponowania obydwoma rodzajami porównań. Zapewnia 
ono lepszą precyzję estymacji, w stosunku do zadania (74), ponieważ opiera się na 
próbie o podwojonej wielkości, tj. 2N. 
 
 

I I 

I 

I I 
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5. Estymacja relacji równoważności 
 

Relacja równoważności R(e) rozbija zbiór }...,,{ 1 xx m=X  (3≤m<∞) na pod-

zbiory )2(...,, *)(*)(
1 ≥ne

n
e χχ  z koniunkcjami będącymi zbiorami pustymi, tj.: 

U
n

i

e
i

1

*)(

=
= χX , }{*)(*)( 0=∩ χχ e

s
e

r ;   r≠s,         (76) 

gdzie: }{0  - zbiór pusty. 

 
Relację równoważności można scharakteryzować za pomocą funkcji 

DT →× XX:6 , D={0, 1}, o postaci: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

=
.przypadku przeciwnym w1

;),(że takie,istnieje jesli0
),(

*)(

6

χ e
qji

ji
xxq

xxT          (77) 

 
Porównania parami mają, w rozważanym obecnie przypadku, postać funkcji 

Dg k →× XX:6 , D={0, 1}, zdefiniowanej w następujący sposób: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈∃

−

=

.przypadku przeciwnym w1

;),(żetakie,  tj.podzbioru, wspólnegodonależa

),(para że wskazuje,porownania tego wynikjesli0

),( *)(
6 χ e

qji

ji

jik xxq

xxk

xxg   (78) 

 
Funkcje prawdopodobieństwa błędów porównań spełniają warunki: 

δ )(
66 )),(),(( k

jijik xxTxxgP ≤≠ ; 2
1)( 0; <<≤ δδδ k ;        (79) 

zakłada się, że porównania g6k(⋅) oraz g6l(⋅) są, w przypadku k≠l, stochastycznie nie-
zależne (warunek (1)). 
 

Dla dowolnej relacji równoważności χ )(
1
e , ..., χ )(e

r  w zbiorze X, zdefiniujmy 

funkcję t6(xi, xj) o postaci analogicznej do funkcji T6(xi, xj): 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

=
przypadku; przeciwnym w1

;),( warunekespelniajacistnieje jesli0
),(

)(

6

χ e
qji

ji
xxq

xxt        (80) 

oraz zmienne losowe: 

),(),()...,,( 661
)( xxgxxtU jikjir

e
ijk −=χχ ;   <i, j>∈ χ )(

1
)( ( eeI , ..., ))(χ e

r ,    (81) 

),(),()...,,( 661
)( xxgxxtV jikjir

e
ijk −=χχ ;   <i, j>∈ χ )(

1
)( ( eeJ , ..., ))(χ e

r ,   (82) 

 

gdzie: χ )(
1

)( ( eeI , ..., ))(χ e
r  oraz χ )(

1
)( ( eeJ , ..., ))(χ e

r  zbiory indeksów o postaci: 

χ )(
1

)( ( eeI , ..., ))(χ e
r  ={<i, j>⏐ χ qji x,xq ∈∃ )( ze taki, ; j>i},       (83) 

χ )(
1

)( ( eeJ , ..., ))(χ e
r =Rm - χ )(

1
)( ( eeI , ..., ))(χ e

r .         (84) 

 

I 
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Zbiór )()( ⋅I e  zawiera indeksy par takich, że oba elementy należą do wspólne-

go podzbioru, a zbiór )()( ⋅J e  – par należących do różnych podzbiorów. 

 

Symbole odpowiadające relacji χχ *)(*)(
1 ...,, e

n
e  będą oznaczane: U e

kij
*)( , V e

kij
*)( , 

I(e)*, J(e)*, W e
k

*)(  natomiast odpowiadające dowolnej innej relacji χχ ~...,,~ )()(
1

e
r

e - będą 

oznaczane: U
e

kij
~ )( , V

e
kij

~ )( , W e
k

*)( , I
e~ )( , J

e~ )( . 

 
Podstawą do konstrukcji estymatora i określenia jego własności są zmienne 

losowe )...,,( )()(
1

)( χχ e
r

ee
kW , W e

k
*)( , W

e
k

~ )(  oraz )...,,( )()(
1

)( χχ e
r

ee
NW ,  o postaci: 
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r
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V
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   (85) 

)...,,( )()(
1

)( χχ e
r

ee
NW = )...,,( )()(

1
)(

1

1 χχ e
r

ee
k

N

k
N W∑

=
.   (86) 

 

Własności zmiennych losowych W
e

N
*)(  oraz W

e

N

~ )(
 odpowiadających relacjom 

– odpowiednio χχ *)(*)(
1 ...,, e

n
e  oraz χχ ~...,,~ )()(

1
e

r
e  - są określone przez 

 
Twierdzenie 5. 

Zmienne losowe W
e

N
*)(  oraz W

e

N

~ )(
 spełniają nierówności: 

 

)( *)(
WE e

N < )~(
)(

WE
e

N
,             (87) 

<WP e
N

*)(( { })(2exp1)~ 2
2
1)( δ−−−≥ NW

e

N
.          (88) 

 
Dowód nierówności (87), (88) analogiczny do dowodu nierówności z Twier-

dzenia 1. 
 

Zadanie optymalizacyjne służące do wyznaczenia oceny χχ ˆ...,,ˆ )()(
1

e
n

e  ma po-

stać: 

),(),(min
,

6
)(

6
1)(

xxgxxt ji
Rji

kji

N

kF m
e

∑ −∑
>∈< =

ι

X

,          (89) 

gdzie: 

F e)(
X - zbiór rozwiązań dopuszczalnych (wszystkich relacji równoważności w X), 

),()(
6 xxt ji
ι  - funkcja określająca ι-ty element zbioru F e)(

X . 

 
Zadanie (89) również może mieć więcej niż jedno rozwiązanie. 
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6. Podsumowanie  

 
Omówione w pracy estymatory relacji porządku, tolerancji i równoważności, 

charakteryzują się: 
- dobrymi własnościami statystycznymi, 
- szerokim zakresem zastosowań – ze względu słabe założenia, 
- jednorodnością postaci, 
- łatwością stosowania, a także intuicyjną formą. 
 

Wyniki dotychczasowych badań empirycznych i symulacyjnych potwierdzają 
ich praktyczną przydatność; wskazują ponadto, że jest to pole dla dalszych warto-
ściowych badań, zwłaszcza symulacyjnych. 
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