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Czoś6 czwarta 

Z.&STOSOWANIE LINIOWEGO REGULATORA OPTYMALNEGO 
W UKŁADZIE Z OGRANICZENIEM SYGNAŁU STERUJ.CEGO 

Rozpatrzono warunki, przy których regulator op­
tymalny dla układu lini.owego będzie realizował 
sterowanie optymalne w układzie z ograniczeniem 
sygnału sterującego. Rozpatrzono dwa przypadki: 
przypadek ograniczonego i przypadek nieograniczo­
nego obszaru zmian wa:runków początkowych. W przy­
padku drugim spełnienie wspomnianego warunku wyma­
ga, aby sygnał sterujący był monotonicznie male­
jącą funkcją czasu. 

Przedstawiono motliwoś6 stosowania algorytmu 
suboptymalnego, którego realizacja zapewnia mono­
toniczny przebieg sygnału sterującego. Realizacja 
takiego algorytmu jest duto łatwiejsza niż reali­
zacja algorytmu optymalnego, zwłaszcza w przypadku 
obiektów sterowania o niepełnej informacji począt­
kowej. 

1 • UWAGI OGóLNE 

Zagadnienie syntezy reg,~latora optymalnego dla układu liniowego 
w przypadku całkowego wskaźnika jakości o kwadratowej funkcji kosz­
tów zostało rozwiązane przez A.M. Lotowa w cyklu artykułów doty­
czących tzw. analitycznego konstruowania regulatorów /84, 85/. Za­
gadnieniu temu były również poświęcone prace R.E. Kalmana /61/, 
który zajmował się zarówno syntezą regulatora dla zadanego wskaź­

nika jakości, jak i zagadnieniem odwrotnym, a mianowicie wyznacza­
niem wskaźników jakości o kwadratowej funkcji koszt~w, dla których 
zadany układ liniowy jest optymalny. 

W pracy A.M. Latowa i N.N. Krasowskiego /70/ omówiono przypa­
dek, w którym na sygnał sterujący jest nuożone ograniczenie. W 
pracy tej podano warunki, dla których układ optymalny bez uwzględ­
nienia ograniczeń nałożonych na sygnał stet'Ującybędzie nadal ukła­
dem optymalnym przy istnieniu ograniczeń. Jednakże celem tej pracy 
było jedynie wykazanie możliwości istnienia takich warunk6w, w~bec 



czego nie ma w niej efektywnej metody ich wyznaczania. 
W pracy Z.V. Rekasiusa i T.C. Hsia /102/ warunki, przy których 

sterowanie optymalne liniowe jest sterowaniem optymalnym przy ist­
nieniu ograniczeń, podanow postaci równania macierzowego. 

W pracy C.D. Johnsona i W.M. Wonhama /58/ warunki optymalności 

regulatora.liniowego przy ograniczeniu sygnału sterującego są 

przedstawione w postaci pewnej zależności współczynników funkcji 
kosztów od wartości własnych macierzy, określonej równaniem układu 
otwartego. 

Wyznaczenie sterowania optymalnego w przypadku układu liniowego 
bez ograniczeń przy wskaźniku jakości o kwadratowej funkcji kosz­
tów jest zadaniem stosunkowo prostym. Otrzymany w wyniku syntezy 
regulator optymalny jest regulatorem liniowym. To samo dotyczy, 
oczywiście, przypadku, gdy stany początkow~ układu znajdują sit w 
obszarze, w którym sterowanie optymalne nie osiąga ograniczenia. 

G~y sterowanie optymalne przebiega monotonieznie, wówczas, mimo 
iż warunki początkowe mogą by6 takie, że w chwili początkowej syg­
nał sterujący znajduje sit na ograniczeniu, w obszarze, w którym 
znajduje sio on poniżej ograniczenia (w obszarze liniowym), regu­
lator optymalny bodzie ~ównież regulatorem liniowym. 

Natomiast w przypadku ogólnym, gdy możliwe jest dojście do ogra­
niczenia z obszaru liniowego, wyznaczenie algorytmu optymalnego sta­
je sit zagadnieniem bardzo złożonymi okazuje sit, że opłaca sio 
przed osiągni9ciem ograniczenia, wiokezym kosztem niż przy opty­
malnym sterowaniu liniowym zbliżyć sio bardziej do celu. W tym 
przypadku sterowanie optymalne nie jest już sterowaniem liniowym. 

Sprawa komplikuje si@ jeszc?.e bardziej, gdy posiadana przez nas 
informacja początkowa o obiekcie sterowania jest niepełna,a więc 

gdy wyznaczenie sterowania optymalnego jest związane z koniecznoś­
cią jednoczesnej identyfikacji obiektu. 

Aby uniknąć wspomnianych trudności, które do chwili obecnej nie 
znalazły pozytywnego rozwiązania, proponuje sio zastosowanie pew­
nego uproszczenia. Polega ono na tym, że zamiast sterowania opty­
malizującego zadany wskaźnik jakości optymalizuje sio pewien wskaź­
nik jakości zast9pczy, zbliżony w sensie przyj9tej miary do wskaź­
nika rzeczywistego. Zaet9pezy wskaźnik jakości jest tak dobrany, 
że optymalne dla niego sterow&1ie jest przebiegiem monotonicznym. 
Jest więc stosunkowo łatwe do wyznaczenia nawet w przypadku nie-

74 



pełnej informacji o procesie sterowanym. 

2. WARUNKI JEDNOCZESNEJ OPTYKALNOSCI 
UKŁADU LINIOWEGO I UKŁADU Z OGR.A.UCZENIEM 

Zagadnienie rozpatrywane w tym rozdziale polega na okrd_leniu 
warunk6w, przy kt6rych sygnał sterujący minimalizujący funkcjonał 

00 OC1 

I(to> = ~ [!T(t) B !(t) + h2 u2(t)]dt = ~ r[!Ct),u(t)]dt (1) 
to to 

dla przebieg6w w układzie opisanym r6wnaniem wektorowym 

q(t) --dt 
Q !(t) + ~ u(t) przy (2) 

gdzie: !(t) - wektor stanu, Q - macierz kwadratowa, !ł - wektor, 
u(t) - wielko,6 skalarna, przy ograniczeniu 

lu(t) l i$:L 0) 

ma posta6 

L przy u0 (t) :;i. L 

u1 (t) = UO przy u0 (t) < L (4) 

-L przy u0 (t) ~-L 

gdzie 

uo(t) • g_oT !(t) (5) 

Sterowanie (5) minimalizuje funkcjonał ( 1) w przypadku układu 

liniowego, tzn. bez uwzgltdnienia ogranieze6 (3). 
Zagadnienie to ma bardzo ważny aspekt praktyczny, gdyż liniowy 
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regulator optymalny (5) przy istnieniu ograniczeń btdzie realiso­
wał samoczynnie algorytm (4). Jeżeli jest to wite algorytm opty­
malny-, to przy syntezie można nie uwzgltdniad wpływu ograniczeń. 

To samo dotyczy układów adaptacyjny-eh, w których synteza optymal­
nego regulatora liniowego odbywa sit automatycznie. 

Warunki, przy-których algorytm (4) dla omawianego zadania jest 
algorytmem optymalnym, są przedstawione w sposób ogólny w pracy N. 
N. Krasowskiego i A.M. Lotowa /70/. W pracy tej punktem wyjfcia 
jest równanie programowania dynamicznego Bellmana. Jak wiadomo,wy­
znaczenie sterowania optymalnego metodą programowania dynamicznego 
sprowadza się do rozwiązania względem funkcji V(!)= min I(!, u; 
równania u 

min f !! + f(!, u)l • dV I + f(!, uL) • o (6) 
lu I do L ldt 'J dt U•UL 

przy czym 

Jeżeli przy rozwiązaniu równania (6) obszar zmieDJ10,ci waziWlków 
początkowych !o, w którym szulca sit rozwiązania V(!) , rozbija 
sit na podobszary j ,g_0T! I < L oras I ,g_0T! I;. L , to algorytm (4) 

bodzie algorytmem optymalnym wtedy 1 tylko wtedy, kieą funkcja 
V(!) , spełniaj,ca w poszczególnych obszarach róWD&Die (6), bfdsie 
ci,gła przy przejjciu z jednego podobezaru do innego podobazlU'U. 
Natomiast w przypadku gdy funkcja V(!) jest ciuła •emtdżte oprócz 
punlctów let,cycb na hiperpłaszczyznach rosdzielaj,cych podobesary 

przy czym 
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to algorytm (4} minimalizuje funkcjonał 

r 
u)dt - r: ~s(V) {7) 

8=1 

przy czym: A 8 (V) - skok funkcji V(!) przy przejściu przez hi­

perpłaszczyznt rozdzielającą; r - liczba przejść toru punktu opi­
sującego przez to hiperpłaszczyzno. 

Biorą za podstawo podany warunek ciągłości można sformułować 

twierdzenie, że a 1 go rytm (4) okr eś 1 a st e -
rowanie optymalne jedynie w przy-
p a d k a c h , g d y j e g o r e a 1 i z a c j a n i e 
p o w o d u j e p r z e j ś c i a t o r u p u n k t u o -
pisującego z obszaru sterowania 
1 i n i o w e g o Vi o b s z a r n a a y c e n i a • Dowód 
tego można oprzeć na naet1pującym rozumowaniu: 

Zakłada sit, że startuje sio od warunków pocz,tkowych, dla któ­
rych dopuszczalne jest sterowanie liniowe. Bez ograniczenia ogól­
ności rozważaó można zł;l2ożyć, że interesuje nas obszarwarunk6w po­
czątkowych, dla kt6rego przyjoty algorytm sterowania powoduje je­
dynie jednokrotne przejście z obszaru liniowego w obszar nasycenia 
(rye. 1) • 

u 

L 
t 

-L 

Rys. 1. Przebieg u(t) w u.tładzie z ograJUczeniem lu(t)J.;L 

Sprawdzimy, ~;y algorytm (4) [u(t) • uL(t)] real1zuJe w tya 
przypadku sterowanie opt:,mal~•• W tym celu rozpatrsym,J" poazczeg61-
ne odcinki toru punktą opisującego w przeat~eni et8AU. 

Od warunków początk0197ch w chwili t 8 , a wite prą Q~(t8 ) • 
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= L oraz ..!.[c0 T X(t>} . >O, ster~waniem optymalnym jest at - - t-t 
s 

pewno sterowanie 

u(t) • { L 

na 

wiadomo bowiem, że przy QoT !(t) > L sterowanie u(t) • L speł­
nia równanie Bellmana, natomiast w chwili t 1 , a wioc przy 
c0 T X(t1 ) = L i dtd [c0 T X(t)] < O sterowaniem optymalnym jest 
- - - t=t1 

na pewno sterowanie u0 (t} , gdyż jedynie to sterowanie minimali­
zuje funkcjonał ( 1) w granicach t 1 ...; t < oo • 

Wartość ekstremalną wskaźnika jakości dla warunków początkowych 
istniejących w chwili ts oznacza sio symbolem V{ts, uL) • 

Obecnie zakłada sio, że od punktu w przestrzeni stanu !(t0 ) 

doszło sio do punktu !{t8 ) stosując sterowanie u(t) = u0 (t) • 
Sterowanie to spełnia równanie Bellmana na tym odcinku toru, jed­
nakże w chwili ts otrzymuje sio 

V{ts, u0 ) .c::: V(t 8 , uL) (8) 

przy czym V(ts, u0 ) - wartość wskaźnika jakości w chwili ts przy 
sterowaniu u(t) = u0 (t) • 

Nierówność (8) ~usi być spełniona, gdyż w przeciwnym przypadku 
- w układzie bez ograniczeń - sterowanie nieliniowe byłoby korzy­
stniejsze niż sterowanie optymalne u0 (t) , co jest absurdem. Nie­
równość (8) oznacza jednak nieciągłość rozwiązania równania Bell­
mana przy sterowaniu (4) w punkcie t = ts, czyli nieciągłość to­
ru ekstremalnego w tym punkcie. Z p~zedstawionego rozumowania wy­
nika więc jednoznaczny wniosek, że sterowanie u(t) = uL(t) nie 
je~t sterowaniem optymalnym, w przypadku ogólnym. 

Przeprowadzone rozumowanie dla układu drugiego rzodu ilustruje 
rys. 2. Linią ciągłą oznaczono na nim tor punktu opisującego dla 
u(t) .. uL(t}, natomiast linią przerywaną - ~rzykładowo - tor op­
tymalny. 
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furp~y u-~ u-~ 
X2 

x, 

Rys. 2. Tory punktu opisującego w układzie drugiego 
rztdu przy sterowaniu u(t) = u1 (t) (linia ciągła) 
oraz przy sterowaniu optymalnym (linia przerywana) 

Sterowanie u(t) • uL(t) bodzie sterowaniem optymalnyc jedynie 
wtedy, kiedy jego realitacja nie spowoduje przejścia sygnału ste­
rującego z obszaru liniowego w obszar nasycenia. Postulat ten może 
by6 spełniony w nastopujących przypadkach: 

a) gdy obszar zmienności warunków początkowycn !o jest odpo­
wiednio ograniczony, 

b) gdy sterowanie optymalne jest monotonicznie malejącą funkcją 
czasu. 

Rozpatrzmy dokładniej oba te przypadki. 

3. OGRANICZENIE OBSZARU ZMIENNOSCI WARUNKÓW POCZłTKOWYCH 

Jest rzeczą oczywistą, że dla układu stabilnego w przestrzeni 
współrzędnych stanu !(t) można wyodrębni6 pewien obszar S ta­
ki, że przy !o= X(t = t 0) c S i u(t) = u0 (t) będzie obowiązy­
wała nierównoś6 QoT !(t) 6 L dla t ~ t 0 • 

Obszar S będzie ograniczony hiperpłaszczyznami QoT!(t) = i L 
oraz hiperpowierzchniami, na których znajdują się tory styczne do 
tych hiperpłaszczyzn. 

Dla warunków początkowych znajdujących s1i w obszarze S ogra-
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niczenie nie odgrywa żadnej roli, a wite sterowanie 
jest sterowaniem optymalnym. 

u{t) .. u0 (t) 

W przestrzeni wap6łrz1dn;vch stanu można również wyodr9bni6 pe­
wien obszar N, obejmujący obszar S, taki, że przy !o= X{t • 
• t 0 ) C:. N i u(t) • u1{t) bfdzie obowiązywało -

i [c0T X(t>] < o 
dt - -

i (c0 T X(t)) > o 
dt - -

przy 

przy 

g_0T !Ct) = L } 

dla 

g_oT X(t) ""-L 

(9) 

Innymi słowy, dla warunków początkowych leżących w obszarze N 
~ygnał sterujący może przejś6 z obszaru nasycenia w obszar linio­
wy, lecz nie przeciwnie. Wobec ·tego w rozwiązaniu równania (6) nie 
b9dzie punk:t6w nieciągłości, które występują jedynie przy przejś­

ciu wielkości g_0 T !(t) z obszaru liniowego w obszar nasycenia. A 
wite dla warunków początkowych znajdujących sit w obszarze N ste­
rowanie u(t) = u1{t) bodzie sterowaniem optymalnym. 

Obszary S 1 N dla układu drugiego rzędu przedstawiono na 
rys. J. 
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Rys. J. Obszary N 1 S w układzie drugiego rzędu 

Dla liniowego układu drugiego rzędu optymalny sygnał sterujący 



jest wyrażony zależnością 

(9) 

Na płaszczyźnie- stanu (rys. 3) można wykreśli6 proste ograni­
czające obszar sterowania liniowego. Bodą one określone r6wnania­
n1i: 

(10) 

Obszar S jest wyznaczony przez proste (10) oraz tory punktu 
opisującego, styczne do tych prostych (obszar S jest zakreskowa­
ny poziomo na rys. J). 

Punkt opisujący, kt6rego tor rozpoczyna siew obszarze N (z~­
kreskowanym pionowo na rys. 3), może przeciłlĆ · Proste ograniczające 

obszar sterowania liniowego jedynie w kierunku z obszaru nasycenia 
w obszar sterowania liniowego. 

Pr~ y kład. Wyprowadzimy równania torów ogrąicz.~jącyc~ 

dla układu opisanego równaniami 

przy wskaźniku j~ości 

i przy ograniczeniu 

00 

I • f Clf~ + ~2\12)dt 

o 

lul~ L 

(11) 

( 12) 

(13) 

Sygnał sterujący u0 (t) minimalizujący funkcjonał (12) bez u­
wzglodnienia ograniczeń jest wyrażony wzorem (9), w ttó~ (z.ob. 
(83) w czości trzeciej) 

o 1 
c1 = - -h ' c~ = -{[ (14) 
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Równani.a liniowego układu optymalnego otrzymuje sio po podsta­
wieniu (14) do (11). 

Aby otr~ymać tory optymalne w przestrzeni stanu, dzieli sio 
przez siebie równania (11) przy u(t) = u0 (t) • Otrzymuje sio 

Po podstawieniu x1/x2 = y do (15) otrzymuje sit równanie z 
rozdzielającymi sio zmiennymi, które po scałkowaniu i uporządkowa­

niu przyjmuje postać równania spirali logarytmicznej 

ln K(x~ + v'2łi x1x2 + h:x~) + 2 arc tg (1 : + ·ff x1) = O (16) Vh x2 · 

przy czym K - stała całkowania zależna od warunków początkowych. 
W punktach styczności x = xs nachylenie prostych (10) ograni­

czających obsza:r ~owy 

o _:i __ .!I' 
co V2łi 

2 

( 17) 

oraz nachylenie torów fazowych krzywej (16) wyrażone zależnością 

(15) są sobie równe 

s „rr .1~ p.rr 
\'2h h XS Yii -

2 

( 18) . 

Poza tym w punktach styczności obowiązują równania (1.0).Po pod­
stawieniu (18) do (10) otrzymuje sit współrzt~ne punktów stycznoś­
ci 
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X~= ;t V2b' L, XS=+ hL 
1 (19) 

Po podstawieniu (19) do (16) otrzymuje sio stałą całkowania 



określającą tory graniczne 

Równania określające tory graniczne otrzymuje sio podetawiając 
stałą całkowania Ks · z (20) do (16) 

lub 

4. WARUNKI MONOTONICZNOSCI SYGNAŁU STERUJłCEGO 

Przebieg sygnału sterującego u(t) w obszarze sterowań dopusz­
czalnych ju(t}j <E: L bodzie malejącym przebiegiem monotonicznym, 
niezależnie od warunków początkowych, gdy bodzie różnił ·sio zna­
kiem od swojej pochodnej wzglodem czasu. Warunek ten dla przebie­
gów opisanych liniowymi równaniami różnic~kowymi można zapisad w 
postaci 

przy czym ex,. < O • 

du(t) • °'u(t) 
dt 

(23) 

Po uwzglodnieniu równania obiektu sterowania (2) i równania re­
gulatora 

u(t) • g_T !(t) (24) 

otrzymamy 
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lub 

(25) 

W pracy /102/ równanie macierzowe (25) jest punktem wyj,cia do 
otrzymania ~arunków, dla których algorytm (4) jest algorytmem op- · 
tymalnym. 

Z (25) motna wyznaczy6 zaletno,6 

i• 11 2, ••• , n (26) 

Parametry ci, które spełniają równania (25), bodą w dalszym 
ciągu oznaczone symbolem ci*• Są to parametry, przy których syg­
nał steruj~cy bodzie J11onotonicznie malejącą tunkoją czaeu. 

Pr z y kład. Rozpatrzmy układ rzodu drugiego opisany rów-
naniem 

d.%1 
o 1 %1 

dt 
O %1< 0> • %10 

- + UJ (27) 

dx 
~ -q1 -42 %2 
dt 

gdzie 

(28) 

W tym przypadku równanie (25) bodzie miało postacS 

(29) 

Z (29) otrzymujemy równania 

(.30) 
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ll'yznaczymy przebiegi w układzie: x1(~) , x2(t) , u(t) • 
Równanie charakterystyczne układu ma postad 

01) 

(32) 

Po uwzgl9dn1eniu warunk6w monotoniczno,ci (JO) otrzymamy z ()2) 

2 c• c* 
1 + c..1 - oc. > T - ..1 oc.. o c2 c2 

())) 

Z 03) wynika 

11 - OC, • 04) 

Przebiegi x1(t) oraz x2(t) moina przedstawid nast1pująco: 

Po podstawieniu {31) i 05) do (28) otrzymuje sio przebi.eg 

05) 

(36) 
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5. WYBOR STEROWANIA SUBOPTYMALNEGO 
W KLASIE STEROW.Al1 MONOTONICZNYCH 

Gdy wartości optymalnych parametr6w regulatora nie spełniają 

warunku monotoniczności, optymalizacja układu przy istnieniu ogra­
niczeń wymaga zastosowania regulatora nieliniowego o parametrach 
zależnych od bieżących wartości współrzędnych etanu. Zagadnienie 
staje sio skomplikowane zar6wno, jeśli chodzi o obliczenia, jak i 

~· .. 

realizację. Bardzo trudne, jeżeli nie_ wr9cz niemożliwe, staje sio 
rozwiązanie problemu w przypadku niepełnej apriorycznej informacji 
o procesie sterowanym, a wioc w przypadku, gdy · istnieje koniecz­
ność stosowania regulatora adaptacyjnego. 

W związku z powyższym wydaje sio sensowne przejście od zagad­
nienia optymalnego do zagadnienia euboptymalnego, kt6re polega na 
doborze sygnału sterującego w klasie przebieg6w monotonicznych. 

Dla układu liniowego stabilnego, przy kwadratowej funkcji kosz­
tów, wartość wskaźnika jakości dla zadanych warunków początkowych 
jest określona formą kwadratową współrzędnych stanu w chwili po­
czątkowej (zob. część trzecia): 

(37) 

Uwzględniając że r6wnanie regulatora ma postać 

u(t) = g_T !(t) (38) 

otrzymuje sit z (1), (2) i 07) po zr6żniczkowaniu i podstawieniu 

{24) 

(39) 

Parametry regulatora optymalnego są określone zależnością 

Co~ - ...!. A0 G (40) 
- h2 

gdzie Ao „ A(Q, Q., Q)I • 
Q=-Q.o 
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Po podstawieniu (40) do 09) otrzymuje sio r6wnanie obowiązują­
ce dla sterowania optymalnego _ 

QT A + AQ - -\ AQTQA + :S = O 
h 

(41) 

Z r6wnania macierzowego (39) można wyznaczyć elementy macierzy 
A jako funkc j ~ elementów mącierzy B i ~ektora Q zgodnie z wzo­
rem (12). 

Podstawiając nastepnie elementy macierzy A do r6wnań wynika­
jących z (41) uzyskuje sio zależności wiążące parametry regulatora 
optymalnego, obiektu sterowania i współczynniki funkcji koszt6w. 

Przy zadanych r6wnan1ach oraz parametrach obiektu sterowania i 
regulatora z zależności tych można wyznaczyć elementy macierzy B, 
określające wskaźnik jako~ci o postaci (1), wzgl9dem którego dany 
u.kład jest optymalny. 

Ody do wzoru (41) podstawić współczynniki cf• c~ spełniające 
warunki monotoniczności, otrzymuje si9 macierz 

(42) 

określającą rodzino wskaźnik6w jakości, dla kt6rych sterowanie op­
tymal.ne danym układem jest· m9notoniczną funkcją czaeu 0 

Oczywiście, tylko w szczególnych przypadkach · zadany wskaźnik 

jako1foi bodzie należał do rodziny wyznaczonej zależpością (42).Je­
żeli jednak różnice są niewielkie, można zgodzić eitna pewną eub­
optymalizacjo, która polega na zastąpieniu rzeczywistego wskaźnika 
jakości wskaźnikiem zaste_pczym 

(43) 

Jako podstawo do wyboru wartości współczynnika oe. można wyko­
rzystać na przykład warunek minimalizacji wyrażenia 

(44) 
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Oczywista, w •niekt6r,ych · prz;ypadkach, na przykład gdy sterowa­
nieoptymalne jest silnie oscylacyjne, proponowane uproszczenie mo­
że okazać sit nie do przyjtcia. 

Należ7 również zauważ76, że zaproponowana tu metoda nie rozwią­
zuje zagadnienia optymalnego sterowania obiektami o zmieniających 
sit parametrach za pomocą algorytmu przedstawionego w części 3 t 

albowiem jednoczesne spełnienie warunków monotoniczności i warun-
ków mjnjmal.izacji wskaźnika jakości, w ogóln;ym prz;ypadku, możliwe 

jest jedynie dla określonych parametrów obiektu sterowania. Opty­
malne sterowanie przy inilych parametrach może już nie spełniać wa­
runku monotoniczności. Natomiast w przypadku ograniczonego obszaru 
warunków początkoąch, gdy sterowanie optymalne ma postać (4), do 
obiektu o zmieniających się parametrach można zastosować algorytm 
ada~tacji zaproponowany w cz9ści 3. 

Pr z y kład. Rozpatrzią układ rztdu drugiego (rys. 4) opi-
sany równaniami: 

gdzie 

~/dt = ~• x1Cto> = ~o 
~/dt = u - ~• ~(t0) = ~o 

przy wskatn:iku jakości 
00 

I(to> = i (b11~ + b2~ + h2u2)dt 

to 

R;ys. 4. Schemat blokowy 
układu opisanego równaniem (45) 

(45) 

(46) 

x, 

Szuka sit współczynników b11 = b11 i b22 = b;2 , dla których 
sterowanie optymalne jest sterowaniem monotonicznym. 
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Parametry regulatora, przy których sterowanie jest przebiegiem 
monotonicznym, otrzymuje się z zależności (25), która w rozpatry­
wanym przypadku ma postać 

°' c1 = c"'c * "' * "'( * 1 2 oe,c2 = c1 + c2 c2 - 1) 

skąd wynika 

* c1 = O<, ' "' c2 = °" . 

W dalszym ciągu na podstawie (44) oblicza się 

Współczynnik a 11 nie jest potrzebny do dalszych obliczeń. 
Po podstawieniu (48) do (49) otrzymuje sie 

* + °'2h2 oc.h2(2 - °') * b11 - b22 
8 12 = - a22 = 2 O(, 2( °' - 1) 

Po podstawieniu do (41) wzorów (50) otrzymuje się 

* b11 = h20<,2 , * b22 = h2 °"2 

( 47) 

(48) 

( 49) 

(50) 

(51) 

Z (51) wynika, że monotoniczny przebieg sygnału sterującego jest 
przebiegiem optymalnym dla układu (45) wówczas, gdy wskaźnik ja­
kości ma postać 

CC, 

I(t0 ) = i [ h 2 oc,2 (x~ + x~) + u 2} dt 

to 
(52) 

a więc, gdy współczynniki funkcji kosztów przy współrzędnych x1 i 

x b~dą jednakowe. Natomiast w przypadku gdy wskaźnik jakości ma 
i~ą postać, można dokonać suboptymalizacji zgodnie ze wzorem (44). 

89 



Zał6żmy jako przykład, że ws~aźnik jakości ma poeta6 

00 

I(t0) = ! (xi + 0,5x~ + u2)dt 

to 
(53) 

Szuka się zastępczego wskaźnika jakości minimalizując względem 

°" wyrażenie 

(54) 

R6żniczkując (54) względem ~ i przyrównując otr zymane wyraże­
nie do zera, otrzymuje się 

90 

~opt = 0,75 

Zastępczy wskaźnik jakości ma więc posta6 

00 

r*ct0) = ~ [ o, 75Cxi + x~) + u2] dt 

to 
(55) 
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