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4. Systemy wielostanowe 

W celu zdefiniowania bardziej ogólnych systemów wielostanowych 
przyjmujemy, że: 

- E;, i= 1,2, ... ,n, są elementami systemu, 

- wszystkie rozważane elementy oraz system mają zbiór stanów {0,1, ... ,z}, 
gdzie z~ 1, 

- stany są uporządkowane, O jest stanem najgorszym, natomiast stan z jest 
najlepszym, 

- T;(u), i = 1, 2, ... , n, są niezależnymi zmiennymi losowymi 
reprezentującymi czasy przebywania elementów E; w podzbiorze stanów 
{ u,u+ 1, ... ,z}, podczas gdy elementy te w chwili t = O znajdowały się w 
stanie z, 

- T(u) jest zmienną losową reprezentującą czas przebywania systemu w 
podzbiorze stanów { u,u+ 1, ... ,z}, podczas gdy w chwili t = O system ten 
znajdował w stanie z, 

- stany systemu oraz elementów pogarszają się wraz z upływem czasu t bez 
napraw, 

- e;(t) jest stanem elementu E; w chwili t, t E (-00, 00), podczas gdy element 
w chwili t = O znajdował się w stanie z, 

- s(t) jest stanem systemu w chwili t, t E (-00,00 ), podczas gdy system w 
chwili t = O znajdował się w stanie z. 

Definicja 4.1 
Wektor 

R;(t,) = [R;(t,O),R;(t,1), ... ,R;(t,z)], t E (-00,00), i= 1,2, ... ,n, 

gdzie 

R;(t,u) = P(e;(t) ~ u I e;(O) =z)= P(T;(u) > t), t E (-00, 00), 

u= 0,1, .. . ,z, 
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jest prawdopodobieństwem tego, że element E; w chwili t, t e (-00,00 ), 
znajduje się w jednym ze stanów podzbioru {u,u+l, ... ,z}, przy warunku, że 
w chwili t = O znajdował się w stanie z, nazywamy wielostanową funkcją 
niezawodności elementu E;. 

Przy tej definicji oczywista jest następująca własność 

R;(t,O) ~ R;(t,1) ~ . .. ~ R;(t,z), t E (-00,00), i= 1,2, ... ,n. 

Jeśli 

p;(t) = [pi(t,0),p;(t,1), ... ,p;(t,z)], t E (-00,00), i= 1,2, ... ,n, 

gdzie 

p;(t,u) = P(e;(t) = u I e;(O) = z), t E (-00,00), u= O, 1, ... ,z, 

jest prawdopodobieństwem tego, że element E; w chwili t znajduje się w 
stanie u, przy warunku, że w chwili t = O znajdował się w stanie z, to wobec 
(4.1) 

R;(t,O) = 1, R;(t,z) = p;(t,z), t E (-00,00 ), i = 1,2, . .. ,n, (4.2) 

oraz 

p;(t,u)=R;(t,u)-R;(t,u+l), u=O,ł, ... ,z-1, te (-00,00), i=1,2, ... ,n. (4.3) 

Ponadto, gdy 

R; (t, u)= 1 dla t ~O. u= 1,2, ... , z, 

to wartością oczekiwaną (średnią) czasu przebywania elementu E; w 
podzbiorze stanów { u,u+ 1, ... ,z} jest 

M;(u) = JR; (t, u)dt, u = 1,2, ... ,z:, i = 1,2, ... ,n, 
() 

(4.4) 

natomiast odchyleniem standardowym czasu przebywania elementu E; w 
podzbiorze stanów { u,u+ 1, ... ,z} jest 

<i;(u)=JN;(u)-[M;(u)]2 , u=l,2, .. . ,z, i=l,2, ... ,n, 
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gdzie 

N; (u)= 2JtR;(t,u)dt, u= 1,2, ... ,z, i= 1,2, ... ,n, (4.6) 
(I 

oraz 

M;(u) = f P; (t,u)dt, u= 1,2, ... ,z, i= 1,2, ... ,n, (4.7) 
() 

jest wartością oczekiwaną czasu przebywania elementu Ei w stanie u, w 
przypadku gdy całki określone wzorami (4.4), (4.6) oraz (4.7) istnieją. 
Wtedy, zgodnie z (4.2), (4.3), (4.4) oraz (4.7), mamy 

Mlu) = M;(u) -Mlu+l), u= 1,2, ... ,z-1, M;(z) = M;(z), i= 1,2, ... ,n. (4.8) 

Definicja 4.2 
Wektor 

Rn(t,-) = [Rn(t,0),Rn(t,1), ... ,Rn(t,z)], tE (-00,00), 

gdzie 

Rn(t,u) = P(s(t) ~ u I s(O) =z)= P(T(u) > t), t E (-00,00), u= 0,1, ... ,z, (4.9) 

jest prawdopodobieństwem tego, że system w chwili t, t E (-00,00), znajduje 
się w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z}, przy warunku, że w chwili t = O 
znajdował się w stanie z, nazywamy wielostanową funkcją niezawodności 
systemu. 

Przy tej definicji prawdziwa jest następująca własność 

Rn(t,O) ~ Rn(t,1);::: . .. ~ Rn(t,z), te (-00,00). 

Jeśli 

p(t) = [_p(t,0),p(t, l), .. . ,p(t,z)], t E (-00,00), 

gdzie 
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p(t,u) = P(s(t) = u I s(O) = z), t E (-00,00), u= 0,1, ... ,z, (4.10) 

jest prawdopodobieństwem tego, że system w chwili t znajduje się w stanie 
u, przy warunku, że w chwili t = O znajdował się w stanie z, to wobec ( 4.9) i 
(4.10) mamy 

Rn(t,O) = 1, Rn(t,z) = p(t,z), t E (-00,00), (4.11) 

oraz 

p(t,u) = Rn(t,u) - Rn(t,u+ 1), u= 0,l, ... ,z-1, t E (-00,00 ). (4.12) 

Ponadto gdy 

Rn(t,u)=l dla t ::;;o, u =1,2, ... ,z, 

to średnim czasem przebywania systemu w podzbiorze stanów { u,u+ 1, ... ,z} 
jest 

M(u)= f R.(t,u)dt,u=l,2, ... ,z, (4.13) 
() 

natomiast odchyleniem standardowym czasu przebywania systemu w 
podzbiorze stanów { u,u+ 1, ... ,z} jest 

cr(u) = .JN(u)-[M(u)]2 , u= 1,2, ... ,z, (4.14) 

gdzie 

N(u) = 2Jt Rn(t,u)dt, u= 1,2, ... ,z, (4.15) 
o 

oraz 

~ 

M(u) = j p(t,u)dt, u= 1,2, ... ,z, (4.16) 
o 

jest średnim czasem przebywania systemu w stanie u, w przypadku gdy całki 
(4.13), (4.15) i (4.16) istnieją. Wtedy, zgodnie z (4.11), (4.12), (4.13) 
( 4. 16), mamy 
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M(u) = M(u)- M(u+l), u= 1,2, ... ,z-l, M(z) = M(z). 

Definicja 4.3 
Prawdopodobieństwo 

r(t) = P(s(t) < r I s(O) =z)= P(T(r) $; t), t E (-00,00), 

(4.17) 

tego, że system w chwili t znajduje się w podzbiorze stanów gorszych niż 
stan krytyczny r, r E { 1, ... ,z}, przy warunku, że w chwili t = O znajdował się 
w stanie z, nazywamy funkcją ryzyka systemu lub krótko ryzykiem. 

Przy tej definicji, uwzględniając (4.9), mamy 

r(t) = 1 - P(s(t) ~ r I s(O) = z) = 1 - Rn(t,r), te (-00,00 ). (4.18) 

Ponadto, jeśli -r jest chwilą, w której ryzyko przekroczy pewien 
dopuszczalny poziom S, Se <0,1>, to 

gdzie r-1 (t),jeśli istnieje, jest funkcją odwrotną funkcji ryzyka r(t). 

Definicja 4.4 

(4.19) 

System wielostanowy nazywamy szeregowym jeśli jego czas T(u) 
przebywania w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z} określony jest wzorem 

T(u) = min{Y;(u)}, u= 1,2, ... ,z. 
l$iSn 

Powyższa definicja oznacza, że wielostanowy system szeregowy znajduje 
się w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z} wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie 
jego elementy znajdują się w tym podzbiorze stanów. Łatwo można 

uzasadnić, że funkcja niezawodności wielostanowego systemu szeregowego 
określona jest wzorem 

Rn(t,-) = [1, Rn(t,l), ... , Rn(t,u) ], 

gdzie 

n 

Rn(t,u) = n R; (t, u)' t E (-00 , 00), u= 1,2, ... ,z. 
. j;l 
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Definicja 4.5 
Wielostanowy system szeregowy nazywamy jednorodnym, jeśli czasy T;(u) 
przebywania jego elementów w podzbiorach stanów mają identyczną 

dystrybuantę 

F;(t,u) = F(t,u), u= 1,2, ... ,z, t E (-00,00), i= 1,2, ... ,n, 

tzn., jeśli jego elementy E; mają tę samą funkcję niezawodności 

R;(t,u) = R(t,u) = 1 - F(t,u), u= 1,2, ... ,z, t E (-00,00), i= 1,2, ... ,n. 

Funkcja niezawodności jednorodnego wielostanowego systemu szeregowego 
określona jest wzorem 

Rn(t ,- ) = [ 1, Rn(t, 1), ... , Rn(t,u) ], (4.20) 

gdzie 

Rn(t,u) = [R(t,u)t, t E (-00,00), u= 1,2, ... ,z. (4.21) 

Definicja 4.6 
System wielostanowy nazywamy równoległym, jeśli jego czas T(u) 
przebywania w podzbiorze stanów { u,u+ 1, ... ,z} określony jest wzorem 

T(u) = rnax{Y;(u)}, u= 1,2, ... ,z. 
IS:iS:n 

Powyższa definicja oznacza, że wielostanowy system równoległy znajduje 
się w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z) wtedy i tylko wtedy gdy co najmniej 
jeden z jego elementów znajduje się w tym podzbiorze stanów. Łatwo jest 
uzasadnić, że funkcja niezawodności wielostanowego systemu równoległego 
określona jest wzorem 

Rn(t,-) = [l,Rn(t,l), ... ,Rn(t,u) ], 

gdzie 

n 

Rn(t,u) = 1 - TIF;(t,u), t E (-00, 00), u= 1,2, ... ,z. 
i=I 
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Definicja 4. 7 
Wielostanowy system równoległy nazywamy jednorodnym, jeśli czasy T;(u) 
przebywania jego elementów w podzbiorach stanów mają identyczną 

dystrybuantę 

F;(t,u) = F(t,u), u= O,l, ... ,z, te (-00, 00), i= 1,2, ... ,n, 

tzn., jeśli jego elementy E; mają tę samą funkcję niezawodności 

R;(t,u) = R(t,u) = 1- F(t,u), u= 1,2, ... ,z, te (-00 , 00), i= 1,2, ... ,n. 

Funkcja niezawodności jednorodnego wielostanowego systemu 
równoległego określona jest wzorem 

Rn(t ,. ) = [l,R.(t,l), ... ,Rn(t,u) ], (4.22) 

gdzie 

R.(t,u)= 1- [F(t,u)]", tE (-00,00), u= 1,2, ... ,z. (4.23) 

Innymi podstawowymi wielostanowymi strukturami 
niezawodnościowymi są wielostanowe systemy szeregowo-równoległe oraz 
równoległa-szeregowe. Aby je zdefiniować przyjmujemy, że : 

- Eij, i= 1,2, ... ,kn,j = 1,2, ... ,l;, k., l,, li, ... , lkn E N, są elementami systemu, 

- wszystkie elementy i rozważane systemy mają, tak jak poprzednio, zbiór 
stanów {0,1, .. . ,z}, 

- Tu(u), i = 1,2, ... , kn, j = 1,2, ... ,l;, kn, l,, 12, . . . , lkn E N, są niezależnymi 

zmiennymi losowymi reprezentującymi czasy przebywania elementów Eu 
w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z}, podczas gdy elementy te w chwili t = O 
znajdowały się w stanie z, 

- eij(t) jest stanem elementu Eii w chwili t, t E (-00,00), podczas gdy element 
ten w chwili t = O znajdował się w stanie z. 

Definicja 4.8 
Wektor 

Rij(t ,- ) = [Rij(t,O),Ru(t, l), ... ,R;j(t,z)], t E (-00,00 ), i= 1,2, ... ,kn,j = 1,2, ... ,l;, 
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gdzie 

Ry(t,u) = P(e;j(t) ~ u I eij(O) = z)= P(Tij{u) > t), tE (-00 , 00), u =0,1, ... ,z, 

jest prawdopodobieństwem tego, że element Eif w chwili t, t E (-00,00 ), 

znajduje się w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z}, przy warunku, że w chwili t 
= O znajdował się w stanie z, nazywamy wielostanową funkcją 

niezawodności elementu Eij• 

Definicja 4.9 
System wielostanowy nazywamy szeregowo-równoległym, jeśli jego czas 
T(u) przebywania w podzbiorze stanów { u,u+ l, ... ,z} określony jest wzorem 

T(u) = max{min{T(u)}, u= 1,2, ... ,z. 
15i$kn l5 j $/; I/ 

Funkcja niezawodności wielostanowego systemu szeregowo-równległego 

określona jest wzorem 

oraz 

k I; 

R k •. li.fi ..... h.(t,u) = 1-TT[l-TIR;j (t,u)], tE (-00,00), u= 1,2, .. . ,z, 
1=1 ;=I 

gdzie kn jest liczbą podsystemów szeregowych systemu połączonych 

równolegle, natomiast l; są liczbami elementów w podsystemach 
szeregowych. 

Definicja 4.10 
Wielostanowy system szeregowo-równoległy nazywamy jednorodnym, jeśli 
jego czasy Tu(u) przebywania w podzbiorach stanów mają identyczną 
dystrybuantę 

F;j(t,u) = F(t,u), u= 1,2, .. . ,z, t E (-00,00), i= 1,2, ... ,kn,j = 1,2, ... ,l;, 

tzn.,jeślijego elementy Eif mają tę samą funkcję niezawodności 

R;j(t,u) = R(t,u) = 1 - F(t,u), u= 1,2, ... ,z, t E (-00,00), 
i= 1,2, ... ,kn, j = 1,2, ... ,lj. 
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Definicja 4.11 
Wielostanowy system szeregowo-równoległy nazywamy regularnym, jeśli 

Funkcja niezawodności jednorodnego regularnego systemu szeregowo
równoległego określona jest wzorem 

R kn .ln (t') = [l ,R. kn.ln (t,1) , .. . ,R kn.ln (t, z)], (4.24) 

oraz 

Rkn.ln (t,u)= 1 - [1- [R(t,u)]f ]*n' t E (-00,00), u= 1,2, ... ,z, (4.25) 

gdzie kn jest liczbą podsystemów szeregowych systemu połączonych 

równolegle, natomiast ln jest liczbą elementów w podsystemach 

szeregowych. 

Definicja 4.12 
System wielostanowy nazywamy równoległo-szeregowym, jeśli jego czas 
T(u) przebywania w podzbiorze stanów {u,u+l, ... ,z} określony jest wzorem 

T(u) = min{max{'f;1 (u)}, u= 1,2, ... ,z. 
1$i5kn l~j,;/; 

Można pokazać, że funkcja niezawodności wielostanowego systemu 
równo legło-szeregowego określona jest wzorem 

R kn.11.lz , .. . h. (t;) = [l, R k • . ,,.12. .... ,. (t,1), ... , R kn.l1.l2 ..... ,. (t,z) ], 

oraz 

kn I; 

R *n•'i.lz,h (t,u) = Il[l-J;1F;1(t,u)], tE (-00,00), u= 1,2, ... ,z, 
n ,=J 1=1 

gdzie kn jest liczbą podsystemów równoległych systemu połączonych 

szeregowo, natomiast l; są liczbami elementów w podsystemach 
równoległych. 
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Definicja 4.13 
Wielostanowy system równoległa-szeregowy nazywamy jednorodnym, jeśli 
czasy Tij(u) przebywania jego elementów w podzbiorach stanów mają 
identyczną dystrybuantę 

Fij(t,u) = F(t,u), u= 1,2, ... ,z, t E (-00,00), i= 1,2, ... ,kn,j = 1,2, ... ,h 

tzn., jeśli jego elementy Eij mają tę samą funkcję niezawodności 

Rij(t,u) = R(t,u) = 1 - F(t,u), u= 1,2, ... ,z, t E (-oo,00), 

i = 1,2, ... ,kn,j = 1,2, ... ,li, 

Definicja 4.14 
Wielostanowy system równoległo-szeregowy nazywamy regularnym,jeśli 

Funkcja niezawodności jednorodnego regularnego systemu równoległo

szeregowego określona jest wzorem 

(4.26) 

oraz 

iikn.ln (t, u) = [l - [F(t,u)] ]1" tn, t E (-00,00 ), u= 1,2, ... ,z, (4.27) 

gdzie k 0 jest liczbą podsystemów równoległych systemu połączonych 
szeregowo, natomiast 10 jest liczbą elementów w podsystemach 
równoległych. 

Definicja 4.15 
Wielostanowy system szeregowy nazywamy niejednorodnym, jeśli składa 
się z elementów a typów, 1 ~ a ::;; n, oraz frakcja elementów i-tego typu w 

a 

systemie jest równa qi, gdzie qi > O, I.ą; = 1. Ponadto 
i=l 

R<0(t,u) = 1 - F\t,u), i= 1,2, ... ,a, u = 1,2, ... ,z, 

jest funkcją niezawodności elementu i-tego typu. 
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Można uzasadnić, że funkcja niezawodności wielostanowego 
niejednorodnego systemu szeregowego określona jest wzorem 

R'n(t,-)=[1, R'.(t,l), ... , R'.(t,z)], (4.29) 

gdzie 

R'n(t,u) = I1(R(i)(t,u))q;n 't E (-00,00), u= 1,2, ... ,z. (4.30) 
i=l 

Definicja 4.16 
Wielostanowy system równoległy nazywamy niejednorodnym, jeśli składa 
się z a typów elementów, 1 :::;; a=:;; n, oraz frakcja elementów i-tego typu w 

a 

systemie jest równa q;, gdzie q; > O, !.ą; = l. Ponadto 
i=l 

iil(t,u) = 1 - Fil(t,u), i= 1,2, ... ,a, u = 1,2, ... ,z, (4.31) 

jest funkcjąniezawodności elementu i-tego typu. 

Można uzasadnić, że funkcja niezawodności wielostanowego 
niejednorodnego systemu równoległego określona jest wzorem 

R'n(t ,· ) = [l,R'n(t,1), ... ,R'n(t,z)], (4.32) 

gdzie 

a . 
R'n(t,u) = 1 - Il(F(')(t,u))q;n 't E (-00,00), u= 1,2, ... ,z. (4.33) 

i=I 

Definicja 4.17 
Wielostanowy regularny system szeregowo-równoległy nazywamy 
niejednorodnym,jeśli składa się z podsystemów szeregowych a typów, 1 ś a 
ś kn, kn E N, oraz frakcja podsystemów szeregowych i-tego typu w systemie 

a 
jest równa q;, gdzie qi > O, "i,q; = 1. Ponadto podsystem szeregowy i-tego 

i=I 

typu składa się z elementów ei typów, 1 ś e; =:;; ln, ln E N, o funkcjach 
niezawodności 

R(iJ)( ) - 1 ..-<iJ)( ) • - 1 2 - 1 2 t,u - - r · t,u ,J - , , ... ,e;, u - , , ... ,z, 
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oraz frakcja elementów j-tego typu w tym podsystemie jest równa pij, gdzie 
e; 

p;j>Ooraz !,pii =1. 
j=I 

Funkcja niezawodności wielostanowego niejednorodnego regularnego 
systemu szeregowo-równoległego określona jest wzorem 

(4.34) 

gdzie 

R' k I (t,u) = 1-IT[l-(R(i)(t,u))'"]q;kn 'te (-00 , 00), u= 1,2, ... ,z, (4.35) 
n , n i~ 

oraz 

(i) _ e; (i,j) Pij • _ 
R (t,u)- TI(R (t,u)) , 1-1,2, ... ,a. (4.36) 

j=I 

Definicja 4.18 
Wielostanowy regularny system równoległa-szeregowy nazywamy 
niejednorodnym, jeśli składa się z podsystemów równoległych a typów, 1 ś 
a ś kn, k„ E N, oraz frakcja podsystemów równoległych i-tego typu w 

a 

systemie jest równa q;, gdzie q; > O, !.ą; = 1. Ponadto podsystem 
i=I 

równoległy i-tego typu składa się z elementów e1 typów, 1 :5: e; :5: lm l„ E N, o 
funkcjach niezawodności 

R(iJ)( ) - 1 rliJ)( ) . - 1 2 - 12 t,u - - r· t,u ,J - , , ... ,e;, u - , , ... ,z, 

oraz frakcja elementów }-tego typu w tym podsystemie jest równa Pu, 
t; 

gdzie Pu> O oraz I, Pu= 1. 
j=I 

Funkcja niezawodności wielostanowego regularnego niejednorodnego 
systemu równoległo-szeregowego określona jest wzorem 

R' kn.ln (t;) = [1, R' kn.ln (t,1) , ... , R, kn,ln (t, z)], 

gdzie 
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ii' k I (t,u) = Il[l-(F(i) (t,u)) 1" ]q;kn , t E (-00, 00), u= 1,2, ... ,z, 
n• n i:::-l 

(4.38) 

oraz 

P0(t,u) = TI (F(i,j) (t ,u ))Pij, i = 1,2, ... ,a. (4.39) 
j=l 

W podejściu asymptotycznym do oceny niezawodności systemów 
wielostanowych interesują nas graniczne rozkłady standaryzowanej 
zmiennej losowej 

(T(u) - bn(u))lan(u), u= 1,2, ... ,z, 

gdzie T(u) jest czasem przebywania systemu w podzbiorze stanów 
{ u,u+ 1, ... ,z} oraz 

an(u) > O, bn(u) E (-oo, 00), u = l,2, ... ,z, 

są odpowiednio dobranymi liczbami. 
Ponieważ 

P((T(u) - bn(u))/an(u) > t) = P(T(u) > an(u)t + bn(u)) 

= Rn(an(u)t + bn(u),u), u= 1,2, ... ,z, 

gdzie 

Rn(t,-) = [l,Rn(t,1), ... ,Rn(t,z)], t E (-00,00), 

jest wielostanową funkcją niezawodności systemu, więc przyJmUJemy 
następującą definicję. 

Definicja 4.19 
Wektor 

5Jt(t,-) = [1,9l(t,1), ... ,9l(t,z)], t E (-00,00), 

nazywamy graniczną wielostanową funkcją niezawodności systemu, jeśli 
istnieją stałe normujące an(u) > O, bn(u) E (-00,00) takie, że 
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lim Rn(an(u)t + bn(u),u) = 9r(t,u) dla t E C91(,u), u= 1,2, .. . ,z, 
n• ~ 

gdzie C91C.u) jest zbiorem punktów ciągłości funkcji niezawodności 9l(t,u). 

Przy tej definicji, dla dostatecznie dużych n, otrzymujemy następujący 
wzór przybliżony 

tzn. 

[ 1 .Rn(t, 1), ... .Rn(t,z)] 

_ t-b"(1) t-b"(z) 0000 = [l,9t(-- ,1), ... ,9i(--,z)], t E (- , ). 
an (1) an (z) 

(4.40) 
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