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rownan normalnych (Laarhoven iPedrycz 1983). Wtedy rozwigzanie
problemu sprowadza si¢ do znalezienia rozmyteeo rozwigzania ukladu
rownan liniowych z rozmytym wektorem prawvch stron. Proponowane
dotychczas metody rozwigzania zagadnienia (Laarhoven i Pedrycz 1983:
Boender iinni 1985, 1989) cz¢sto dawaly nieprawidlowe wyniki
(Kwiesielewicz 1998). Opieraly si¢ one na przeksztalceniu rozmvtej wersji
uktadu réwnan normalnych do postaci ukladu réwnan ostryeh w oparciu
o parametryczng reprezentacj¢ liczb rozmytych 1 ich arvimetvke.

W niniejszym rozdziale dyskutuje sig i porownuje dwa podejscia do
rozwigzania uktadu réwnan liniowych z rozmytym wektorem prawych stron.
Pierwsze zwane niejawnym, zastosowane przez Laarhovena i Pedrycza
(1982, 1983), sprowadza si¢ do wykorzystania arytmetyki liczb rozmytyeh
wcelu przeksztatcenia go do ukladu réwnan  liniowych z ostrymi
wspolczynnikami. Drugie natomiast, zwane javwnym (Kwicsiclewicz 1993b.
1995b) 1 blizsze intuicyjnie analizie przedzialowej, bezposrednio
wykorzystuje arytmetyke liczb rozmytych.

Wykorzystuje si¢ tutaj niezbgdne elementy teorii zbiordw rozmyiveh
oraz analizy przedziatowej i arytmetyki liczb rozmytych.

3.2  Analiza przedzialowa

Przedziat liczbowy a mozna wyrazi¢ jako:

gdzie [ oraz u, sa odpowiednio lewym i prawym koncem tego przedzialu

liczbowego. Oczywidcie powinien by¢ spetniony warunek:

[, <u,. (3.1

Warto zwroci¢ uwage, ze dla [ =u, =a otrzymujemy liczbe

«
rzeczywista, ktdéra wnotacji przedzialowe] mozna przestawié  jako:
a= [a,a].

Arytmetyka przedziatow liczbowych zostala wprowadzona przez
Moore’a (1966, 1979) do celow obliczen zwigzanyvch z propagacjq bledu
w trakcie komputerowej realizacji algorytméw numerycznych.

Jesli znak ,,*” bedzie oznaczat jeden z symboli .47, =7, ..". ./ o
odpowiednie operacje liczbowe na przedziaddach @ oraz b mozna
zdefiniowac jako (Moore 1966):
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a-b+c)=a-b+a-c. (3.8)

(iii) Jesli przedzialy bi ¢ calkowicie zawicrajq sie w ujenmej. bqd?

dodatniej pélosi liczb rzeczywistych: a b >0, wonwezas
a-b+c)=a-b+a-c. (3.9)

przy czym @ <b < [, <u,.
Zachodzi réwniez nastgpujace twierdzenie (Moore 1960):

Twierdzenie 3.2

Arytmetyka przedziatlowa jest monotoniczna 1w sensic  zawicrania  si¢
przedzialow liczbowych, tzn. jesli a C ¢ i b Cd oraz O0& d . 10 zachod=q
nastepujqgce zaleznosci:

(i) a+bcc+d, (3.10)
(i) a-bcc-d, (3.1
(i) a-bce-d, (3.12)
(ivy a@lbccld. (3.13)

Uwaga. Warunek zwigzany z nie zawieraniem zera przez przedzial liczbowy
w przypadku operacji dzielenia moze by¢ pominigty przy zastosowaniu tzw.
rozszerzonej arytmetyki przedzialowej (ang. extended interval arithmetic)
(Hansen 1992).

3.3 Arytmetyka liczb rozmytych i rownania rozmyte

3.3.1 Wybrane wlasnosci zbioréw rozmytych

Przypomnijmy podstawowe definicje zwigzane z teoria zbioréw
rozmytych (Zadeh 1965).

Definicja 3.1 Zbior rozmyty A jest wypukly vtedy i tylkowiedy, gdy

Yy, e X, (A + (1= A )2 min(u, (v ) (v)). 3
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adzie:

( ) Legdy xe A,
A)= : 318
Mg, 0, edy x& A, (3.18)

Czesto a-poziom definiowany jest oddzielnie dia a=0. np. (Buckley i Qu
1990b) jako domknigcie nosnika, w przypadku kiedy jest on ograniczony.
Mau to istotne znaczenie w przypadku operacji arytmetycznych na liczbach
rozmytych z wykorzystaniem a-poziomow i analizy przedzialowej.

Kazdy zbidr rozmyty A moze by¢ wyrazony jako suma ¢-poziomow:

A= DA, . (3.19)

(¢4
wel0.1]

gdzie 0A, jest zbiorem rozmytym z funkcjq charakterystyczna:

o, gdy ve A,
X)= . (3.2
Moy, (¥) 0.9y 5% A

3.3.2 Liczby rozmyte i arytmetyka liczb rozmytych

Jako  liczbe rozmyta przyjmuje  si¢  najezescie]  wypukly.
znormalizowany  zbiér rozmyty, okreslony na zbiorze liczb
rzeczywistych. Zaklada si¢ ponadto, ze a-poziomy liczby rozmyte] sq
zamknigtymi przedziatami liczbowymi. Liczba rozmyta jest wypukia. jesli
jej wszystkie a-poziomy sa wypukle.

Operacje na liczbach rozmytych moga by¢ wyprowadzane w oparciu
o zasade rozszerzania Zadeha (1975):

5 (2)= sup min(u (v), g, (V) (vov.)e R (3.21)

=AY

Jesli jako m oraz i oznaczymy liczby rozmyte, wéwcezas wykorzystujiace
zasade rozszerzania, mozemy przyktadowo zapisac:

t_; (z)=supmin(u; (x)F  (v,2)e K" (3.22)

I=—X
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Twierdzenie 3.4

1. Jesli liczba rozmyta m  jest albo dodamia (dziedzina jej funkcji
przynaleznosci stanowi podzbior liczb rzeczvwistveh dodatnich), albo
ujemna (dziedzina jej funkcji przynaleznosci stanowi pod=bidr liczh
rzeczywistych ujemnych) oraz liczby rozmvie 11 0 P sq (ego sanego
znaku, to zachodzi nastepujqca zaleznosé:

(i +p)=(m-a)+ (- p). (3.25)

o

Jesli m jest liczbq rzeczywistq =i, o powvisza zaleziio$¢ zachod=i
dla wszystkichpar 1 i p:

m-(ii+p)=(m-7)+(m-p). (3.20)

3. W przypadku ogdlnynr zachodzi wlasno$é slabej rozdzielnosci (ang.
weak distributivity):

- (7 + p)c (- )+ (- p). (3.27)

Aby udowodni¢ twierdzenia 3.3 oraz 3.4 mozna wykorzysta¢ definicj¢ 3.6
oraz wyniki uzyskane przez Nguyena dotyczace wykorzystania o-pozioméw
do operacji na liczbach rozmytych (Nguyen [978; Dubois i Prade 1978.
1979, 1980, 1988).

3.3.3 Parametryczna reprezentacja liczby rozmytej w notacji
typu LR Dubois i Prade

Dubois 1 Prade (1978) wprowadzili opis parametryczny liczb rozmytych
i opierajac si¢ o zasadg¢ rozszerzania Zadeha wyprowadzili podstawowe
operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych. Funkcja przynaleznosci
liczby rozmytej m = (m,a, B)LR (liczba typu LR) zdefiniowana jest jako:

—X
{m ) gdy x<wm,a=>0
(04
(3.28)

au’fﬁ ('X) = X—m ’
R( ] gdy x>m, >0

B

77






ktora moze by¢ stosowana kiedy rozrzuty liczb rozmytych sq duzo nimniejsze
od ich wartodci modalnych. Dla przypadku liczb rozmytych o réznych
znakach oraz dwoéch ujemnych liczb rozmytych mozna wykorzystac
wtasnosci operacji mnozenia (Twierdzenie 3.3).

Element odwrotny

Jesli nijest dodatnia liczba rozmyta, wowczas jej element odwrotny
okreslony jest zaleznoscia przyblizona:

m =(m,oc,ﬁ)71 E(L ﬁ, —q—j (3.3¢

d

s

wn
—

mom-om
Dzielenie

Dla dwoch dodatnich ticzb rozmytych mamy réwniez formule przyblizona:

B 3

- m mo +no my+n o
m-=n :(ln,a,ﬁ)/(ll,y,5)§ ——-——————L@— . (3.306)
n n- n

W przypadku operacji dodawania (3.29). odejmowania (3.31)
i mnozenia przez liczbe rzeczywista (3.32)-(3.33) zachowywany jest ksztalt
funkcji odniesienia. W przypadku mnozenia i dziclenia liczb rozmytych.
(3.34)-(3.36) zmienia si¢ zaréwno postal lewostronnej. jak i prawostronne]
funkeji odniesienia.

Uogdlnieniem liczby rozmyte;j jest przedzial rozmyty
Iﬁ:(lﬂ,m,ot,ﬁ)m (Dubois i Prade 1980. 1988: Dubois 1984) (plaska
liczba typu LR), ktéry posiada nastepujaca funkeje przynaleznosci:

m—x
L{— } gdy x<m,az0

(04
- (x)=1R x—ﬁm , edyx>m, 20 (3.37)
IR gdyy_z<.x§$,ﬂ§n_1
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3.3.4 Parametryczna reprezentacja liczby rozmytej w notacji
van Laarhovena i Pedrycza

Jesli przedziat rozmyty ma ograniczony nosnik, wowczas wygodna
okazuje si¢ reprezentacja parametryczna 11 = (] ,m,m,u)m Z nastgpujgcy
funkcja przynaleznosci:

m—x
= |, gdyx<m
m—
x—m — —
,um(x): R , gdyx>m , I<m<m<u, (3.40)
u—m
L, gdym<x<m

gdzie [ nazywa si¢ wartoscia dolng rozmytego przedzialu liczbowego. u
wartoscia gorna oraz m1 i m odpowiednio dolng i gbrng warto$cia modalna.

Zaktadajac, ze lewostronne i prawostronne funkcje odniesienia
przedzialu rozmytego i sa takie same, przedzial ten w postaci

parametrycznej mozna wyrazié jako m = l,y_z,m,u).
Warto zwréci¢ uwagg na nastgpujace fakty:

= Je$li m=m, to otrzymujemy liczbg¢ rozmytg. co mozemy zapisac
m= (l,m,u).

= Jesli lewostronne i prawostronne funkcje odniesienia sg liniowe, to

otrzymujemy nast¢pujace zaleznosci:

l=m-a«a. (3.41)

u=m+p. (3.42)

Spetniony musi by¢ wowczas warunek uporzadkowania parametrow
przedziatu liczbowego z trapezoidalna funkcja przynaleznosci:

[<m<m<u. (3.43)
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Dzielenie dodatnich przedziatlow rozmytych

m/n= (lm,n_z, mu,, )/(1”,1_1,/1,11” ):

S . (3.49)
= (lm fu,,mlinmlnu, /l”>

Wszystkie operacje algebraiczne na ograniczonych przedzialach
rozmytych daja doktadne wartosci parametréw liczb rozmytych. Nie jest
zachowany jednak ksztatt funkeji przynaleznoscei dla operacji mnozenia oraz
dzielenia.

Warto zwroci¢ uwage, ze wszystkie operacie na ograniczonych
przedziatach liczbowych daja si¢ zdekomponowaé na operacje na ich
nosnikach (przedzialy liczbowe) oraz operacje na wartosciach modalnych
(liczby rzeczywiste).

3.3.5 Liczba rozmyta w postaci sumy o-przekrojow

Mimo, iz przedstawione wczesniej podstawowe operacje na liczbach
rozmytych sprowadzaja si¢ do operacji arytmetyezaych na ich parametrach.
co staje si¢ bardzo atrakcyjne z punktu widzenia ich realizacji numeryczne;j.
niedogodnym pozostaje fakt, ze dla niektorych operacji korzysta si¢ z formul
przyblizonych. Alternatywnym rozwiazaniem jest dekompozycja liczb
rozmytych na skonczong liczbe o-przekrojow. wykonanie operacji na nich
z wykorzystaniem arytmetyki przedziatow liczbowych oraz ponowne
zlozenie wyniku. Na tego typu procedure pozwala twierdzenie udowodnione
przez Nguyena (1978).

Twierdzenie 3.5.

Jesti liczby rozmyte 1,11 posiadajg domknicte i ograniczone a-poziomy
oraz funkcja [iRXR-> N Jest ciqela, WOWCzAs
[f(ﬁl,ﬁ)]a = f(ﬁla,ﬁa ), Voae [O,l], gdzic m, 10, sq o-poziomani

odpowiednio liczby rozmytej mi i .

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie mozna rownicz obliczenia dla funkeji
dowolnej funkcji ciagtej.

Wykorzystujac notacj¢ Laarhovena i Pedrycza rozmyte wartosei funkej
logarytmicznej oraz wyktadniczej zdefiniowane sq nastepujaco:

o0
(8]






Rozwigzanie jawne istnieje zawsze. lIstnienie rozwigzania nicjawnego

uzaleznione jest od warto$ci parametrow liczb rozmytych a1 b .

= imp

X" wréwnaniu (3.53) powinno tak kompensowaé rozmycie . aby

“dopasowal” lewg strone do b . Z kolei rozwigzanie rownania (3.54) moze
by¢ interpretowane jako wynik propagacji bledu podczas obliczen. Z tego
punktu widzenia rozwigzanie jawne jest zgodne intuicyjnie z analizg
przedziatlowa (Moore 19606).

Zakladajac, ze d i b sa liczbami rozmyvtymi w notacji Dubois
i Prade’a (1978), rownania rozmyte (3.53)-(3.54) mozna przedstawic jako:

(a’ aa Y )+ (‘ximp 3 ai’”l’ ’ ﬁ,ﬁlnl) ): (b’ a/z s ﬁ/} ) (

(OB
h
;

oraz
(xﬂp,afw ’ ﬁt‘l) ): (b’ab’ ﬂb )_ ((l,a”, ﬂ” ) ! (3i0)

Stosujac zaleznoscei (3.29), (3.31) otrzymamy odpowiednio:

* dla rozwigzania niejawnego:

mp __ imp imp __ .
a+x"=b,a, +a" =a, B, +B" =0,

RY

= oraz dla rozwigzania jawnego:

x¥=b-a, Oé_fw =, — ﬁ{,, ﬁr\(f\" = ﬁ,, -

4]

Jest faktem oczywistym, ze warto$ci modalne obydwu rozwiazan sy sobie

rowne: x"" =x“? . Warunkiem istnienia rozwigzania niejawnego jest

spelnienie nastgpujacych zaleznosci:

a"=a,-a,20,p"=p,-B,20.

o
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Whiosek 3.1. Podstawiagjqgc C=A"i B=A do ukladu révnear rozniviveh
(3.57), otrzymujenty

XCA'b. (3.59)
gdzie A Jest macierzq odwrotmq do macierzy A.

Operacje arytmetyczne na wartosciach modalnych sprowadzajq si¢ do
operacji na liczbach rzeczywistych, skad:

A'bcX. (3.00)

W efekcie otrzymujemy:
A"bcXcAb=X". (3.01)

gdzie X = A™'b moze by¢ rozumiane jako gére przyblizenie rozwiazania
niejawnego rozmytej wersji (3.58) uktadu rownan (3.57). jak rowniez jako
rozwiazanie jawne rozmytej wersji ukladu réwnan (3.57).

Koncepcja rozwiazania jawnego zostala wykorzystana w  pracy
(Kwiesielewicz 1 Stolec  1989) do obliczen postoptymalizacyjnych
w procedurze rozwiazywania zagadnienia rozmytego programowania
liniowego.

Dokonajmy poréwnania obydwu rozwigzan. Wprowadzmy nastgpujacg
notacje:

X = (xi,oc,., ,.), i=12,....n.

1

(xoc,B) i=12,....n.

~k
X

b, =(b.8,,y,)i=12,. . n.

. ~ ik . . . . . ~
gdzie X jest rozmytym rozwiazaniem jawnym. natomiast X rozmytym
rozwiazaniem niejawnym oraz przyjmijmy dodatkowo nastgpujace
oznaczenia:

o=(0,00,...a,)
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p=(A]"6+1)-4"6-1)" (69

*

(iii) o = (IA""(6+y)+ A'(6-7))2 (3.66)

i :QA‘1|(6+7)—A’1(6—7)) 2. (3.67)

Dla macierzy A z nieujemnymi elementami zaleznosci (3.64). (3.65)
sprowadzajg si¢ odpowiednio do:

a=A"3, (3.08)
p=A""y. (3.09)
Rozwiazanie niejawne w przypadku ogélnym nie zawsze jest

rozwigzaniem prawidlowym, tzn. nie zawsze spetniony jest warunek
o, B >0. Zdarza sie czesto, ze pewne sktadowe rozwiazania maja ujemne

rozrzuty. Przyktadowe wyniki ilustrujace to zjawisko mozna znalezé np.
w pracy (Laarhoven iPedrycz 1983). Rozwigzanie jawne jest zawsze
prawidlowe w tym sensie.

3.4.3 Przykladowe obliczenia
Przyklad 1. Rozpatrzmy nast¢pujacy uktad rownan rozmytych:
X +2%, =(2,0.1,0.2).
2%, + %, =(2,0.2,0.3).
Otrzymujemy w tym przypadku:

L2y, (-y3 23
A:IA‘:[z 1]’ A _( 2/3 —1/3)

oraz rozwigzanie niejawne

% =(2/3,1/10,4/30). ¥, =(2/3.0,1/30)
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W tym przypadku nie spelniony jest warunek detQAD;tO

rozwigzanie jawne nie istnieje, co mozna pokaza¢ w oparciu o
twierdzenie 2.5 (Kwiesielewicz 1995).

3.5 Podsumowanie

W rozdziale dokonano poréwnania rozwiazan jawnych i niejawnvch
uktadéw réwnan liniowych z rozmytymi prawymi stronami. Pokazano. ze
nie sa one sobie réwne w przypadku ogdlnym. Rozmyte rozwiazanie jawne
istnieje zawsze, podczas gdy istnienie jedynego rozwiazania niejawnego
zalezy od wlasnosci ostrej macierzy lewych stron ukfadu. Czasami nicjawne
rozwigzanie rozmyte nie jest prawidlowe, tzn. otrzymywane sa skladowe
wektora rozwigzania z ujemnymi rozrzutami. Jesli rozmyte rozwiazanie
nicjawne istnieje i jest poprawne, to obydwa rozwiazania posiadajg taki sam
wektor warto$ci  modalnych 1 rozwigzanie nigjawne zawiera = sig
w rozwigzaniu jawnym w sensie zawierania si¢ liczb rozmytych dla
odpowiednich skltadowych wektoréw rozmytych.

Jakkolwiek koncepcja rozwigzania jawnego 1 niejawnego moze by
zastosowana dla przypadkow bardziej ogolnych. tzn. dla ukladéw rownan
z osobliwag macierza lewych stron, to dla takiego przypadku nalezy
przeprowadzi¢ oddzielng analize.
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