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OPTYMALNE ROZMIESZCZENIE CZUJNIKÓW POMIAROWYCH 
DLA LINIOWEGO UKŁADU O PARAMETRACH ROZŁOŻONYCH 

Dariusz SZEWCZYK 

Politechnika Śląska w Gliwicach, Wydział Automatyki Elektroniki i Informatyki 
e-rnail: dariusz.szewczyk@interia.pl 

Streszczenie: W niniejszej publikacji przedstawiony jest 
sposób wyznaczania optymalnego rozmieszczenia czujników 
pomiarowych dla liniowego układu o parametrach rozłożo
nych opisanego liniowym równaniem różniczkowym cząst
kowym, z których pomiary posłużą do wyznaczenia stanu 
początkowego układu. 

Słowa kluczowe: Obserwowalność, równanie różniczkowe 
cząstkowe, optymalne rozmieszczenie czujników, układ 

o parametrach rozłożonych. 

1. WSTĘP 

W ogólnym przypadku wyznaczenie początkowego 

stanu układu dysponując danymi z czujników pomiaro
wych jest trudne, ponieważ rozwiązanie parabolicznego 
równania różniczkowego cząstkowego jest przedsta
wione w postaci szeregu nieskończonego. 
Zaproponowany sposób wyznaczenia stanu początko
wego układu polega na założeniu określonej postaci 
warunku początkowego: 

n 
w(O) = L Pk wk (0) 

k=l 

gdzie w/0)-składowa warunku początkowego. 
Postać składowych warunku początkowego wk(O) po
winna zapewnić rozwiązanie równania różniczkowego 
cząstkowego w postaci sumy skończonej. Wtedy na 
podstawie danych pomiarowych z odpowiednio roz
mieszczonych czujników można dokonać estymacji 
parametrów fJk, wyznaczając jednocześnie aproksyma
cyjnie warunek początkowy w(O). 

2. OPIS SYSTEMU 

Niech X oznacza ograniczoną dziedzinę 2-wymiarowej 
przestrzeni, a Sjest brzegiem obszaru X. Wektor współ
rzędnych przestrzennych oznaczamy x=(x1,x2) 
Rozważmy liniowe paraboliczne równanie różniczkowe 
cząstkowe 

dw(t,x) 
dt =L1w(t,x)-q(x)w(t,x) (1) 

gdzie t-czas a !:i oznacza Laplasian dany wzorem: 
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a2 a2 
!:i=--+--

(oxl) 2 (OX2) 2 

Załóżmy, że q(x) jest ciągłą funkcją określoną dla 

xE X(X =XuS) 

2.1. Warunki początkowe i brzegowe 

Warunki początkowe dane są wzorem: 

limw(t,x) = w0 (x) 
t• O 

w0 (x) = w(O) E L2 (X) 

gdzie L2 (X) oznacza przestrzeń Hilberta funkcji cał
kowalnych z kwadratem w obszarze X. W ogólnym 
przypadku warunki brzegowe można opisać równaniem: 

a(()w(t, () + (1-a(()) aw(t, () = O 
av (2) 

gdzie ( E S a funkcja a(() należy do klasy C2 oraz 

spełnia warunek: 

O::; a(()::; 1 
v-wektor normalny do brzegu S 

2.2. Funkcje własne i wartości własne 

Z równaniem (1) można związać nieograniczony linio
wy operator różniczkowy A zdefiniowany następująco: 
Aw(x) = ~w(x)- q(x)w(x) 
Dziedzina D(A) operatora A spełniając warunki brzego
we jest postaci: 

{
w(x)E L2 (X),~w(x)-} 

D(A)= 
- q(x)w(x) E L2 (X), 

Dla operatora A definiuje się funkcje własne w;(x) 
i=l ,2,3 ... oraz wartości własne s; i=l,2,3 ... dla których 
układ równań liniowych 

Aw;(x) = s; w;(x) i=l,2,3 ... 

ma niezerowe rozwiązania w;(x)t.0. 



Każdej wartości własnej s; i=l,2,3 ... odpowiada układ 
funkcji własnych: 

{wił (x), W;2 (x), ... , Wim; (x) J 

gdziem; <oo jest krotnością wartości własnej s;. 

3. ROZWIĄZANIE RÓWNANIA I DOBÓR 
POSTACI WARUNKU POCZĄTKOWEGO 

Rozwiązanie równania (1) z warunkami brzegowymi (2) 
przy założeniu krotności wartości własnych m;=l , moż
na przedstawić w postaci : 

~ ~ 

w(t,xpxz) = Z:Z:exp(s;/)(w(O), wij t wij 
i=l j=l 

( w(O), wij) x = aij 

CX;j - współczynniki Fouriera 
w(O)=wo(x)= f(x1,x2); W;J = W;J (x)=f(x1 ,x2) 
Przybliżając warunek początkowy w(O) sumą funkcji 
własnych wki(x) operatora A z odpowiednimi współ
czynnikami flkt w następujący sposób: 

nk n1 

w(O) = L L fiki w ki(O) (3) 

gdzie: 
wklO)=wklx) 

k=I l=l 

wki(O)-składowa warunku początkowego odpowiadająca 
funkcji własnej wkl(x) operatora A 
otrzymujemy: 

nk n1 

aij = f wij L. "'i./JktWk[ (O)dx 
X k=ll=l 

Ponieważ układ funkcji własnych w;j jest ortogonalny, 

więc aij -:f. O tylko dla i=k, J=l, otrzymujemy współ-

czynniki a ij różne od zera tylko dla składowych i,j 

odpowiadających indeksom k,l warunku początkowego 
fJk,wklO) (pozbywamy się sumy nieskończonej dla in
deksów i,j). Oznaczając: 

akl = /Jkt f Wk[Wk[(O)dx 
X 

akl = /Jkla'kl 

W zależności od ilości przyjętych składowych n1on1, 

w warunku początkowym w(O) odpowiedź układu (1) 
można przedstawić w postaci liniowej ze względu na 
parametry /Jkl 

nk n1 ' 

w(t,x) = "'i. "'i./Jkza klWkt(x)exp(sklt) (4) 
k=ll=l 

4. ESTYMACJA PARAMETRÓW /J 

Dla liniowego względem wektora parametrów 
/J=[/31, ... ,/J„f modelu odpowiedzi układu (1) opisanego 

równaniem (4), proces obserwacji można zapisać 

w postaci: 
z(x,t) = FT(x,t) /J + E(t), tE [O,tj] x=[X1,X2] 

gdzie: 
z(x,t)= [ z(x1,t), ... , z(x1",t)f -wektor sygnału z N czujni
ków 

/J-wektor parametrów, /JE Rm 
E(x,t)=[ E(x1,t), ... , E(::l',t)f - biały szum o zerowej warto
ści średniej w czasie i kowariancji 
Ef E(t)tf( -r)}=C(t)&,t--r) 
Gdzie o oznacza deltę Diraca, a macierz 
C(t)E RNxN jest symetryczna i dodatnio określona dla 
każdego tE [O,t1] 

F(x,t)=[J(x1,t), ... , J(x1",t)J 
J(lt)= [Ji(xi,t), ... , fm(Xi,t){, i=l ... N 

fj(x;,t)= a'k1Wk1 (x;)exp(skif ), J=l...m, gdzie indeksy 

k=l ... nk, l=l ... n1 przy warunku nk.n1=m, odpowiadają 
składowej odpowiadającej indeksom kl warunku po
czątkowego (3). 
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Gdzie x1 , ... , x1" oznaczają położenie poszczególnych 
czujników o wartościach należących do zbioru X C R2, 

które przy estymacji parametrów /J są znane i ustalone. 

Problem estymacji parametrów jest następujący: 
znając historię {F(t)}tE[0,t1 J oraz {z(t)}tE[0,t1 ] należy 

znaleźć spośród wszystkich możliwych wektorów pa
rametrów /J taki, który minimalizuje ważone kryterium 
najmniejszych kwadratów [2][3] wtedy: 

A 11 ~ 
/3 = (f F(t)C-1(t)FT (t)dt)-1 f F(t)C-\t)z(t)dt 

o o 
A 

E{/3} = /3 
oraz 

A A A 

cov{/J} = E{ (/3- /3)(/3- /Jl}= 

'1 
= (f F(t)C-1(t)FT (t)dt)-l = M-l 

o 
m x m wymiarowa macierz 

'1 
M (x1 , ... ,xN) = f F(t)C-l (t)FT (t)dt 

o 

jest informacyjną macierzą Fishera [1][3] a jej elementy 
zależą od lokalizacji czujników. 

S. OPTYMALNE ROZMIESZCZENIE CZUJNI
KÓW POMIAROWYCH 

Problem optymalizacji polega na „najlepszym" roz
mieszczeniu czujników (w sensie cov{ /Jl) maksymalizu
jącym ilość informacji otrzymanych podczas ekspery
mentu. 



Zadanie polega na takim doborze punktów x1 , .•. , x1" aby 
zminimalizować pewną założoną skalarną funkcję 'ff [3] 
bazującą na informacyjnej macierzy Fishera M 

'ff [M(x1 , ... , :!')]->min 

Stosując dodatkowe upraszczające założenia : 

gdzie I jest N x N wymiarową macierzą jednostkową 
a a odgrywa rolę stałego odchylenia standardowego 
błędów pomiarowych otrzymujemy następującą postać 
macierzy FIM: 

I tf 
M = 2 f F(t)FT (t)dt 

(j o 

Aby zwiększanie ilości punktów pomiarowych x; nie 
wpływało na macierz M wprowadzamy przy założeniu 
a= 1 uśrednioną (znormalizowaną) [2][3] postać 

macierzy FIM 

I N tf . T . 
M =- L f f(x 1 ,t)f (x1 ,t)dt 

Nt f j=l O 
(5) 

Pozwoli to nam porównywać wskaźnik jakości 

l/f[M(x1 ••• :!')] dla różnych rozmieszczeń oraz różnych 
ilości punktów pomiarowych i zastosować algorytm 
optymalizujący rozmieszczenie czujników pomiaro
wych. 

6. OPIS ALGORYTMU WYZNACZANIA 
OPTYMALNEGO ROZMIESZCZENIA 
CZUJNIKÓW POMIAROWYCH 

Wprowadźmy zbiór zmiennych określających rozmiesz
czenie czujników Ę [3] 

Ę = {x' , ... , 
P, , ... , 

N 

LP; =l; x1"=(x/,x/) 
i=l 

x1 , ... ,:!'-położenie poszczególnych czujników 

p 1 ••• PN - współczynnik wagowy dla poszczególnych 
czujników 
Wprowadzenie tak zdefiniowanego rozmieszczenia 
czujników Ę pozwala w prosty sposób zapisać znorma
lizowaną macierz FIM: 

N I tf . T . 
M(<;)= LPi- f f(x 1 ,t)f (x1 ,t)dt 

i=l t f O 

6.1. Minimalizacja skalarnej funkcji bazującej 
na Informacyjnej Macierzy Fishera M 
('P [M(m->min) 

Użyjemy symbolu E(X) opisującego przestrzeń wszyst
kich prawdopodobnych pomiarów w zbiorze X. 

Istnieje skończona rzeczywista liczba ą taka, że [3] 

{Ę: 'P[M(()] ~q< 00 } = E(q)t= 0 

Dla każdego ĘE E(q) oraz Ę E E(X) istnieje pochodna 

kierunkowa[3] zdefiniowana następująco: 
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ó+'P[M(Ę),M([ )-M(Ę)] = 

I {,race['f'(Ę)Y(x)] - trace['f' (Ę)M (Ę)] f (dx) 

= f{c(<;)-ą>(x,<;)};°(dx) 
X 

gdzie: 

'F(t) = a 'F(M )\ 
aM M=M(;) 

I tf 
Y(x) =- f f(x,t)JT (x,t)dt 

t f o 
Funkcję Y(x) można interpretować jako macierz FIM 

określoną dla pojedynczego czujnika zlokalizowanego 
w punkcie xE X 

Oznaczając 

gdzie 
o 

c(Ę) = -trace['ł'(Ę)M(Ę)] 

- zależy od aktualnego rozmieszczenia : 
o 

</J(x,Ę) = -trace['ł'(Ę)Y(x)] = 
1 11 o -- f JT (x,t)'ł'(Ę)f(x,t)dt 

t f o 

- zależy od aktualnego rozmieszczenia czujników : 

oraz od zmiennej xE X , którą można również inter
pretować jako rozmieszczenie skoncentrowane w poje
dynczym punkcie xE X . Dla optymalnego rozmiesz

czenia czujników ;* [3] uzyskujemy 

min lf/(X, <;*) = Q 
xEX 

W dalszych rozważaniach przyjmujemy następująco 

zdefiniowaną funkcję 'ff [M(~)] (kryterium O-optymalne 
[3]): 

'ff [M( Ę)J=-ln det M( Ę) 

Kryterium O-optymalne jest niezmiennicze względem 
zmiany skali parametrów oraz liniowej transformacji 
wyjścia czujników, wtedy zachodzą następujące równo
ści: 

I tf 
ąXx,~) = - f JT (x,t)M-1(<;)f(x,t)dt 

t f o 
c(Ę)=m 

m-wymiar wektora parametrów /3 



N 1 tf . T . 
M(;) = LPi- f f(x 1 ,t)f (x1 ,t)dt 

i=l t f O 

Algorytm wyznaczania optymalnego rozmieszczenia 
czujników pomiarowych [3] polega na dodawaniu 
w k-tej iteracji nowego punktu pomiarowego zlokalizo
wanego w punkcie xk0E X, dla którego 1./f [M(x/)J 
( oparte na macierzy FIM dla pojedynczego punktu po-

miarowego xZ = arg max </J(x, Ęk)) jest optymalne 
XEX 

przy uwzględnieniu dotychczasowego rozmieszczenia 
t; . Należy zauważyć, że wprowadzenie tego punktu 

zmniejszy wskaźnik jakości 1./f [M( Ęk+1 )]. 
Wprowadzenie nowego punktu pomiarowego wymusza 
konieczność zmniejszenia wag p dla dotychczasowych 
punktów pomiarowych zawartych w rozmieszczeniu 
wyznaczonym w poprzedniej iteracji oraz dodanie no
wego punktu pomiarowego z odpowiednią wagą p tak, 
aby zachować normalizację macierzy M. 

6.2. Opis algorytmu 

Krok 1. 
Wybieramy startowe rozmieszczenie czujników Ę0 ( de
tM( Ę0)i=O) ustalamy 0<Ao< 1, y> 1 oraz dodatnią liczbę 
1J<<l, i ustawiamy k=l 

Krok 2. 

Wyznaczamy xZ = arg max </J(x, Ęk) 
XE X 

Jeżeli </J(xZ, Ęk) < c( Ęk)+ 1J wtedy STOP 

W dalszych obliczeniach przyjmujemy: 

ł/f[M( Ę)J=-ln det M( Ę)- minimalizowana funkcja oparta 
na FIM 

Krok 3. 
Jeżeli warunek stopu w kroku 2 nie jest spełniony to 
wówczas dla A~Ak_1/y wyznaczamy nowe rozmieszcze
nie czujników Ęk•P( 1 -AK)Ęk+ AK!\ 
gdzie: 
~\ - rozmieszczenie czujników skoncentrowane 

k . o 
w pun cie xk 
podstawiamy k=k+ 1 i powracamy do kroku 2. 

7. PRZYKŁAD 

Układ dynamiczny opisany jest równaniem 

dw(t,x1,x2) 

dt 
2 2 t>O (6) 

d w(t,X1,Xz) d w(t,X1,Xz) 
2 + 2 

dx1 dx2 

gdzie obszar X, w którym określone jest równanie (6): 

{
Q ~ X1 ~ a 

Q ~ X2 ~ b 

z zerowymi warunkami brzegowymi Dirichleta 

{w(t,0,x2): w(t,a,x2 ): O (?) 

w(t, x1 ,O) - w(t, x1 ,b) - O 

zakładamy że : 

a =t b (: r -liczba niewymierna 

a,b>O 

Z równaniem różniczkowym cząstkowym (6) możemy 
związać nieograniczony operator różniczkowy A zdefi
niowany następująco : 

Wartości i funkcje własne operatora A są postaci: 
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i,j=l,2 .... 

2 . (i1l ) . (j1l ) 
wii = r;-sm -x1 sm -x2 

vab a b 

2 
Włączając współczynnik r;- normalizujący wartości 

vab 
własne wij do parametrów /3 uzyskujemy warunek po
czątkowy w postaci: 

n n k7l [1[ 
w(O) = LLfJk1 sin(-x1)sin(-x2 ) 

k=I 1=1 a b 

wtedy rozwiązanie równania różniczkowego (6) jest 
postaci: 

n n 

w(t,x) = LLfJk1a ·k1wki(x)exp(sk1t) (8) 
k=I l=I 

Można zmodyfikować postać warunku początkowego 
w(O) pomijając niektóre składniki sumy określonej 

przez równanie (3) . Powoduje to analogiczną zmianę 
postaci rozwiązania równania (6) określonego wzorem 
(8). Postępując w ten sposób zmniejszamy wymiar 
wektora /JE R"'. 

Wtedy obserwację dla pojedynczego punktu pomiaro
wego można zapisać następująco: 

i=l, ... ,N 
gdzie: 

• . T 
f(lt)= [ a k1Wk1 (x') exp(s kil), .. ..... ] = 

i T = [fk!(x ,t), ....... .... ] x=[ X1, x2J 

ak1 = /Jkl ff wk1 sin(k1l x1)sin(11l x2 )dx2dx1 

o o a b 

akl = /Jkla'kl 



Elementy m wymiarowego wektorafi'lt) z indeksami kl 
odpowiadają wybranym indeksom rozwiązania równa
nia (6) określonego wzorem (8) oraz warunku począt

kowego zapisanego w ogólnej postaci następująco: 

nk n 1 

w(O) = L L /Jk1 w kl (O) 
k=I l=l 

Obliczenia przeprowadzono dla parametrów: 

a= 1t; b= 1; t;=O. 1 

Bardzo ważną rolę w algorytmie optymalizacji roz
mieszczenia czujników pomiarowych odgrywa odpo
wiedni dobór punktu startowego to- W dalszych obli
czeniach wstępnie dobrano punkt startowy t0• metodą 

prób i błędów, wizualizując funkcję (/J(x,/;0°) dla kilku 

różnych rozmieszczeń t0•• 

Funkcja (/J(x, !;0 ' ) posiada Imax lokalnych maksimów. 

Wstępnie jako punkt startowy przyjęto ten, dla którego 
wartość bezwzględna różnicy wartości lokalnych 

max (/J(x, 1;0·) o największej oraz najmniejszej warto-
xex 

ści była najmniejsza. Następnie dla tak dobranego t0• 

wyznaczono lokalne maksima względem x funkcji 
</x'.x, to) Ostatecznie wyznaczono punkt startowy to jako 
zbór punktów odpowiadający maksimom funkcji 
</x'.x,t0 ) z wagami li Imax, gdzie Imax - liczba lokalnych 
maksimów funkcji <Xx,t0 ) 

W ten sposób wyznaczony punkt startowy to przyjęto 
w dalszych obliczeniach zgodnie z algorytmem. 

7.1. Obliczenia 

(k,I)={ (1,1);(1,2)} 
wtedy 

w(0)=/311sin('1z- x1)sin(.1Z" x2)+ 
a b 

+ /312 sin( 1Z" x1) sin( 21Z" x2 ) 
a b 
/3=l/311,/J12l 

i i i T fi'x ,t) =[ fn(x ,t),fn(x ,t)J 

Przyjmując punkt startowy: 

oraz: 

;: . = {(1.8,0.4) 
~o 1/2 

(1.7,0.8) 

1/2 

Ao=0.06, Ak=Ak-1/y y =1.16 

} 

ri=0.009 lub k=60 - warunek zatrzymania 

Sposób wyznaczania nowego wektora wag p w k-tej 
iteracji polega na przemnożeniu każdego elementu wek
tora p przez współczynnik ( 1- Ak) a następnie wprowa
dzeniu nowego elementu tak, aby suma elementów 
wektora wag p wynosiła jeden. 

Z każdą iteracją zwiększa się ilość punktów pomiaro
wych zawartych w t dlatego dokonano uśrednienia 
wartości x; dla lokalizacji znajdujących się „blisko sie
bie" w celu zmniejszenia ilości czujników oraz dokona
no porównania wyników (Tabela 1). Położenie czujni
ków zostało uśrednione a odpowiadające im wagi / 
zsumowane. 
Rysunki 1 i 2 przedstawiają wykresy zmian wartości 
minimalizowanej funkcji 1j![M( tk)l=-ln det M( tk) 
(Rys. 1) oraz wartości maksimum w obszarze X funkcji 

czułości (/J(x, l;k) (Rys. 2) w kolejnych iteracjach 

k algorytmu wyznaczania optymalnego rozmieszczenia 
czujników pomiarowych. Na wykresach przedstawione 
wartości dla iteracji k=l odpowiadają rozmieszczeniu 
startowemu to-
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Tabela 1. Zestawienie wyników dla różnych wartości parametrów algorytmu. 

Postać Warunek Punkt star-
warunku zatrzymania towy Ę,o' 
począt-

Tl 
"-o y 

kowego k Xi pi 
(k,l) 
(1, 1) 0,009 __.lL 0,5 
(1,2) k<60 0,4 

0,06 1,16 
1,7 

0,5 -
0,8 

0,078 1,16 

0,042 1,16 

0,078 1,05 

0,078 1,27 

8. WNIOSKI 

Można zauważyć istotny wpływ wartości parametrów 
algorytmu A.o, y na zbieżność algorytmu. (Tabela 1) 
Ponieważ zastosowany sposób zmniejszania parametru 
'),,~"J-...k.1/y nie spełnia warunku algorytmu Wynn'a 

= L Ak = 00 , po pewnej liczbie iteracji algorytm prze
k=O 

stanie „poprawiać" wskaźnik jakości ale jednocześnie 

zmniejszy amplitudę oscylacji max <j)(x, Ęk) w kolej-
.xEX 

nych iteracjach. Dlatego zasadne jest zastosowanie 
dodatkowego kryterium zatrzymania algorytmu po 
założonej liczbie iteracji. W takim przypadku należy 
powtórzyć procedurę algorytmu z takimi samymi para
metrami "J-...0, y, przyjmując za punkt startowy otrzymane 
po zatrzymaniu algorytmu uśrednione rozmieszczenie. 
Uśrednienie rozmieszczenia czujników pomiarowych 
powoduje nie tylko poprawę wskaźnika jakości, ale 
również zmniejsza liczbę czujników pomiarowych w~-

THE OPTIMUM EXPERIMENTAL DESIGN PROB
LEM FOR LINEAR DISTRIBUTED PARAMETER 

SYSTEMS 

In general case, have at one's disposal data from the outcomes 
of the measurements, the calculation the initial state of system 
is difficult, because the solution of differentia! parabolical 
partia! equation be introduced as infinite series. 

Rozmieszczenie 
Ilość 'l'[M(f)l optymalne f po 'l'[M(f)l iteracji 

przed uśred. 
po uśrednieniu 
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k uśred. Xi pi 

1,5708 
0,4999 

13 3,4931 3,4868 0,3064 
1,5708 

0,5001 
0,6936 
1,5708 

0,5002 
0,3053 

9 3,4929 3,4866 
1,5708 
0,6946 

0,4998 

1,5708 
0,4999 

60 3,4962 3,4875 
0,3081 
1,5708 
0,6918 

0,5001 

1,5708 
0,5011 

0,3052 
13 3,4907 3,4866 

1,5708 
0,6942 

0,4989 

1,5708 
0,4999 

19 3,4934 3,4870 
0,3069 
1,5708 

0,5001 
0,6929 

The proposed method of calculate of initial state of system 
consist in assumption of definite form of initial condition: 

where wk(O)- component 
k=I 

of initial condition 

Form of initial condition wJO) should assure solution differen
tia! partia! equation in form finite series. Then on the basis of 
results of measurements from suitably disposed sensors is 
possible execute the estimation of parameters Pb simultane
ously calculate approximate initial condition w(O). 
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