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Streszczenie: W pracy jest rozważany dwufazowy al­
gorytm harmonogramowania zadań podzielnych na ma­
szynach równoległych przy ograniczeniach zasobowych i 
przezbrojeniach. W pierwszej fazie jest rozwiązywane za­
danie planowania nadrzędnego za pomocą techniki gene­
racji kolumn. Dla fazy drugiej badane są trzy warianty 
szeregowania planów za pomocą algorytmu genetyczne­
go z uwzględnieniem uproszczonych kryteriów obliczania 
długości harmonogramu szczegółowego. 

Słowa kluczowe: procesory równolegle, zadania po­
dzielne, przezbrojenia, ograniczenia zasobowe 

1. OPIS PROBLEMU 

Zagadnienie harmonogramowania zadań podzielnych 
na maszynach równoległych przy ograniczeniach za­
sobowych i przezbrojeniach występuje w licznych ga­
łęziach przemysłu, np. w przemyśle chemicznym, far­
maceutycznym czy spożywczym. Równolegle pracu­
jące maszyny lub linie produkcyjne tworzą gniazdo 
produkcyjne, w którym jest możliwe równoległe pro­
wadzenie jednoczesnej produkcji wieloasortymento­
wej poprzez przydzielenie różnych zadań do maszyn 
tworzących gniazdo. Zbiór zadań JC ma zostać obsłu­
żony przez zespół równolegle pracujących, niejedno­
rodnych maszyn[. Zakłada się, że zadania mogą być 
podzielne w czasie i przestrzeni, tzn. każde zadanie 
może być rozdzielone i realizowane na wielu maszy­
nach, może zostać w dowolnym momencie przerwane 
a następnie kontynuowane w innym momencie na tej 
samej lub innych maszynach. 
Każda maszyna może obsługiwać nie więcej niż 

jedno zadanie, przy czym każda z maszyn może cha­
rakteryzować się inną prędkością przetwarzania za­
dań oraz różnym zużyciem zasobów wspólnych. Swo­
boda produkcji jest ograniczona przez dodatkowe 
ograniczenia zasobowe. W pracy rozważa się zagad­
nienie z ograniczonym zasobem odnawialnym współ-

tPraca finansowana z grantu KBN 3Tl1C 03028. 

313 

dzielonym pomiędzy wszystkie maszyny. Zasobem 
takim mogą być pracownicy lub wymagane narzędzia 
składowane we wspólnym dla wszystkich maszyn ma­
gazynie o ograniczonej pojemności. Ilość potrzebne­
go zasobu zależy od zadania i maszyny, na której 
jest wykonywane. Zmiana obsługiwanego przez ma­
szynę zadania powoduje konieczność przezbrojenia, 
przy czym jego czas zależy zarówno od zadania po­
przedniego i następnego, jak i od maszyny, na której 
jest wykonywane. Celem jest znalezienie harmono­
gramu czasooptymalnego. 

2. PODEJŚCIE DWUFAZOWE 

Złożoność problemu wynika z konieczności jednocze­
snego uwględnienia ograniczeń zasobowych i prze­
zbrojeń. Już problem szeregowania zadań na po­
jedynczej maszynie z uwzględnieniem przezbrojeń, 
który odpowiada zadaniu komiwojażera, jest NP­
trudny. Zwiększenie liczby maszyn oraz dodanie 
ograniczeń zasobowych jeszcze bardziej zwiększa je­
go złożoność. Pewne heurystyki dla tych problemów 
były prezentowane w pracach [1, 4, 5, 2, 3]. 

Nowoczesne systemy produkcyjne charakteryzują 
się stosunkowo krótkimi czasami przezbrojeń, któ­
re zazwyczaj zajmują nie więcej niż kilka procent 
całego czasu produkcji. Uzasadnia to zastosowanie 
podejścia dwufazowego, w którym w modelu plano­
wania nadrzędnego można zaniedbać przezbrojenia i 
uwzględnić je dopiero podczas tworzenia harmono­
gramu szczegółowego. Niniejsza praca rozwija dwu­
fazowe podejście strukturalne z prac (6, 7] polegające 
na rozwiązywaniu nadrzędnych zadań planowania za 
pomocą techniki generacji kolumn a następnie wy­
znaczaniu harmonogramu szczegółowego. 

Planowanie nadrzędne. W zastosowanym po­
dejściu plan nadrzędny jest przedstawiany jako asyn­
chroniczny, wieloetapowy proces decyzyjny, w któ­
rym horyzont decyzyjny jest podzielony na wiele ele­
mentarnych etapów. Każdy z nich odpowiada pod-



okresowi o zróżnicowanej długości, w którym stan 
procesu, czyli rodzaj i sposób wykonywania zadań 
oraz alokacja zasobów, jest stały. Pojedynczy etap 
jest nazywany pfonem elementarnym. Struktura pro­
blemu planowania nadrzędnego pozwala na jego de­
kompozycję na podproblemy odpowiadające planom 
elementarnym oraz umożliwia zastosowanie techni­
ki generacji kolumn, co znacząco upraszcza i przy­
spiesza proces optymalizacji. Pomijany jest nato­
miast problem przejść pomiędzy kolejnymi planami. 
Uproszczenie polega na pominięciu problemu prze­
zbrojeń i skoncentrowaniu się na ograniczeniach tech­
nicznych i zasobowych. 

Szeregowanie i harmonogramowanie. Po wy­
znaczeniu planu nadrzędnego tworzony jest harmo­
nogram szczegółowy uwzględniający zarówno prze­
zbrojenia jak i wszystkie ograniczenia techniczne 
oraz zasobowe. Występują tu dwa zagadnienia: sze­
regowanie planów elementarnych oraz wyznaczenie 
harmonogramu szczegółowego. Obydwa zagadnienia 
są ze sobą ściśle związane, jednak połączenie szere­
gowania i harmonogramowania szczegółowego w jed­
nym algorytmie znacząco zwiększa złożoność oblicze­
niową problemu. W niniejszej pracy zastosowane zo­
stało podejście kompromisowe, w którym rozdzielono 
szeregowanie od harmonogramowania szczegółowego 
przez wprowadzenie uproszczonych miar jakości jako 
funkcji celu alg0rytmu szeregującego. 

3. PLANOWANIE NADRZĘDNE 

W problemie planowania dokonywany jest podział 
całego horyzontu planowania na zbiór podokresów 
z określonym przydziałem zadań do maszyn (pla­
nów elementarnych), gwarantującym nienaruszal­
ność chwilowych ograniczeń zasobowych. Podstawo­
we indeksy i parametry modelu: 

k zadanie, k E K; 
l maszyna, l E [,; 

/3 indeks planu elementarnego, /3 E B; 
Ptk czas obsługi całego zadania k na procesorze l; 
<Xtk ilość odnawialnego zasobu rezerwowanego na 

czas obsługi zadania k na maszynie l; 
W całkowita dostępna ilość zasobu odnawialnego. 

Wprowadzamy następujące zmienne decyzyjne: 

Yf3 czas trwania planu elementarnego /3; 
vfk zmienna binarna; równa 1 wtedy i tylko wtedy, 

gdy w planie elementarnym /3 zadanie k jest 
realizowane na maszynie l. 

Zbiór odpowiednich planów elementarnych mini­
malizujący długość harmonogramu bez przezbrojeń 
może zostać wyznaczony przez rozwiązanie następu­
jącego zadania optymalizacji 

Zminimalizować 

(1) 
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przy ograniczeniach 

L ( L .2._vfk)Yf3 = 1, k E K (2) 
(3EB lEL Ptk 

L vt, ~ 1, ZE L, /3 EB (3) 
kEK 

L L <Xtkvfk ~ W, /3 E B (4) 
lEL kEK 

vfk E {O, 1}, Z E L, k E K, /3 E B (5) 

Yf3 2: O /3 E B (6) 

Funkcja celu (1) definiuje całkowitą długość harmo­
nogramu. Równość (2) gwarantuje, że każde zadanie 
zostanie całkowicie wykonane. Ograniczenia (3) i ( 4) 
dotyczą pojedynczego planu elementarnego. Pierw­
sze zabezpiecza przed sytuacją, w której na pojedyn­
czej maszynie jest jednocześnie przetwarzane więcej 
niż jedno zadanie. Drugie zapobiega przekroczeniu 
dostępnej ilości zasobu odnawialnego w trakcie reali­
zacji planów elementarnych. 

Problem (1)- (6) jest trudnym zadaniem progra­
mowania kwadratowego, w którym liczba zmiennych 
rośnie wykładniczo z jego rozmiarem. Struktura za­
dania pozwala jednak na jego efektywnie rozwią­
zanie, przez wykorzystanie dekompozycji Danziga­
Wolfe'a i opartej na niej techniki generacji kolumn. 
Dekompozycja problemu na zadanie nadrzędne i pod­
rzędne jest możliwa dzięki istnieniu dwóch grup ogra­
niczeń. Pierwsza grupa (2), wiąże wszystkie zmienne 
Y/3 występujące w funkcji celu. Druga grupa (3)-( 4), 
to ograniczenia dotyczące wyłącznie jednej kolumny 
macierzy ograniczeń (2) a przez to jednej zmiennej 

Yf3· 
Zadanie nadrzędne. Zadanie nadrzędne techni­

ki generacji kolumn jest oparte na funkcji celu (1) 
oraz na ograniczeniach wspólnych (2). Rozważamy 
następujący model zadania nadrzędnego: 

min L Yf3 (7) 
f3EB 

p.o. L ( L .2._vfk)Yf3 = 1, k E K (8) 
(3EB !EL Ptk 

Yf3 ~ O, /3 E B (9) 

Podobnie jak w zadaniu wyjściowym funkcją celu jest 
całkowita długość harmonogramu, a ograniczenia za­
pewniają pełne wykonanie wszystkich zadań należą­
cych do danego zlecenia produkcyjnego. W przeci­
wieństwie jednak do zadania wyjściowego, vfk nie są 
zmiennymi lecz stałymi parametrami liniowych ogra­
niczeń (8). Oczywiście macierz ograniczeń musi za­
wierać kolumny odpowiadające wszystkim dopusz­
czalnym kombinacjom tych parametrów. Otrzyma­
ne zadanie jest zadaniem programowania liniowego z 
dużą liczba zmiennych , co sprawia, że przechowywa­
nie macierzy ograniczeń w całości jest niemożliwe. 
Rozwiązaniem jest zastosowanie techniki generacji 
kolumn. W metodzie tej w każdym kroku algoryt­
mu sympleksowego nowe kolumny wprowadzane do 



bazy są generowane przez rozwiązanie pewnego po­
mocniczego zadania optymalizacji, tzw. zadania pod­
rzędnego. 

Zadanie podrzędne. Nowa kolumna wprowa­
dzana do macierzy bazowej powinna charakteryzo­
wać się jak największą wartością odpowiadającej jej 
ceny zredukowanej (dla zadania minimalizacji). Dla 
rozpatrywanego problemu (7)-(9) cena zredukowana 
wyraża się następującym wzorem: 

"" "" 1 f3 "" "" ( 'Tik ) f3 Yo.a = L.., ( L.., -v1k)7ik -1 = L.., L.., - v1k -1, 
kEK lEL Płk kEK lEL Plk 

gdzie Tt jest wektorem zmiennych dualnych bieżące­
go rozwiązania. Zmienne te odpowiadają ogranicze­
niom (8) zadania nadrzędnego. Każda kolumna gene­
rowana w zadaniu podrzędnym określa przydział za­
dań do procesorów, a tym samym definiuje jeden plan 
elementarny. Dopuszczalność przydziału jest zapew­
niona przez dodatkowe ograniczenia zadania pod­
rzędnego: 

L vfk ::; 1, l E L (10) 
kEK 

L L O:tkvfk ::; W (11) 
lEL kEK 

vfk E {O, 1}, l EL, k E K (12) 

Ograniczenia te odpowiadają bezpośrednio ograni­
czeniom (3)-(5) z zadania wyjściowego. W zależności 
od potrzeb, zadanie podrzędne może zostać rozsze­
rzone o dowolne warunki nakładane na pojedynczy 
plan elementarny, np. warunek na maksymalną liczbę 
maszyn (Lmax), jakie mogą jednocześnie obsługiwać 

dane zadanie: I::!EL vfk ::; Lmax, k E K. 

Przykład. Rozważany jest system produkcyjny 
składający się z 3 różnych równoległych linii produk­
cyjnych, na których wytwarzanych jest 10 typów czę­
ści. W systemie tym pojedyncze zadanie jest podziel­
ne i polega na wyprodukowaniu pewnej liczby części 
każdego typu. Znane są czasy wykonania poszczegól­
nych zadań na każdej linii produkcyjnej 

[ 
11 20 19 17 19 18 22 29 16 27 l 

łPtk] = 29 27 22 26 21 10 13 10 23 12 
10 13 19 25 16 27 21 19 19 24 

Podczas wykonywania zadań wymagana jest pewna 
ilość dzielonego zasobu odnawialnego, różna dla po­
szczególnych zadań 

[
81066867886] 

[o:1k] = 7 7 6 9 6 9 8 9 6 6 
8 7 6 6 10 6 8 8 10 7 

Przyjmujemy W = 18. Zadanie może być jednocze­
śnie wykonywane tylko na jednej linii produkcyjnej. 
Ponieważ problem przezbrojeń został pominięty, wy­
nikiem planowania jest zbiór planów elementarnych 
oraz ich czasy wykonania (Tabela 1). Wyznaczony 
plan produkcji definiuje przydział zadań do linii pro­
dukcyjnych w każdej chwili harmonogramu. Kolej­
ność planów elementarnych nie jest ustalona. 

4. HARMONOGRAMOWANIE 

Po wyznaczeniu planów elementarnych dokonywane 
jest ich szeregowanie oraz jest wyznaczany harmo­
nogram szczegółowy. W niniejszej pracy rozdzielono 
szeregowanie od harmonogramowania szczegółowego 
przez wykorzystywanie uproszczonej miary jakości 
jako funkcji celu algorytmu szeregującego. W ideal­
nym przypadku uszeregowanie optymalne w sensie 
stosowanej miary jakości powinno dawać optymalny 
harmonogram szczegółowy. Niestety nie ma prostej 
recepty na skonstruowanie takiej miary jakości, która 
jednocześnie byłaby efektywna obliczeniowo. Dlate­
go zastosujemy przybliżone miary jakości pozwalają­
cych generować zadowalające uszeregowania planów 
elementarnych. W tym punkcie zakładamy, że mamy 
ustalone uszeregowanie planów elementarnych. 
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Miara jakości (długość harmonogramu) może być 
wyznaczona jedną z trzech metod różniących nakła­
dem obliczeń: (i) minimalizacja całkowitego czasu 
przezbrojeń, (ii) metoda ścieżki krytycznej [8], oraz 
(iii) metoda ścieżki krytycznej z realokacją zadań [9]. 
Miary (ii) i (iii) pozwalają na wyznaczenie stosunko­
wo dokładnych harmonogramów szczegółowych. 

Całkowity czas przezbrojeń 

Niech operacją będzie wykonanie części zadania na 
danej maszynie w określonym planie elementarnym. 
Rozważmy system z jedną maszyną produkcyjną. W 
klasycznym podejściu skrócenie harmonogramu uzy­
skuje się przez takie uszeregowanie operacji, aby su­
ma czasów wszystkich przezbrojeń pomiędzy kolej­
nymi operacjami była jak najmniejsza. Wynika to z 
faktu, że czasy operacji, wstępnie ustalone na eta­
pie planowania produkcji, nie są zmieniane w trak­
cie harmonogramowania, a o długości harmonogra­
mu decydują wyłącznie przezbrojenia. Zastosowanie 
tej miary jakości dla problemu z jedną maszyną po­
zwala więc na wyznaczanie optymalnego harmono­
gramu szczegółowego. 
Rozważmy teraz problem z maszynami równole­

głymi. W ogólnym przypadku najkrótszy całkowity 
czas przezbrojeń nie gwarantuje uzyskania optymal­
nego harmonogramu szczegółowego. Przyczyną jest 
sztywna synchronizacja harmonogramów kolejnych 
planów elementarnych na różnych maszynach, wyni­
kająca z konieczności zapewnienia dostępu do wspól­
nych zasobów w każdym momencie produkcji. Jed­
nak przeprowadzone eksperymenty pokazały, że cał­
kowity czas przezbrojeń można traktować jako bar­
dzo dobrą przybliżoną miarę jakości ostatecznego 
harmonogramu. Ważną jej zaletą jest bardzo mała 
złożoność obliczeniowa. 

Metoda ścieżki krytycznej 

W podejściu opracowanym przez Hindiego i Toczy­
łowskiego w [8] dla danego uszeregowania planów 
elementarnych harmonogram szczegółowy uwzględ­
niający wszystkie operacje i przezbrojenia może zo-



linie plany elementarne (3 
produkcyjne 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 4 4 6 9 9 
2 7 10 6 8 8 5 7 5 7 
3 5 3 2 1 2 3 1 3 5 

czas trwania Y/3 1.78 12.00 8.89 5.89 4.11 5.00 4.11 2.00 7.11 8.89 

Tabela 1. Plan nadrzędny wyznaczony dla opisywanego przykładu - przydział zadań do linii produkcyjnych 
w kolejnych planach elementarnych oraz czasy trwania planów elementarnych. 

stać wyznaczony metodą ścieżki krytycznej. Pomysł 
polega na zbudowaniu sieci działań uwzględniającej 
zależności czasowe i kolejnościowe operacji oraz ko­
nieczność występowania i czasy trwania przezbrojeń. 
Sieć działań jest tworzona sposób uniemożliwiający 
nakładanie się na siebie sąsiednich planów elemen­
tarnych. Zapewnia się to poprzez określenie relacji 
poprzedzania dla poszczególnych operacji zgodnie z 
kolejnością planów elementarnych, do których przy­
należą. Najprostszą metodą wyznaczenia relacji po­
przedzania jest określenie zbioru następników danej 
operacji, jako wszystkich operacji które są wykony­
wane po niej na każdej z maszyn. 

Na rys. 1 przedstawiono przykładowe relacje po­
przedzania operacji dla danego uszeregowania pla­
nów elementarnych. Po przypisaniu czasów wykony­
wania operacji do wierzchołków grafu i czasów prze­
zbrojeń do łuków poziomych otrzymuje się sieć dzia­
łań, na której przy zastosowaniu metody ścieżki kry­
tycznej możliwe jest wyznaczenie minimalnego czasu 
trwania całego harmonogramu oraz chwil rozpoczę­
cia poszczególnych operacji. 
Metodę ścieżki krytycznej można wykorzystać jako 

przybliżoną miarę jakości, wykorzystywaną na eta­
pie szeregowania, po którym następuje wyznaczenie 
ostatecznego harmonogramu szczegółowego. Metoda 
ścieżki krytycznej jest dokładniejsza od metody mi­
nimalizującej czas przezbrojeń a ponadto istnieją dla 
niej bardzo efektywne algorytmy obliczeniowe. Jed­
nak harmonogramy wynikowe stworzone tą metodą 
mogą cechować się mniejszą od optymalnej zwar­
tością (niepotrzebnymi przestojami maszyn). Dlate­
go w pracy Toczyłowskiego [9] wprowadzono istotne 
rozwinięcie tej metody, polegające na możliwości in­
gerowania w poszczególne plany elementarne. Podej­
ście to, nazwane metodą ścieżki krytycznej z realoka­
cją zadań umożliwia generowanie znacznie lepszych 
harmonogramów, kosztem pewnego zwiększenia zło­
żoności obliczeniowej samego algorytmu. 

Metoda ścieżki krytycznej z realokacją zadań 

W metodzie ścieżki krytycznej z realokacją zadar1 
możliwe są zmiany długości operacji przez przesuwa­
nie małych porcji zadania pomiędzy planami elemen­
tarnymi, do których to zadanie zostało przydzielone 
(zobacz [9]). Pomysł polega na stworzeniu dla da­
nej sieci działań zadania programowania liniowego, 
w którym zmiennymi są nie tylko czasy rozpoczęcia 
poszczególnych operacji ale także czasy ich trwania. 
Możliwe staje się więc zlikwidowanie niektórych prze-
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stojów maszyn przez wydłużenie jednych operacji i 
skrócenie innych. Otrzymany w wyniku rozwiązania 
takiego zadania harmonogram cechuje się znacznie 
lepszą zwartością w stosunku do harmonogramów 
wyznaczanych metodą ścieżki krytycznej. Operacje, 
których czas trwania został skrócony do zera, mogą 
zostać przy tym całkowicie usunięte z harmonogramu 
wraz ze związanymi z nimi przezbrojeniami. Nieste­
ty złożoność zadania, które uwzględniałoby usuwanie 
operacji i przezbrojeń, przewyższyłaby zalety opisy­
wanego podejścia. Dlatego można zastosować algo­
rytm przybliżony, w którym operacje o zerowej dłu­
gości są usuwane w następnej iteracji. Tworzona jest 
wtedy nowa sieć działań nie zawierająca w ogóle ope­
racji o zerowej długości i dla niej rozwiązywane jest 
kolejne zadanie programowania liniowego. Procedura 
może być powtarzana wielokrotnie, jeśli tylko prowa­
dzi do poprawy aktualnego rozwiązania. Wprowadź­
my następujące oznaczenia: 

O zbiór wszystkich operacji w grafie po­
przedzania; n E O, 

Ok zbiór wszystkich operacji składających 
się na zadanie k, 

ln procesor na którym jest wykonywana 
operacja n, 

kn zadanie realizowane podczas wykonywa­
nia operacji n, 

Pn czas wykonywania całego zadania kn pro­
cesorze ln; Pn = Plnkn 

Xn zmienna ciągła; porcja zadania kn wyko­
nywana podczas trwania operacji n, 

Sn zmienna ciągła; chwila rozpoczęcia ope­
racji n, 

en zmienna ciągła; chwila zakończenia ope­
racji n, 

pn zbiór następników n w grafie poprzedza­
nia, 

fn operacja będąca bezpośrednim następni­
kiem operacji n na tym samym proceso­
rze, 

B zbiór operacji bez następników, 
Cnm czas przezbrojenia między dwiema kolej­

nymi operacjami n i m na jednym proce­
sorze. 

Możemy teraz sformułować następujący model za­
dania programowania liniowego wyznaczania ścieżki 
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Rys. 1. Uszeregowanie planów elementarnych oraz odpowiadający mu graf poprzedzania. 

krytycznej z realokacją porcji zadań. 

minT (13) 

en= Sn+ XnPn, nEO (14) 

en~ Sm, n EO, m E pn (15) 

en ~ CnJn + S Jn, n~B (16) 

en~ T, nEB (17) 

O~ Xn ~ l, nEO (18) 

L Xn = l, k E K, (19) 
nEOk 

W funkcji celu (13) minimalizowana jest długość 
harmonogramu. Ograniczenia (14) i (15) zapewniają 
prawidłowe relacje poprzedzania pomiędzy operacja­
mi należącymi do sąsiednich planów elementarnych. 
Nierówność (16) wymusza uwzględnienie w harmono­
gramie przezbrojeń pomiędzy kolejnymi operacjami 
na tym samym procesorze. 

5. SZEREGOWANIE PLANÓW 

Zagadnienie szeregowania planów elementarnych jest 
problemem permutacyjnym. Dla każdego uszerego­
wania można wyznaczyć wartość pewnej miary je­
go jakości, a znalezienie uszeregowania optymalne­
go jest równoważne znalezieniu minimalizującej jej 
permutacji. W pracy zdecydowano się na zastosowa­
nie algorytmu gerietycznego jako podstawowej meto­
dy służącej do szeregowania planów elementarnych. 
Główną wadą tego podejścia oraz innych metod ewo­
lucyjnych jest konieczność wykonania dużej liczby 
obliczeń funkcji celu w procesie optymalizacji. Skut­
kuje to tym, że algorytmy genetyczne najlepiej na­
dają się do zastosowań, w których funkcja celu mo­
że zostać relatywnie łatwo wyznaczona. Zaletą algo­
rytmów genetycznych jest natomiast to, że nie wy­
korzystują one bezpośrednio wiedzy o problemie w 
trakcie wyznaczania rozwiązań. Jest to szczególnie 
pożądana cecha, gdy wiedza o sposobie szukania roz­
wiązań jest niedostępna, tak jak to jest w przypadku 
rozpatrywanego zagadnienia. Tylko bowiem w sytu­
acji gdy minimalizowaną miarą jakości jest całkowity 

czas przezbrojeń, zagadnienie to z pewnym przybli­
żeniem można modelować przez problem komiwoja­
żera. Gdy natomiast miarą jakości jest długość ścież­
ki krytycznej lub tym bardziej długość ostatecznego 
harmonogramu szczegółowego, złożoność zagadnie­
nia zaczyna daleko wykraczać poza problem komi­
wojażera. 
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Algorytmy genetyczne są algorytmami przeszu­
kiwania losowego symulującymi naturalną ewolucję 
organizmów. Operują one na zbiorze potencjalnych 
rozwiązań i iteracyjnie, wykonując serię transforma­
cji, zmierzają do suboptymalnych lub optymalnych 
rozwiązań. Używane transformacje naśladują natu­
ralne procesy biologiczne takie jak krzyżowania i mu­
tacje. Podstawowy schemat algorytmu genetycznego 
tutaj zastosowany jest następujący. Najpierw genero­
wany jest zbiór losowych rozwiązań dopuszczalnych 
(uszeregowań). Następnie rozwiązania te są oceniane 
przez zastosowanie przybliżonej bądź dokładnej mia­
ry jakości. Bazując na wyznaczonej wartości miary 
jakości, wybierana jest pewna część rozwiązań, które 
zostaną poddane mutacji i krzyżowaniu. Zmienione 
lub całkowicie nowe rozwiązania są następnie ponow­
nie oceniane. Cały proces jest powtarzany wielokrot­
nie. W algorytmie zastosowano metody krzyżowania, 
mutacji oraz selekcji. 

Przykład Kontynuujemy poprzedni przykład. 

W drugiej fazie opisywanego algorytmu jest wyzna­
czane optymalne uszeregowanie planów elementar­
nych. Rozważane są trzy różne funkcje celu dla al­
gorytmu szeregowania: całkowity czas przezbrojeń, 
metoda ścieżki krytycznej oraz metoda ścieżki kry­
tycznej z realokacją zadań. Ponieważ w każdym z 
tych przypadków ostateczny harmonogram dla da­
nego uszeregowania będzie wyznaczony z użyciem 
metody ścieżki krytycznej z realokacją zadań, więc 
dwie pierwsze funkcje celu możemy potraktować jako 
przybliżone miary jakości uszeregowania. Na rys. 2a 
przedstawione zostało uszeregowanie planów mini­
malizujące całkowity czas przezbrojeń. Uszeregowa­
nie z rys. 3a minimalizuje ścieżkę krytyczną w od­
powiadającej mu sieci działań, zaś uszeregowanie z 
rys. 4a minimalizuje ścieżkę krytyczną z realokacją 



zadań. Dla wszystkich trzech uszeregowań, wyzna­
czone zostały harmonogramy szczegółowe z użyciem 
metody ścieżki krytycznej bez- oraz z realokacją za­
dań. Wynikowe harmonogramy zostały przedstawio­
ne w podpunktach b) oraz c) na rysunkach 2-4. 

6. EKSPERYMENTY OBLICZENIOWE 

Przeprowadzone zostały eksperymenty obliczeniowe 
dla pierwszej oraz drugiej fazy badanego algorytmu. 
We wszystkich badaniach zastosowano ten sam sche­
mat generacji zada11 testowych. Najpierw, dla każde­
go zadania k i maszyny l wygenerowane zostały cza­
sy wykonania Pik oraz ilości wymaganego zasobu a1k 

jako liczby losowe o rozkładzie jednostajnym z prze­
działów, odpowiednio, [10, 30] oraz [6, 10]. Następ­
nie określony został dostępny zasób wspólny. Jego 
poziom został tak ustalany, aby w danym momen­
cie przeciętnie tylko 75% maszyn mogło pracować, 
podczas gdy pozostałe maszyny pozostają nieaktyw­
ne. Dla tych problemów, w których liczba zadań jest 
mniejsza niż liczba maszyn, ograniczenie ,:.asobowe 
jest wciąż aktywne dzięki ustaleniu go na poziomie, 
przy którym tylko 75% zadań może być jednocze­
śnie wykonywanych. Na końcu, dla każdej ma.szyny 
i dla wszystkich możliwych kombinacji zadai"t będą­
cych poprzednikami i następnikami, wygenerowane 
zostały czasy przezbrojeń jako losowe liczby ciągle 
o rozkładzie jednostajnym z przedziału [1.2, 2.0], co 
stanowiło w prqbliżeniu 6 do 10 procent średniego 
czasu wykonania Plk· Jeśli poprzednikiem i następ­
nikiem było to samo zadanie, czas przezbrojenia był 
zerowy. Wszystkie eksperymenty zostały przeprowa­
dzone na komputerze PC klasy Pentium IV, 1.7 GHz 
z wykorzystaniem pakietu CPEX 6.0. 

W celu zbadania efektywności obliczeniowej pierw­
szej fazy algorytmu przeprowadzona została seria 
testów dla różnych rozmiarów problemu i dla róż­
nych poziomów dostępnego zasobu wspólnego. Wyni­
ki przedstawione w Tabeli 2 reprezentują średni czas 
obliczeń dla 10 losowych zadań, dla których zasób 
wspólny został ustalony na poziomie nie stanowią­
cym żadnego ogranicznia. W Tabeli 3 przedstawiono 
natomiast wyniki testów dla zadań z aktywnym ogra­
niczeniem zasobowym. We wszystkich testach usta­
nowiono 200-stu sekundowy limit czasu obliczeń. In­
deks obok liczby oznaczającej średni czas obliczeń, 
oznacza liczbę zadań (spośród 10), które albo prze­
kroczyły limit czasu albo zakończyły się z powodu 
błędów numerycznych. 

Celem eksperymentów dla drugiej fazy badanego 
algorytmu było porównanie trzech wersji algorytmów 
szeregowania używających przybliżonych i dokładnej 
miary jakości. Wszystkie wyniki są średnią z wykona­
nia 10 losowych problemów z 10 maszynami, 40 za­
daniami i aktywnym ograniczeniem zasobowym. Pa­
rametry użytego algorytmu genetycznego były nastę­
pujące. Prawdopodobieństwa mutacji przez zamianę 
oraz przez proste odwrócenie były takie same i równe 
0.03. Prawdopodobieństwo krzyżowania było róv.-ne 

liczba liczba zadań 
maszyn 10 20 30 40 

10 O.O 0.2 0.3 0.6 
20 o.o 0.2 0.7 1.3 
30 O.O 0.3 0.6 2.0 
40 0.1 0.2 0.6 2.5 

Tabela 2. Czasy obliczeń fazy pierwszej dla zadań 
o różnych rozmiarach ze swobodnie dostępnym zaso­
bem wspólnym. 
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liczba liczba zadań 
maszyn 10 20 30 40 

10 0.2 1.6 2.0 4.7 
20 0.6 5.3 8.5 15.7 
30 0.9 9.7 19.2 40.4 
40 0.8 290.7 57.6 171.7 

Tabela 3. Czasy obliczeń fazy pierwszej dla zadań o 
różnych rozmiarach z ograniczonym zasobem wspól­
nym. 

0.5 zaś rozmiar populacji wynosił 50. 
W pierwszym eksperymencie przetestowana zosta­

ła zbieżność algorytmów w czasie. Wyniki przedsta­
wione na Rysunku 5 odpowiadają sytuacji, gdy al­
gorytm szeregowania zatrzymuje się po danej liczbie 
sekund, a dla najlepszego znalezionego do tej pory 
uszeregowania jest wyznaczany końcowy harmono­
gram szczegółowy metodą ścieżki krytycznej z realo­
kacją zadań. Wyjaśnia to, dlaczego wykresy odpo­
wiadające użyciu miar przybliżonych nie są mono­
toniczne. W eksperymencie tym widać także efek­
tywność wyznaczania poszczególnych miar jakości. 
Zgodnie z oczekiwaniami, podczas 60 sekund testów, 
największą liczbę razy został wyznaczony całkowity 
czas przezbrojeń (1124620 razy), na drugim miejscu 
był algorytm z metodą ścieżki krytycznej jako miarą 
jakości (275222 razy). Najbardziej złożone oblicze­
niowo okazało się być wyznaczanie ścieżki krytycznej 
z realokacją zadań (127 razy). Na rys. 5 widać, że 
algorytmy przybliżone były w stanie uzyskać dobre 
wyniki w ciągu kilku pierwszych sekund działania, 
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Rys. 5. Zbieżność w czasie algorytmu szeregowania 
dla różnych miar j akości uszeregowania. 
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Rys. 2. Harmonogramy wyznaczone dla uszeregowania planów elementarnych minimalizującego całkowity 
czas przezbrojeń; a) uszeregowanie, b) harmonogram szczegółowy wyznaczony przy pomocy metody ścieżki 
krytycznej, c) harmonogram szczegółowy wyznaczony przy pomocy metody ścieżki krytycznej z realokacją 
zadań. 
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Rys. 3. Harmonogramy wyznaczone dla uszeregowania minimalizującego długość ścieżki krytycznej w har­
monogramie szczegółowym bez realokacji zadań; a) uszeregowanie, b) harmonogram szczegółowy wyznaczony 
przy pomocy metody ścieżki krytycznej, c) harmonogram szczegółowy wyznaczony przy pomocy metody ścieżki 
krytycznej z realokacją zadań. 
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Rys. 4. Harmonogramy wyznaczone dla uszeregowania minimalizującego długość ścieżki krytycznej w harmo­
nogramie szczegółowym z realokacją zadań; a) uszeregowanie, b) harmonogram szczegółowy wyznaczony przy 
pomocy metody ścieżki krytycznej, c) harmonogram szczegółowy wyznaczony przy pomocy metody ścieżki 
krytycznej z realokacją zadań. 
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Rys. 6. Zbieżność algorytmu szeregowania w zależ­
ności od liczby obliczeń funkcji celu dla różnych miar 
jakości uszeregowania. 

podczas gdy algorytm dokładny potrzebował na to 
znacznie dłuższego czasu. 

W drugim doświadczeniu zbadano zbieżność algo­
rytmów w funkcji liczby obliczeń funkcji celu. W tym 
miejscu należy wyjaśnić przyczynę, dla której zdecy­
dowano się na uwzględnienie liczby obliczeń funkcji 
celu nie zaś np. liczby iteracji, co jest powszechnie 
przyjmowane w literaturze. Po pierwsze, z oblicze­
niem funkcji celu związany jest wysiłek obliczeniowy 
algorytmu, po drugie, zmiana parametrów algoryt­
mu genetycznego, np. prawdopodobieflstwa mutacji, 
wpływa na liczbę obliczeń funkcji celu w jednej ite­
racji i w ten sposób zmienia czas trwania iteracji. 
A ponieważ główne zainteresowanie jest kierowane 
na całkowity czas obliczeń, wygodniej jest operować 
liczbą obliczeń funkcji celu zamiast liczbą iteracji. 

W eksperymencie nie wprowadzono ograniczenia 
czasowego, ustalono natomiast maksymalną liczbę 
obliczeń funkcji celu na 5000. Testowane zadania są 
dokładnie takie same jak w pierwszym eksperymen­
cie. Wyniki przedstawiono na rys. 6. Można zauwa­
żyć, że algorytm korzystający z dokładnej miary ja­
kości dał lepsze rezultaty niż algorytmy z miarami 
przybliżonymi. Stało się to jednak kosztem czasu po­
trzebnego do wykonania zadania - algorytm z miarą 
przybliżoną zakończył działanie po kilku sekundach, 
podczas gdy algorytm z miarą dokładną potrzebował 
do zakończenia ponad pół godziny. 

7. PODSUMOWANIE 

Badany w pracy strukturalny algorytm szeregowa­
nia zadań podzielnych na maszynach równoległych z 
przezbrojeniami i ograniczeniami zasobowymi łączy 
skutecznie różne elementarne techniki optymalizacji, 
w tym technikę generacji kolumn, algorytmy ewolu­
cyjne, programowanie liniowe i specjalizowane heury­
styki. Wyniki eksperymentów obliczeniowych wska­
zują na wysoką efektywność pierwszej wersji algoryt­
mu szeregowania planów elementarnych w przypad­
ku znaczącego limitowania czasu obliczeń. Zwiększe­
nie limitu obliczeń jest najbardziej skutecznie wyko­
rzystywane w wariancie algorytmu szeregowania pła-

nów z wykorzystywaniem metody ścieżki krytycznej 
z realokacją zadań. 
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ALGORITHM FOR PREEMPTIVE TASK 
SCHEDULING ON PARALLEL PROCESSORS 

WITH SETUP TIMES AND RENEWABLE 
RESOURCES 

Abstract: A two-stage algorithm for scheduling pre­
emptive tasks on parallel machines with minimum ma­
kespan criterion and requirements for limited renewable 
resources and existence of sequence dependent setup ti­
mes is investigated. In the first stage of the algorithm a 
set of best elementary feasible plans is obtained through 
column generation. For the second stage we compare ge­
netic algorithms for sequencing elementary plans, where 
various approximate criterions for calculation minimum 
makespan are used. 
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